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Abstract

This dissertation uses methods of statistical mechanics to predict the spatial distribution
of finite-sized counter-ions at stiff bio-polymers in aqueous solution. Several generaliza-
tions of the Poisson-Boltzmann theory could be achieved. As a result it is possible to
model correlations due to the finite ion sizes and due to the Coulomb interactions simul-
tanously. This is especially important for bio-polymers where the Coulomb-interaction
leads to a medium coupling strength, e. g. the typical distance between elementary char-
ges on the macromolecule is about the same as the Bjerrum length. The theory includes
known limits such as the Poisson-Boltzmann theory for weak coupling strength and the
strong coupling theory for point-like ions at highly charged macromolecules. For the
calculation of counterion-densities and electrical potentials partial differential equations
have been derived. They are, in terms of computer time and algorithmic difficulty, not
more expensive to solve than the Poisson-Boltzmann equation.

By applying the theory to the system “DNA with counter-ions” it can be shown that the
correlations of the counter-ions increase the spatial separation of bound and unbound
charges and lead to a more pronounced charge condensation. Furthermore the fraction
of unbound charges is increasing for bigger counter-ions. The efficiency of screening the
DNA depends on the radius of the counter-ions and decreases for bigger ions according
to a power law.

Kurzbeschreibung

Die vorliegende Dissertation benutzt Methoden der Statistischen Mechanik, um rdum-
liche Verteilungen von Gegenionen an steifen Biopolymeren in wéissriger Losung zu
berechnen. Dabei werden verschiedene Erweiterungen der Poisson Boltzmann Theorie
vorgenommen. Als Ergebnis kénnen im Rahmen eines Gittergasmodells Korrelationsef-
fekte aufgrund endlicher Ionenradien und aufgrund der Coulombwechselwirkung gleich-
zeitig beriicksichtigt werden. Das ist insbesondere fiir Biopolymere relevant, fiir die die
Coulombwechselwirkung im Bereich mittelgrofier, dimensionsloser Kopplungskonstanten
liegt, d. h. fiir die der Abstand zwischen den Elementarladungen auf den Makromolekiilen
etwa so grof3 ist wie die Bjerrum-Léinge. Die Theorie enthélt bekannte Grenzfille, ins-
besondere die Poisson-Boltzmann Theorie bei kleinen Kopplungsstidrken und die Strong
Coupling Theorie fiir punktformige Tonen bei sehr groflen Kopplungsstéarken. Die Berech-
nung von Gegenionendichten und Potentialen wird auf partielle Differentialgleichungen
zuriickgefiihrt, die numerisch nicht schwerer zu l6sen sind als die Poisson Boltzmann
Gleichung.

Am Beispielsystem ,DNA mit Gegenionen* wird gezeigt, daf§ die Korrelationen der
Gegenionen die raumliche Trennung gebundener und ungebundener Ladungen bei der La-
dungskondensation verstérken, wobei fiir grofiere Ionenvolumen der Anteil ungebundener
Gegenionen zunimmt. Die Abschirmeffektivitéit der Gegenionen der makromolekiilnahen
Schicht nimmt mit zunehmendem lonenradius nach einem Potenzgesetz ab.
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1 Einleitung

Biologische Fragestellungen erleben in der Physik seit etwa 10 Jahren einen wahren
Boom. Dieser wird keinesfalls nur von anwendungsorientierten, industriellen Interessen
getragen, sondern betrifft auch in einem solchen Ausmafle die Grundlagenforschung, dafl
das gerade begonnene Jahrhundert immer 6fter als das der Biowissenschaften bezeichnet
wird. Spektakulidre Grofiprojekte wie das Human Genome Project trugen und tragen
einen Teil dieser wissenschaftlichen Aufbruchstimmung auch in die Offentlichkeit, mit
all ihren gesellschaftlichen Chancen, aber auch ihren Bedenken [36, 65].

Auf molekularbiologischer Ebene entstehen einerseits immer prézisere Bilder des
Zellstoffwechsels und seiner Storungen mit einer Unzahl an Einzelinformationen.
Andererseits scheinen trotz vieler beachtenswerter Ergebnisse, nicht zuletzt auch in
der Medizin, die fundamentalen Prinzipien des Lebens (sofern es sie denn gibt), die
Reduzierung auf ein paar wenige Gesetze, noch nicht entdeckt zu sein. Man mag
hier Analogien ziehen zu der verwirrenden Vielfalt elektrischer Erscheinungen, bevor
Lichtenberg in Gottingen entdeckte, dafl es nur zwei Arten von Ladungen gibt. Obwohl
der Weg zu den Maxwell-Gleichungen noch sehr weit war, war diese Erkenntnis ein
duflerst wichtiger Schritt. Angesichts der ungleich hoheren Komplexitéit physikalischer
und chemischer Vorgénge in lebenden Zellen erscheint das Entdecken fundamentaler
Prinzipien des Lebens geradezu utopisch zu sein. Fiithrt man sich jedoch die Erfolge der
Maxwell-Gleichungen gerade auch in technologischer Hinsicht vor Augen (wo wiren wir
heute ohne Elektrizitéit/Elektronik?), erkennt man das ungeheure Potential biologischer
Forschung fiir zukiinftige Generationen.

Es ist nicht allein der langfristige Wunsch nach so Grundlegendem, der die Forschung
motiviert. Das heutige methodische Wissen in den Disziplinen Physik, Chemie, Statistik
und Informatik, oft an und fiir Systeme(n) entwickelt, die ,,weit weg* von der Biologie
sind, konnen helfen, die vielen Einzelerkenntnisse der Molekularbiologie, Genetik und
Medizin niher zusammen zu bringen. Allein diese Synergie-Effekte aus der (teilweisen)
Verschmelzung der klassischen Forscherdisziplinen sind schon sehr vielversprechend.
Das wird letztlich durch Riickiibertragungen auf theoretisches oder technologisches
Wissen aus den urspriinglichen, nicht-biologischen Bereichen auch dort zu wertvollen
Weiterentwicklungen fithren.

Biophysik ist also weder Mode noch Selbstzweck, sondern Teil eines hochkomplexen
Forschunsgebietes, das sich ein umfassendes Verstidndnis der lebenden biologischen Zelle
als Fernziel gesetzt hat. Das heutige Wissen der Zellbiologie ist bereits betréchtlich,
und zahlreiche Etappenziele sind auch dank physikalischer Methoden erreicht worden.
Aufholbedarf besteht aber durchaus bei einzelnen Fragen. Hierzu gehoren z. B. die
elektrischen Effekte in der Biologie, die nicht unmittelbar an Nervensignalen beteiligt
sind und nicht direkt zu chemischen Reaktionen beitragen. Die biologische Zelle enthélt
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

viele elektrisch geladene, atomar kleine Ionen bis makroskopisch grofie Bestandteile
(Biopolymere, Proteine), die iiber ihre elektrischen Felder physikalisch miteinander
wechselwirken. Die Summe dieser Wechselwirkungsenergien kann eine betréchtliche
Grofle erreichen, ihre Minimierung wird so zum Ziel biologischer Selbstorganisation.
Die grofitenteils elektrisch bedingte, rdumliche Verteilung der Ionen im thermischen
Gleichgewicht ist wissenschaftlich von groflem Interesse, weil sie die kleinsten und
beweglichsten Ladungstrager in der Zelle sind. Sie bestimmen z. B. fiir viele Compu-
tersimulationen die sehr kleine Grofle eines Zeitintervalls. Sie kénnen den pH-Wert
beeinflussen. Die Gegenionen vermitteln aber auch effektive Kréfte zwischen den
geladenen makroskopischen Zellbestandteilen und bestimmen dadurch mit iiber deren
rdumliche Anordnung. Diese Anordnung wiederum kann fiir das Zustandekommen
chemischer Reaktionen der Makromolekiile miteinander entscheidend sein und Reakti-
onsraten sowie das Ausmaf} genetischer Aktivitdten mitbestimmen. Sie erfihrt deshalb
zunehmende wissenschaftliche Aufmerksamkeit.

Die Verteilung der Ionen ist gerade im biologisch interessanten Falle gréferer Ionendich-
ten, wie sie in der Ndhe von Biopolymeren oder Proteinen vorkommen, nur unzureichend
erforscht, sowohl experimentell als auch theoretisch. Auf theoretischer Seite liegt die
Hauptschwierigkeit darin, das bei grofleren Dichten wichtige Ionenvolumen angemessen
zu beriicksichtigen. Es verursacht bei den Ionen eine gegenseitige sterische Behinderung,
beeinfluBft ihre Dichteverteilung und verdndert ihre Korrelationen untereinander.
Bisher ist jedoch das Volumen der Ionen nicht angemessen modelliert worden (am
aussichtsreichsten in [20]), obwohl der Bedarf hierzu in jiingster Zeit zunimmt, siehe
z. B. [6].

Die vorliegende Arbeit tragt dazu bei, diese Liicke zu schlieffen.

Der Aufbau dieser Arbeit:

Kapitel 2 und 3  prézisieren und motivieren die Fragestellung ausfiihrlich und stellen
bisherige Arbeiten vor. Es werden verschiedene theoretische Methoden diskutiert und
die geeignetste ausgewihlt. Der gegenwirtige Stand der experimentellen Moglichkeiten
wird umrissen.

Kapitel 4 fiihrt iiber eine detaillierte Modellbildung fiir voluminése Ionen an geladenen
Biopolymeren zun#chst zur Aufstellung der Hamiltonfunktion in einem Gittergasmo-
dell. In iterativ immer genaueren Nidherungen werden anschliefend die Erwartungswerte
fiir Dichteprofile und Korrelationsfunktionen der Ionen mit Methoden der Statistischen
Physik berechnet. Die in Kapitel 2 motivierten Anwendungen des Modells ergeben sich
hieraus in einfacher Weise.

Kapitel 5 16st die Modellgleichungen aus Kapitel 4 numerisch, wobei man mit dem-
selben Algorithmus alle Naherungen fiir die Dichteprofile oder Korrelationsfunktionen
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berechnen kann. Verschiedene Tests und Vergleiche mit den wenigen analytisch losbaren
Grenzfillen demonstrieren die Leistungsfihigkeit des Algorithmus auch in allgemeinen
Situationen.

Kapitel 6  stellt Ergebnisse fiir das wichtige Beispielsystem ,DNA mit Gegenionen®
vor, die im Kontext bisheriger Arbeiten ausfiihrlich analysiert und diskutiert werden.
Dadurch kann das neue theoretische Modell als Alternative zu den numerisch erheblich
aufwendigeren Molekulardynamik-Simulationen etabliert werden und gestattet detail-
lierte Einblicke in die Physik solcher Systeme.

Kapitel 7 fafit diese Arbeit zusammen und gewéhrt einen Ausblick auf zukiinftige
weiterfithrende Fragestellungen.
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2 Motivation

Es gibt eine Vielzahl von Motiven, sich mit der rdumlichen Verteilung von lonen in der
biologischen Zelle zu beschéftigen, von grundlegenden, bis hin zu sehr speziellen. Der Ein-
flul des Volumens der Ionen auf ihre Verteilung gehort zu den grundlegenden Fragen.
Der Nutzen ihrer Beantwortung kann am besten anhand einfacher aber aussagekréftiger
Beispiele studiert werden. Die Modellbildung selbst darf nicht auf die Einfachheit der
Beispiele angewiesen sein, so da eine Ubertragung auf viele kompliziertere Situationen
unproblematisch ist. Ihre Grenzen werden spéter in Kapitel 4.1 diskutiert.

Im folgenden werden zwei Beispiele aus der aktuellen Literatur vorgestellt. Weitere An-
regungen koénnen [35] entnommen werden.

2.1 Dichteverteilung voluminoser Gegenionen; Korrelation,
Kondensation

Die elektrischen Felder an geladenen Biomolekiilen, wie z. B. der DNA, sind oft stark
genug, um eine erhebliche Anzahl an entgegengesetzt geladenen Gegenionen anzuziehen.
Deren Abstidnde untereinander werden dadurch trotz der gegenseitigen elektrischen
AbstoBung so klein, dafl ihr vergleichsweise grofles Volumen in wissriger Losung (siehe
auch Tabelle 4.1 auf Seite 30) nicht vernachléssigbar ist (vgl. [6, im Abstract]). Das fiihrt
zu einer spiirbaren gegenseitigen sterischen Behinderung der Gegenionen. Ferner sind
fiir derart kleine Teilchenabsténde auch erhebliche Teilchenkorrelationen zu erwarten.
Beide Effekte, Korrelationen und sterische Behinderungen auf kleinen Léngenskalen,
konnen die globale Dichteverteilung der Gegenionen erheblich beeinflussen. Sie sind in
ihrem Zusammenspiel aus verschiedenen Griinden weder theoretisch noch experimentell
untersucht worden.

Experimentelle Untersuchungen sind duflerst anspruchsvoll, weil die ladungstragenden
Biopolymere in wassriger Losung nicht bzw. nicht lange genug fixiert werden kénnen,
um dann die Gegenionenverteilung mit hochauflésenden (< 1nm) Streuungsmethoden
zu untersuchen, siehe z. B. [35]. Jiingste Fortschritte in der Methode der Anormalen
Kleinwinkel-Rontgenstreuung von Elektrolyten [24, 8], die ohne eine Fixierung der
Biopolymere auskommt, sind ermutigend, vgl. Abschnitt 3.3. Aber auch diese Methode
kann gegenwirtig (Mitte 2006) noch keine Daten mit ausreichender Genauigkeit zur
Verfiigung stellen.

Die theoretischen Modelle der Statistischen Physik fiir Gegenionenverteilungen ent-
wickelten sich bisher entlang phédnomenologisch begriindbarer Modelle. Diese schienen
bislang trotz ihrer ungelosten Probleme auf kurzen Langenskalen gegeniiber mathema-
tisch aufwendigeren Ansédtzen keine Nachteile zu haben. Sie kénnen aber bisher trotz
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KAPITEL 2. MOTIVATION

zahlreicher Bemiithungen Volumen und Korrelationen der Gegenionen nicht gleichzeitig
hinreichend beschreiben'. Verschiedene Hilfsannahmen auf kurzen Lingenskalen fithren
zur Vorhersage von Ladungskondensationsphénomenen, siehe z. B. [11, 39, 46]. Unter
einer Kondensation von Ladungen sei in dieser Arbeit? die Segregation von Ionen
zu einer zweiten Phase verstanden oder eine permanente Bindung entgegengesetzter
Ladungen aneinander. Inwiefern eine Ladungskondensation tatsdchlich auftreten kann,
ist nicht abschlieBend geklért und Gegenstand aktueller Diskussionen [34].

Lediglich  rechnerisch sehr aufwendige Computermodelle (Molekulardynamik-
Simulationen) sind bisher verfiighar [10, 28], um Gegenionen mit Volumen- oder
Korrelationseffekten zu studieren. Die Aussagekraft der Computermodelle iiber die phy-
sikalischen Ursachen der dort beobachteten Dichteverteilungen ist jedoch beschréinkt;
ihre eigentlichen Stérken liegen in der zeitlichen Auflésung schneller Dynamiken. Daf} sie
dennoch fiir diese Fragestellung eingesetzt werden, liegt nicht nur an den im n#chsten
Abschnitt 2.2 genannten Griinden, sondern dokumentiert auch das bisherige Fehlen
neuer theoretischer Methoden fiir diese Fragestellungen.

Abbildung 2.1 auf Seite 7 zeigt (jeweils in anderer Farbe) repréisentative Beispiele
fiir die Pfade eines Na' Ions nahe der negativ geladenen DNA-Doppelhelix, die
elektrisch detailliert modelliert wurde. Die Simulationsdauer betrigt jeweils 1,4ns. Das
Computermodell beinhaltet weitere Na™ Ionen, deren Pfade nicht abgebildet worden
sind: Das Gesamtsystem ist elektrisch neutral. Die Ionen besitzen eine Hydrathiille, wie
sie auch zur Modellierung der Ionen in dieser Arbeit verwendet wird, vgl. Abbildung 4.1
auf Seite 29. Die Abbildung ist eine Projektion aus dem Dreidimensionalen, die Pfade
durchdringen die DNA nicht.

Diese Situation, negativ geladene DNA mit positiv geladenen Gegenionen (u. a. Na™)
in einem elektrisch insgesamt neutralen System, wird auch in dieser Arbeit in Kapitel 6
verwendet, um die Leistungsfihigkeit der in Kapitel 4 entwickelten Theorie zu demon-
strieren.

Man erkennt dreierlei: Erstens: Es gibt entlang der DNA bevorzugte Pliatze, wo sich
das einzelne Na™ Ion zeitlich hiufiger aufhilt. Das ist ein Indiz dafiir, dafl in diesen
Regionen auch die zeitlich gemittelte Dichte der Na™ Ionen erhoht ist, aber kein Beweis:
Denkbar ist auch, da8 in anderen Regionen lediglich der Platztausch mit anderen Na™
Ionen schneller ist. Die zitierte Arbeit untersucht diese Fragestellung nicht. Dennoch
verdeutlicht diese Uberlegung, da8 es wichtig ist, nicht nur iiber die Effekte des Ionen-
volumens, sondern auch iiber die gleichzeitige Beriicksichtigung von Korrelationen auf
kleinen Léngenskalen mehr zu wissen, und auch theoretisch beschreiben zu kénnen. Die
Kenntnis von Dichteverteilung und Paarkorrelationen der geladenen Gegenionen vermag
z. B. auch Auskunft zu geben, wieviel Platz in der Nihe der DNA fiir den Transport von
elektrisch neutralen, aber physiologisch oder chemisch wichtigen Molekiilen vorhanden

!Die Theorie dieser Arbeit verzichtet ab Abschnitt 4.3 erfolgreich auf eine phénomenologische Begriind-
barkeit; vgl. auch die Ubersichtsabbildung 3.1 auf Seite 16 im Zusammenhang mit der Auswahl der
theoretischen Methoden dieser Arbeit.

2Manche Arbeiten benutzen einen weiter gefafiten Begriff der Kondensation im Sinne einer lockeren Bin-
dung verschiedener Ladungstriger aneinander, der vergleichbar ist mit dem Konzept der Hydrathiille
in Abbildung 4.1, vgl. auch Abschnitt 4.1.2.
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2.1. Dichteverteilung volumintser Gegenionen; Korrelation, Kondensation

Motivation: Dichteverteilung im Gleichgewicht

Aus urheberrechtlichen Griinden darf diese
Abbildung nicht in der iiber den Buchhan-
del vertriebenen Version dieser Dissertati-
on gezeigt werden. Siehe auch Hinweis auf
Seite iv.

Der Autor bittet um Ihr Versténdnis.

Abbildung 2.1: Beispiele fiir die Bewegungspfade (in verschiedenen Farben bzw.
Graustufen) jeweils eines einfach positiv geladenen Natrium-Ions in der Nihe negativ
geladener DNA (deren chemische Struktur durch die breiten Linien in der Bildmitte
angedeutet ist), gewonnen aus einer Molekulardynamik-Simulation in einem insgesamt
elektrisch neutralen System.

Die Abbildung ist urheberrechtlich geschiitzt. Genehmigter Nachdruck aus SCIENCE 294:567-
571(2001), siehe auch [10]. Der in Washington DC, USA anséssige Rechteinhaber ,,Science
AAAS“ wiinscht den wortlichen Abdruck des folgenden Hinweises:

Reprinted with permission from AAAS, Ref# 06-17808, February 14 2006, revised March 02
2006, submission id# 31588. Copyright 2001. Readers may view, browse, and/or download
material for noncommercial personal purposes. Fxcept as provided by law, this material may
not be further reproduced, distributed, transmitted, modified, adapted, performed, displayed,
published or sold in whole or in part, without prior permission from the publisher.
Elektronische Quelle vom 05.03.2006:
http://www.sciencemag.org/content /vol294 /issue5542 /images/large /se4019860001.jpeg Eine
hoher aufgeloste, leicht abgewandelte Version dieser Abbildung, fiir die keine Nachdruckge-
nehmigung vorliegt, kann z.Z. im Internet eingesehen werden [67]. Dem Rechteinhaber sei fiir
seine Nachdruckgenehmigung und seine freundliche Unterstiitzung gedankt.
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KAPITEL 2. MOTIVATION

ist.

Zweitens: Selbst die Ionen, die sich sehr nahe an der DNA befinden, sind nicht fest
an bestimmte rdumliche Orte gebunden, sondern bleiben rdumlich beweglich, auch
senkrecht zur DNA. Das spricht gegen eine Beschreibung mit Theorien, die intrinsisch
Kondensationsphénomene enthalten. Bisher war eine solche Beschreibung jedoch fiir
die meisten biologisch interessanten Fille nicht moglich, die Griinde hierfiir lassen sich
verschieden formulieren: zu hohe Ladungsdichten, lonenvolumen nicht vernachléssigbar,
etc. . Der theoretische Ansatz dieser Arbeit ertffnet hier neue Moglichkeiten, gleichzeitig
hohe elektrische Felder, lonenvolumen und -korrelationen zu beriicksichtigen, ohne auf
das kiinstliche Konzept der Ladungskondensation angewiesen zu sein.

Drittens: Die elektrische Struktur der DNA entlang ihrer Lingsachse vermag zwar die
Verteilung der ihr nahesten® Gegenionen zu beeinflussen. Diese Gegenionen kénnen
wohl aber aufgrund ihrer nur méifig eingeschrinkten Beweglichkeit die elektrischen
Inhomogenitaten in DNA-Léngsachsenrichtung weitgehend abschirmen, so dafl die
zweitnahesten Ionen diese nur unerheblich spiiren. Die Modellbildung fiir die DNA in
Abschnitt 4.1 geht daher von vornherein von einer homogen geladenen DNA aus. Damit
ist dieses auch biologisch wichtige System gleichzeitig ein geometrisch unkompliziertes
System (im Vergleich mit anderen geladenen Biopolymeren oder Proteinen), und eignet
sich gut dafiir, als Beispielsystem fiir die Theorie dieser Arbeit zu dienen.

2.2 Effektive Krafte und Potentiale zwischen groB3en
Biomolekiilen

Anders als im vorangegangenen Abschnitt 2.1 ist hier die rdumliche Verteilung der
Gegenionen nicht das eigentliche Studienobjekt, sondern deren Einflu} auf grofle, ge-
ladene Biopolymere.

Man stelle sich ein System elektrisch geladener grofler Biomolekiile vor, die von vielen
kleinen Ionen umgeben sind. Das Verhalten dieser Biomolekiie sei von primérem Inter-
esse, z. B. um deren biologische Funktionen zu untersuchen.

Die Ionen sind sehr viel beweglicher als die groflen Biomolekiile. Verinderungen der
Koordinaten? der grofien Biomolekiile fithren daher zu quasi-statischen, reversiblen An-
derungen des thermischen Gleichgewichts der Ionen. Kennt man die Gleichgewichtsver-
teilungen der Ionen in Abhéngigkeit von den Koordinaten der groflen Biomolekiile, kann
man daraus die thermodynamischen Potentiale (meist sind die Freie Energie oder das
Groflkanonische Potential von Interesse) des Gesamtsystems ausrechnen. Weil die grofien
Molekiile das Gleichgewicht der Ionen stets reversibel verindern, kénnen diese thermo-
dynamischen Potentiale als mechanische Mehrteilchenpotentiale im newtonschen Sinne
interpretiert werden [40]. Sie werden als effektive Potentiale bezeichnet, weil sie nur noch
von den Koordinaten der grofien Biomolekiile abhéngen und nicht mehr von denen der

3Das iiblichere Wort ,niichsten” kénnte im Sinne einer (zeitlichen) Folge miverstanden werden.
4Sie enthalten hier fiir nicht-kugelsymmetrische Molekiile auch deren Orientierung im Raum.

8 J. Mertins, Dissertation 2006



2.2. Effektive Krifte und Potentiale zwischen groflen Biomolekiilen

Tonen. Durch Ableiten ergeben sich sofort die effektiven Kréifte ruhender, grofler Biomole-
kiile aufeinander. Aus ihnen lassen sich auch die Bewegungsgleichungen der Biomolekiile
gewinnen, wenn zusétzlich deren viskose Reibung in der Zellfliissigkeit beriicksichtigt
wird.

Die Losung dieser Bewegungsgleichungen mit dem Computer ermoglicht heutzutage die
realistische Simulation iiber Zeitintervalle, die grof§ genug sind, um z. B. die Bewegung
ganzer Molekiilverbédnde zu untersuchen. Fiir eine entsprechende Untersuchung {iber &hn-
liche Zeitintervalle, die die Ionen mit beriicksichtigt, wird auf absehbare Zeit nicht genii-
gend Rechenleistung zur Verfiigung stehen. Es miissten nicht nur sehr viel mehr gekop-
pelte Bewegungsgleichungen gelost werden, sondern es wiren auch die fiir die Bewegung
der Tonen typischen, sehr viel kleineren Zeitschritte in der Simulation zu beriicksichtigen.
Die Kenntnis effektiver Potentiale ist daher wichtig, und damit die detailierte Kenntnis
der Gleichgewichtsverteilung der Ionen zu festen Koordinaten der grofien Biomolekii-
le (allgemeiner: zu zeitlich konstanten, &ufleren elektrischen Feldern). Die elektrischen
Felder sind in der Néhe vieler geladener Biomolekiile recht grof3, so daf sie zahlreiche ge-
gensitzlich geladene Ionen anziehen. Deren Abstéinde zueinander konnen dabei so klein
werden, daf sie sich durch ihre endliche Grofie sterisch behindern (vgl. Tabelle 4.1 auf
Seite 30). In solchen Fillen mufl zur Berechnung der Ionenverteilung das Ionenvolumen
berticksichtigt werden.

Im allgemeinen lassen sich die effektiven Mehrteilchenpotentiale der Biomolekiile
nicht auf paarweise Wechselwirkungen zuriickfiihren, sondern bestenfalls durch sie
anndhern. Dennoch ist die Bestimmung effektiver Paarwechselwirkungen ein erster,
wichtiger Schritt, und kann durch Molekulardynamik-Simulationen (abgekiirzt: MD)
erfolgen. Abbildung 2.2 aus [4] auf Seite 10 zeigt einen Schnappschufl aus einer solchen
Simulation fiir eine sehr einfache Geometrie (Paarpotential nur vom Abstand abhéingig).
Fiir kompliziertere Geometrien, wo auch Orientierungen der Molekiile zueinander
wichtig werden, oder fiir Dreiteilchen-Potentiale sind jedoch auch die MD-Simulationen
rechnerisch zu aufwendig, um fiir alle Konfigurationen der Biomolekiile durchgefiihrt
werden zu kénnen.

Es ist daher wichtig, eine Theorie zu entwickeln, die alle relevanten Figenschaften
der Ionen beriicksichtigt, auch deren Volumen, um deren Gleichgewichtsverteilung
in duferen elektrischen Feldern zu bestimmen, ohne die Ionen im einzelnen explizit
simulieren zu miissen. Das ist mit der Theorie der vorliegenden Arbeit erreicht worden,
die zusétzlich auch Korrelationsfunktionen der Ionen in &hnlicher Weise zugénglich
macht.

Zwar miissen auch hier die Modellgleichungen numerisch gelost werden, jedoch reicht
hierzu ein sehr viel kleinerer numerischer Aufwand, der zudem keine Aufteilung in
n-Teilchen-Potentiale notwendig macht. Insbesondere hingt der numerische Aufwand
hier nicht von der Anzahl der Gegenionen ab. Dariiberhinaus ergeben sich anhand der
Struktur der Gleichungen tiefere Einblicke in die Physik des Systems. Vergleiche von
Ergebnissen aus der Theorie dieser Arbeit mit einer MD-Simulation zur Bestimmung
von Tonenverteilungen aus [28] bestétigen in den Abschnitten 5.3 und 6.2 die Leistungs-
fahigkeit der Theorie dieser Arbeit.
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Motivation: effektive Krafte zwischen groflen geladenen Teilchen

Aus urheberrechtlichen Griinden darf diese
Abbildung nicht in der iiber den Buchhan-
del vertriebenen Version dieser Dissertati-
on gezeigt werden. Siehe auch Hinweis auf
Seite iv.

Der Autor bittet um Ihr Verstdndnis.

Abbildung 2.2: Schnappschufl einer Molekulardynamik-Simulation zur Berechnung
effektiver Krifte zwischen zwei gleichen, geladenen Proteinen (grofie Teilchen; Orte der
Ladungen als kleine Extrateilchen auf deren Oberfliche dargestellt) bei Anwesenheit
von Tonen (kleine Teilchen). Die dunklen Linien sind die perspektivisch verzerrten Kan-
ten des kubischen Simulationsvolumens, die unterschiedlich erscheinenden Teilchengro-
Ben sind ebenfalls perspektivisch bedingt.

Genehmigter Nachdruck aus [4]. Eine farbige Version dieser Abbildung ist in [3] enthalten, fiir
die keine Nachdruckgenehmigung vorliegt. Der in Les Ulis, Frankreich anséssige Rechteinhaber
»EDP Sciences“ vertreten durch seinen Publication Manager JM Quilbe, wiinscht an dieser
Stelle eine vollstéindige Quellenangabe:

w,Discrete charge patterns, Coulomb correlations and interactions in protein solutions®, E. Al-
lahyarov, H. Lowen, A.A. Louis and J.P. Hansen, Euorophys. Lett. 57(5), pp. 781-737 (2002),
Figure 1. Elektronische Quelle vom 05.03.2006:
http://www.edpsciences.org/articles/epl/ps/2002/05/6959.ps.gz  Dem Rechteinhaber sei fiir
die Nachdruckgenehmigung vom 10. Februar 2006 und fiir seine freundliche Unterstiitzung
gedankt.

Die effektiven Potentiale, die die Ionen vermitteln, kénnen mitunter kontra-intuitive
effektive Kréfte verursachen, deren Ursprung in komplizierten Entropieeffekten liegen
kann. Abhé#ngigkeiten von Ionenanzahl (hier auch im Sinne verschiedener chemischer
Spezies gemeint), -ladung, -ladungsvorzeichen, -volumen etc. fithren zu sehr vielen
moglichen Szenarien. Das gesamte Spektrum an effektiven Wechselwirkungen ist noch
nicht abschlieend gekldart, wohl auch deshalb nicht, weil die experimentelle Situation
schwierig ist, die numerische mit MD-Simulationen sehr aufwendig ist, und der Effekt
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2.2. Effektive Krifte und Potentiale zwischen groflen Biomolekiilen

des Ionenvolumens theoretisch bisher nicht ausreichend beriicksichtigt werden konnte.
Zum Beispiel konnen auch auf elektrisch neutrale Teilchen effektive Krifte wirken (weil
sie den Ionen Platz wegnehmen), oder zwei gleichnamig geladene Biomolekiile kénnen
sich unter bestimmten Umstédnden anziehen. Auch zur Aufklarung dieser Effekte kann
die Theorie dieser Arbeit beitragen.

J. Mertins, Dissertation 2006 ]—1
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3 Auswahl der Untersuchungsmethoden

3.1 Theoretische Methoden

Zunichst stellt sich angesichts immer leistungsfahigerer Computersimulationen zuneh-
mend die Frage: Wozu Theorien?

In den komplizierten Systemen der Biophysik sind so bekannte! Algorithmen wie
Molekular-Dynamik oder Monte-Carlo auf modernen Rechnern mittlerweile in der La-
ge, so viele Systemdetails in ihren Rechnungen zu beriicksichtigen, dafl sie mit wenigen
physikalischen Vorgaben wie den Newtonschen Bewegungsgleichungen, geeigneten Wech-
selwirkungspotentialen und viel algorithmischer Raffinesse immer 6fter experimentelle
Ergebnisse quantitativ genauer beschreiben kénnen als theoretische Modelle, die oft auf
zusiitzliche Vereinfachungen angewiesen sind. Aber das ist nur die eine Seite. Ergeb-
nisse der reinen Computermodelle miissen auch interpretiert werden, und hierzu sind
Theorien nach wie vor unerlafilich, um aus den Eigenschaften der individuellen Teilchen-
wechselwirkungen das Entstehen kollektiver Eigenschaften und die hierzu notwendigen
Voraussetzungen zu verstehen. Auflerdem haben reine Computermodelle mit interessan-
ten Grenzfillen oft erhebliche Probleme wie z. B. dem Grenzfall starker Verdiinnung, da
hier mittlere Dichten etc. aus Statistiken mit wenigen Daten gewonnen werden miissen.
Die reinen Computermodelle kénnen jedoch unverzichtbare, phanomenologische Einsich-
ten liefern, z. B. in die Vorgénge der Proteinfaltung, wo experimentelle Methoden die
dort schnellen Vorgénge noch nicht aufzulosen vermogen. Sie kénnen auch Bewegungen
einzelner Ladungstrager nachvollziehen. Theoretische Modelle miissen sich hier oft mit
Mittelwerten und Fluktuationsstédrken zufrieden geben.

Theorien sind auch als Test reiner Computermodelle unverzichtbar: Theorien kénnen
manchmal gerade solche Situationen besonders gut beschreiben, die im Computermodell
numerisch besonders schwierige oder aufwendige Extremfille sind. Zu nennen ist hier
der bereits erwdhnte Fall starker Verdiinnung. So kénnen Theorien neben einem qualita-
tiven Versténdnis auch wertvolle Hinweise zur Zuverlissigkeit der Computerrechnungen
liefern.

Da diese Arbeit vor allem die qualitative Einsicht in die Physik des Systems betonen
mochte, ist die Entwicklung einer Theorie {iber das heute bereits Existierende hinaus un-
erldflich. Es sei hierzu nochmals auf die Motivation in Kapitel 2 und auf [6] verwiesen.
Im folgenden werden die zur Verfiigung stehenden prinzipiellen Ansétze diskutiert und
eine feldtheoretische Beschreibung als die am besten geeignete ausgewéhlt.

Die Statistische Mechanik geladener Teilchen kennt sehr verschiedenartige Ansétze, de-
ren genaues Einsatzgebiet jeweils auch davon abhéngt, welche Eigenschaften welches

siehe Lehrbiicher
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konkreten Systems damit beschrieben werden sollen. Sie alle haben sowohl Vor- als auch
Nachteile. Zur Auswahl der theoretischen Methode dieser Arbeit wurde Wert darauf
gelegt, dafl sich deren mathematische Annahmen und Naherungen besonders gut auf
physikalisch motivierte Eigenschaften der Modellbildung abbilden lassen.

Insbesondere im Hinblick auf iibergeordnete wissenschaftliche Ziele, wie einem umfassen-
den Versténdnis der biologischen Zelle, werden einzelne Theorien als Module fiir ein Ge-
samtbild dienen. Damit dieses konsistent ist, ist es unerléfilich, ihre einzelnen Annahmen
zuverlissig auf die Modellbildung abbilden zu kénnen, um entscheidende Mechanismen
nicht nur quantitativ, sondern vor allem qualitativ verstehen zu lernen.

Eine Einfiihrung zu den folgenden Absitzen bietet der Ubersichtsartikel [42], der eine
Fiille wertvoller Nebenbemerkungen enthilt und im folgenden nur an besonders wichti-
gen Stellen erneut zitiert wird. Von #hnlich allgemeinem Interesse fiir diesen Abschnitt
sind die Arbeit [66] und die Aufsatzsammlung [35].

Fliissigkeitstheorien Fliissigkeitstheorien  setzen  bei  der  Definition  der
(Mehrteilchen-)Korrelationsfunktionen an und fithren auf verschiedene, im Prinzip
exakte, unendliche Hierarchien von Integral- oder Integro-Differentialgleichungen. Deren
simultane Losung ist aussichtslos, so dafl die Hierarchien jeweils mit einer mathematisch
motivierten Annahme iiber die Zwei- oder Dreiteichenkorrelationsfunktion vorzeitig
abgeschlossen werden miissen. Fiir die gleiche Hierarchie sind jeweils auch verschiedene
Abschliisse denkbar. Geschieht der Abschlufl zu friih, sind fast keine Vorteile gegeniiber
einer Feldtheorie erkennbar. Wird der Abschlufl bei der Drei- oder gar erst Vierteil-
chenkorrelationsfunktion durchgefiihrt, sind die hierzu notwendigen mathematischen
Annahmen sehr uniibersichtlich beziiglich ihrer physikalischen Pendants [42]. Wegen
dieser physikalischen Uniibersichtlichkeit kommen solche Theorien als ein Modul fiir ein
umfassendes Zellmodell selbst dann nicht in Frage, wenn ihre numerischen Losungen
sehr gut mit experimentellen Ergebnissen iibereinstimmen, denn sie tragen wenig
zum tieferen Verstdndnis prinzipieller Physik bei. Genau dieser Anspruch wurde aber
eingangs dieses Abschnitts an eine theoretische Modellierung der Fragestellung dieser
Arbeit gestellt.

Die Born-Green-Gleichungen sind z. B. eine solche Hierarchie. Sie schlielen entweder
mit einem einfachen Faktorisierungsansatz fiir die Zweiteilchen-Korrelationsfunktion
ab und haben starke Ahnlichkeit mit einer Molekularfeldniherung, oder sie schliefen
die Dreiteilchenkorrelationsfunktion mit dem Ansatz von Kirkwood mathematisch klug
aber physikalisch uniibersichtlich ab. Das Buch [60] gewihrt hier einen kurzen Einblick.
Die physikalische Uniibersichtlichkeit der Modellannahmen stellt diesen Ansatz, wie
andere Ansédtze dieser Art auch, natiirlich nicht gleich in Frage, denn die mit diesen
Methoden erzielten Ergebnisse sind oft von beachtlicher quantitativer Genauigkeit [42].
Ein Review-Artikel zu Integralgleichungsmethoden bietet [64].

Feldtheorien der Statistischen Physik Feldtheorien entstehen in der Statistischen Phy-
sik mathematisch meist aus der Sattelpunktniherung einer Zustandssumme? des be-

2oder aus Teilsummen, vgl. das Vorgehen in Abschnitt 4.3 dieser Arbeit.
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trachteten physikalischen Systems, wobei alle Fluktuationen als klein angenommen wer-
den. Sie beschreiben Erwartungswerte (Zeit- oder Ensemble-Mittelwerte) von Observa-
blen, z. B. von Teilchendichten. Fiir kleine Temperaturen T — 0 ist die Annahme
kleiner Fluktuationen immer erfiillt, falls sich das System dort nicht in der N&he eines
thermodynamischen Phaseniibergangs befindet. Die Sattelpunktndherungen gehoren zur
grofien Gruppe der Molekularfeldnidherungen (englisch: Mean-Field).

Im Falle elektrisch wechselwirkender, ionischer Systeme, sogenannter Coulomb-Systeme,
die Gegenstand dieser Arbeit sind, fithrt eine Sattelpunktndherung der Zustandssumme
auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, die im allgemeinen hochgradig nicht-
linear ist und analytische Losungen nur in Ausnahmefillen gestattet. Sie ist jedoch im
Vergleich mit reinen Computermodellen numerisch schnell 16sbar.

Um die Einsatzgebiete einer Feldtheorie besser zu verstehen, muf} hier die Sattelpunktna-
herung detaillierter betrachtet werden: Die Temperatur ist in biologischen Systemen bis
auf hochstens wenige Prozent fest vorgegeben T' =~ 300 K, weshalb hier eine Sattelpunkt-
niherung der Zustandssumme nie ideal giiltig sein kann. In Abhéngigkeit von anderen
physikalischen Parametern wie z. B. der elektrischen Feldstirke kann die Giite der Sattel-
punktndherung aber auch bei T' &~ 300 K sowohl sehr gut als auch schlecht sein. Das fiihrt
in der Literatur (z. B. [35]) mitunter zu einem unprézisen Sprachgebrauch. Dort werden
Einschrankungen auf bestimmte Bereiche der physikalischen Parameter wie elektrische
Feldstarke etc. vorgenommen, um eine sehr gute Giiltigkeit der Sattelpunktndherung
zu garantieren. Diese Einschrinkungen werden dann sprachlich ungenau als das Haupt-
problem der Sattelpunktndherungen dargestellt. Gemeint ist damit aber, daf3 aulerhalb
dieser Bereiche die endliche Temperatur 7' =~ 300K -4 0 das eigentliche und erst hier
auftretende Problem fiir die Qualitdt der Sattelpunktndherung ist. Auch diese Arbeit
wird sich dem iiblichen Sprachgebrauch nicht vollstdndig entzichen: Unerwiinschte Ein-
schrankungen der physikalischen Parameter betreffen hier vor allem Effekte auf kurzen
Liéngenskalen, insbesondere solche, die von einem endlichen Tonenradius (im Gegensatz
zu punktférmigen Ionen) verursacht werden.

Durch solche Formulierungen wird jedoch der Blick auf das grundlegende aber einzige
Problem der Sattelpunktniherungen verstellt: Kénnen sie so modifiziert werden, dafl ihr
Einsatz auch bei noch hoheren Temperaturen sinnvoll bleibt, um damit den Parameter-
bereich zu erweitern, der eine sehr gute Qualitit der Naherung bei 7' ~ 300 K garantiert?
Wird diese Schwierigkeit gelost, wie es in dieser Arbeit der Fall ist, kommt ein erhebli-
cher Vorteil der Feldtheorien zum Tragen: Die Klarheit der Bedeutung mathematischer
Annahmen fiir das physikalische Modell. Deshalb wurde fiir die Anfertigung dieser Ar-
beit eine solche feldtheoretische Methode gewé&hlt.

Die Entscheidung fiir die Modellierung mit einer Feldtheorie macht einen Blick auf die
historische Entwicklung ihrer Benutzung fiir Coulomb-Systeme® notwendig. Sie wird in
Abbildung 3.1 graphisch skizziert und dem in dieser Arbeit verfolgten Ansatz gegen-
iibergestellt.

3nicht-thermische Wechselwirkung im wesentlichen durch elektrische Ladungen.
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Ubersicht iiber den Theorien-Zoo

phénomenologische

detailliertes Modell Freie-Energie-Dichten

mit Hamiltonfunktion

(unaufwendig, vgl. 4.2.2, z. B. [35])
Abristen bis losbar
(insbes. kleine Léngenskalen) \
S0 Poisson-Boltzmann Debye-Hiickel [26]
Tion (u.dhnliche) z. B. [31] (linear)
N'a'lhirtzmgl’?A Aufriisten mit Zusatzannahmen
(vel. 4.2, [17]) auf kleinen Lingenskalen,
Bjerrum-Dipole [11, 42] (— Theorien-Zoo)
ﬂ" Kondensationsphdnomene

z. B. 2-Fluid-Modell [39] z. B. Manning [46]

Néaherung B
(vgl. 4.3, 4.4)

Tonenradius voll
beriicksichtigt

|

. hohere Korrelations-
Verallgemeinerungen —»

funktionen (vgl. 4.4)

Abbildung 3.1: Die Abbildung zeigt schematisch, dafl die in dieser Arbeit entwickelte
Niherung B einen neuen Weg verfolgt, um Ionen endlicher Gréfie zu modellieren.

Die géngigen Ansétze gehen von phidnomenologischen Freie-Energie-Dichten (rechts
oben) aus und fithren auf zum Teil sehr situationsspezifische Varianten der Poisson-
Boltzmann-Theorie oder der Debye-Hiickel-Theorie. Da deren Herleitung iiber detail-
lierte, mikroskopische Modelle (links oben) viel aufwendiger aber ohne weiteren prak-
tischen Nutzen ist, sind diese griindlichen Anséitze heute wenig verbreitet. Dadurch ist
eine Beriicksichtigung des Tonenvolumens iiber die Ndherung A hinaus (Bildmitte) bis-
her nicht méglich gewesen.

Anstatt ein sehr spezielles, weiteres Mitglied des Theorien-Zoos ins Leben zu rufen,
wihlt diese Arbeit einen véllig anderen Weg (links-oben nach links-unten und mitte-
unten), der das Ionenvolumen voll beriicksichtigen kann. Er ist nicht sinnvoll phénome-
nologisch herleitbar und unterscheidet sich auch dadurch von den anderen Ansitzen.
Fiir Leser, die einem Verweis aus Kapitel 4 hierher gefolgt sind: Der lange senkrechte
Pfeil links entspricht den Gleichungen (4.81 ff.). Das Folgt-nicht-Zeichen oben halbrechts
widerspricht nicht (4.45), denn es ist im Sinne der Modellbildung zu verstehen: ohne das
Gittergas im Hinterkopf gibt es keinen Weg von (4.43) nach (4.13), und insbesondere
gibt es keinen Anlaf}, von (4.40) zu (4.35) umzuformen.

Wie weiter oben bereits erwdhnt worden ist, miissen bisher bei einer Sattelpunktnéhe-
rung der Zustandssumme zunéchst Einschrankungen hingenommen werden, die beson-
ders kleine Léingenskalen betreffen. Dieser Nachteil kann spéter mit sehr situationsspe-
zifischen, plausiblen Annahmen teilweise wieder ausgeglichen werden, was historisch zu
einer enormen Vielfalt verschiedener Theorien gefithrt hat, die hier als Theorien-Zoo
bezeichnet werden soll. Viele von ihnen werden auch gegenwirtig noch weiterverfolgt,
siche z. B. [35]. Die vorliegende Arbeit modifiziert die Sattelpunktnéherung, indem sie
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das physikalische Gesamtsystem in Teilsysteme aufteilt und diese separat behandelt; da-
durch kénnen diese Einschrankungen in groflen Teilen aufgehoben werden, was links in
Abbildung 3.1 angedeutet wurde.

Im folgenden soll die historische Entwicklung der Feldtheorien fiir Coulomb-Systeme
anhand der Abbildung 3.1 von oben links nach unten rechts detaillierter beschrieben
werden:

Ausgangspunkt ist das Aufstellen der Hamiltonfunktion des physikalischen Gesamtsy-
stems (vgl. Gleichung 4.7). Neben der Hamiltonfunktion beinhaltet die Modellbildung
auch das Festlegen der Randbedingungen der durch die Sattelpunktnéiherung entstehen-
den Differentialgleichung, was nicht unwichtig, aber zunéchst nachrangig ist*. Abhiingig
von der Hamiltonfunktion des betrachteten coulomb-wechselwirkenden Systems handelt
es sich bei der durch eine Sattelpunktniherung der (Groflkanonischen) Zustandssum-
me gewonnenen partiellen Differentialgleichung um die bekannte Poisson-Boltzmann-
Gleichung oder eine ihrer Erweiterungen/Varianten. Die in dieser Arbeit verwendete
Hamiltonfunktion (4.7) wird in Abschnitt 4.1 besonders ausfiihrlich begriindet.

Die historischen, grofien Erfolge von Debye und Hiickel [26] mit einer linearisierten®
Variante der gewonnenen Differentialgleichung fiir den Grenzfall stark verdiinnter sym-
metrischerS Elektrolyte, die vollstindig analytisch losbar ist, konnten die Wichtigkeit von
Korrelationen in diesen Systemen zeigen und Effekte der Ladungsabschirmung aufklédren.
Deren Modellierung beriicksichtigt lediglich eine wichtige Lingenskala: die Reichweite
der thermischen Wechselwirkung im Vergleich zur elektrischen, die sogenannte Bjerrum-
Lénge von ca. 0,7nm, vgl. auch Gleichung (4.2). Die lineare, sogenannte Debye-Hiickel
Differential-Gleichung hat in den nachfolgenden Jahrzehnten einen ganzen Zoo an Theo-
rien inspiriert, deren Ziel es ist, trickreich unter Beibehaltung der Linearitét (und der
mathematischen Losbarkeit) der Debye-Hiickel-Theorie deren Einschréinkung aufzuwei-
chen, oft im Hinblick auf spezielle Situationen oder MefigroBen. Dies ist in vielerlei Weise
auch gelungen. Der Preis dafiir sind u.a. zusétzliche heuristische Annahmen iiber die
Paarteilchen-Korrelationsfunktion bei mittleren und kleinen Teilchenabstdnden. Deren
Wichtigkeit in diesem Bereich wird sowohl durch die Linearisierung als auch durch die
Sattelpunktniherung unterschitzt, wodurch deren exakte Form verloren gegangen ist.
Solche theoretischen Vorgehensweisen beinhalten oder begiinstigen das Auftreten von
Phénomenen der Ladungskondensation und Ladungsrenormierung, die als Artefakte der
Theorie wenig mit der tatséchlichen Physik des Systems zu tun haben. Dazu gehoren
auch bekannte Schlagworter wie die sogenannte Manning-Kondensation [46]. Kritische
Bemerkungen hierzu enthélt der Artikel [34].

Der Aufrechterhaltung linearer Eigenschaften der theoretischen Beschreibung sind jedoch
Grenzen gesetzt, wenn man sich fiir Systemeigenschaften auf kleinen Skalen interessiert
oder fiir unverdiinnte Systeme, wo die zusétzlichen Annahmen nicht mehr brauchbar
sind. Die Potentialstdrken, und damit auch die Ladungskonzentrationen an Biopoly-
meren, insbesondere an der DNA, sind zudem deutlich zu grof§ fiir lineare Theorien.

“vgl. gef. auch Gleichung (4.4) auf Seite 33.
®linearer Zusammenhang von elektrischem Potential und Ionendichte.
Ssymmetrisch beziiglich positiv und negativ geladener Ionen.
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Dennoch sollen hier deren wichtigsten Vertreter kurz erwidhnt werden.

Die Debye-Hiickel-Bjerrum-Theorie [29, 42] fiihrt fiir einen symmetrischen Elektrolyten
eine feste Dipol-Bindung zwischen den Ladungstrigern ein und behandelt die Dipole als
dritte Teilchensorte, deren Konzentration aus einer Minimierung der Freien Energie folgt.
Die Cluster-Debye-Hiickel-Theorie [42] verfolgt eine analoge Idee fiir Elektolyte mit ei-
ner Sorte stark geladener Makromolekiile M™* und dazugehérigen jeweils n Gegenionen,
wobei die Hiufigkeit der n neuen Quasiteilchen M"Te~, M"T2e~, ... wiederum durch
Minimierung der freien Energie zu bestimmen ist. Schlagworter wie Dressed-Molecule-
Theory, siche z. B. [59], beschreiben Varianten dieser Idee. Die Hole-corrected Debye-
Hiickel-Theory [56, 55, 54] betrachtet nur eine Ionensorte vor einem festen, homogenen,
elektrisch neutralisierenden Ladungshintergrund und fiihrt kiinstlich eine Verarmungs-
zone um jedes Ion ein, um der durch die Linearisierung entstandenen Unterschitzung
des Potentials nahe an den Ionen entgegenzutreten.

Alle diese linearen Theorien haben durch das Fehlen eines #uferen Potentials” homoge-
ne Erwartungswerte fiir die Teilchendichten zur Folge, so dafl ihr Hauptziel auch in der
Berechnung anderer Groflen wie Abschirmliangen, osmotische Driicke etc. liegt, wo sie
sehr erfolgreich sind. Einen Uberblick iiber frithe Arbeiten zu Elektrolyten bieten [30, 7).
Verzichtet man auf die Linearisierung der oben erwihnten partiellen Differentialgleichung
aus der Sattelpunktniherung der Zustandssumme, erhédlt man die sogenannte Poisson-
Boltzmann Differential-Gleichung [26, 31] oder eine ihrer Varianten [17].
Poisson-Boltzmann-Theorien (und Varianten) haben seit der Verfiigbarkeit grofierer nu-
merischer Rechenleistung an Beliebtheit stark zugenommen, leiden jedoch ebenfalls unter
den eingangs erwiahnten, durch endliche Temperaturen induzierten Nachteilen. Es gibt
auch Ansitze, die an sich statische Poisson-Boltzmann-Gleichung mit einer Dynamik
auszustatten [33]. In dieser Arbeit sollen jedoch nur Elektrolyte im thermischen Gleich-
gewicht betrachtet werden, deren Beschreibung bereits anspruchsvoll ist, wie Kapitel 4
verdeutlicht.

Davon unabhéngig sind kiinstliche Dynamiken, die statischen Gleichungen aus rein ma-
thematischen Motiven hinzugefiigt werden, um iiber iterative, numerische Relaxations-
verfahren wiederum fiir den statischen Grenzfall Losungen zu finden. Uber die tatsiich-
liche, physikalische Dynamik des Systems kénnen und sollen sie nichts aussagen. Eine
solche kiinstliche Dynamik wird in dieser Arbeit in Kapitel 5 zur numerischen Losung
einer statischen Poisson-Boltzmann-&dhnlichen Gleichung eingesetzt.

Im Vergleich zur Debye-Hiickel-Theorie enthélt die Poisson-Boltzmann-Theorie nicht die
Einschriankung auf kleine elektrische Wechselwirkungen relativ zur Thermik (entspricht
grofer Verdiinnung). Dadurch bedingt ist oft eine weitere Lingenskala, die aus der Wech-
selwirkung des Systems mit einem &ufleren elektrischen Potential stammt, und dessen
Reichweite im Elektrolyten mit der Reichweite der thermischen Wechselwirkung ver-
gleicht. Die Debye-Hiickel-Theorie kennt an sich keine dufleren Potentiale, so dafl diese
Léngenskala dort Null ist; mit Storungsrechnung [27] oder im Zusammenhang mit ande-
ren Erweiterungen sind kleine &uflere Felder in der Debye-Hiickel Theorie aber durchaus
moglich. Fiir biologische Systeme ist diese zusétzliche Léngenskala vergleichbar grofl wie

"Voraussetzung fiir die Linearisierbarkeit der iibergeordneten, nicht-linearen Gleichungen.
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die Bjerrum-Léange, was die Notwendigkeit einer nicht-linearen Theorie fiir solche Syste-
me verdeutlicht.

Grenzfille der Stiarke des dufleren Potentials behandelt die Literatur unter den Stich-
wortern Weak Coupling und Strong Coupling [52], wobei beachtet werden muf}, dafl
die dort eingefiihrte Kopplungskonstante die oft benutzte planare Geometrie (Transla-
tionsinvarianz in zwei kartesischen Koordinaten) voraussetzt®. Damit eine Modellierung
in sehr starken Potentialen sinnvoll bleibt, ist auch ein hohes rdumliches Auflésungs-
vermogen des physikalischen Modells erforderlich, denn ein Modell, das Lingenskalen
von Energieinderungen der Ionen von &~ kg1 nicht auflésen kann, ist vom Standpunkt
der Thermodynamik her fragwiirdig, sofern nicht weitere Annahmen iiber das Verhal-
ten der Gegenionen in starken Feldern gemacht werden. Dazu gehoren z. B. Ansétze,
die dort eine kristallin-kondensierte Anordnung der Gegenionen erwarten [38] und er-
innern durch ihre Annahmen auf kurzen Léngenskalen in ihrem Wesen an den weiter
oben beschriebenen Einfallsreichtum zur Erweiterung der linearen Theorien. Allzu grofie
dulere Felder stellen jedoch auch andere wichtige Modellannahmen, insbesondere iiber
das Wasser (siehe Abschnitt 4.1) in Frage. Mit einem hohen Modell-Auflsungsvermégen
einher geht aber die (unerwiinschte) Notwendigkeit sehr kleiner Tonengréfien, siehe auch
die Beschreibungen zu der Gleichung (4.3). Von biologischem Interesse sind gerade die
Systeme mit mittleren Kopplungsstéirken, d.h solche, in denen thermische und elektri-
sche Wechselwirkungen von gleicher Gréflenordnung sind.

Die dritte wichtige Léngenskala, der effektive Durchmesser der Gegenionen in wéssriger
Losung, kann in der Poisson-Boltzmann-Theorie wiederum iiber zusétzliche Annahmen
auf kurzen Langenskalen beriicksichtigt werden, wie z. B. durch das Two-Fluid-Modell
in der Arbeit [39]. Da es aber hier anders als bei der Debye-Hiickel-Theorie nicht das ma-
thematische Privileg der Linearitit zu erhalten gilt, ist dieses Vorgehen ungiinstig, denn
der wichtigste Effekt eines endlichen Ionendurchmessers, die Begrenzung der Ionenkon-
zentration nach oben, kann ebenfalls in eine Poisson-Boltzmann-dhnliche Differential-
gleichung aufgenommen werden. Das erfordert aber eine prinzipiell andere, konsequente
Herleitung iiber die Feldtheorie eines Gittergas-Modells, das in natiirlicher Art und Wei-
se die Tonengrofe beriicksichtigen kann [17], siehe auch Abschnitte 4.1, 4.2 und 4.3. Diese
exakte Herleitung zeigt deutlich die Grenzen der beliebten heuristischen? Herleitungen
der Poisson-Boltzmann-Gleichung auf, die auf die gleiche Differentialgleichung wie die
exakte Herleitung fithren und dazu verleiten, wichtige Erweiterungsmoglichkeiten der
Theorie, wie sie diese Arbeit vorstellt, zu {ibersehen.

Nach der Entscheidung fiir die Verwendung einer feldtheoretischen Methode stellen sich
weitere Fragen nach dem genauen Ansatz: Kontinuumsmodelle sind fiir Punktteilchen
sehr gut geeignet, siehe z. B. [20], wihrend sich Gittergasmodelle durch eine natiirliche

8Kopplungskonstanten kénnen manchmal auch fiir andere quasi eindimensionale Geometrien sinnvoll
eingefiihrt werden.

9damit sind solche Herleitungen gemeint, die von vornherein Annahmen iiber die Entropie machen, wie
z. B. einige Arbeiten in der Aufsatzsammlung [35]. Dort wird die Giiltigkeit der bindren Mischungsen-
tropie zwischen Ionen und , Leerstellen® vorausgesetzt. In [17] und insbesondere in den Abschnitten 4.2
und 4.3 dieser Arbeit werden diese Annahmen nicht gemacht, was eine korrekte, iiber die Arbeit [17]
hinausgehende Beschreibung der Effekte des endlichen Ionendurchmessers erméglicht.
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Beriicksichtigung des Ionenvolumens und einer Reduzierung der Entropieberechnung auf
ein rein kombinatorisches Problem empfehlen [17] und in dieser Arbeit daher auch ver-
wendet werden. Schon diese Verschiedenheit der Modellanséitze macht deutlich, daf3 auf
dem Niveau der Poisson-Boltzmann-Gleichung fiir Punktteilchen eine Erweiterung auf
endliche Ionengroflen nicht ohne weiteres moglich ist.

Sonstige Methoden Stoérungsrechnungen, wie z. B. die Linear Response Theory [60],
setzen immer eine gewisse Néhe zu einem Problem mit bereits bekannter Losung voraus.
Die Hamiltonfunktion H = Hy + H; besteht in diesem Falle im wesentlichen aus dem
Anteil Hp, zu dem eine Losung der Fragestellung bereits bekannt ist, und einem kleinen
zusitzlichen Anteil H;, wobei natiirlich insbesondere vorausgesetzt wird, dafl sich die
Hamiltonfunktion auch so schreiben 14f8t. Die Beriicksichtigung des Teilchenvolumens,
wie es diese Arbeit zum Ziel hat, ist unter Verwendung einer Stérungsrechnung in der
Literatur nicht bekannt, und vermutlich auch prinzipiell nicht méglich, wie die Herlei-
tung der Hamiltonfunktion in Abschnitt 4.1 vermuten 148t. Als Beispiel fiir eine Arbeit,
die diese Methode fiir eine andere Fragestellung in Coulomb-Systemen benutzt, sei [27]
genannt.

In physikalisch zweidimensionalen Systemen koénnen einige physikalische und mathema-
tische Besonderheiten ausgenutzt werden [42, Kapitel 3]. Im Zweidimensionalen stehen
z. B. die konformen Abbildungen der Funktionentheorie zur Verfiigung, und der Laplace-
Operator kann in kartesischen Koordinaten vorteilhaft nach der binomischen Formel
aufgespalten werden [31]. Diese Situationen sollten jedoch nicht mit dreidimensionalen
Systemen verwechselt werden, die aufgrund von Symmetrieeigenschaften fiir die Mittel-
werte der Teilchendichten (oder anderer Grofien) auf zwei mathematische Dimensionen
reduziert werden kdnnen.

Quantenmechanische Methoden brauchen nicht zum Einsatz zu kommen, weil sie nur auf
Léngenskalen wichtig sind, die deutlich unterhalb des minimalen Ionenabstandes liegen,
der in Wasser vergleichsweise grof3 ist, vgl. Tabelle 4.1 auf Seite 30.

Nebenbemerkung zu Phaseniibergangen Die Modellierung mit einem Gittergas be-
handelt die Ionen als endlich grofle ideal harte Kugeln, vgl. Abschnitt 4.1. Systeme
von harten Kugeln kénnen durch ihre endliche Gréfle entropiebedingte Phaseniibergéin-
ge zwischen einer sehr dichten Phase und einer weniger dichten aufweisen und durch
ein duferes Potential ausgelost werden. Solche Phasentibergéinge diirfen nicht mit den
modellbedingten Kondensationsphénomenen der linearen Theorien (vgl. weiter oben)
verwechselt werden und sind in diesem Sinne physikalisch real. Die Verwendung unde-
formierbarer Ionen zur Beschreibung starker Elektrolyte ist historisch bereits sehr frith
vorgeschlagen worden [11, Seite 46].

Eine relativ einfache Argumentation fiir Phaseniibergéinge von harten Kugeln in einem
homogenen Gravitationsfeld wird in [41] vorgestellt. Die in dieser Arbeit verwendeten Sy-
steme erreichen fiir einen solchen Phaseniibergang jedoch nicht die notwendigen Dichten
bzw. Driicke [41], so daB solche Ubergiinge keine Gefahr fiir die Giiltigkeit der Sattel-
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punktnidherungen dieser Arbeit darstellen, und die Wahl der Methoden fiir die Frage-
stellungen dieser Arbeit insgesamt sehr gut begriindet ist.

3.2 Numerische Methoden

Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt bei den theoretischen Methoden. Die numerische Lo-
sung des theoretischen Modells verfolgt daher weniger das Ziel eines moglichst schnellen
Algorithmus. Es soll stattdessen die Leistungsfihigkeit der Theorie demonstriert werden,
indem gezeigt wird, daf} ein effektives, selbstentwickeltes Programm mit relativ wenig
Aufwand fiir beliebige physikalische Situationen Ergebnisse erzielen kann, die bisher nur
mit ungleich rechenintensiveren Methoden wie Molekulardynamik-Simulationen zugéng-
lich waren.

Dementsprechend werden hier, mit nur einer Ausnahme, die numerischen Standardme-
thoden aus [58] verwendet. Diese Ausnahme betrifft die Implementierung der besonde-
ren Randbedingungen (4.4) an die wiederholt zu l6senden Differentialgleichungen vom
Typ (4.26). Durch sie konnen beliebige Geometrien des physikalischen Systems leicht
beriicksichtigt werden. Der Algorithmus wird dadurch vielseitig einsetzbar.

3.3 Gegenwartige experimentelle Moglichkeiten

Zu dem wichtigsten Anliegen dieser Arbeit, den Einflul des Ionenvolumens auf die lo-
nenverteilung in physiologischen Systemen zu untersuchen, gibt es gegenwiirtig (Mitte
2006) keine belastbaren experimentellen Ergebnisse.

Die Untersuchungsmethode ASAXS (Anomalous Small Angle X-ray Scattering'®) hat
erst vor wenigen Jahren die erforderliche Prézision zur prinzipiellen Messung von lo-
nenverteilungen an Biopolymeren erreicht [24]. Aber auch die jiingsten Messungen [8]
besitzen noch nicht die erforderliche Genauigkeit, um Volumeneffekte der Ionen aufzu-
kldren. Gemessene lonenverteilungen kénnen bisher innerhalb ihrer Fehlergrenzen unter
der Annahme punktférmiger Ionen (Poisson-Boltzmann-Theorie, vgl. Abschnitt 4.2.5)
theoretisch erkldrt werden. Eine hohere Auflosung der Experimente erscheint jedoch in
néherer Zukunft moglich zu sein, weshalb die vorliegende Arbeit ohne eine kurze Diskus-
sion der Methode ASAXS unvollstindig ware. Ausgewihlte Ergebnisse, die unabhéingig
vom Ionenvolumen auch fiir diese Arbeit interessant sind, werden anschliessend kurz an-
gesprochen.

Die Veroffentlichung [24] ist eine Machbarkeitsstudie (proof-of-principle) zur Messung
der Gegenionenverteilung in der Nihe des geladenen Biopolymers DNA in physiologisch
realistischer Umgebung mit der Methode ASAXS. Eine allgemeinere Diskussion der Me-
thode, die hier kurz umrissen werden soll, enthélt [8]. ASAXS beruht auf der prézisen
Messung der Verhéltnisse dreier partieller Streuintensitéiten zueinander. Die Messung er-
folgt in der Néhe der Rontgen-Absorptionskante der interessierenden chemischen Spezies,
in diesem Falle der Gegenionen. In der Nihe dieser Absorptionskante wird die Streuléinge

10 Anormale Kleinwinkel-Réntgenstreuung
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abhingig von der streuenden chemischen Spezies, so dafl eine Abgrenzung zu anderen
Elementen vorgenommen werden kann. Von den drei gemessenen partiellen Streuinten-
sitdten enthélt die relative Stéarke der mit Abstand geringsten Intensitéit die relevanten
Informationen {iber die Gegenionen. Sie ist daher experimentell nur mit grofem Auf-
wand zugénglich und wurde in der Vergangenheit wegen mangelnder Aussagekraft oft
vernachléssigt. Die wichtigsten experimentellen Herausforderungen der Messung dieser
sehr kleinen partiellen Streuintensitit sind: die Energieauflosung und zeitliche Konstanz
des Primérstrahls in der Nidhe der Absorptionskante, die prizise Bestimmung der La-
ge der Absorptionskante, sogenannte ,parasitdre“ Hintergrundstrahlung, insbesondere
Floureszenz, und die hohe erforderliche Genauigkeit der absoluten Streuintensitéten [8].
Die wichtigsten experimentellen Ergebnisse der bisherigen Arbeiten sind:

1. Innerhalb der noch recht groflen experimentellen Fehlergrenzen gilt die Poisson-
Boltzmann-Verteilung fiir punktférmige Gegenionen. Trotz aller experimentellen
Fehler kann man daraus schlieflen, dafl eine wichtige Voraussetzung der Poisson-
Boltzmann-Theorie, die Annahme kleiner Fluktuationen, akzeptabel gut erfiillt
sein muf} [8]. Die Voraussetzung kleiner Fluktuationen wird in dieser Arbeit eben-
falls benutzt, vgl. Abschnitt 4.1.2.

2. Verschiedene chemische Spezies an Gegenionen mit gleicher Valenz sind im Rah-
men der MeBgenauigkeit gegeneinander austauschbar [24] (hier: Nat und Rb™, fiir
einen Groflenvergleich siehe auch Tabelle 4.1 auf Seite 30). Da sich mit der ak-
tuellen Mefigenauigkeit bisher keine rein chemischen Einfliisse messen lassen, darf
man annehmen, daf} diese nur eine sehr untergeordnete Rolle spielen. Anders als
die Volumeneffekte miiiten chemische Effekte ansonsten auch unter der Annahme
punktformiger Tonen in der Poisson-Boltzmann-Theorie relevant sein und ldgen
energetisch meist deutlich oberhalb thermischer Energien.

3. Die Gegenionen werden in wissriger Losung von einer Hydrathiille umgeben, wo-
durch sich ihr Streufaktor erheblich erhoht [24]. Auch in dem Modell dieser Arbeit
werden die Gegenionen von einer Hydrathiille umgeben, vgl. Abbildung 4.1.

4. Korrelationsfunktionen sind mit ASAXS prinzipiell zugénglich [8].

Die Arbeiten [5, 57] untersuchen experimentell ein anderes, leichter zugéingliches Phé-
nomen als die Ladungsverteilung und benutzen andere Methoden (erstere Tracer Dif-
fusion, letztere Kapillare Elektrophorese). Die Untersuchungen gehen der Frage nach,
inwiefern und in welchen Mengen die Gegenionen an das elektrisch geladene Polymer
gebunden sind, vgl. auch mit (4.78). Die wichtigsten Variationsparameter sind dort
die Ladungsdichte auf dem Polymer und die Dielektrizitatskonstante. Die beobachte-
ten Ubergiinge von ungebundener zu gebundener'! Gegenionenwolke werden in [51] mit

HDas Wortpaar ,ungebunden-gebunden® kann gleichermafBen fiir einen strengen, als auch fiir einen weiter
gefaiten Kondensations-Begriff verwendet werden, vgl. Seite 6. Damit wird Dissens vermieden, weil
so in der experimentell ungekldrten Frage nach einer moglichen Phasensegregation keine Stellung
bezogen wird.
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einer Monte-Carlo-Simulation ergénzt. Ein im Hinblick auf diese Arbeit bemerkenswertes
Ergebnis in [57] ist die Beobachtung von Indizien einer Abhingigkeit des ungebunden-
gebunden Ubergangs von dem Volumen der Gegenionen. Die Effekte treten zwar erst
fiir Dielektrizitidtskonstanten auf, die deutlich kleiner als die von Wasser sind (=~ 60
statt ~ 80), tendieren aber in die gleiche Richtung wie die Ergebnisse dieser Arbeit
in Abschnitt 6.1. Das kann auch fiir [57] neue Erkldrungsansétze liefern. Die erwihnte
Monte-Carlo-Simulation [51] vertieft jedoch nicht die Frage nach méglichen Effekten des
Tonenvolumens.
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4 Theorie der Verteilung volumindGser
Gegenionen an geladenen Biopolymeren

Abschnitt 4.1 leitet die Hamiltonfunktion fiir ein Gittergasmodell volumindser Gegen-
ionen an geladenen Biopolymeren her und erklart die hierbei gemachten Modellannah-
men. Die Naherung A in Abschnitt 4.2 berechnet die Verteilung der Gegenionen mit einer
einfachen Sattelpunktndherung. Diese ist zwar keine reine Tieftemperaturndherung, ihre
Qualitdt nimmt jedoch fiir groflere Temperaturen ab. Nur in speziellen Ausnahmefillen
konnen damit biologische Systeme mit 7" ~ 300 K mathematisch noch hinreichend genau
beschrieben werden.

Die Naherung B in Abschnitt 4.3 ist eine neue Weiterentwicklung der Naherung A und
vermag durch eine Aufteilung der Zustandssumme des Gittergasmodells in Teilzustands-
summen auch typische biologische Systeme bei htheren Temperaturen hinreichend genau
zu beschreiben. Die Verallgemeinerungen der Niherung B in Abschnitt 4.4 sind iterativ
fortsetzbar und fithren sowohl zu einer weiteren Erhchung der Genauigkeit der Dichtepro-
file der Gegenionen als auch zur Berechnung von Mehrteilchen-Korrelationsfunktionen.

4.1 Modellbildung und Hamiltonfunktion H

4.1.1 Vorbemerkungen

Im folgenden soll ein Modell fiir die Verteilung vieler Gegenionen in wéssriger Losung
in einem statischen, dufleren elektrischen Feld erarbeitet werden, eine Situation, wie sie
typischerweise in biologischen Zellen vorkommt. Dabei sind mit den ,,statischen, &ufleren
Feldern® gerade auch solche Felder gemeint, die durch geladene Biopolymere, wie z. B.
die DNA, hervorgerufen werden. Die Eigenbewegungen der Biopolymere sind sehr lang-
sam im Vergleich zu denen der viel kleineren, beweglichen Gegenionen. Der Schwerpunkt
der Modellbildung wird dabei auf die Beschreibung der Gegenionen gelegt, ohne duflere
Parameter, wie z. B. die Systemgeometrie, einschranken zu miissen.

Die vier wichtigsten und in ihrem Zusammenspiel mathematisch komplizierten Eigen-
schaften der Gegenionen sind:

1. ihre gegenseitige Beeinflussung durch langreichweitige elektrische Felder, die eine
Reduzierung auf Néchste-Nachbar-Wechelwirkungen verbietet,

2. ihr in wassriger Losung recht grofles effektives Eigenvolumen, das eine untere Gren-
ze fiir ihre Absténde zueinander definiert,

3. ihre typischen Wechselwirkungsenergien miteinander, die fiir nichste Nachbarn oft
etwa der GroBenordnung ihrer thermischen Energien entsprechen und
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4. ihre typischen Wechselwirkungsenergien mit den Biopolymeren, die fiir viele von
ihnen ebenfalls etwa der Groflenordnung ihrer thermischen Energien entsprechen.

Durch die Punkte zwei bis vier werden drei Léangenskalen induziert, die fast gleich grof3
sind, und deren Effekte daher nicht separieren.

Von diesen drei Effekten ist historisch gesehen der Wunsch zur Beriicksichtigung des lo-
nenvolumens am jiingsten, so dafl hier einiger Forschungsbedarf besteht, siehe z. B. [6].
Systeme, in denen die endlich grofien Ionen als Punktteilchen modelliert werden diirfen,
zeichnen sich durch vergleichsweise grofie typische Teilchenabstdnde aus und kénnen
mathematisch oft durch eine Sattelpunktndherung der Zustandssumme gut beschrieben
werden. Eine Sattelpunktndherung kann solche speziellen Systeme mit Punktteilchen
auch bei T' &= 300 K noch gut beschreiben. Systeme mit kleineren typischen Teilchenab-
stdnden, wo das lonenvolumen bei der Modellbildung beriicksichtigt werden mufl, werden
selbst bei gleicher Temperatur 7' &~ 300 K jedoch nicht mehr so gut durch eine Sattel-
punktnéherung beschrieben. Insofern ist die Forderung nach einer detaillierten Bertick-
sichtigung des Ionenvolumens eng verwandt mit der Forderung, die Beschrankung einer
hochwertigen Sattelpunktniherung auf (in mathematischem Sinne) tiefe Temperaturen
zu umgehen, vgl. auch Abschnitt 3.1. Dies ist eine Sichtweise, die in der gegenwértigen
Literatur (stellvertretend siehe [35]) so noch nicht formuliert wird!.

Die Modellbildung dieses Abschnittes, insbesondere beziiglich des Tonenvolumens, ist da-
her gleichzeitig auch eine Modellbildung zur Erméglichung der Naherung B ab Seite 64,
die auch bei hoheren Temperaturen gute Ergebnisse liefert?.

Die durch die Modellbildung vorgenommenen Vereinfachungen betreffen insbesondere
die Eigenschaften des Wassers.

Charakteristische Langenskalen:  Bei nur einer Sorte von Gegenionen lassen sich drei
Léngenskalen identifizieren:

Erstens gibt es die effektive Grofie der Gegenionen (Radius 7y ), von der angenommen
wird, daf} sie die kleinste relevante Langenskala im gesamten System ist, denn das weiter
unten vorgestellte Gittergasmodell der Gegenionen wird keine kleineren Details als 27,
auflésen konnen?®:

Maximale Ortsauflésung des Modells: = 2Tion (4.1)

Was unter der effektiven Grofie der Gegenionen genau zu verstehen ist, wird in Kiirze
erldutert werden, vgl. Abschnitt 4.1.2.

1

eine naheliegende Erkldrung ist, daf in solchen Systemen tatséchlich der Ionenradius (verschiedene
chemische Spezies), und nicht die physikalische Temperatur erheblich veréinderlich ist.
2Zur Beschreibung der Niiherung A alleine geniigten die einfacheren, so genannten heuristischen Mo-
delle, wie sie Abschnitt 4.2.2 kurz vorstellt.
Das betrifft auch sogenannte Kontinuumsmodelle, siehe z. B. ([16], [13], [39, Gleichung 5] und [45,
Gleichung 3]), denn die hier notwendige Schétzung der Entropiedichte erfolgt (versteckt) durch binére
Mischung auf einem Gitter mit dem Ionendurchmesser als Schrittweite (vgl. auch mit ,Ndherung A“
in Abschnitt 4.2). Hohere Auflésungen scheitern am Fehlen von besseren Abschétzungen fiir die
Konfigurationsentropie, als es das Gittergas zu leisten vermag, vgl. Gleichung (4.44).
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Zweitens gibt es die sogenannte Bjerrum-Linge [11], die angibt, in welchem Abstand
zueinander die elektrische Wechselwirkungsenergie zweier (punktformiger) Gegenionen

mit Ladung ¢ gleich der thermischen Energie 1/ def BT ist:

2
def g
lp = 4.2
B 4mepe, (4.2)

Fiir einfach geladene Ionen in Wasser bei T' ~ 300 K ergibt sich ein Wert von [p ~ 0,7 nm,
der durchgingig in dieser Arbeit verwendet wird*. Aufgrund der weiter unten gemachten
Annahmen sind ¢, und [ ortsunabhéngig, und damit ist es auch [g. Mit dieser Definiti-
on ist [p eine Skala, auf der wichtige physikalische Effekte zu erwarten sind, weshalb in
dieser Arbeit stets Ip > 210y gilt.

Drittens gibt es mindestens eine weitere Lingenskala, die durch externe elektrische Fel-
der, z. B. das von geladenen Biopolymeren, verursacht wird. Sei Iy (7) die Strecke, auf
der sich die Wechselwirkungsenergie der Gegenionen mit dem externen Feld —V¢®™* um
kpT #ndert. Sie ist ortsabhingig und ist (fast iiberall, d.h. fast alle Gegenionen betref-
fend) grofler als die kleinste Lingenskala, das Modellauflésungsvermogen 27io,. Ferner
sollte der Einflufl des externen Feldes im Vergleich zur thermischen Energie in den inter-
essierenden Bereichen des Systems spiirbar sein, andernfalls kénnten sie vernachléssigt
werden, was hier nicht geschehen soll. Fiir die in dieser Arbeit behandelten Systeme gilt
dies durchweg:

0,7nm = Ip > 2rjep, = 0,12nm...0,6 nm
Iv(7) > 2rion fiir fast alle Gegenionen.

Iv(7) # Ip in den interessanten Bereichen. (4.3)

Man beachte, daf3 diese Skalen alle &hnlich grof3 sind. Genau darin liegen die Schwierigkei-
ten der theoretischen Behandlung des Modells. Die Voraussetzungen (4.3) héngen nicht
nur von den Quellen des externen Potentials ab, sondern auch von der Geometrie des
Bereiches G, in dem sich die Gegenionen aufhalten kénnen. Es gibt insbesondere bei geo-
metrisch einfachen Systemen oft auch Léngenskalen des externen Potentials, die nur seine
Quellen beriicksichtigen und sich gut als Orientierung fiir die genaueren Kriterien (4.3)
eignen. Als Beispiel sei die Ladungsdichte A einer homogen geladenen Linie genannt,
deren einzige charakteristische Linge [, = [gA\™!| ist. Spiiter in dieser Arbeit (siehe Ka-
pitel 5 und 6) wird die in diesem Kapitel entwickelte Theorie fiir dieses externe Potential
numerisch gelost; es gilt dort fiir die Groflenordnungen: O(l,) =~ O(ly, max) = O(27ion)
unter Einhaltung von Gleichung (4.3).

Die globale Systemausdehnung (Grofle des Gebietes G) sei sehr viel grofier als Ip, und
G enthalte soviele ITonen N > 1, daf die Giiltigkeit des thermodynamischen Limes®
angenommen werden darf.

4Das Modell ist stabil gegeniiber leicht verschiedenen Werten fiir I3

"Die Giiltigkeit des thermodynamischen Limes fiir coulomb-artige, langreichweitige Paarwechselwir-
kungen ist nicht-trivial, aber aufgrund der Kompensation gegenseitiger Abstolung durch ein dufleres
Potential gegeben [42].
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4.1.2 Allgemeine Modellbildung

Wasser und Biopolymere: = Wasser ist aufgrund seiner thermisch fluktuierenden Was-
serstoffbriickenbindungen eine duflerst komplexe Fliissigkeit. Sein Verhalten 148t sich hier
jedoch mit nur zwei entscheidenden Eigenschaften beschreiben [17], die in das Modell
einfliefen werden: Erstens seine Polarisierbarkeit ¢, =~ 80, wobei ¢, als feld- und tem-
peraturunabhiingige Konstante geniihert wird. Feldstirken > 108V /m, ab der €, auf-
grund einer nahezu vollstdndigen Polarisation des Wassers schnell kleiner wird, werden
nicht erreicht, die iibrigen Abhéngigkeiten sind klein [15] und werden hier vernachlissigt.
Auch Temperaturgradienten sieht das Modell nicht vor. Zweitens sind in der Nédhe eines
Gegenions die Feldstiarken zwar nicht grofl genug, um die Wassermolekiile vollstédndig zu
polarisieren, aber grofl genug, um eine Hydrathiille vergleichsweise fest an das Ion zu
binden. Es handelt sich hierbei weder um eine chemische Bindung noch um eine phy-
sikalische Adsorption, sondern um eine starke (aber nicht vollige) Einschrankung der
Bewegungsfreiheit der Wassermolekiile, die zu kollektiven Bewegungen zusammen mit
dem Ion fithren. Zwei Ionen kénnen sich durch die sterische Hinderung ihrer Hydrathiil-
len nicht sehr nahe kommen, so daf ein einzelnes Ion einen effektiven Radius® besitzt,
der wesentlich grofler ist als sein Bohr-Radius im Vakuum. Diese Hydrathiille ist die ef-
fektive Grofle der Ionen. Thr Radius wird in dieser Arbeit mit r;,, bezeichnet. Sie soll als
eine harte Kugel gendhert werden, siche auch Abbildung 4.1 auf Seite 29. Die Existenz
einer Hydrathiille konnte experimentell bestétigt werden, siehe [24] und Abschnitt 3.3.

Fiir Systeme mit nur einer chemischen Sorte an Gegenionen, die zu den sogenannten
starken Elektrolyten zdhlen, ist bereits sehr friith vorgeschlagen (aber nicht umgesetzt)
worden, die Tonen als nicht-deformierbare Teilchen, wie es z. B. harte Kugeln sind, zu
modellieren [11, Seite 46].

Der Kugeldurchmesser héngt von der chemischen Spezies der Gegenionen, der (externen)
elektrischen Feldstdrke sowie der Temperatur ab und variiert je nach experimenteller
Bestimmungsmethode spiirbar, vgl. [25] und [23]. Er wird hier, dhnlich wie €,, als feld-
und ortsunabhéngig betrachtet. Im Modell soll wegen der schwierigen experimentellen
Bestimmung der Tonenradien nicht von einer bestimmten chemischen Spezies an Gegen-
ionen gesprochen werden, sondern vielmehr von Gegenionen einer bestimmten Grofie
(und Ladung).

Tabelle 4.1 auf Seite 30 zeigt Beispielwerte fiir die Radien einwertiger lonen in Wasser.
Hoherwertigere Tonen werden in dieser Arbeit nicht betrachtet, weil dadurch die Léinge
lp sehr viel kleiner wird, siehe Gleichung (4.2), und das Modellauflésungsvermogen (4.1)
unterschreitet. Das biologisch wichtige Na™ kann modelliert werden, sowie alle anderen
einwertigen Ionen X*. Selbst kleinere Molekiile wie NHI kann das Modell beschreiben,
ohne dafi durch zu grofle Radien die Modellbedingungen (4.3) verletzt wiirden. Auch
die geladenen Biopolymere sind mit einer Hydrathiille versehen”. Im Falle der Gegen-

SEr kann z. B. mit der Formel fiir Stokessche Reibung von Kugeln in viskosen Fliissigkeiten bestimmt
werden, weshalb er auch als Stokes-Radius der Ionen bezeichnet wird.

" Allerdings mit ,,anderem Vorzeichen, so dafl unklar ist, ob es zwischen Gegenionen und den Biopoly-
meren zu einer sterischen Abstoflung durch die Hydrathiillen kommt. Im Modell macht sich dies nur
durch die Auswahl des den Gegenionen zugénglichen Gebietes G bemerkbar.
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Modellierung des Wassers

V4

N Ausschlussvolumen
. 4
.. fur andere lonen L’

~ ’

~ -
~ -
~-—_——’

Abbildung 4.1: Das Wasser wird im Modell durch eine iiberall (auch in den Bio-
polymeren) gleiche Polarisierbarkeit €, ~ 80 beschrieben und fiihrt zusiitzlich zu einer
Hydrathiille um die Gegenionen, die als harte Kugel modelliert wird (vgl. Vorschlag
in [11]). Dadurch kénnen innerhalb des Ausschluvolumens keine weiteren Tonenmittel-
punkte (= Teilchenkoordinaten) liegen. Das Konzept der Hydrathiille ist experimentell
bestéitigt worden [24], vgl. auch Abschnitt 3.3.

Die Grofie der Wassermolekiile ist stark untertrieben, um in diesem zweidimensionalen
Querschnitt die Hydrathiille deutlicher zu veranschaulichen.

ionen nimmt das Wasser einen grof3en Anteil des Harte-Kugel-Volumens ein, so dafi das
Volumen der Gegenionen ebenfalls niherungsweise die Polarisierbarkeit ¢, des Wassers
besitzt. Auch fiir Biopolymere wie die DNA wird diese Annahme gemacht, weil ihr Vo-
lumenanteil am Gesamtsystemvolumen sehr klein ist, und die Stédrke der elektrischen
Felder in ihrem Inneren fiir die Verteilung der Ionen unerheblich ist.

Zusammenfassend kann man festhalten, dafi das Wassser zu einer homogenen, iiberall
gleichgroflen Polarisierbarkeit e, fiihrt, und die Ionen aufgrund ihrer Hydrathiille als
grofle, harte und ununterscheidbare Kugeln erscheinen 148t. Abbildung 4.1 veranschau-
licht diese beiden Néherungen.

Andere Eigenschaften des Wassers werden vernachléssigt, insbesondere werden Stréomun-
gen des Wassers nicht beriicksichtigt, und ebenso wird die Dissoziation in H+ und H30~
Tonen vernachléssigt. In starken Feldern kénnen hiervon durchaus verschiedene Konzen-
trationen vorliegen, so dafl sich der pH-Wert spiirbar &ndert. Dies erscheint vor allem
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Effektive Ionenradien in Wasser

Ton Tion in HoO [nm)]
Lit ~ 0,13
OH~ ~ 0,15
Nat ~ 0,17
Cl- ~ 0,19
NH, ~ 0,21
Rb™ ~ 0,23

Tonen, allgemein: Xt <0,25

Tabelle 4.1: Geschétzte Radien der Hydrathiillen um JIonen
(vgl. [25] und s. a. Text). Auch iiber das Verhalten des biologisch
wichtigen Na'-Tons konnen die Beispielrechnungen in Kapitel 5
und 6 (rion = 0,06 nm. .. 0,30 nm) zu der in dieser Arbeit entwickel-
ten Theorie Vorhersagen treffen. Die Radien einwertiger Ionen ohne
Hydrathiille betragen jeweils ca. 60% der oben aufgefiihrten Werte.
Beispiel Nat: 0,096 nm [25].

dann wichtig, wenn zusétzlich zur Ionenverteilung chemische Reaktionen interessieren.
Biologisch sind solche Uberlegungen angebracht, aber in dem hier vorgestellten Modell
ebenso wie chemische Reaktionen nicht enthalten.

Neben der Naherung, dal die Biopolymere ein insgesamt kleines Systemvolumen be-
legen, und deshalb auch in ihnen ein €, ~ 80 wie im Wasser — statt wie im Innern
e ~ 6...30 [44] — fiir die Modellbildung angenommen werden darf, haben sie im Mo-
dell eine weitere wichtige Eigenschaft: Sie sind sehr viel grofler und massereicher als
die Gegenionen und werden deshalb als ortsfest und steif, also vollsténdig unbeweglich,
modelliert. Rechtfertigen 1483t sich dies mit deren Dynamik, denn aufgrund ihrer Masse
und der chemischen Bindungen ihrer Bestandteile untereinander sind sie nur zu Bewe-
gungen auf sehr viel ldngeren Zeitskalen fihig als die Gegenionen. Die Bewegung der
Biopolymere ruft deshalb keine thermodynamischen Nicht-Gleichgewichtszustéinde der
Gegenionen hervor. Sie kann separat betrachtet werden in dem Sinne, daf fiir verschiede-
ne Konfigurationen der Biopolymere das Modell einfach erneut durchgerechnet werden
kann. Es soll weiter angenommen werden, dafl die Biopolymere eine im wesentlichen kon-
vexe Form aufweisen und keine im Vergleich zur Ionengrofie engen oder tiefen Taschen
besitzen. Abbildung 4.2 zeigt ein solches ,allgemeines* Biopolymer.

Gegenionen und Gittergas: FEs wird angenommen, daf} es nur eine Spezies an Gegen-
ionen gibt. Wie bei der Beschreibung des Wassers bereits motiviert, werden die Gegen-
ionen als harte, ununterscheidbare Kugeln mit festem Radius modelliert. Sie sind alle
einfach elektrisch positiv geladen. Hohere Valenzen sind zunéchst leicht zu berticksich-
tigen, allerdings wird dadurch die Bjerrumlidnge Ip (Gleichung 4.2) sehr schnell kleiner,
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Beispiel eines geladenen, ,,allgemeinen“ Biopolymermodells

"allgemeines" Biopolymer
mit Gegenionen

=

Abbildung 4.2: Biopolymere haben im Modell die folgenden Ei-
genschaften: negativ geladen, konvexe Geometrie, kleines Volumen
(im Vergleich zur Oberfliche), Unbeweglichkeit, und €, ~ €20, Dar-
gestellt ist ein allgemeines Beispiel.

so daf 7o, nicht mehr die kleinste Lingenskala im System bleibt®. Wie in [17] gezeigt
worden ist, konnen Coulomb-Systeme mit Harte-Kugel Wechselwirkungen in einem Git-
tergasmodell auf natiirliche Art und Weise beschrieben werden.

Sei der Harte-Kugel Radius der einfach positiv geladenen Gegenionen 7o, und sei die
Gitterzellengréle des einfach-kubischen® Gittergas-Gitters (27i0n)%, so daB in jede Zelle
genau ein Ton hineinpafit (siehe Abbildung 4.3).

Die Gitterzellen seien mit dem Index j numeriert, ihre Orte seien 7. Es werden Beset-
zungszahlen n; eingefiihrt: n; = 1, falls sich in der Zelle j bei 7; ein Gegenion befindet,
n; = 0 sonst. Fiir die beweglichen Gegenionen sei ein ingesamt zusammenhingendes
(wg. Ergodizitit) Gebiet G zuginglich, dessen Anzahl an Zellen M < oo endlich sei.
Auflerhalb von G befinden sich auf dem Biopolymer externe, ortsfeste, negative La-
dungen der Gesamtgrofie Ne™, mit N < M (e : Elementarladung des Elektrons). Die
externe Ladungsverteilung braucht nicht notwendigerweise eine diskrete Verteilung auf
Gitterplidtzen zu sein, ihre Dichteverteilung sei pext (7). Das Gesamtsystem sei (im grof3-
kanonischen Mittel) elektrisch neutral, so daf8 (3_;n;) = N gelte. Fiir das Modell selbst
ist diese Annahme nicht notwendig, es sollen aus physikalischen Griinden jedoch nur (im

8Um Effekte hoherer Valenzen tendentiell abzuschitzen, erlauben sowohl die Modellbildung als auch
die spéteren numerischen Verfahren das Betrachten von hypothetischen Ionen, die zwischen einer und
zwei Elementarladungen tragen.

9Das einfach-kubische Gitter ist in der graphischen Veranschaulichung am einfachsten, aber andere
Gittertypen wie kubisch-raumzentriert oder kubisch-flichenzentriert konnen fiir die Betrachtungen
dieser Arbeit ebenso verwendet werden. Sie unterscheiden sich sich vom einfach-kubischen Gitter
durch eine hohere maximale Packungsdichte der kugelférmigen Ionen. Das wird jedoch erst am Ende
dieses Kapitels ab Abschnitt 4.5 auf Seite 89 thematisiert.
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Veranschaulichung des Gittergases

Abbildung 4.3: Braun bzw. dunkelgrau eingezeichnet ist in der
Mitte ein Beispiel-Biopolymer, dessen Ladungsverteilung nicht der
Zellenstruktur des Gittergases zu folgen braucht. Die Zellen des Git-
ters sind gerade so grof}, daf je genau ein Ion (blau bzw. hellgrau)
in sie hineinpafit. Es entsteht ein Satz an diskreten Besetzungszah-
len {n;}, die jeweils nur die zwei Werte 0 und 1 annehmen kénnen,
je nach dem, ob die Zellen leer oder besetzt sind. Durch diese dis-
kreten Besetzungszahlen wird das Ionenvolumen modelliert. Dies ist
der erste Schritt der Modellbildung ausgehend von der allgemeinen
Situation der Abbildung 4.2.

Die Losung des Modells wird im allgemeinen von der Orientierung
des Gitters abhéngen. Dieser ungewiinschte Effekt 148t sich durch
eine anschlieende Mittelung iiber alle moglichen Gitterorientierun-
gen kompensieren, siche auch Abschnitt 4.5

Mittel) neutrale Systeme betrachtet werden, denn kein biologisches System kann sich bei
seiner enormen Anzahl an geladenen Biopolymeren eine Abweichung von der Neutralitét
energetisch leisten.

Neben der natiirlichen Beriicksichtigung des Ionenvolumens hat das Gittergasmodell
einen weiteren sehr wichtigen Vorteil: Die Berechnung der Entropie des Systems redu-
ziert sich auf ein rein kombinatorisches Problem der diskreten Besetzungszahlen.
Wiéihrend die Modellierung verschieden grofler Gegenionen auf dem gleichen Gitter wenig
sinnvoll erscheint, ist es wohl unter der Annahme gleichgrofler Spezies moglich, verschie-
den geladene Gegenionen gleichzeitig zu betrachten [17]. Nach Tabelle 4.1 bieten sich
hierfiir insbesondere Na™ und Cl -Ionen an. Es ist plausibel, daf die in dieser Arbeit
entwickelte Theorie, insbesondere Abschnitt 4.3, mit einigem Aufwand auf solche Syste-
me erweiterbar ist. Die Beriicksichtigung zweier globaler Randbedingungen (vgl. (4.4))
wére jedoch bei der numerischen Modellosung dann gekoppelter Gleichungen analog zu
Abschnitt 4.3 mit groflerem Aufwand verbunden.
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Das Gittergas besitzt eine kubische Struktur. Durch seine Einfithrung kann es eine ur-
spriinglich im System vorhandene Symmetrie brechen, z. B. wenn das Biopolymer im
wesentlichen eine geladene Linie darstellt und damit eine Zylindersymmetrie impliziert.
Seine spezielle Lage kann unter Umstinden auch weitere unerwiinschte Artefakte bedin-
gen. Symmetrien koénnen wieder hergestellt und Artefakte minimiert werden, indem iiber
alle Orientierungsmoglichkeiten des Gittergas-Gitters gemittelt wird. Eine solche Mitte-
lung wird in Abschnitt 4.5 besprochen. Eine Konstruktionsanleitung fiir die besonders
geschickte Wahl eines einzelnen Gittergas-Gitters eriibrigt sich damit.

Eng verwandt mit dieser Mittelung ist eine Mittelung {iber verschiedene réumliche
Diskretisierungs-Gitter, wie sie zur numerischen Losung des Beispielproblems in Ka-
pitel 5 dieser Arbeit benttigt und besprochen wird.

Randbedingungen:  Es werden keinerlei lokale Randbedingungen an das elektrische
Potential auf dem Rand des fiir die Gegenionen zugénglichen Gebietes G vorgegeben.
Stattdessen wird gefordert, daf§ die Green’sche Funktion zur Poisson-Gleichung, die oh-
ne eine Angabe der Randbedingungen nicht eindeutig festliegt (Anteil f(71,72) in Glei-
chung 4.4), fiir jede einzelne Punktladung in G jeweils das Coulomb-Potential sei, vgl.
auch [53, Gleichung 2.112]:

1 L
aws V2 (L pmmy) = 20T
'\ dmege, |71 — 7| €0€r
und V?;»lf(f'l,fé) =0
folgt hier f(r1,7) = 0 (4.4)

Die Bedingung (4.4) allein reicht noch nicht zu einer eindeutigen Losung der Differenti-
algleichungen dieser Arbeit (vgl. (4.26) auf Seite 44). Es muf} zusétzlich die Menge der
Gesamtladung festgelegt werden, die in dieser Arbeit stets so gewéhlt sei, dafl in dem
durch die Differentialgleichung beschriebenen System insgesamt Ladungsneutralitit be-
steht. Diese Bedingung zusammen mit (4.4) wird im folgenden ebenfalls als Neben- oder
Randbedingung der entsprechenden Differentialgleichung bezeichnet.

Der soeben beschriebene Punkt der Modellbildung wird besonders in Abschnitt 5.1
von Bedeutung sein, wenn es um dessen numerische Beriicksichtigung geht, und in Ab-
schnitt 6.2, wo der mogliche Einflul verschiedener Randbedingungen auf die Verteilung
der Gegenionen diskutiert wird.

Thermisches Gleichgewicht: Es wird angenommen, dafi die Gegenionenverteilung ei-
nem thermodynamischen Gleichgewichtszustand entspricht. Damit werden auch Tempe-
raturgradienten ausgeschlossen. Diese Annahme mag selbstverstdndlich erscheinen, ist es
jedoch keineswegs, wenn man bedenkt, dafl sich in der lebenden biologischen Zelle u. a.
die oben vernachléssigten chemischen Reaktionen durchaus auf den gleichen zeitlichen
Skalen abspielen kénnen wie die Reaktionen der (durch die Hydrathiille nur mé8ig schnell
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beweglichen) Gegenionen auf Verinderungen elektrischer Felder, z. B. durch Konfigura-
tionsédnderungen der Gegenionen.

Es wird ferner angenommen, dafl Fluktuationen der Gegenionenverteilung klein sind,
wofiir es auch eine experimentelle Bestitigung gibt, siehe [8] und Abschnitt 3.3. Klei-
ne Fluktuationen unterstiitzen auch die Annahme einer grofien Nihe zum thermischen
Gleichgewicht.

Sonstiges: Quantenmechanische Effekte, magnetische Effekte und chemische Reaktio-
nen, zu denen hier auch die Dissoziation des Wassers gezahlt wird, werden vernachléssigt.
Die chemische Identitdt der Gegenionen ist unbedeutend (experimentell: [24]), nicht aber
deren Valenz (z. B. [35]) oder Volumen. Experimentelle Indizien fiir eine Volumenabhén-
gigkeit, wie sie diese Arbeit theoretisch untersucht, finden sich in [57], vgl. auch mit der
Diskussion in Abschnitt 3.3. Auch van-der-Waals Krifte oder Lennard-Jones-Potentiale
kommen in der Modellierung nicht vor, da zwei Gegenionen immer mindestens einen
Abstand haben, der ihrem Harte-Kugel-Durchmesser (2ri,) entspricht, wéhrend die er-
wahnten Potentiale typischerweise auf kiirzeren Lingenskalen wirken.

Innere Freiheitsgrade der Ionen und Hydrathiillen werden nicht gesondert beriicksichtigt.

4.1.3 Hamiltonfunktion H und GroBkanonische Zustandssumme Z,,

Unter Beriicksichtigung dieser Voraussetzungen kann nun die Hamiltonfunktion H des
Gittergasmodells der Gegenionen aufgestellt werden:

1 lB ext
OH = 5 E N 7|771 — FJ‘ n; + 0Bq - E m(bz (4.5)
1,j€G i€G
i#]

(1 € G etc. stehe abkiirzend fiir 7; € G etc.) Die Harte-Kugel-Wechselwirkung ist dabei
in der Einschrankung n; € {0,1} enthalten. Die kanonische Zustandssumme fiir das
insgesamt neutrale System mit N Gegenionen ist:

ZN = Z SN, 3>, ni) " exp(—FH) (4.6)
{ni}

Dabei steht ) (n} fiir die Summe iiber alle moglichen Konfigurationen der Besetzungs-
zahlen n; € {0,1}. Zx ist wegen der Einschrinkung durch das Kronecker-Delta d(n, S, i)
deutlich schwieriger zu handhaben als die Groflkanonische Zustandssumme, wo dieser
Term nicht auftritt. Es soll deshalb angenommen werden, daf§ sich das System im ther-
modynamischen Limes befinde, so dal statt mit Zy auch mit der Grolkanonischen
Zustandssumme Z,, gerechnet werden darf!?. Fiir eine spitere Transformation wird ei-
ne Schreibweise der Hamiltonfunktion (4.5) angestrebt, die die Einschrinkung i # j der

0Das ist hier so zu verstehen, daf der Fehler, der durch einen Wechsel vom Kanonischen zum Grofika-
nonischen Ensemble entsteht, unbedeutend ist gegeniiber den Ndherungen des Modells und Fehlern
durch dessen Losungen. Es besteht somit kein Widerspruch zu der auf Seite 31 geforderten endlichen
Systemgrofie M < oco.
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Summe nicht mehr aufweist (Stichwort ,,additive Renormierung!'“). Es wird deshalb in
Gleichung (4.5) die unendlich grofie Selbstenergie der Ionen, vy, eingefiihrt, und es wird
formal geschrieben: 3, ,(...) = >, ;(-..) —vo >_; n;. Die groflkanonische Zustandssum-
me Z; hingt vom chemischen Potential ji in der gleichen Weise ab wie von vg, so dafl
das renormierte chemische Potential ;1 = fi + vy eingefiithrt wird. Auflerdem wird ein
zusiitzliches externes Feld h(7) eingefiihrt, so dal Z[h] als erzeugendes Funktional'? von
Korrelationsfunktionen der n; angesehen werden kann, s. auch z. B. [60]. Das Feld h(7)
wird spéter fiir Umformungen gebraucht, es werden im Laufe dieser Arbeit aber nur
physikalische Systeme mit h(7) = 0 betrachtet.

Damit lautet die Hamiltonfunktion des Gittergas-Modells

l

n;n; ex
(] = 5 D =iy + A malad?™ =) = Jomibs (A7)
ij b i i

und seine groflkanonische Zustandssumme Z,, [h] = S %_, e?AVN Zy[h] ist:

Zuylh) = Y e Frunll (4.8)
{n:}

o sei das chemische Potential fiir im Mittel N Gegenionen, womit das System insgesamt
im Mittel elektrisch neutral sei. Die Schreibweise mit der unendlich grofien Selbstenergie
vo ist rein formaler Natur. Sie wird spéter in Gleichung (4.17) fiir eine mathematische
Transformation, die sogenannte Hubbard-Stratonovich-Transformation, benotigt, die die
in den n; quadratische Form von (4.7) in eine lineare umwandelt und damit die Summe
> {n;3(---) ausfilhrbar macht. Diese Transformation entspricht physikalisch einer Ein-
fithrung des elektrischen Potentials der beweglichen Ladungen.

Zur kiinftigen Notation sei noch angemerkt, dal ein Weglassen von h immer h = 0
bedeutet: Z,[h = 0] = Z,, etc..

Ziel der Rechnungen:

FErstes Ziel dieser Theorie ist es, aus der Modell-Hamilton-

Funktion (4.7) und den Nebenbedingungen (4.4) die Gesamtheit der
mittleren Besetzungszahlen {({n;)} und die dazugehorigen mittleren  (4.9)
elektrischen Potentiale ( ¢(7)) im thermischen Gleichgewicht zu be-
stimmen.

Hyel. z. B. [17, 60]
2englisch: generating functional
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Anschliefende Rechnungen fithren in einfacher Art u. a. auf effektive Krafte zwischen
Makromolekiilen.

Die Bestimmung mittlerer Besetzungszahlen auf dem Gitter des Gittergases ist mathe-
matisch ein wichtiger Unterschied zu der Arbeit [17], wo im Laufe der Rechnung eine
kontinuierliche Ladungsdichte eingefiihrt wird.

Aus (4.9) konnen weitere physikalische Groflen berechnet werden, manchmal in sehr
einfacher Weise. So ist z. B. der osmotische Druck posy, einer salzfreien Losung [34]

(n;)

osm Fz = kpT -
b ( ) b (2Tion)

(4.10)

Der Faktor (27io,) 2 rechnet dabei die mittleren Besetzungszahlen (n;) in Teilchendich-
ten um.

4.1.4 Beispielsystem DNA mit Gegenionen

Aus zwei Griinden wurde die DNA als Beispielsystem ausgewihlt: Zum einen, weil
ihre Geometrie so einfach beschrieben werden kann, dafl sogar Vergleiche mit einem
vollstandig analytisch l6sbaren Grenzfall der Theorie moglich sind. Zum anderen, weil
die DNA als Triager der biologischen Erbinformation wahrscheinlich das bekannteste
und bedeutendste Biopolymer ist. Thren Aufbau zeigt Abbildung 4.4. Uber die DNA
gibt es unzihlige Verdffentlichungen, z. B. in [43, 25]. Die wenigen, weiter unten in
diesem Zusammenhang verwendeten biologischen Fachbegriffe werden beispielsweise
in [43] ndher erldutert.

Die DNA ist ein gradliniges, steifes, sehr langes, lineares'® Biopolymer. Sie kann auf
Lingen kiirzer als ihre vergleichsweise groBe, sogenannten Persistenzlinge® von lpers =
51nm [66] bis 60 nm [25]'° gegeniiber thermischen Fluktuationen als biegesteif betrach-
tet werden. Die Modellierung erfaBt damit das Riickgrat'® der DNA. Ein Vorliegen als
Doppelhelix-Struktur wird dabei angenommen, und eine ,, Entwindung® dieser Doppelhe-
lix, wie sie zum Ablesen der Erbinformation notwendig ist, wird ausgeschlossen. Ebenso
werden mechanische Spannungen durch eine Verdrehung ausgeschlossen. Die geometri-
sche und elektrische Feinstruktur der DNA Doppelhelix, ihre Drehwinkel und Windungs-
hohen, die elektrische Ladung der Basenpaare, spielen sich alle auf Skalen < [5/2 ab
(einwertige Gegenionen fiir [p angenommen!”). Die chemische Sekundér-Struktur der

13im Sinne von ,unverzweigt, schlaufenlos.

YEin MaB dafiir, bis zu welchen Abstinden entlang des Polymers seine Tangentialvektoren korreliert
sind.

15Der Wert hiingt neben der rein mechanischen Biegesteifigkeit auch etwas von der ionischen Umgebung
der DNA ab; wichtig in diesem Zusammenhang ist jedoch nur, dal lpers > Ip ist und damit nicht
von der Grofenordnung der Skalen (4.3).

8 englisch: backbone

17 Anders als bei zweiwertigen Gegenionen, vgl. Gleichung (4.2). Fiir zweiwertige Gegenionen ist es
deshalb auch schwieriger, einfache konkrete Beispielsysteme zu finden.
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Modellbildung fiir die DNA

b-DNA
(a-DNA und z-DNA &hnlich i.S. dieser Arbeit)

eff. Durchme:fsée‘r‘ -7 ‘: gréBte lonen /> m
—10 A4 - __‘ i
:\; —
Ig —
/‘ ]
typische L | o
lonengréBe - ——

Abbildung 4.4: Links ein geometrisch detailliertes, realistisches Modell der DNA, rechts die Abbil-
dung auf eine einfache Zylindergeometrie. Geometrische und chemische Details unterhalb der Model-
lauflésung von 2r;,, werden vernachlissigt, die Ladungsverteilung als homogene Linienladungsdichte
A = —e/0,17nm im Zylinder angenommen. (Das griin bzw. grau angedeutete kartesische Koordinaten-
system unterhalb des Zylinders veranschaulicht wahlweise das Gittergas-Gitter oder das numerische
Diskretisierungsgitter. Letzteres wird erst in Kapitel 5 gebraucht, ebenso wie die roten bzw. grauen
Kreislinien auf ca. /6 bzw. 5/6 der Zylinderhohe.) Die unterbrochenen Kreislinien im linken Bild sind
analog zu Abbildung 4.1 auf Seite 29 zu verstehen.

DNA, die biologisch so wichtige erbinformationtragende Abfolge der Basenpaare, hat
auf ihre dufleren elektrischen und geometrischen Eigenschaften oberhalb der Modellauf-
16sung von 27, (fiir realistische Ionengrofen aus Tabelle 4.1 auf Seite 30) nur einen
untergeordneten EinfluB. Die Basenpaarabfolge ist nicht periodisch, so dafl keine lang-
periodischen Effekte auftreten.

Auf dem fiir die Gegenionen interessanten Langenskalenbereich von 2rigy . . . [pers ist die
DNA also in ihren hier entscheidenden Eigenschaften nahezu strukturlos, was sie fiir
eine Modellierung besonders interessant macht. Die Abbildung 2.1 auf Seite 7 besté-
tigt dieses Bild: Dort besitzen die Trajektorien von Nat-Ionen nahe der DNA in DNA-
Léngsrichtung zwar dichtere und weniger dichte Regionen. Insgesamt dominiert aber die
Abhéngigkeit der Dichte der Trajektorie vom Abstand zur DNA iiber ihre Abhéngigkeit
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von der Position lings der DNA (beachte: Abbildung 2.1 zeigt eine Projektion dreidi-
mensionaler Trajektorien.). Dariiberhinaus nehmen die Einfliisse dieser Inhomogenitéiten
entlang der DNA aufgrund von Abschirmeffekten mit zunehmendem Abstand zur DNA
schnell ab. Damit ist fiir diese Arbeit ein in Léngsrichtung homogenes Modell der DNA
gerechtfertigt.

Das Riickgrat (backbone) der DNA wird als homogen elektrisch geladener Zylinder mo-
delliert, mit einer Linienladungsdichte A = —e /0,17 nm, die die neben {5 und rj,y, einzige
weitere Lingenskala [, = |eA™!| = 0,17nm in das System einfiihrt. Der Radius des
modellierten Zylinders begrenzt das Gebiet G der Gegenionen nach innen, ist eine ge-
schitzte Mittelung iiber die tatsdchliche DNA-Geometrie und wurde in Anlehnung an
[18, 19] auf 0,5nm festgelegt!®. Damit geniigt das dazugehorige Iy (r) den Bedingun-
gen (4.3), wie man iiber eine Berechnung des Potentials ¢®*(r) der DNA als Funktion

des radialen Abstandes r von ihrer Mitte sehen kann'?:

SBNA(r)

= Inr + const., A<0 (4.11)
2mer€q

Ferner wird fiir eine Vereinfachung spéterer Rechnungen fiir die DNA dieselbe Polari-
sierbarkeit €, ~ 80 wie fiir Wasser angenommen, statt ¢, ~ 6,...,30 [44], wie bereits
weiter oben beschrieben.

Ob die DNA als in ihrem zylinderférmigen Volumen homogen geladen modelliert wird,
oder ob ihre Ladung als gleichméfig linienférmig auf der Achse dieses Zylinders verteilt
modelliert wird, fiihrt im {ibrigen zu einem identischen Potential ¢35, (4.11) (FluBisatz
von Gauf}) im Gebiet G der Gegenionen und damit zu identischen Ergebnissen fiir de-
ren Verteilung. Unterschiedliche Ergebnisse ergeben sich jedoch abhéngig davon, ob die
Ladungen der Gegenionen als im Ionenvolumen homogen verteilt angenommen werden
oder als punktformig in deren Mittelpunkt. Die Hamiltonfunktion (4.7) geht von punkt-
formigen Ionenladungen im Mittelpunkt des lonenvolumens an den Gitterpliatzen 7 aus,
was nach Abbildung 4.1 auch der Physik der Gegenionen entspricht?°.

Es bedarf einer Prizisierung des in Abschnitt 4.1.2 Gesagten zu dem Gebiet GG, welches
den beweglichen Gegenionen auf dem Gitter des Gittergases zur Verfiigung steht. Da es
fiir jedes Beispielsystem im Detail unterschiedliche Modellierungen geben kann, ist auf
Seite 31 hierzu bisher nur bemerkt worden, daf} sich die externen Ladungen ,,auflerhalb
von G befinden*.

Sei G% das gitterunabhéngig punktféormigen Gegenionen im Kontinuum zur Verfiigung
stehende Gebiet. Sei 7 der Mittelpunkt?! der Gittergaszelle i, fiir die gepriift werden soll,

'8 Mit Abstand am hiufigsten wird ein Radius von 1,0 nm fiir die DNA verwendet, z. B. [61, 12, 39, 18, 6],
aber [28, 9] und zuvorderst [2] ndhren berechtigten Zweifel, ob dies als mittlerer Radius nicht zu grof3
ist, zumal ebendort auch Anhaltspunkte dafiir gegeben werden, dafl die Ionen weit in die sogenannte
y,major groove“ der DNA eindringen kénnen, vgl. Abbildung 4.4 und Abbildung 2.1.

¥Das Potential der DNA wird als unverénderliches, externes Potential betrachtet, daher der Index ,ext*.

2Man beachte, daB ,punktférmige Ladung® nicht ,punktférmiges Gegenion® impliziert, ein Aspekt, der
sprachlich zur besseren Lesbarkeit dieser Arbeit nicht immer konsequent beachtet wird.

21Br wird in dieser Arbeit auch vereinfacht der Ort der Zelle i genannt.
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ob sie auf dem Gittergas zu dem Gebiet G' gehort, das den Gegenionen zur Verfiigung
steht. Dann gilt:

FeGy = FHeCG und  pe(7i) =0 (4.12)

Eine andere, dquivalente Formulierung fiir (4.12) ist die folgende: Eine Zelle des
Gittergas-Gitters ist in der Ndahe der DNA fiir die Gegenionen zugénglich, falls ihr Mit-
telpunkt nicht innerhalb der DNA liegt.

Ist fiir eine zugingliche Zelle der Abstand von 7; zum Rand von G% kleiner als rion,
d. h. wenn Teile der zuginglichen Gittergaszelle bei 7; innerhalb der DNA liegen, so
impliziert (4.12), da sich zur Hydrathiille gehérendes Volumen der positiv geladenen
Gegenionen einerseits und externe negative Ladungen bzw. Ladungsverteilungen ande-
rerseits in geringem Mafle durchdringen konnen. Dabei bleibt aber das Gegenion in der
Mitte der Hydrathiille selbst stets auflerhalb des Gebietes der externen Ladungen. Diese
Art der Modellierung ist keinesfalls unphysikalisch. Mit dem bereits in einer Fuinote auf
Seite 28 bemerkten Detail, dafl die Hydrathiillen der negativen, externen Ladungen und
der positiven Gegenionen mit jeweils verschiedenen ,Vorzeichen* orientiert sind, wird die
Annahme plausibel, daf§ hier die gegeneinander mechanisch abstolende Wirkung die-
ser Hydrathiillen gegeniiber der thermischen Energie klein und damit vernachléssigbar
ist?2. Diese Annahme betrifft nur die Wechselwirkungen der Hydrathiillen der positiven
Gegenionen mit denen der negativen, externen Ladungen, aber nicht mit positiven, ex-
ternen Ladungen, sofern welche anwesend sind??. Zwei positive Elementarladungen sind
dagegen durch ihre jeweiligen Hydrathiillen und deren gegenseitige mechanische Absto-
Bung immer mindestens 2r;,, voneinander entfernt.

Durch (4.12) ist es in unterschiedlichen Systemen mit jeweils einer Sorte an Gegenionen
den Mittelpunkten dieser Gegenionen unabhingig vom Gegenionen-Radius moglich, sich
bis auf die gleiche Entfernung der DNA zu niheren. Das erleichtert die Vergleichbarkeit
der Dichteprofile unterschiedlich groler Gegenionen erheblich.

Die Zylindergeometrie des externen Potentials hat, wie auch die anderen einfachen
Geometrien Ebene und Kugel den Vorteil, dafl zumindest die Ndherung A (siche Ab-
schnitt 4.2) auf eine mathematisch eindimensionale gewohnliche Differentialgleichung
fithrt, die im Grenzfall punktformiger Teilchen (schliefit grofie Verdiinnung mit ein) so-
gar analytisch gelost werden kann, siehe [31] und Abschnitt 4.2.5. Das Potential der
zylindrischen Ladungsverteilung ist jedoch von den obigen quasi eindimensionalen Pro-
blemen das anspruchsvollste, weil es mit seiner logarithmischen Ortsabhéngigkeit (4.11)
einerseits sogar noch langreichweitiger ist als das Coulombpotential der geladenen Kugel
bzw. der Gegenionen, andererseits nicht die einfache lineare Ortsabhiingigkeit des Po-
tentials der geladenen Ebene besitzt.

Daher ist dieses System auch ein wertvoller Test (Abschnitt 5.3) fiir den numerischen

22Experimentelle Daten hierzu liegen nicht vor. Die Methode zur Bestimmung des effektiven Tonenradius
iiber Stokes’sche Reibung z. B. kann diese Daten prinzipiell nicht ermitteln.

23Positive externe, d. h. unbewegliche Ladungen kommen spéter im Rahmen der Néherung B vor, siehe
u. a. Gleichung (4.87) und Abbildung 4.9.)
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drei-dimensionalen Losungsalgorithmus, wie er auch zur Losung der echt dreidimensio-
nalen partiellen Differentialgleichungen der Nahrung B (Abschnitt 4.3, Gleichung (4.87))
verwendet wird.

Die Geometrie der Ebene ist zur Modellierung von nicht-fluktuierenden Bio-Membranen
sehr beliebt [52, 62, 14], und wird auch in [20] verwendet, wo die Naherung B fiir Punkt-
teilchen durchgefithrt wird. Diese Geometrie hat den numerischen Vorteil, dafy dort nicht
drei- (wie hier in dieser Arbeit) sondern nur zweidimensionale partielle Differentialglei-
chungen gelost werden miissen. Der Nachteil von nur zweidimensionalen partiellen Dif-
ferentialgleichungen besteht jedoch darin, daf3 der dort verwendete numerische Losungs-
algorithmus auf Situationen mit speziellen Symmetrien beschréankt bleibt und somit nicht
verallgemeinerungsfihig ist.

Der Vorteil einer Benutzung des Beispielsystems Zylinder besteht also darin, einerseits
zur Entwicklung eines auf beliebige Geometrien iibertragbaren drei-dimensionalen Al-
gorithmus?®* fiir die Niherung B gezwungen zu werden, andererseits in der Niherung A
fiir denselben Algorithmus einen Vergleich mit analytisch zugénglichen Grenzfillen zu
haben. Dadurch kann die Zuverlissigkeit des Algorithmus fiir beliebige dreidimensionale
Systemgeometrien demonstriert werden, sowohl in Niherung A als auch in Naherung B.
Tabelle 4.1 zeigt ferner, dafl das Modell das wichtige Na™-Ion beschreiben kann. Damit
konnen experimentell iiberpriifbare Vorhersagen iiber die Ladungsverteilung {(n;)} in
dem System Na®™ + DNA™ gemacht werden.

Die variierten Parameter des Beispielsystems sind der Radius i, der Gegenionen und
die Linienladungsdichte A der DNA. Wihrend ersteres verschiedene chemische Spezies an
Gegenionen beschreiben kann, dient die Variation der Linienladungsdichte dem Erkennen
von Trends in der Dichteverteilung der Gegenionen an stérker geladenen Bioploymeren.
Fiir die DNA selbst variiert dieser Parameter nicht.

4.2 Néaherung A: Dichteprofil (n) als Sattelpunkt der
Zustandssumme Z,,

Abschnitt 4.2.1 stellt die Sattelpunktnédherung der Zustandssumme Z,, vor. Die er-
gidnzenden Unterabschnitte 4.2.2 und 4.2.4 dienen der Vorbereitung der Niherung B
in Abschnitt 4.3. Die analytisch losbaren Grenzféille in 4.2.5 fithren zu der Skalen-
trennung (4.78) und bilden ferner eine wichtige Verifikationsmoglichkeit fiir die numeri-
schen Methoden in Kapitel 5.

4.2.1 Differentialgleichung fiir die Gegenionendichte

Ausgangspunkt ist die Hamiltonfunktion (4.7)

24Ein im Rahmen dieser Arbeit entwickeltes, effektives Programm, das auch auf handelsiiblichen Laptops
gut eingesetzt werden kann, siehe auch Kapitel 5.
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ﬂHﬂN = lB Z |Tnﬂl] + ﬂznz ¢eXt — Znihi (4.13)

und die grofikanonische Zustandssumme

hl =) e vl (4.14)
{ni}

Eine Teilchendichte n(7) und Ladungsdichte p(7) werden definiert durch

(@) €S no(F - 7) (4.15)
und

- def .
p(F) = q-n(F) (4.16)
Mit einer Hubbard-Stratonovitch-Transformation (Kiirzel HS, vgl. Erklarung der HS
n [21], Benutzung in [17]) kann die in n; quadratische Form (4.13) vorteilhaft in eine

lineare iiberfithrt werden. Dabei wird das von den n;, also den Ionen, erzeugte Potential
" eingefithrt?®:

,uN HS Z /D¢ exp< [8 1l /|V ¢1on|2 dg’l" + ZZ nj¢10n
{n:}
O NEDS wiy | ) @)
J

Dabei ist das Integral iiber |Vrgbi0n|2 nicht auf das Gebiet G der Gegenionen einge-
schriinkt, sondern im ganzen Raum auszufithren. Das Feld ¢'°" ist lediglich bis auf eine
ortsunabhéngige additive Konstante bestimmt, die hier nicht extra ausgeschrieben wird
und in der Normierung N mit aufgeht. Der Wert von A ist fiir die weiteren Betrachtun-
gen belanglos. Auf die imaginédre Einheit ¢ sei wegen der Verwechslungsgefahr mit der
Indexvariablen ¢ besonders hingewiesen; sie wird in dieser Arbeit nur selten benutzt.
Der Vorteil dieser Transformation besteht darin, dai die {n;} in (4.17) nur linear im
Exponenten enthalten sind. Deshalb kann die Summe iiber die {n;} hier ausgefiihrt wer-
den.

2%bis auf eine komplexe multiplikative Konstante, vgl. Gleichung (4.19). Dadurch kann eine iiblichere
Schreibweise der HS-Transformation verwendet werden.
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D ion 1 .
Z,nlh] = / ji[ (exp{ _&TZB/‘VT¢IOH|2d3T}> X

11 (1 + exp{ — B(gd7™" — pn) — 101 + hz}> (4.18)

i
Wahlweise kann das Produkt mit in die Exponentialfunktion hineingezogen werden, was
gef. die folgende Umformung erleichtert. Unter Verwendung der Abkiirzung

~Bap E B>t — gl (4.19)
und der Fugazitét
ay € e (4.20)
ist
(n;) = Oln 2, [h] _ < exp{—pB(qp: — pn) } >
Z Oh; h=0 1 + exp{—B(qpi — un) }
1
= - (4.21)
<1 T 2y eXP{+ﬂQ¢i}>

Durch Einsetzen von (4.19) in (4.17) und mit den bekannten Maxwell-Gleichungen der
Elektrostatik kann nun bestétigt werden, dafl das durch die HS-Transformation einge-
fithrte Feld (bis auf die bereits erwiihnte Konstante) das elektrische Potential der Ionen
ist. Aus (4.21) ergibt sich fiir den Erwartungswert der Ladungsdichte exakt

(o) =Y < ! > (7 - ) (4.22)

—~ \1 + zy' exp{+0Bqo(7")}

Die Fugazitit zy ist durch die Bedingung globaler elektrischer Neutralitéit festgelegt:

zy  so, daB qZ(nQ + /peXtd3r =0 (4.23)

Aus (4.22) und den Maxwell-Gleichungen der Elektrostatik ergibt sich damit exakt:

2(5(7)) = ——— - ! : P
VE(o()) = . (pext+ <1 " leeXp{+ﬁq¢(F)}> Zé( Z)) (4.24)

2
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In Sattelpunktniherung (Index ,,SP*, vgl. auch Gleichung (4.27)) werden kleine Fluktua-
tionen von n und ¢ um den Sattelpunkt vernachléssigt, und aus Gleichung (4.21) wird
mit den Notationen nSF = (n)SP und ¢5F = (¢)SF:

Sp 1 :

n; TR p— Y vgl. mit (4.21) (4.25)
Einsetzen der Gleichung (4.19) in Gleichung (4.17) ergibt fiir ¢ die Interpretation als
elektrisches Gesamtpotential aller Ladungen. Abbildung 4.5 veranschaulicht den funk-
tionalen Zusammenhang (4.25).
Diese Gleichung (4.25) hat durch ihre &uflere Form und durch ihre Herleitung Gemein-
samkeiten mit der sogenannten Fermifunktion, die in der Quantenmechanik die mittleren
Besetzungszahlen eines idealen Fermigases beschreibt, vgl. z. B. [60]. Dort iibernimmt
das Pauli-Prinzip eine vergleichbare Rolle wie hier das Teilchenvolumen. Es bleibt zu-
kiinftigen Untersuchungen vorbehalten zu kliren, ob die Gegenionen dieser Arbeit einer-
seits und Fermionen andererseits bei all ihrer physikalischen Verschiedenheit eventuell
weitere gemeinsame kollektive Eigenschaften besitzen oder zueinander analoge Effekte
hervorrufen.

Gleichung (4.25): n$F als Funktion von 3(q¢5t — pn)

Erwartete Besetzungszahl <n> als Funktion des el. Potentials

T

0.8+

04|

<n> (am Sattelpunkt)

0 \ M
-5 -1 01 5
elektrisches Potential in Einheiten kT/q

Abbildung 4.5: Der funktionale Zusammenhang (4.25) ist auch aus der Quantenme-
chanik als Fermifunktion bekannt. Er wird hier verursacht durch die Zweiwertigkeit der
diskreten Variablen n; € {0,1} des Gittergasmodells. Dadurch wird das Volumen der
Tonen modelliert. In der Quantenmechanik erfiillt das Pauli-Prinzip fiir Fermionen eine
ghnliche Rolle. Die Breite der Kante wird durch die Temperatur T oc 7! bestimmt.

Gleichung (4.18) wird in Abschnitt 4.2.2 Ausgangspunkt weiterer Umformungen sein
(siehe Seite 45). Der Giiltigkeitsbereich der Sattelpunktnéherung wird in Abschnitt 4.2.4
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noch einmal aufgegriffen (siehe Seite 53).

Mit der Interpretation von ¢ als das von allen Ladungen hervorgerufene elektrische
Potential ergibt sich aus Gleichung (4.25) und der Poisson-Gleichung der Elektrostatik
fiir gbsp die folgende Differentialgleichung:

Sattelpunktniherung des Potentials

ex

v2¢SP 7) 4+
(7') €Q€r 1 + Zﬁl exp {+,Bq¢SP(F)}

=0 (4.26)

mit der durch Gleichung (4.23) implizierten Nebenbedingung globaler elektrischer
Neutralitét. Man beachte die Unterschiede zu der exakten Gleichung (4.24), die
nicht losbar ist.

Die gleiche Gleichung erhélt man auch durch das explizite Ausfithren der Sattelpunkt-
naherung

6ZNN [h - O}
5¢ion(77)

Man erhélt hiermit angewendet auf (4.18) zunéchst die Gleichung

L0 (4.27)

ity 207 1) =0 (428
4rlp 1 + exp{+ﬁ(q¢>eXt _,UN) + Z¢10n7 SP}

Unter Beachtung der eingefithrten Abkiirzungen (4.19) und (4.20) und der Beziehung

1

€0€r

v2¢ext — pext (4.29)

ergibt sich dann die Differentialgleichung (4.26).

Die Losung dieser Differentialgleichung zu gegebenen Randbedingungen bzw. zu (4.4)
und gegebener mittlerer Ladungsmenge ist eindeutig, auch im Grenzfall punktférmiger
Tonen [31]%0. Entscheidend hierfiir ist die stark repulsive Wechselwirkung zwischen den
Ionen bei sehr kleinen Absténden. Fiir Systeme punktférmiger Teilchen (rjo, = 0) mit
anziehender Wechselwirkung und ansonsten gleichem Kraftgesetz (Gravitation) hat die
entsprechende Differentialgleichung mehrere Losungen (,Kollaps® auf einen Punkt).

In Abschnitt 4.3 ab Seite 64 wird der Rechenschritt der Gleichung (4.21), das Bilden der

2Die Argumente aus [31] fiir punktformige Ionen sind auf voluminése Ionen iibertragbar.
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partiellen Ableitungen 0/0h;, bereits vor der Ausfithrung der Hubbard-Stratonovitch
Transformation vorgenommen. Weil die n; lediglich die zwei Werte {0,1} annehmen
konnen, ergeben sich durch das Erhalten dieser Eigenschaft iiber das Bilden der
partiellen Ableitungen hinaus Moglichkeiten zu einer wichtigen Interpretation und
weiteren gewinnbringenden Umformungen.

4.2.2 ,Effektive” Hamiltonfunktion Hqg, GroBkanonisches Potential 2,

Es wird nun ein in der Literatur bisher nicht beschriebener exakter Zusammenhang zu
den h#ufig benutzten (vgl. [35]), sogenannten effektiven oder heuristischen Modellen
hergestellt, der nicht nur am Sattelpunkt gilt. Hierdurch bietet sich auch eine einfache
Gelegenheit zur Berechnung des Groflkanonischen Potentials €2, am Sattelpunkt.
Ausgangspunkt der folgenden Uberlegungen ist die Gleichung (4.18) in der Form

_ D¢ion 1 ion|2 3
ZNN_/ N eXp|:_87TlB/‘v¢ |d7’

+/Z<5(F— 7;) In (1 + eXp{ - 5(Q¢6Xt — UN) — Z¢ion}) d3r]

(4.30)

Diese Gleichung driickt das Boltzmanngewicht der Ionenkonfigurationen durch das Po-
tentialverliufe ¢'°" bzw. ¢ = (g™ — un) + 19" aus. Fiir viele Betrachtungen ist
es jedoch sehr zweckméfBig, das Boltzmanngewicht bei festen Mittelwerten der lokalen
lTonendichten bzw. der Besetzungszahlen zugrunde zu legen. Dieses Boltzmanngewicht
exp|—OHeg({n;})] definiert die sogenannte effektive Hamiltonfunktion Heg, die gleich-
zeitig ein sogenanntes Dichtefunktional ist. Fiir das vorliegende physikalische Problem
148t sich das Dichtefunktional exakt angeben und es soll in diesem Abschnitt bestimmt
und interpretiert werden.

Es wird eine Funktion 7(7) definiert, die den Erwartungswert der Besetzungszahlen zu
fest vorgegebenen Potentialen angibt:

) 2 [ p 07  - )

> 0(7 = 73) ‘
1+ exp { + B(g¢™"(F) — un) + 14" (7)}

NS -7 (4.31)

Die 7; hingen eineindeutig von den gzﬁ%on ab. Lést man
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n; = ,} - (4.32)
(1+ exp{B(qd{™ — ) +19™"})

nach ¢! auf und setzt das Ergebnis in In(...) der Gleichung (4.30) ein, so ergibt sich:

Fun = /Dﬁf P [_ / 8 lz Vg + 26 7)) In(l— @) dr | (4.33)

Die Ableitung 6/5¢'°" zur Bestimmung des Sattelpunktes von Gleichung (4.30) kann
nun auch auf Gleichung (4.33) angewendet werden:

5 5 on 6
= A 4.34
5¢1on 6¢10n - a¢10n 5ﬁ d)ion ( )

Mit
a”( )R- (1= () (4.35)

101’1( )

ergibt (4.34) angewendet auf Gleichung (4.33) wieder die Differentialgleichung (4.28) in
der Form

1

ﬁ v2¢ion,SP — - ﬁSP =0 (436)
B

Ein Vergleich mit Gleichung (4.28) ergibt:

st = ndf (4.37)

Bei der Anwendung von (4.34) auf (4.33) wird nur §/64'°" gleich 0, nicht aber jeweils
die einzelnen Summanden auf der rechten Seite von (4.34). Das erfordert nach Glei-
chung (4.34) die Kenntnis des Zusammenhangs 07,/9¢'°", also die Kenntnis der Defini-
tion (4.31) (bis auf eine Konstante). Es soll nun eine Schreibweise von Gleichung (4.33)

gefunden werden, die die Definition (4.31) durch die Forderung (6/67)]gion = 0 ersetzt:

5 :f aus (4.31) é i_ |: anders geschriebener ; 0 (4.38)
¢1on

Exponent von (4.33)

Dann gilt

46 J. Mertins, Dissertation 2006



4.2. Naherung A: Dichteprofil (n) als Sattelpunkt der Zustandssumme Z,,

0 ! 0 !
. =0 und — = 0 am Sattelpunkt (4.39)
6¢1on - on gion

gleichzeitig. Um das zu erreichen, wird im Exponenten von (4.33) eine Null in

der Form 0 = ﬁ{ﬂ(qqﬁe’ft — un) + 10"} = B(qd™t — ) + 19"} eingefiigt, und nur
+7{B(qd%*" — pn) +1¢'°"} wird mittels (4.31) durch 7 ersetzt:

{B(qp™ — pun) +16°"} = 7 -In !

Die Zustandssumme (4.33) ist damit

2. = /Dn /D¢10n n (¢1on)} )
exp —[8 I /|V¢10n12d3r + zzqsm—

+ g Z Rt — Buy Z n;

(4.40)

+ Z (nz Inn; + (1 —n;)In(l — m)) ] (4.41)

Die Funktionalintegrationen iiber die 7 und die ¢'° sind hier als unabhéingig voneinander
zu sehen, und ihr Zusammenhang (4.31) wird iiber das Deltafunktional erzwungen. Die
Sattelpunktbestimmung erfolgt iiber (4.39) und fiihrt auf die Differentialgleichung (4.26).
Die Gleichung (4.41) ist formal dhnlich zu Gleichung (4.17), in der die Einschrinkung
an die n; € {0,1} auch durch [ Dn (§[n] + 6[1 — n]) - ... beschreibbar ist. Eine inverse
Hubbard-Stratonovitch-Transformation von (4.41) liegt deshalb nahe und ergibt nach
einem Ausintegrieren von ¢'°":

Zu = [ S vexp (- OHen) (1.42)

mit dem Dichtefunktional (= effektive Hamiltonfunktion)

def nin; ‘
BHeg = Z r- 4 ﬁanngeXt Energie
+ Z (ﬁz Inn; + (1 —n;)In(l — FLZ)> Entropie
i
— Bun Z i ,Chemische* Energie (4.43)
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Die Abhiingigkeiten des Exponenten in (4.41) von dem Feld ¢'°" sind durch die inverse
Hubbard-Stratonovitch-Transformation aufgelost, so dafl von der Deltafunktion nur die
Beschrénkung der n(7) auf die Gitterpunkte 7 und auf Werte zwischen 0 und 1 bleibt. Die
Selbstenergie in (I5/2) 3 ; ; 7iin;/(|7; — 7|) kann am Sattelpunkt herausgezogen werden
und fiihrt zu einem renormierten chemischen Potential jiy.

Die Gleichungen (4.42) und (4.43) werden auch als effektives oder heuristisches Modell
bezeichnet, weil die einzelnen Terme physikalisch intuitiv und gut interpretierbar sind
und die Differentialgleichung (4.26) mit der Vorschrift (4.39) mathematisch unaufwendig
herleitbar ist.

Die physikalischen Interpretationen der einzelnen Terme von (4.43) ist offensichtlich:
Die erste Zeile besteht aus der Wechselwirkungsenergie der Ionen untereinander und
der Ionen mit dem externen Potential. Die zweite Zeile ist die binéire Mischungsentropie
(binér, weil hier besetzte und unbesetzte Gitterplitze miteinander gemischt werden),
wéhrend die letzte Zeile Beitrdge vom Chemischen Potential sind. Man beachte, dafl alle
Beitrage lokal definiert sind:

lokale l s
Energie: ¢; = n; EB |_, 2 _,|
T; — T
gyt

+ g

lokale
Entropie: s; = —kp <(]_ — ’FLl) 111(1 — 7_11) + n;In ﬁz)

gesamtes
GroBkanonisches Potential: €, = Z (€ZSP — TSP — uy ﬁZSP) (4.44)

7

Insbesondere der Energieterm in (4.44) erlaubt die Interpretation von n als Teilchen-
dichte auch abseits des Sattelpunktes. Das wiederum wirft die Frage auf, wie bei der
Funktionalintegration [ D ... in Gleichung (4.42) ein einzelner Beitrag n(r) zu ver-
stehen ist, denn es gibt physikalisch keine fraktalen Ionenanteile auf den Gitterplitzen,
sondern immer nur An- oder Abwesenheit ganzer Ionen. Da die Terme von (4.43) mit-
tels (4.44) als lokale Dichten geschrieben werden kénnen, reicht es aus, ein einzelnes n; zu
interpretieren: Man kann es sich entstanden denken aus einer Mittelung iiber M (fiktive)
Messungen am Gitterplatz ¢ mit N An- und M — N Abwesenheiten des Ions. Fiir die
Anordnung der Ergebnisse dieser Messungen gibt es exakt M!/ ((M — N)IN !) verschie-
dene Moglichkeiten. Die Betrachtung des Grenzfalls M, N — oo mit N/M = konstant
erlaubt eine Entwicklung der Fakultdten mit Hilfe der Stirlingschen Formel. Nach einer
anschlieBenden Normierung ergibt sich genau der Entropieterm s; in Gleichung (4.44).
Man beachte, dafl die angesprochenen M Messungen fiktiv sind, d.h. sie bilden keine zeit-
liche Mefireihe, unter der das System in einen Gleichgewichtszustand relaxiert, sondern
dienen der Interpretation eines konkreten Beitrages n zum Funktionalintegral in (4.42).
Mit dieser Interpretation ist die Zustandssumme (4.42) die Zustandssumme des Gitter-
gases in Abhéngigkeit fest vorgegebener mittlerer Teilchenzahlen n;. Eine Minimierung
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beziiglich der n; fithrt auf die tatséichliche Sattelpunktverteilung der Teilchen und auf
das Groflkanonische Potential €2, . Natiirlich gilt auch hier die Nebenbedingung (4.23)
der mittleren elektrischen Gesamtneutralitét.

Eine Interpretation des Entropieterms iiber ein rdumliches Ensemblemittel (N Ionen
auf M Gitterplédtzen) ist hier aus mehreren Griinden falsch. Es ignoriert den lokalen
Charakter (4.44) der Entropie (sie ist an jedem Gitterplatz definiert) und erfordert eine
Mittelung tiber viele Gitterzellen (engl. coarse graining), die das raumliche Auflosungs-
vermogen des Modells erheblich verschlechtern wiirde. Zudem fiihrte dies zu Fehlern
durch die Stirling-Formel, weil hier eine Betrachtung des Grenzfalls N, M — oo iiber
alle Gitterplétze mittelt und daher nicht sinnvoll ist.

Der Ubergang zwischen der Beschreibung mit den diskreten Variablen {n;} und den kon-
tinuierlichen Variablen {n;} ist kein Ensemblewechsel und kann nicht, wie das zwischen
verschiedenen Ensemblen der Statistischen Physik der Fall ist, durch eine Legendre-
Transformation beschrieben werden. Fiir beide Variablen, {n;} und {n;}, ist durch ux
gleichermafien die mittlere Gesamtteilchenzahl N fest vorgegeben.

WEeil die n; mit den obigen Interpretationen auch abseits des Sattelpunktes als Teilchen-
dichten identifiziert worden sind, bleibt festzuhalten:

Aquivalenz der Ansitze

Die Gleichungen (4.13)4(4.14) einerseits und (4.42)+(4.43) anderer-

o . . 4.45
seits sind dquivalent zueinander. ( )

Die weite Verbreitung des heuristischen Ansatzes in der Literatur (siehe z. B. die Auf-
satzsammlung [35]) erkldrt sich mit seiner intuitiven und rechnerisch einfachen Hand-
habung. Er verbaut aber jegliche weiterfithrende Moglichkeiten, den diskreten {0,1}-
Charakter der Besetzungszahl-Variablen n; des Gittergasmodells zu benutzen, vgl. auch
riickblickend die Abbildung 3.1. Genau das soll aber in Abschnitt 4.3 durchgefiihrt wer-
den. Tabelle 4.2 auf Seite 50 fait die Vor- und Nachteile des heuristischen Ansatzes und
des Gittergasansatzes zusammen.

Mischansétze der Form (4.41), wo bei der Funktionalintegration beide Variablen, die
Dichten 7 und die Felder ¢°", als unabhiingig voneinander angenommen werden, miis-
sen mit besonderer Vorsicht betrachtet werden, denn oft wird das Deltafunktional, das
den Zusammenhang (4.31) zwischen den Variablen erzwingt, weggelassen, vgl. z. B. Ar-
beiten in [35]. Diese Mischansitze sind immer so zu verstehen, dafl auch abseits des
Sattelpunktes immer entweder (8/67)|gion ... = 0 oder (6/6¢'")|5 ... = 0 gilt, vgl.
auch mit Gleichung (4.39). Im Falle von (6/0¢™")|5 ... = 0 fithrt eine partielle Integra-
tion des Terms [ |V¢°"|? auf (4.42) (Randterme im Unendlichen = 0). Eine verbreitete
Mischschreibweise [35] ergibt sich mit dem Gesamtpotential ¢, wenn zu dem Exponenten
in (4.41) eine Null in Form der Gleichung (4.29) hinzuaddiert wird und mehrere partielle
Integrationen durchgefiihrt werden:
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Din - Do [ Bq 2 — ty 73
Z — — - eXpP — —_— V + n + ex d T
in / N p Sln Vo|* + Bo(qn + p™°)

+ Z (ﬁ Inn; + (1—7;)In(1 —m)) — BMNN]
l (4.46)

Dabei sind die Normierungskonstanten der Funktionalintegration zu Nges zusammenge-
fafit worden. Das Integral im Exponenten besteht einerseits aus der gesamten Feldenergie
und andererseits aus der Wechselwirkung aller Ladungen mit diesem Feld.

Das Groflkanonische Potential €, des Systems ist das Minimum von (4.43). Mit (4.37)
und dem renormierten Chemischen Potential fin ist 7, :

Vergleich der Ansitze

Vorteile

H({ni}) .

« Verallgemeinerungen fiir (n;, - ... - n;, ) moglich
(ab Seite 78)

Zweiwertige Variable n; € {0,1} ‘

o Iterative Steigerung der Genauigkeit von (n;) moglich
(ab Seite 88)

o Modellannahmen sehr klar, insbesondere zum
Auflésungsvermogen

'Heﬂc[ﬁ(F )} « Kontinuumsformulierung klar

e Berechnung von 2, einfacher

Tabelle 4.2: Vorteile der zwei moglichen Ausgangspunkte H({n;}) und Heg[n ()]
gegeniiber dem jeweils anderen. Zur Herleitung der Differentialgleichung (4.26)
sind beide Ansétze dquivalent. Der Vorteil des Ausgangspunktes H({n;}) mit sei-
ner zweiwertigen Variablen n; € {0, 1} ist fiir Verallgemeinerungen jedoch enorm,
wie in Abschnitt 4.3 ab Seite 64 gezeigt wird.
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Grof3kanonisches Potential

SP sp

l nl ex ~
QQﬂNZEBE:’ _i_ﬂZnSqut x)
— |7} —r]|
i;f]
+ E < Fnnd® 4+ (1-nF)In(1 - niSP>> (4.47)

Der Wert von iy legt lediglich eine additive Konstante zu 32 fest und ist fiir diese
Arbeit belanglos®”, weshalb im folgenden die Notation nicht mehr zwischen iy und py
unterscheidet.

Die erste Variation von (4.43) nach n ist am Sattelpunkt gleich 0. Sie er-
gibt dort keine Differentialgleichung, sondern mit der Interpretation des Terms
(Ig/(Bq)) - >_;nSY /| — 7| als Potential®® der Ionen den Zusammenhang (4.25)
zwischen Gesamtpotential und Teilchendichte (zu beachten sind Doppeltzihlungen
von Termen in (4.47) durch >, ....). Mit dem gleichen Argument wie nach der
Gleichung (4.25) erhélt man dann auch hier wieder die Differentialgleichung (4.26).

4.2.3 Q,,, und effektive Krifte zwischen zwei Biopolymeren

0,y aus Gleichung (4.47) gibt die Moglichkeit, die in Abschnitt 2.2 anhand der
Abbildung 2.2 auf Seite 10 motivierten, effektiven Kréfte zwischen zwei Biopolymeren
oder Makromolekiilen zu bestimmen, vgl. auch Abbildung 4.6.

Fiir geometrisch einfache Makromolekiile wie den kugelférmigen in Abbildung 2.2 werden
die effektiven Krifte nur vom Abstand zwischen ihren Mittelpunkten abhingen, der hier
mit der Variablen R bezeichnet werde. (In komplizierteren Féllen treten auch effektive
Drehmomente etc. auf, die alle prinzipiell mit der hier vorgestellten Methode bestimmbar
sind.) Die gesamte, zu (4.47) fithrende Rechnung kann fiir verschiedene R wiederholt
werden, so dafl man ein von R abhéngiges GroBkanonisches Potential Q(R) erhélt. Die
Differenz Q(R2) — Q(R1) kann als die Arbeit interpretiert werden, die reversibel geleistet
werden muf}, um den Abstand der Makromolekiile von R; auf Ry zu verdndern [40].
Damit ist die effektive Kraft F4(R) zwischen zwei Makromolekiilen in N&herung A (Index
A) klar:

27 Auch fiir die Niherung B ab Seite 64, weil dort die Erfiillung der Nebenbedingung globaler elektrischer
Systemneutralitéit von weiteren Konstanten abhéngt, die nicht einzeln bekannt sein brauchen, sondern
lediglich deren Produkt. Vgl. auch Gleichungen (4.92, 4.48 und 4.56).

28bis auf eine additive Konstante.

J. Mertins, Dissertation 2006 51



KAPITEL 4. THEORIE DER VERTEILUNG VOLUMINOSER GEGENIONEN AN
GELADENEN BIOPOLYMEREN

Effektive Wechselwirkung zwischen zwei Biopolymeren

+| | +

+ + +

+ +

+
+ + + +

+ +
+ +[+ + |
+[+ + B

+ +

+ +
+ +| [+ +
+ B

Abbildung 4.6: Es wird hier eine Verallgemeinerung der Abbildung 4.3 (Seite 32) auf
zwei Biopolymere gezeigt, siche auch dort.

Die Veranderungen von €, in Abhéngigkeit von der relativen Lage zweier Biopolymere
zueinander erlaubt es, die effektiv zwischen ihnen auftretenden Krifte auszurechnen.
Voraussetzung dafiir ist, daf§ die Dynamik der Biopolymere wesentlich langsamer ist als
die der Ionen. Die effektiven Krifte enthalten sowohl direkte Anteile (elektrostatische
Krifte der Biopolymere aufeinander) als auch indirekte Anteile (vermittelt durch die
Tonen), die z. T. entropischer Natur sind. In einfachen Fillen hiingen die effektiven
Krifte nur vom Abstand R der Biopolymere zueinander ab (veranschaulicht durch den
Doppelpfeil).

Effektive Kraft F4(R) zwischen zwei Makromolekiilen in Niherung A:

d
Fs(R) = ——= Qg

dR HN (R) (448)

In Abschnitt 4.3.1 wird in der Diskussion auf diese Interpretation fiir die effektive Wech-
selwirkung zwischen einem Biopolymer und einem Gegenion zuriickgekommen.

Mit einem geeigneten Ansatz fiir die viskose Reibung der Biopolymere in Wasser lassen
sich aus (4.48) leicht effektive Bewegungsgleichungen ableiten, die mit geringem Auf-
wand numerisch integrierbar sind.

Die Niherung B in Abschnitt 4.3 ab Seite 64 berechnet die Dichten n$F in (4.47) mit
hoherer Genauigkeit, was entsprechend zu einem genaueren Kraftgesetz Fp(R) fithrt.
Durch die Verallgemeinerungen in Abschnitt 4.4.4 und durch (4.136) kann diese Genauig-
keit nochmals gesteigert werden. Damit ist eine wesentliche Zielsetzung der Theorie dieses
Kapitels erfiillt worden.
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4.2.4 Giite von Sattelpunktndherung und 2,

Einen Uberblick iiber die Giite der Sattelpunktniherung gewihrt folgende Uberlegung:
Man fragt sich, um welche Strecke x der Bruchteil an Ladung q5nisp der sich im Gleichge-
wicht bei 7; befindlichen Ladungsmenge anSP alleine aufgrund seiner thermischen Ener-
gie (3/2)kpT - 6nST (das heiBt (3/2)kpT pro Ion) ausgelenkt werden kann. Dazu wird
um 7; das Potential gbisp bis zur fithrenden, quadratischen Ordnung in eine Taylorreihe
entwickelt (die lineare Ordnung verschwindet im Gleichgewicht) und eine Energiebilanz
aufgestellt:

2
3
—q5n§P% V2§ < ShpT - onF (4.49)
——
(4.26) qnsP

- €o€r - (27’ion)3

Der Vorfaktor 1/(27ion) entspricht dabei der Dichte der Gitterpunkte eines einfach ku-
bischen Gitters in der Summe iiber die Deltafunktionen in (4.26). Die Sattelpunktnéhe-
rung ist auf der Léngenskala x giiltig, wenn (4.49) nicht gilt, d.h. wenn die thermischen
Energien alleine Teile der Ladungen nicht an andere Gitterplédtze verschieben kénnen.
Wenn (4.49) gelte, konnten die thermischen Energien (rechte Seite) die elektrischen Riick-
stellkriifte (linke Seite, fithrende Ordnung) iiberwinden. Fiir den Giiltigkeitsbereich der
Sattelpunktniherung ergibt sich mit (4.49) und (4.2):

lpz® dm  sp
(2Tion>3 3 !

> 1 (4.50)

Setzt man hier fiir x das maximale Aufldsungsvermoégen des Gittergasmodells von 274,
ein, so ist

nSt > Z?;TTZB“ ~ 0,1...0,2 (4.51)
mit den Parametern dieser Arbeit. Die Sattelpunktniherung des Gittergasmodells kann
damit fiir alle mittleren Besetzungszahlen niSP >0,1...0,2|% als sehr gut eingestuft
werden. Man sieht an (4.51) auch die bei der Modellbildung (4.3) betonte Wichtigkeit,
dafl rio, die kleinste Langenskala im System ist, und nicht [g.

Fiir [g — oo (entspricht T' — 0) gehen laut (4.25) die n$¥ entweder gegen 0 oder gegen
1, und die Sattelpunktniherung ist ideal giiltig. Fiir [z — 0 (entspricht 7' — o0) gilt
die Sattelpunktniherung nicht. In diesem Falle werden laut (4.41) zwar alle V'SP =£ (

29Zur Vermeidung von Miflverstindnissen sei mit Verweis auf die Notation der Gleichung (4.51) be-
tont, daB hier nicht 0,2 > n$¥ > 0,1 gemeint ist, sondern mit 0,1...0,2 angedeutet wird, daB fiir
verschiedene Parameter dieser Arbeit die rechte Seite von (4.51) auch verschiedene Werte annimmt.

J. Mertins, Dissertation 2006 53



KAPITEL 4. THEORIE DER VERTEILUNG VOLUMINOSER GEGENIONEN AN
GELADENEN BIOPOLYMEREN

unterdriickt und damit die Dichteverteilung der Ionen ideal homogen. Allerdings sind
dann homogene Fluktuationen der Gesamtteilchenzahl N im Groflkanonischen Ensem-
ble ebenfalls sehr grofl und (4.51) gilt nicht.

Gleichung (4.51) ist nur bedingt fiir eine Diskussion des Grenzfalls ri,, — 0 geeignet.
Man bedenke bei einer solchen Uberlegung, dafl sich mit 7j,, auch die Anzahl der fiir
die Teilchen zur Verfiigung stehenden Pléitze des Gittergases veréindert, was Riickwir-
kungen auf die n?¥ hat. Eine detaillierte Betrachtung zeigt, daB rioy — 0 in (4.51)
auf p > konst./(rion)? — oo fithrt, wenn man den Anspruch aufrecht erhilt, die dann
ebenfalls gegen Null gehende maximale Modellauflésung von 2r;,, beizubehalten. Man
kommt in diesem Fall zum sogenannten strong coupling limit, ein Grenzfall, der in den
Arbeiten [49, 52] beschrieben wird. p — oo bedeutet auch unendlich grofle elektrische
Feldstéarken, gegeniiber denen thermische Energien vernachléssigbar klein sind. Letzteres
hat dieser Grenzfall mit dem 7" — 0 Limes gemeinsam.

Gibt man sich in (4.50) mit einem niedrigeren Auflésungsvermogen = der Sattelpunkt-
niherung zufrieden, z. B. mit x = [, so erhilt man als Giiltigkeitsbereich

6 [ Tion >
PSP > 2 <rl‘°“> ~ 0,02...0,15 (4.52)
B

! T

Gleichung (4.52) eignet sich auch fiir eine Analyse ri,, — 0, da in diesem Falle
nSY /(2rion)® — p(7)/q geht, dessen Wert nicht von 7y, abhingt.

Alternativ zu (4.52) bietet sich die Abschitzung an, wie grofi ein Volumen x3 héchstens
sein darf, damit bei 23 /(27ion)? Gitterpunkten mit jeweils der Ladungsmenge qniSP insge-
samt weniger als eine Ionenladung ¢ im Volumen z* enthalten ist. Eine Rechnung fithrt
auf das Kriterium

sp 3 3 - 3
. =) () = 01...0,009 4.
nyt > (%) <lB ) 0,0 0,0 (4.53)

Dichten nZ-SP < 0,001 befinden sich auflerhalb des in dieser Arbeit physikalisch interes-
santen Bereichs. Man kann daher zur Qualitit der Sattelpunktnidherung bei den in dieser
Arbeit verwendeten Parametern zusammenfassend sagen:

0,1...0,2 Sattelpunkt sehr gut

Sp 0,001...0,01 akzeptabel
ni sonst physikalisch uninteressanter Bereich (4.54)
immer Tion # 0

Obwohl sich die Dichten niSP < 0,001 in physikalisch uninteressanten ridumlichen Berei-
chen befinden (weit weg vom Biopolymer mit peyx(7) # 0), miissen sie dennoch beachtet
werden: Ist in diesen Bereichen wegen ihrer moglicherweise sehr grofien raumlichen Aus-
dehnung ein erheblicher Bruchteil der beweglichen Ionen enthalten, so konnen sich dort
auftretende Fehler iiber die Normierungsbedingung (4.23) auch auf die Gebiete hoherer
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Dichten iibertragen. In dieser Arbeit gibt es die Bereiche extrem kleiner Dichten, sie
sind aber nicht rdumlich sehr grof§ und enthalten keinen erheblichen Anteil der Gesamt-
ladung.

Fiir n; ~ 1073...1072, wo die Sattelpunktniherung nach (4.54) noch recht gut gilt, sind
die mittleren Teilchenabsténde > 2riq,, so dafl hier auch die fiir Punktteilchen giiltige
Poisson-Boltzmann-Gleichung (4.61) hinreichend genaue Ergebnisse liefert. Das ist der
sogenannte Weak Coupling Limes, da hier die elektrischen Wechselwirkungen kleiner
(aber nicht sehr viel kleiner) als die thermischen Wechselwirkungen sind, vgl. z. B. [35].
Zwei Bereiche sind damit fiir eine Untersuchung mit der Poisson-Boltzmann-Theorie
(Abschnitt 4.2.5 bzw. [49, 52]) fiir punktférmige Teilchen geeignet:

Tion = 0

elektr. WW. { < } thermische WW. (,, weak coupling®)
&K (4.55)

elektr. WW. { ri°n>§ 0 } thermische WW. (,, strong coupling®)

Typische biologische Systeme liegen meist dazwischen, so dal ri,, # 0 beriicksichtigt
werden muf} [6].

Zusammenfassend 148t sich sagen: Die Sattelpunktniherung fiir volumindse Gegen-
ionen (4.26) ist dann sehr gut geeignet, wenn fiir die meisten von ihnen die elektrischen
Wechselwirkungsenergien im Sinne von (4.49) grofler als die thermischen Energien sind.

Der Wert der Néherung B (ab Seite 64) besteht vor allem darin, zwischen den beiden
Bereichen in Gleichung (4.55) interpolieren zu kénnen und beide Grenzfélle korrekt zu
erfassen.

Fehler in den Besetzungszahlen nZ-SP konnen auch stérend zum Groflkanonischen Poten-
tial €, (4.47) beitragen. Diesen Beitrag zu quantifizieren ist sehr schwierig aber auch
nicht notwendig. Wihrend in diesem Abschnitt das Dichteprofil 57 () iiber (4.26) in
einem einzigen Schritt ohne Referenzsystem bestimmt wurde, wird in Abschnitt 4.3 eine
vergleichende Methode eingesetzt, die auf Differenzen des Groflkanonischen Potentials
von Teilsystemen mit schwach unterschiedlichen, externen Ladungsverteilungen pext be-
ruht. Man darf davon ausgehen, daf8 die Fehler von €, in diesen sich sehr @hnlichen
Teilsystemen von gleichem Vorzeichen und gleicher Gréfle sind, und sich beim direkten
Vergleich gegenseitig weitgehend kompensieren. Das fithrt dann zu einem insgesamt pra-
ziseren Ergebnis und ist gerade auch dann wertvoll, wenn die Sattelpunktnéherung (4.26)
nicht ideal giiltig ist.

Zudem ist es fiir die praktische Berechnung von €2,, durchaus von Vorteil, wenn der
Sattelpunkt nicht ideal scharf ist: Dann fithren Dichteprofile mit kleinsten Fehlern,
nY + 6nSP, iiber (4.47) nach wie vor zu einem zuverlissigen (2, . Es ist dabei un-
erheblich, ob diese Fehler durch die numerische Losung von (4.26) bedingt sind, oder
durch eine kleine, nicht ideale Giiltigkeit dieser Differentialgleichung selbst, z. B. durch
die Sattelpunktniherung oder durch Annahmen bei der Modellbildung. Beide Fehlerty-
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pen lassen sich in erster Nédherung auf der rechten Seite von (4.26) durch eine von Null
verschiedene ,,virtuelle“ Ladung ausdriicken.

Ist der Sattelpunkt gut lokalisiert, d.h. bildet das Groflkanonische Potential €2,

. . - : SP
ein recht scharfes Maximum der Beitrdge zur Zustandssumme Z,,, so ist Z,, =

A - exp(—pQ,, ), wobei die Proportionalitidtskonstante A nur von der Breite des Ma-
ximums abhéngt. Die Breite des Maximums wiederum ist im wesentlichen von [z, d.h.
von der Temperatur abhéngig, die jedoch fiir alle in dieser Arbeit betrachteten Systeme
gleich grof} ist. Abhéingigkeiten von der Geometrie der externen Ladungsverteilung pext
spielen bei Systemen, die sich sehr dhnlich sind, keine Rolle. Damit ist

Zuy E exp[-B(Quy + Co)] (4.56)

Die Konstante Cp(.A) bleibt vorerst unbestimmt. Sie verhélt sich ,sub-leading“, womit
gemeint ist, dafl sie im thermodynamischen Limes keine extensiven Groéflen beeinfluflt.
Mathematisch heifit das:

InZ
lim oA ist unabhéngig von Cj (4.57)

Systemgrofle, N— o0
elektr. Neutralitit

Die Schreibweise mit der Konstanten Cy wird jedoch aus rein technischen Griinden bei-
behalten, um in der Ndherung B die Nebenbedingung der globalen elektrischen System-
neutralitéit zu beschreiben, vgl. z. B. Gleichungen (4.121 und 4.126).

Die Gleichung (4.56) besagt auch, dafl es in Abschnitt 4.3 ausreichend sein wird, das
Groflkanonische Potential der Teilsysteme bis auf eine jeweils gleichgrofle additive Kon-
stante zu bestimmen. Deshalb braucht auch fy in Gleichung (4.47) nicht bekannt zu
sein.

4.2.5 Analytisch losbare Grenzfille der Sattelpunktnaherung

Dieser Abschnitt beschreibt einen analytisch l6sbaren Grenzfall der Ndherung A. Die-
se analytische Losung ist in Kapitel 5 ein wesentlicher Test fiir denselben numerischen
Losungsalgorithmus, der fiir die einander &hnlichen Differentialgleichungen der Néhe-
rung A (4.26) und der Ndherung B (4.87) eingesetzt wird.

Die Verfiigharkeit analytischer Losungen ist fiir die Differentialgleichung (4.26) auf weni-
ge Spezialfille beschrankt. Hierzu gehéren nur die effektiv eindimensionalen Geometrien
der externen Ladungsverteilung pex¢, wie Ebene, Zylinder und Kugel und jeweils nur
im Grenzfall 7o, — 0. Dabei wird vorausgesetzt, dal auch das den Gegenionen zu-
gingliche Gebiet G die jeweilige Symmetrie beriicksichtigt. Der Artikel [31] bietet eine
ausfiihrliche Einfithrung zu analytischen Losungen.

Die Schwierigkeiten in mehreren Dimensionen betreffen nicht nur das formale Auffinden
der allgemeinen Losung, sondern insbesondere die Auswahl der richtigen Losung zu ge-
gebenen Randbedingungen. Im Eindimensionalen kann fiir ri,, — 0 eine geschlossene
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Losung gefunden und an vorgegebene Randbedingungen angepafit werden. Wesentlich
hierfiir ist, da§ dort die globalen Bedingungen (4.23) und (4.4) auch lokal geschrieben
werden konnen.

Fiir rion # 0 ist es nicht moglich, eine geschlossene Losung zu finden, weil die Integrati-
on der Differentialgleichung in der hier verwendeten Zylindersymmetrie zu einer Reihe
von Errorfunktionen fithrt. Auch in anderen Geometrien sind hierzu keine analytischen
Losungen in der Literatur bekannt.

Die hier diskutierte analytische Losung beschrianke sich auf eine zylindersymmetrische
externe Ladungsverteilung pext und ein entsprechend symmetrisches Gebiet G fiir die
Gegenionen im Grenzfall rj,, — 0. Dazu soll zunéchst die Differentialgleichung (4.26)
im Grenzfall rio, — 0 hergeleitet werden. In diesem Grenzfall verschwindet die im Ort
diskrete, kubische Struktur des Gittergas-Gitters und die damit ggf. einhergehende Bre-
chung der Symmetrie des physikalischen Problems.

Als Ausgangspunkt des Grenziibergangs ri,, — 0 dient Gleichung (4.25). Fiir diesen
Ubergang vom Gittergas-Gitter zum Kontinuum wird die Ladungsdichte der Gegenionen
am Sattelpunkt eingefiihrt:

1
PPP(F) = ¢- lim  lim / nSF(7) d*r (4.58)
‘fﬂvo Ton—0 V' Jrev
e

Das Integral ist dabei die gesamte in einem kleinen Volumen V' bei 7 lokalisierte Ladung,
von der hier angenommen sei, daf sie auch im Grenzfall o, — 0 nicht unendlich grof3
sei. Fiir (270n)® < V hat das Integral in V eine Anzahl von V/(2rion)? Stiitzstellen, und
im Limes (4.58) gilt dann mit (4.25):

PP(F) = ¢- lim  lim LI !
‘ie_,v@ Tion—0 V (2rion)3 1+ Z]?fl - €Xp (ﬁq(bSP(F))
'
= ¢- lim im L . l% " ZN - 6Xp ( - 5Q¢SP(F))
V=0 Tion—0 l% (27“1011)3
reV
muf} < oo
bleiben.
_ qZ2n,0 . SP /> 4
= T exp (8™ (7)) (4.59)
B

In der zweiten Zeile von (4.59) divergiert der Nenner von 1/(1 + ...) und die Eins wird
vernachliissighar. Das macht die folgende Uberlegung deutlich: Fiir rin — 0 stehen
auf dem Gitter des Gittergases beliebig viele Pldtze i in beliebig geringem Abstand
zueinander fiir die gleiche Anzahl N an Ionen zur Verfiigung. Es mufl deshalb in diesem
Grenzfall auch (n;) — 0 Vi gelten. In (4.25) ist dies nur moglich, wenn der Nenner
divergiert. Dann ist dort die 1 gegeniiber der Exponentialfunktion vernachléssigbar. Auch
Gleichung (4.40) bestétigt dies im Grenzfall n; — 0.
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In der dritten Zeile von (4.59) wird die Existenz des Limes gefordert, die nur dann
gegeben ist, wenn die Fugazitit zy und 1/(2rien)? fiir rien — 0 in der gezeigten Art und
Weise zu der Fugazitét zy, o punktformiger Teilchen zusammengefafit werden kénnen. Die
Erweiterung mit der Konstanten l% sorgt dafiir, dafl 2y , wie zx ebenfalls dimensionslos
ist. (Der Index 0 am zy steht fiir 7o, = 0, und gelte in gleicher Weise auch fiir andere
Grofen.) zy , wird iiber eine zu (4.23) analoge Bedingung fiir elektrische Neutralitét
bestimmt:

Zno so, daB /(pSP +p™) dPr =0 (4.60)

Aus (4.59) ergibt sich mit der bei (4.25) erwdhnten Diskussion die Differentialgleichung

VIGPR(R) 4 <pe"t + L5 exp ( —6q¢PB(F))> =0 (4.61)
€o€r lB
Diese Differentialgleichung fiir punktformige Gegenionen ist die sogenannte Poisson-
Boltzmann-Gleichung (Index PB am ¢) im Falle von nur einer Spezies an Gegenionen. Die
Losung zu dieser Differentialgleichung ist eindeutig zu gegebenen Randbedingungen [31],
sofern sie existiert. Das in [31] verwendete Argument zu Existenz und Eindeutigkeit der
Losung ist auch auf (4.26) fiir rio, # 0 iibertragbar.
In zylindersymmetrischen Fillen mit radialer Koordinate 7 ist der Laplace-Operator’:

1d d 1 d?
2 _ 2.2 _ = 4.62
v r dT’TdT' r2 d(]n r)2 ( )

Gleichung (4.61) wird damit zu einer gewohnlichen Differentialgleichung.

Aufgrund der Zylindersymmetrie kann die externe Ladungsverteilung pext durch lokale
Randbedingungen an ¢"B(r) auf dem Rand von G ersetzt werden. Dies geschieht mit
Hilfe des Gaufischen Flufisatzes. Sei r; der innere Radius von G, und r4 der &ufere.
Den inneren Rand durchdringt tiberall gleichstark der Flul der gesamten beziiglich G
externen in r; eingeschlossenen Ladungen, deren Anordnung fiir das folgende Argument
linienférmig bei » = 0 angenommen werden kann. Die beweglichen Ionen sind aufler-
halb des inneren Randes symmetrisch verteilt und tragen zu diesem Flufl nicht bei. Sei
EPB(r) = —d¢"B/dr das elektrische Feld®! und A\ < 0 die Linienladungsdichte der bei
r = 0 lokalisierten externen Ladungen. Dann ist

A
omry - EYB(rp) = — (4.63)

€0€r

3%In dieser Arbeit ist das Symbol A Differenzen vorbehalten, vgl. Abschnitt 4.3.5 und Kapitel 5. Der
Laplace-Operator wird deshalb immer als V? geschrieben.
3lhier im quasi Eindimensionalen ohne Vektorpfeil.
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Durch den dufleren Rand von G bei ry darf aufgrund der Neutralitdtbedingung (4.60)
kein Flu nach auflen dringen, so dafl dort iiberall lokal gilt:

EPB(ry) =0 (4.64)

Es bietet sich wegen (4.62) die Einfithrung neuer, dimensionsloser Variablen an:

def r
r = In|—
<ZB>

2
x(@) & pgoFP — 2 — O (4.65)
€oerlp
Mit der Schreibweise d?x/dz? = x” ergibt sich aus (4.61) und (4.65):
Analytisch l6sbarer Grenzfall in Zylindersymmetrie
X"(x) + exp (= x(z)) =0 (4.66)
mit den Randbedingungen:
2lpA
X' (zr) = f% -2 und X (rq) = =2 (4.67)

Die Gleichung (4.66) ist ihrer Struktur nach eine Newtonsche Bewegungsgleichung in der
»Zeit“ z und dem ,Potential® —exp(—x(z)). Da keine ,Reibung“ vorhanden ist, kann
das erste Integral mit Hilfe des Energiesatzes ausgefiithrt werden. Die zweite Integration
erfolgt dann mit der Methode der Trennung der Variablen. Beachtenswert ist, daf} die
Randbedingungen (4.67) nicht von z; oder x4 abhéngen. Die Losung zu (4.66) kann
aufgrund der Beziehungen zwischen der Exponentialfunktion und dem Sinus in vielen
verschiedenen Formen geschrieben werden, die zueinander dquivalent sind. Hier wird die
folgende benutzt:

x(z) = 2In ‘sin { —c1/2 (v — 02)] ‘ — In(—¢y) mit ¢ <0 (4.68)

Die Groflen ¢; und ¢o sind Integrationskonstanten. In der obigen Sprache des Newton-
schen Problems ist ¢; die gesamte Systemenergie. ¢; > 0 gehort zu einem anderen Lo-
sungszweig. Er ergibt sich, wenn man in (4.68) den Sinus durch den Sinus Hyperbolikus
ersetzt. Dieser Losungszweig beschreibt Systeme, in denen alle Gegenionen ungebunden
sind (vgl. (4.78)) und wird in der vorliegenden Arbeit nicht diskutiert.

c1 < 0 entspricht dem Betrage nach hohen Linienladungsdichten
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1
A< L1+ ——— ) ~ 0,009 ¢/0,lnm < 0 (4.69)
l Ty —x4— 1
~0,697

Zum Vergleich: Fiir die DNA ist A & —0,6 ¢/0,1 nm. Die Integrationskonstanten ¢; und
¢ erfiillen die Randbedingungen (4.67), wenn gilt:

fle) & tan[V=arf2 (@a—an)] - V=2 3 ff;?(;j;f”&) Lo (@m0

V=2
cog = T4 — \/—2/c; -arctan 1 C; (4.71)
X (LA

Das Aufinden der Nullstelle von f(c;) in (4.70) ist numerisch unproblematisch und
mit einem einfachen Newton-Verfahren [58] moglich. In dieser Arbeit ist r; = 0,5nm,
r4 = 5nm (vgl. [18, 19]) und Ip = 0,7 nm. Mit diesen Werten ergibt sich fiir ¢; und ¢y
in Abhéngigkeit von A\ die Tabelle 4.3.

Zusammenhang zwischen den Integrationskonstanten c¢; und cy

Alg/0,1 nm] c1 o

~ —0,0996 0 x4 +1~2966

—0,4 —1,485 2,792
~0,6 ~1,692 2,775
-0,8 ~1,793 2,767
~1,0 ~1,853 2,762
~1,2 ~1,892 2,759
1.4 ~1,919 2,757
~16 —1,940 2,756
~1,8 ~1,955 2,755

Tabelle 4.3: Numerisch gewonnene Werte fiir die Integrationskonstanten c;
und ¢y der analytischen Losung (4.68) zu den in dieser Arbeit benutzten
Randbedingungen bei z; und x 4.

Es stellt sich die Frage, welcher Anteil I,(r,) der beweglichen Gegenionen innerhalb des
Abstandes r, zur Zylindermitte eingeschlossen ist:

/Tq 2mrpSt (r) dr /xq exp(—x(z)) dx
Iy(rg) = 25 = 2 (4.72)
/ 2mrp°F (1) drr / exp(—x(x)) dx

rr I
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Die Definition von I,(r,) als die innerhalb von r, eingeschlossene Ladung ist zwar spezi-
fisch fiir das zylindersymmetrische Beispielsystem ,DNA mit Gegenionen®, jedoch nicht
auf rion = 0 beschriankt. Die Grole I, wird daher auch in Kapitel 6 fiir die Darstellung
der numerischen Ergebnisse dieser Arbeit fiir Systeme mit 7,y > 0 verwendet.

Nach Umformung von (4.72) ergibt sich fiir den hier besprochenen Grenzfall rj,, = 0 die
Funktion I,(z,):

Anteil der Gegenionen in [z, x4] fiir 7ion = 0

L@ = 1+ 5 + 51s

X hte: 4.
ox i X (zq) beachte: A < 0 (4.73)

mit den dimensionslosen Grolen x und x(z) nach (4.65).

I, ist eine monoton steigende Funktion zwischen Iy(x;) = 0 und I;(x4) = 1 und in den
Abbildungen 4.7 und 4.8 fiir verschiedene A\ und verschiedene x 4 logarithmisch in r (d. h.
linear in z) aufgetragen.

Es konnen einige Grenzfille betrachtet werden, von denen hier insbesondere ¢; — 0
(von unten, d. h. ¢; < 0 ) physikalisch interessant ist: ¢; — 0 in

X(z) = \/Tq~cot< _201(33—@)> (4.74)

fithrt mit einer Taylorentwicklung des Sinus in cot(...) auf

2

_ 4.
T—x4—1 (4.75)

X/cl =0 (x) =

und

_ xr—xa—1 T— T4
151 O(xq)zl_ :

4.76
T — T4 T—x4—1 ( )
Fiir z4 — oo geht in (4.70) ¢; — 0, so daf} einerseits im Argument des Tangens keine
Polstelle liegt, andererseits der Tangens selbst gegen unendlich geht (wegen des zweiten
Summanden in Gleichung 4.70). © — oo und ¢; — 0 in (4.74) fithrt auf cot(...) — 0
und bedeutet deshalb x' — 0, so daf} hier insgesamt gilt:

lim lim I,(z,) =1 a

2g—00 T3—00 Y

<1 fir T>0 (4.77)

Zur besseren Lesbarkeit ist hier das A < 0 in Betragstriche gesetzt worden.
Physikalisch bedeutet dies, dafl sich immer ein Teil der Gegenionen im Unendlichen
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Analytische Losungen

verschiedene Linienladungsdichten (analytisch)
1 T T T T T T

< o o
B ()] (0]
T T T
L L L

o
(N
T
1

Anteil abgeschirmter Ladung

 A— ; 3 4 5 6 7 8

1 2 4
Abstand r zur Mitte der DNA in Bjerrumlaengen

Abbildung 4.7: Die roten Kurven® zeigen die analytischen Losungen (4.73) fiir ver-
schiedene Linienladungsdichten A = —0,4¢/0,1 nm (untere Kurve) bis —1,8¢/0,1 nm
(obere Kurve) in Schritten von 0,2¢/0,1 nm. Man beachte, dafl die Kurven mit zu-
nehmendem |A| ein Plateau ausbilden, das auch in endlich ausgedehnten Systemen
ein Indiz der Skalentrennung (4.78) ist. Die DNA liegt mit einer Linienladungsdichte
ApNa &~ —0,6¢/0,1 nm im unteren Bereich der Kurvenschar. Die griine Kurve zeigt
den Grenzfall ¢; = 0 nach Gleichung (4.76). Fiir derart schwache Linienladungen be-
vorzugen die positiven Gegenionen aus entropischen Griinden nicht mehr die Néhe des
negativ geladenen Biopolymers.

% Im Schwarzweif3bild sind die roten Kurven, die eine iiberwiegend abnehmende Steigung
aufweisen, dunkler als die einzelne griine Kurve.

aufhélt, bildlich gesprochen dorthin verdampft, sofern die geometrischen Beschrinkungen
dies zulassen. Verantwortlich hierfiir ist der damit verbundene Entropiegewinn fiir T° > 0.
Fiir sehr kleine |[A\| kann das Verdampfen alle Gegenionen des Systems betreffen. Die
Grenze hierzu liegt bei ¢; = 0 und entspricht A\ = —¢q/lp ~ —0,143¢/0,1 nm (vgl. 4.69
fir x4 — oo und vgl. auch 4.75). Mathematisch warnt diese Eigenschaft von (4.75)
davor, von vornherein ein bis ins Unendliche ausgedehntes Gebiet G fiir die Gegenionen
anzusetzen.

Betrachtet man nicht den relativen, sondern den absoluten Anteil der abgedampften
Ladung, so ergibt sich dieser zu ¢/l (pro Léngeneinheit in Zylinderachsenrichtung). Er
ist nicht von der Linienladungdichte A abhingig. Man kann daraus schliefen, daf§ die
externe Ladung in grofler Entfernung von den Gegenionen sehr gut abgeschirmt wird.
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Grenzfall x4 — 0 der analytischen Loésung

verschiedene Linienladungsdichten, aeussere Raender

o o o
IN o o

o
(N

Anteil abgeschirmter Ladung

1 2 3 4
Abstand r zur Mitte der DNA in Bjerrumlaengen

Abbildung 4.8: Dieser Graph dient zur Veranschaulichung des Grenziibergangs
xa — oo nach Gleichung (4.77). Die drei obersten roten Kurven® zeigen fiir festes
A = —1,8¢/0,1nm die Gleichung (4.73) fiir &uBere Rénder x4 = 50/7 (oben, wie in
Abb. 4.7), x4 = 500/7 (mitte) und z4 = 50000/7 (unten). Die dazugehdrige obere ho-
rizontale blaue Linie stellt den Grenzwert nach (4.77) dar. Entsprechendes gilt fiir die
unteren roten Kurven mit A = —0,4¢/0,1 nm und die griinen Kurven mit ¢; = 0. Fiir
letztere geht I, — 0 im Grenzfall z4 — oco. Aufgrund der schon in Abbildung 4.7
beobachteten stirkeren Plateaubildung fiir grofiere |A| ist fiir diese auch die Konver-
genz gegen die Grenzkurve fiir x4 — oo schneller. Man beachte, daf fiir grofie |\| der
genaue Wert von x4 offenbar kaum Einfluf§ auf den inneren Bereich x < 2 hat, wo sich
aber der grofite Teil der Ladung befindet. vgl. auch mit (4.78).

¢ Im Schwarzweifibild sind die roten Kurven, die eine iiberwiegend abnehmende Steigung
aufweisen, dunkler als die griinen Kurven, die eine zunehmende Steigung aufweisen.

Skalentrennung; Ubergang gebundene «— ungebundene Ionen

Die Gegenionen halten sich im wesentlichen in zwei Bereichen auf:
vergleichsweise nahe an pey, um abzuschirmen, und im Unendli-

chen. Man kann hier von einer Skalentrennung sprechen, oder von

einem Ubergang von gebundenen zu ungebundenen Gegenionen, (4.78)
vgl. Abb. 4.8.

Es gibt experimentelle Hinweise, daf dieser Ubergang vom Ionen-

volumen abhéngt [57], vgl. Abschnitt 6.1.
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Die Bemerkung (4.78) sollte jedoch nicht dariiber hinwegtduschen, dafi die Dichte der
Gegenionen, p(r), fir r — oo monoton gegen Null fillt. Die Aussage (4.78) gilt auch
im Falle volumindser Ionen, da fiir grofler werdende 7 und kleiner werdende p(r) das Vo-

lumen der Ionen an Bedeutung verliert und durch punktférmige Teilchen ersetzt werden
darf.

Einige Arbeiten, z. B. [28], werten die Wendepunkte der Graphen aus Abbildung 4.7
aus. Sie vergleichen den Anteil der Gegenionen, der sich niher an p®* befindet als der
Wendepunkt mit einem Ladungs-Kondensat, das einige Theorien beinhalten (vgl. Ab-
bildung 3.1), und sie ordnen den Ort des Wendepunktes dessen rdumlicher Ausdehnung
zu. In dieser Arbeit wird aus drei Griinden auf eine derartige Auswertung verzichtet: Er-
stens geht die vorliegende Theorie nicht von einer Ladungskondensation3? aus. Zweitens
ist die Lage der Wendepunkte von der Geometrie des Gebietes GG abhéngig, insbesondere
von dessen duflerer Grenze x4 (vgl. Abb. 4.8), fiir groflere |A| sogar sehr empfindlich.
Dies schrinkt die unmittelbare Vergleichbarkeit der Ergebnisse verschiedener Autoren
beziiglich der exakten Lage des Wendepunktes stark ein. Drittens ist eine zuverldssige
Auswertung numerischer Resultate, auch wenn diese nur kleine Fehlergrenzen aufweisen,
beziiglich der Lage des Wendepunktes nur bedingt méglich, weil sich die Steigung der
Graphen in einem recht grofien Bereich um den Wendepunkt kaum #ndert (vgl. Abb. 4.7).

4.3 Naherung B: Mittlere Besetzungszahlen (n;) iiber
GroBkanonische Potentiale QZN von Teilsystemen

Dank der griindlichen Besprechung der Naherung A in Abschnitt 4.2 geht die Herleitung
der Ndherung B jetzt vergleichsweise schnell. Das hier Besprochene bildet den Kern die-
ser Arbeit.

Der besondere Wert der Niherung B liegt in ihrer Fahigkeit, zwischen den beiden Grenz-
fillen des ,weak coupling” und des ,strong coupling® (4.55), [49] zu interpolieren. Das
ist fiir biologische Systeme wichtig, weil sie mit relativ grofien elektrischen Feldern und
effektiven Ionenradien oft in diesem Zwischenbereich liegen. Die Ndhrung B reproduziert
die erwdhnten Grenzfélle (4.55) korrekt und kann weiter verallgemeinert werden (Ab-
schnitt 4.4), theoretisch bis zur exakten Berechnung der Zustandssumme.

Die Ndherung B beriicksichtigt per Konstruktion das sogenannte Austausch- bzw. Korre-
lationsloch der Gegenionen. Es beschreibt den Effekt einer verringerten Gegenionendichte
in unmittelbarer Umgebung eines Gegenions und wird durch dessen repulsive Krifte
verursacht. Hierzu tragen elektrostatische, mechanische (Ionenvolumen!) und entropi-
sche Krifte bei. Die Naherung B beriicksichtigt alle diese Effekte, unabhingig von ihren
jeweiligen Reichweiten. Eine graphische Darstellung des Austauschlochs enthilt Abbil-
dung 6.10 auf Seite 140.

327um Begriff der Kondensation siehe Seite 6.
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4.3.1 Zerlegung in Teilsysteme

Wie auf Seite 44 angekiindigt, wird hier der Rechenschritt (4.21), das Bilden der Ab-
leitungen 0/0h;, bereits vor der Hubbard-Stratonovich-Transformation (4.17) durchge-
fithrt. Dadurch 148t sich die Eigenschaft n; € {0, 1} der Besetzungszahlen n; in grofferem
Ausmaf} ausnutzen als in der Ndherung A. Gleichung (4.21) angewendet auf (4.14) ergibt
fiir den Erwartungswert der Besetzungszahl an der Stelle 75:

(n;) = ij{nz}n exp (—BHuy)  mn; €{0,1} Vi (4.79)

In (4.79) ist entweder n; = 1 oder n; = 0, und n; = 0 trégt nicht zu der Besetzungszahl
(n;) bei:

Zentrale Interpretation

Die Summe in (4.79) kann als die Zustandssumme Z,  eines Systems
betrachtet werden, das bei 7; eine zusétzliche, nicht bewegliche lonen-

ladung ¢ besitzt. Sie blockiert die Gittergas-Zelle bei 7 auch fiir die  (4.80)
beweglichen Ionen. Diese Ladung ¢ verhélt sich bei 7; deshalb wie

eine zusétzliche externe Ladung.

Die zusitzliche externe Ladung ¢ kann in die Hamiltonfunktion (4.7) problemlos ein-
gefiigt werden, weil dort keine widersprechenden Beschriankungen an Geometrie oder
Vorzeichen der externen Ladungsverteilung pext bestehen. Damit steht fiir wa der gan-
ze in Abschnitt 4.2 fiir die Ndherung A entwickelte Formalismus zur Verfiigung.

Die Interpretation von ) {na} T €XP (—fH,,) als System mit einer zusétzlichen externen
Ladung erlautert Abbildung 4.9.

Fiir die Berechnung von (n;) werden mit (4.79) jedoch iiber die Ndherung A hinaus
zusétzliche Informationen iiber das Gesamtsystem fiir den Gitterplatz 7; beriicksichtigt.
Das beinhaltet vor allem zusétzliche Informationen iiber die Gegenion-Gegenion Korrela-
tionen, denn die Sattelpunktnidherung der Zustandssumme Zﬁ  beschreibt die Verteilung
der Gegenionen bei 7;(# 7;) unter der Nebenbedingung, daf} sich sicher ein Gegenion bei
7; befindet.

Die Verarbeitung der zusétzlichen Informationen verdeutlicht auch eine Betrachtung
des gestiegenen rechnerischen Aufwandes: Wihrend fiir die Ndherung A noch die Sat-
telpunktndherung einer einzigen Zustandssumme ausreichte, um die erwarteten Beset-
zungszahlen fiir alle Zellen des Gittergases zu berechnen, so zeichnet sich schon hier
ab, dafl fiir die Naherung B jeweils eine Zustandssumme fiir jede mogliche Position
der im Sinne von (4.80) zusétzlichen externen Ladung ausgewertet werden mufl. Das
entspricht der Auswertung einer Zustandssumme pro Gitterzelle im Gebiet G. Die ein-

zelnen Berechnungen von Zj,  unterscheiden sich voneinander jeweils nur um den Ort 7;
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Veranschaulichung der Interpretation (4.80)

Abbildung 4.9: Fiir die Ndherung B werden Systeme in einem Git-
tergasmodell betrachtet, bei denen neben dem Biopolymer (braune
Quadrate bzw. mittlere Graustufe) noch eine weitere externe, feste
Tonenladung (schwarzes Quadrat) vorhanden ist. Die Verteilung der
(N —1) beweglichen Ionen (hellblaue bzw. hellgraue Kreise) wird in
Sattelpunktnéherung nach Néherung A (4.26) berechnet. (Nicht zu
verwechseln mit der Niherung A angewendet auf die Situation der
Abbildung 4.3 auf Seite 32.)

der zusétzlichen unbeweglichen Ladung. Der mit der Ndherung B verbundene Mehrauf-
wand zur Berechnung der Ladungsverteilung des urspriinglichen Gesamtsystems stellt,
vom numerischen Aufwand aus betrachtet, kein Problem dar, auch deshalb nicht, weil
sich die einzelnen Systeme sehr dhnlich sind. So war die Auswertung der Zustandssum-
me (4.8) in Ndherung A iiber die Losung der Gleichung (4.26) mit dem in Kapitel 5
beschriebenen Verfahren in wenigen Minuten moglich.

Ein Vergleich mit der von der kontinuierlichen Variablen n abhingigen Zustandssum-
me (4.42) ergibt, daf} ein Ansatz iiber die effektive Hamiltonfunktion (4.43) die Zerle-
gung (4.80), und damit die obenstehenden Betrachtungen, nicht erlaubt hétte.

Sei analog zu (4.80) Zgj\z, die Zustandssumme eines Systems mit n; = 0. Dies ist ein
System mit einem ladungsfreien, aber fiir die beweglichen Ionen blockierten Gitterplatz
bei 7, also mit einer Leerstelle. Offenbar gilt exakt

Zuy = 20+ 2, (4.81)

weshalb hier die Zustandssummen mit einem oberen Index als Teilsysteme oder Teil-
summen bezeichnet werden sollen®3. Gleichung (4.81) eingesetzt in (4.79) ergibt

33Die Notation ,,ZZLN“ kann dabei als Abkiirzung der ausfiihrlicheren Notation ,,Z;}f]“ betrachtet werden.

66 J. Mertins, Dissertation 2006
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z 1
(ni) = FH% = — (4.82)
Zuv 1+ 200 (2,)

Es ist wichtig, das Z,,,, im ersten Schritt von (4.82) nicht nur als von ¢ unabhéngigen
Normierungsfaktor zu betrachen, sondern auch den zweiten Schritt zu der Form (n;) =
1/(...) durchzufiihren. So ist stets garantiert, auch wenn die Zustandssummen 22}3 und
ZZLN nur gendhrt bekannt sind, daf} gilt:

0 < Naherung fiir (n;) < 1 (4.83)

Wie am Ende des Abschnitts 4.3.2 riickblickend deutlich wird, ist die &uflere Form 1/(...)
von (4.82) auch der Hauptgrund dafiir, daf sich in die Ndherung B fiir punktformi-
ge Teilchen, wie sie [20] in einem Kontinuumsmodell vorstellt, das Tonenvolumen nicht
nachtraglich integrieren l4ft.

Die Behandlung der beiden Zustandssummen in (4.82) erfolgt von nun an separat. Wih-
rend fiir Z;iw eine Sattelpunktniherung erfolgt, wird Zg}f, zundchst auf Z,, zuriickge-
fiihrt.

Fiir diese verschiedenen Vorgehensweisen gibt es auch einen physikalischen Grund: Wéh-
rend in ZB}@ das externe Potential gegeniiber Z,, nicht modifiziert wird (die Leerstelle
schrinkt dort lediglich das Gebiert G der Gegenionen ein), ist in ZZL 4 eine weitere un-
bewegliche Ladung mit langreichweitigem Coulomb-Potential vorhanden, zuséitzlich zu
denen, die das externe Potential ¢*** erzeugen. Diese wird gegeniiber dem System Z,,,
groflere Verdnderungen verursachen als die Leerstelle in ZS}E,.

Zunéchst wird Zg}i ausgerechnet. Wegen der geringen Unterschiede zwischen dem Teil-
system mit Leerstelle und dem Gesamtsystem wird angestrebt, diese Leerstelle als kleine
Abweichung zu dem Gesamtsystem zu beschreiben. Die zu dem Teilsystem Z%? geho-
rende Hamiltonfunktion ist (vgl. Gleichung 4.7):

. l nj ) — I
H% = Huy — ni- L, ==+ (g™ () — i)
B = | =i
J(F#)
= Hux — ni- (¢¢i — pn) (4.84)

Dabei wurde von der Hamiltonfunktion H,, des Gesamtsystems der energetische Bei-
trag der Zelle bei 7; subtrahiert, denn dieser Platz soll in Hg}f, unbesetzt sein (es sei auf
die Doppeltzéhlungen in 3, . ... in (4.7) hingewiesen). Die Summe iiber die j(# ¢) ist in
der ersten Zeile von (4.84) als das elektrische Potential bei 7, hervorgerufen durch die
iibrigen Tonen, interpretiert worden®?. Die in der ersten Zeile von (4.84) erfolgte Verwen-
dung von jin statt uy wird durch die additive Renormierung, wie sie unmittelbar vor

34 Additive Konstanten zu diesem Potential spielen im folgenden keine Rolle.
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Gleichung (4.7) besprochen worden ist, verursacht (Ausschluff von j # ¢ in der Summe
in (4.84)).

Fragen nach der Menge der im System befindlichen Ladungen eriibrigen sich vor der
Bildung der Zustandssumme, weil diese iiber alle moglichen Systemkonfigurationen sum-
miert. Ahnliches gilt fiir die Entropie, die in der Gittergas-Hamiltonfunktion nicht vor-
kommt. '

Die Hamiltonfunktion Hgﬁ, héngt nicht von n; ab, denn der zweite Summand in (4.84)
ist mit anderem Vorzeichen ebenfalls in H,,, (Gleichung 4.7) enthalten.

Mit (4.84) gilt nun:

20— Y ewl-ami)
{n;};#i

= Z exp{ni(qpi — un)} - exp{—LHy }

{njtjzi

— % . Z exp{fni(qp; — pn)} - exp{—LFHuy }
{n;}

— % - (exp (Bni(qdi — un)))

sp Z
~ S5 exp (Bnisp (¢5" — 1) > (4.85)

Der Faktor 1/2 in der zweiten Zeile entsteht durch die Aufhebung der Summati-
onsbeschriankung j # i, die moglich ist, weil (4.84) nicht von n; abhingt. Dadurch
kann die Summe als Erwartungswert der Exponentialfunktion im Gesamtsystem Z,
interpretiert werden, der in der Ndherung A (4.26) bereits bestimmt worden ist.
Analog zu den Gleichungen (4.79) und (4.80) gilt auch der Zusammenhang
Zﬁ}f, =Z,y (1 —n;), der fiir die Analogie (4.94) und die Verallgemeinerungen
des Abschnitts 4.4 jedoch weniger geeignet ist als (4.85).

Es soll nun der Term ZZLN bestimmt werden. Uber eine Sattelpunktniherung und
Gleichung (4.47) ergibt sich:

ZZLN = Z eXp{*ﬁHiLN}

{nj}i#i
x exp{—ﬁ(QLN +C§)} Sattelpunktniherung und Gl. (4.47)
R~ exp{—ﬁ(QLN +Co)} vgl. Diskussion der Gl. (4.56)
~ exp{—ﬁ(QfﬁN LT Co)} Thermodynamischer Limes

(4.86)
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Die einzelnen Schritte in Gleichung (4.86) werden nun ausfiihrlich erléutert:

Die Berechnung des GroBkanonischen Potentials ¢ des Teilsystems Z° erfolgt analog
zu der Berechnung des Groflkanonischen Potentials () des Gesamtsystems Z in den
Abschnitten 4.2.1 und 4.2.2. Die wichtigsten Schritte waren dort die Differentialglei-
chung (4.26) und die Gleichung (4.47). Das Teilsystem Z° unterscheidet sich von dem
Gesamtsystem Z nur dadurch, daf in Z° eine der in Z beweglichen Gegenionen am Ort
7; fixiert ist. Analog zu der Differentialgleichung (4.26) ergibt sich fiir dieses System so
die Differentialgleichung

1

V24SPi(R) — —
) = —

S S 0 e O(F = 75) )
ext (7)) + qo (7 —75) + J A :
(p R T+ oxp [B(a6% () — i)

(4.87)

Der Term ¢d(7 — ;) steht in (4.87) fiir das bei 7; fixierte, unbewegliche Gegenion, und
die Einschrankung G\i (lies: Gebiet G ohne Gitterplatz 7;) beriicksichtigt, da§ die be-
weglichen Gegenionen das unbewegliche nicht durchdringen kénnen. Die Indizes am
beschreiben, daf eines der Gegenionen am Ort 7; fixiert ist und im Mittel N — 1 weitere
bewegliche Tonen im System vorhanden sind (Randbedingung globaler elektrischer Neu-
tralitit).

Zwischen der Losung ¢°F» von Gleichung (4.87) und den dazugehérigen Erwartungswer-
ten n5P+ besteht ein zu Gleichung (4.25) analoger Zusammenhang:

SPi 1 o
T 1 + exp [4—5 (CJ%SP’i - ﬂé\f—l)} 7 e

Die Berechnung von ' analog zu (4.47) kann nun selbsterklirend erfolgen.

Die Vernachlissigung der Abhingigkeit der Konstanten C§ von i in Gleichung (4.86)
ergibt sich aus der Diskussion von Gleichung (4.47): Die Breite des Sattelpunktes wird
im wesentlichen von der Temperatur bestimmt. Das Chemische Potential ,uév_l ist das
Chemische Potential zu mittlerer elektrischer Ladungsneutralitdt in einem System mit
einer unbeweglichen Ladung bei 7 und im Mittel (V —1) beweglichen Ladungen. Es muf§
von pupy unterschieden werden, das die mittlere elektrische Neutralitdt in einem System
ohne unbewegliche Ladungen festlegt. Der Unterschied zwischen lelvf1 und gy ist jedoch
vernachlassigbar klein und verschwindet im Thermodynamischen Limes ganz:

Py <5 ouy Vi (4.89)

Dadurch wird es iiber Gleichung (4.86) méglich, ZIZN iiber die Bedingung mittlerer La-
dungsneutralitdt des dazugehorigen Teilsystems auszurechnen, ohne pn kennen zu miis-
sen.

Mit der von 7; unabhéingigen Konstanten

J. Mertins, Dissertation 2006 69



KAPITEL 4. THEORIE DER VERTEILUNG VOLUMINOSER GEGENIONEN AN
GELADENEN BIOPOLYMEREN

e Z
K =S (4.90)
und der Abkiirzung
; def
b= B (a0 — i)
=p (eiSP — /,LNniSP) mit Gl (4.44) am Sattelpunkt (4.91)

ergibt sich mit den Gleichungen (4.86) und (4.84) nun insgesamt:

N&herung B

(4.92)

mit

K so, daf§ Z(nl) =N (elektr. Neutralitét) (4.93)

Die Normierung von K erfolgt so, dafl die Bedingung mittlerer elektrischer Neutralitdt im
Gesamtsystem erfiillt ist, und bietet eine Moglichkeit, Z,, ohne Sattelpunktnéherung
im Gesamtsystem, wie sie Ndherung A benutzt, zu bestimmen. Die Funktion (4.91),
bt (nisp), ist bereits von der Ndherung A her bekannt und in Abbildung 4.10 graphisch
dargestellt.

Es reicht fiir Gleichung (4.92) aus, Q! bis auf eine additive Konstante zu kennen, da
diese Konstante in K vor der Normierung (4.93) hineingezogen werden kann, vgl. auch
Gleichung (4.47).

Fiir die Terme © und b’ in (4.92) gibt es anschauliche physikalische Interpretationen:
Nach [40] ist (Q° — ©7) diejenige Arbeit, die an der bei 7j befindlichen unbeweglichen
Ladung ¢ verrichtet werden muf}, um sie in einem thermostatischen reversiblen Prozefl
(d.h. ,unendlich langsam®) im Medium der Gegenionen nach 7; zu bringen.

Das b? ist in (4.92) in einigen Fillen vernachlissigbar, insbesondere fiir kleine Ionen,
vgl. auch Abbildung 4.10: Fiir rion, — 0 geht auch das Ionenvolumen V' — 0 und
somit b* — 0, was auch nisp — 0 impliziert. Eine andere, direktere Argumentation fiir
nZSP — 0 (und b* — 0), falls rio, — 0 ist in Abschnitt 4.3.2 enthalten.

Ein Vergleich von (4.92) mit (4.25) fithrt zu der Erkenntnis:
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Der lokale Korrekturterm b

b_i als Funktion von n"{SP} _i
1 T T T T

05+t ]

(Einheit thermische Energie kT)

0 0.2 0.4 06 0.8 1
nMSP} i

Abbildung 4.10: Der Graph zeigt die Funktion (4.91). Konstante Anteile konnen in
die Konstante K in (4.92) aufgenommen werden, so daf lediglich Anderungen von b* von
Belang sind. Fiir méflig grofle Dichten 0 < nisp < 0,5 ist die Abweichung des Graphen
von einem mittleren Wert von ca. 0,15 sehr viel kleiner als die thermische Energie, und
erst recht sehr viel kleiner als die Ortsabhiingigkeit des GroBkanonischen Potentials O
in (4.92) fiir die Systeme dieser Arbeit, wie sich spiter in Kapitel 6 bestéitigen wird.
Fiir sehr groBe Dichten n?¥ > 0,7 wird zwar die Abhiingigkeit von b von der Dichte
(und damit vom Ort) selbst deutlich groBer, jedoch verliert die Exponentialfunktion
im Nenner von (4.92) fiir grofie Dichten ebenso deutlich an Einfluf}, so daf b* auch in
diesem Falle auf Gleichung (4.92) einen geringeren Einfluf hat, als es diese Abbildung
suggeriert.

Elektrisches vs. Thermodynamisches Potential

Wiéhrend die Ndherung A die Ladungen in elektrischen Potentialen
betrachtet, verwendet die Ndherung B in einer ansonsten identischen  (4.94)
Gleichung thermodynamische Potentiale.

Mit den Erwartungswerten nisp der Niherung B aus Gleichung (4.92) kann nun das
Grofkanonische Potential Q2 des Gesamtsystems iiber Gleichung (4.47) in einer iiber die
Nitherung A hinausgehenden Genauigkeit®® bestimmt werden. Anschlieend kann mit
Gleichung (4.48) das Aufstellen eines genaueren effektiven Kraftgesetzes zwischen zwei
Biopolymeren erfolgen.

35vgl. Seite 73.
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4.3.2 Der Grenzfall riq, — 0

Der Grenzfall 7o, — 0 ist in zweierlei Hinsicht interessant: Zum einen reproduziert
er einen bereits veroffentlichten Teilaspekt dieser Theorie [20], der nicht mit einem Git-
tergas, sondern mit einem Kontinuumsmodell hergeleitet worden ist. Dieses Kontinu-
umsmodell® basiert von vornherein auf punktférmigen Teilchen und konnte bisher nicht
um voluminése Teilchen erweitert werden. In diesem Abschnitt werden mogliche Griinde
hierfiir deutlich, was zweitens die Wichtigkeit der diskreten Variablen n; € {0,1} fiir
die Herleitung von N#herung B nochmals betont. Zudem ist fiir 7, — 0 ein direkter
Vergleich mit der analytischen Losung (4.73) der Nidherung A moglich.

Fiir rion — 0 stehen auf dem Gitter des Gittergases beliebig viele Plidtze i in belie-
big geringem Abstand zueinander fiir die gleiche Anzahl N an Ionen zur Verfiigung.
Es muf} deshalb in diesem Grenzfall auch (n;) — 0 Vi gelten, so daf die tatsdchliche
Teilchenzahl pro Volumen erhalten bleibt:

(ni)
(2rion)3

Tion — 0 bedeutet damit in (4.92), daf§ die Konstante X — oo geht, und (n;) — 0.
Damit ergibt sich:

Tion — 0 und — konstant (4.95)

<n’b> ~ Kil - €Xp ( - /691) fiir rion — 0 (496)

Fiir die Berechnung von €' mufl dann eine entsprechend vereinfachte Differentialglei-
chung gelost werden (vgl. 4.61):

V() o (5 )+ T e (- 500 ) =0 (497)
€0€r ZB

Die Gleichung (4.96) erhalt man auch, wenn in (4.79) das Z,,, nicht nach (4.81) in Teil-
systeme aufgeteilt wird, sondern stattdessen als eine vom Ort 7; unabhéingige Konstante
betrachtet wird, deren Wert die Normierungsbedingung » (n;) = N bestimmt. Das
wirft die Frage auf, was an diesem Vorgehen fiir rj,, # 0 ungeschickt ist. Einerseits fehlt
in diesem Falle die im zweiten Teil der Gleichung (4.82) intrinsische Garantie (4.83),
dafl die Besetzungszahlen auch nach einer Sattelpunktniherung von Z;n stets < 1 sind.
Andererseits macht Gleichung (4.81) deutlich, da$ in dem Z,, in (4.79) ebenfalls der
Term }_y, 4 niexp(—fHyy) enthalten ist. Mit dem fiir Punktteilchen beschriebenen
Vorgehen wiirde dieser Term zweimal unterschiedlich behandelt werden: einmal als Teil
der Normierungskonstanten, das andere Mal via Q. Fiir 7o, — 0 ist dieses Vorgehen
legitim, weil dort Z% > Z? wird, fiir rio, # 0 ist es jedoch nicht gerechtfertigt.

Das wird auch durch eine andere Uberlegung deutlich: Gelte (4.96) auch fiir ri,, # 0.

36yon den Autoren wegen der zusitzlichen unbeweglichen Ladung irrefithrend ,test charge theory“ ge-
nannt. Irrefithrned deshalb, weil eine ,test charge® iiblicherweise den Limes ¢ — 0 impliziert.
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Dann ist wegen nur endlich vieler Beitrége zur Normierung . (n;) = N auch K endlich
(im Widerspruch zu obiger Herleitung von (4.96)). Der funktionale Zusammenhang
zwischen (n;) und Q¢ garantiert dann nicht mehr die notwendige Beschriinkung der (n;)
nach oben auf 1. Die Gleichung (4.92) befolgt im Gegensatz dazu diese Beschréinkung
nach oben intrinsisch. Das ist notwendig, denn die Q¢ werden nicht exakt, sondern nur in
der Sattelpunktniherung eines Teilsystems bestimmt. Gibt es z. B. einen rdumlich sehr
grofen Bereich sehr kleiner Dichten, wo diese Ndherung nach (4.54) Schwéchen zeigt,
und wird dort die tatséchliche Dichte unterschétzt, kann die Normierungsbedingung
> ;(ni) = N in (4.96) dazu fiihren, daf in Bereiche hoher Dichte (n;) ~ 1 zusétzlich
Ladung gelangt. Dies kann dann dort insgesamt und ungewollt zu (n;) > 1 fiihren.
Damit ist der wichtigste Grund gefunden worden, warum die Herleitung von (4.96)
aus [20] keine Moglichkeit bietet, das Ionenvolumen zusétzlich zu beriicksichtigen. Das
fiir die Beriicksichtigung des Ionenvolumens notwendige Aufteilen der Zustandssumme
in Teilsysteme (4.81) ist wiederum nur durch die diskreten Variablen n; € {0,1} des
Gittergasmodells moglich.

4.3.3 Grenziibergang zu Naherung A

Um den Grenziibergang zwischen Niaherung A und N#herung B zu verdeutlichen, soll
zunichst das Augenmerk auf die jeweiligen Unterschiede der vorgenommenen Néherun-
gen gelenkt werden. Obwohl beide Naherungen letztlich mit Sattelpunkten arbeiten, gibt
es hier im Detail Unterschiede.

Fiir die Néherung A wird das Dichteprofil n5 () nur bei ideal giiltiger Sattelpunktni-
herung exakt. Das ist fiir 5 =1/(kpT) — o0, also T'— 0 der Fall, eine Ndherung, die
fiir biologische Systeme sicher nie ideal erfiillt ist.

Die Ndherung B benutzt die Sattelpunktndherung der Teilsysteme im Gegensatz dazu
nicht in erster Linie zur Berechnung eines Dichteprofils, sondern zur Berechnung eines
GroBkanonischen Potentials €. Diese Berechnung kommt ohne einen ideal scharfen Sat-
telpunkt aus, wie bereits im Zusammenhang mit Gleichung (4.56) diskutiert worden ist.
Vielmehr verlangt diese Rechnung lediglich, daf die Breite des Sattelpunktes (4.87) nicht
vom Ort der zusétzlichen externen Ladung g bei 7; abhingt. Dann sind die C§ in (4.86)
auch nicht von 7; abhéingig. Weil die Gesamtmenge der externen Ladung [ pext sehr viel
grofer ist als die eine zusétzliche externe Ladung g, wird diese die Breite des Sattelpunk-
tes bei moderaten Temperaturen 7' nicht entscheidend beeinflussen kénnen.

Der beschriebene Vergleich der Naherungen A und B fiir die mittleren Besetzungszah-
len wirft die Frage auf, welche die genauere ist. Beide Nédherungen sind unkontrolliert
in dem Sinne, dafl kein Maf fiir ihre Ndhe zu den exakten mittleren Besetzungszahlen
angegeben werden kann. Die Ndherung B beriicksichtigt jedoch mehr Systemdetails als
die Ndherung A, und kann nach dem oben gesagten mit hoheren Temperaturen bes-
ser umgehen. Die Zerlegung des Gesamtsystems in Teilsysteme, (4.80) und (4.81), kann
zudem rekursiv fortgesetzt werden (siehe Abschnitt 4.4), theoretisch bis alle moglichen
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Teilsysteme?” einzeln erfat werden und eine exakte Berechnung der Zustandssumme

prinzipiell méglich wird. Die Naherung B ist somit das erste Glied einer Reihenent-
wicklung, die konvergiert. Um das folgende Argument zu verdeutlichen, betrachten wir
analog hierzu eine andere gut bekannte Reihenentwicklung: die Taylorreihe3® einer Funk-
tion f(z) = f(zo)+ (v —x0) f (x0) + ((x —20)%/2) - f"(20) + . . .. Fiir zufillig ausgewihlte
f, x und xp wird eine Taylorentwicklung bis zu einem hoheren Glied den Funktions-
wert f(x) in der Regel besser abschétzen als eine frither abbrechende Entwicklung. Es
gibt jedoch Ausnahmen, wie sie sich z. B. bei einem alternierenden Funktionsverlauf
konstruieren lassen®®. Von #hnlichen Unwiigbarkeiten der Niherung B muf in dieser Ar-
beit ausgegangen werden: Es ist durchaus denkbar, dafl fiir ein bestimmtes System die
N#herung A die Besetzungszahlen besser abschitzt als die Naherung B. Solche Systeme
werden jedoch die Ausnahme sein. Ungeachtet dessen soll hier die Ndherung B ,, genauer
als die Ndherung A genannt werden, und dieser ,iiberlegen“. Gemeint ist damit zwei-
erlei: Erstens, da3 die Naherung B fiir ein zufillig ausgewéhltes physikalisches System
mit sehr grofler Wahrscheinlichkeit genauer ist als die Ndherung A. Und zweitens, dafl
die Ndherung B Anfangsglied einer konvergenten Entwicklung ist, die sicher zu grofleren
Genauigkeiten als die Niherung A fiihrt*?, sofern die Ndherung A nicht bereits die ex-
akte Losung darstellt.

Der physikalische Zusammenhang zwischen den Ndherungen A und B 148t sich nun fol-
gendermaflen formulieren:

Zusammenhang der Niherungen A und B

Die Néherung B ist fiir endliche, physiologische Temperaturen 7' ~ 300K der
Néherung A iiberlegen.

Nur fiir T — 0 gilt: N#herung B — Néherung A (4.98)

Die Genauigkeit der Naherung B fiir endliche Temperaturen kann mit Hilfe ihrer Verall-
gemeinerungen, wie sie Abschnitt 4.4.4 diskutiert, sogar nochmals gesteigert werden.
Eine Identitdt der Ndherungen A und B liefle sich bei endlichen Temperaturen nur
unter einer geeignet durchgefithrten Aufhebung der Ladungsquantisierung ¢ — 0,
qN = konst. etc. erreichen, was physikalisch nicht sinnvoll ist.

4.3.4 Paarkorrelationsfunktion (n;n;)

Die Paarkorrelationsfunktion (n;n;) kann mit Hilfe der Eigenschaften n;,n; € {0,1} als
die Wahrscheinlichkeit interpretiert werden, gleichzeitig ein Ion bei 7 und eines bei 7

3Tentspricht allen moglichen Konfigurationen.

38Existenz, Konvergenz etc. gegeben. Es sei hier an einfachste, eindimensionale Fiille gedacht.

39Beispiel: f(z) = sin(z), zo = 0, vgl. Schiitzung von f(x) durch die nullte und die erste (lineare)
Ordnung fiir z ~ .

40yvon der praktischen Durchfiihrbarkeit héherer Entwicklungen einmal abgesehen.
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zu finden. Uber eine Zerlegung in bedingte Wahrscheinlichkeiten ist die Paarkorrelati-
onsfunktion dann in der Naherung B zugénglich:

(ninj) = (ny) - ((nmj)]m:l) i
= (n;) - (n;)* Notation wie Z% in Gl. (4.81)
= (n) - (ns)? Symmetrie in %, j
£t SP, "
~ nitn P Sattelpunktniherung
SP SP,j
R~ an»Pni J (4.99)

Die Grofien n]S.P’i und nisp’j sind iiber die Losungen der Differentialgleichung (4.87) und
Gleichung (4.88) bekannt. nSF und an-P sind in Néherung A iiber die Gleichungen (4.26)
und (4.25) und in Ndherung B iiber die Gleichungen (4.87) und (4.92) bekannt. Es ist
hier sinnvoll, die genauere Niaherung B zu verwenden.

Die Gleichung (4.99) ist eng verwandt mit dem sogenannten Austauschloch des unbe-
weglichen Gegenions, welches in Abbildung 6.10 auf Seite 140 dargestellt wird.

Man beachte, daf fiir die Kombinationen zweier verschiedener Sattelpunktndhrungen in
Gleichung (4.99) im allgemeinen keine Symmetrien gelten:

n-SPn]S-P’i ” n]sPnZS’P,j i (4.100)

7

Dies ist ein unerwiinschtes Artefakt der Berechnung der Paarkorrelationsfunktion iiber
Gleichung (4.99). Die exakte Paarkorrelationsfunktion (n;n;) ist immer symmetrisch be-
ziiglich der Indizes ¢ und j. In Abschnitt 4.4.2 wird eine andere Naherung der Paarkor-
relationsfunktion vorgestellt, die von vornherein die Symmetrie beziiglich dieser Indizes
beriicksichtigt. Als Ausweg bietet sich hier eine symmetrische Schreibweise der Naherung
der Paarkorrelationsfunktion (4.99) an, deren Notation (n;n;)*¥™ sie von der exakten
Paarkorrelationsfunktion (n;n;) unterscheiden soll*!:

niSPnJS-P’i +n

2
Wegen Gleichung (4.99, erste Zeile) gelten fiir die exakte Paarkorrelationsfunktion die
Normierungsbeziehungen (vgl. auch [63])

SP,_ SP,j
g Ty S,
i #£] (4.101)

sym def

(ning) =~ (nin;)

> (ning) = (ni) - (N—1) Vi (4.102)

J

“IDie Klammern (. ..) werden beibehalten, damit der Index nicht versehentlich als nur zu einem n gehérig
betrachtet wird, wie es z. B. spéter in Gleichung (4.104) der Fall ist.
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und

> (ninj) = N- (N —1) (4.103)

i#j

Die Randbedingungen der Differentialgleichung (4.87)  garantieren  zwar
> nSPn SPZ: SP (N —1), aber wegen der Beziehung (4.100) ist im allgemei-

nen nSP SP’J #n3T - (N — 1). Damit die Beziehung (4.102) auch fiir die geniiherten
Groﬁen gllt konnen die Dichten ebenfalls symmetrisch geschrieben werden:

1 1 Sp_SP,i 1 SP_SP,;j
D N e D DR U RS I e D DR
§(i) J()
1 SP
=5 nSP Z nPn;t7 (4.104)

3(#0)

Nun erfiillen auch die genéherten Gréfen n3”™ und (n;n;)»™ die Bezichungen (4.102)
und (4.103) per Konstruktion exakt.

Anders als Gleichung (4.92) fiir n5* garantiert die duBere Form der Gleichung (4.104)
nicht mehr, da§ unabhéingig von der Giite der Niherung n;>™ <1 Vi gilt. Jedoch sollte
eine mogliche Verletzung dieser grundlegenden Eigenschaft der (n;) ein Anlaf sein, die
gemachten Ndherungen als zu grob zuriickzuweisen.

4.3.5 Fehlerabschatzung fiir (n;) und (n;n;)

Die Beziehung (4.100) kann zur Fehlerabschitzung sowohl der n$¥ und nZ-SP’j , als auch
von (n;n;)™™ genutzt werden. Voraussetzung dieser Abschétzung ist, dafl der exakte

Wert (n;n;) zwischen den beiden durch die Gleichung (4.99) gegebenen Werten n3® ]SP !

und n]SP nsp] liegt und daB die einzelnen Fehlerbeitrage zu (n;n;)*™ als unabhingig

Vonelnander betrachtet werden diirfen.
Nach Gleichung (4.101) ist der absolute Fehler von (n;n;)*™ dann hochstens
(nSPnJSP 4 n?’PniSP’j )/2. Er setzt sich nach der GauBschen Fehlerfortpflanzung [32] aus

den absoluten Fehlern AnZ-SP, AnJS-P, An?P’J und Anlsp’l seiner Bestandteile zusammen:

Sp, SPi _ _SP _SP,j
n; nj nj ni

N | —
S
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[<W>2.(An§l°)2 + (W>2'(A”§P)2

SP SP

N <8<nmj>sym)2 . (Anl-sp’j)Q L (WH)Z _ (An]S.P’i)2] 1/2 .

8n§P’J (?nJS.P’l

Unter der Annahme, daf die relativen Fehler der nSt etc. in (4.105) alle gleich grof und
gleich ¢ sind*?, also Anisp = §nisp etc. ist, ergibt sich:

SP_SP.i SP, SP.j
i T —nj n, ‘

n

N[

1 sp; , 1 SP,j
> & <2"iSP"j T+ §”JS‘P"i ’
= f (nmj>sym (4.106)

Ein Auflésen von (4.106) nach ¢ ergibt, daf8 der relative Fehler der Einzelbeitrige nSt Vi
und niSP’J Vi, j kleiner als der relative Fehler der Paarkorrelationsfunktion (n;n;)*™ ist:

SP
An;;

Vi
SP
Alnin;)¥™ n:
ﬁ = A;SPJ (4.107)
(niny) oy Vi,j und i+#j
n; ’

2

Fiir kleine relative Fehler der nSt ist nd¥ ~ n*™, und die n5¥ und n3*™ sind dann etwa
mit dem gleichen relativen Fehler behaftet.

Durch die vorgenommenen Fehlerabschiatzungen wird die Fehlerquelle jedoch nicht spe-
zifiziert. Es kommen in Frage:

1. Das Gittergasmodell (rdumliche Diskretisierung zu Zellen, ggf. dadurch Brechung
einer urspriinglich vorhandenen Symmetrie des Problems)

“2Insbesondere fiir n5¥ berechnet aus der Lsg. der Differentialgleichung (4.26) und nJS-P‘i aus der Lsg. der

Differentialgleichung (4.87) ist diese Annahme gerechtfertigt, weil sich (4.26) und (4.87) sehr &hnlich
sind.
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2. Die Sattelpunktnidherungen fiir die nl-SP und n?P’j (Temperatur T' zu grof} fiir gute
Giiltigkeit)

3. Die Qualitdt der numerischen Rechnungen, insbesondere die Losungen der Diffe-
rentialgleichungen (4.87)

4. Eine Verletzung der Annahme unabhiingiger Fehler bei der Fehlerabschét-
zung (4.105).

Eine Fehlerabschitzung ist unméglich, wenn durch physikalische Symmetrien des Ge-
samtsystems jeweils mathematisch identische Gleichungen fiir n?P’] und n]S-P’Z und fiir
nlSP und n]S-P entstehen. (Fiir das Beispielsystem DNA z. B. durch Translationssym-
metrie in Richtung der DNA-Léngsachse, vgl. Abb. 6.10.) Dann wird die Ungleich-
heit (4.100) zu einer Gleichung, und die Voraussetzung der Fehlerabschétzung, dafl der
wahre Wert von (n;n;) zwischen nZ'SPanP’Z und nJSPniSP’J (also in diesem Falle genau bei

n?Pn?P’i = n]S-PnZ-SP’j ) liegt, ist nicht mehr erfiillt.
Ein Teil der gemachten Fehler, insbesondere die oft unumgéngliche Brechung einer vor-
handenen Symmetrie, kann durch eine Mittelung iiber verschiedene Lagen bzw. Orien-

tierungen des Gittergas-Gitters ausgeglichen werden, vgl. auch Abschnitt 4.5.

4.4 Verschiedene Verallgemeinerungen auf (n; -...-n; )

Verallgemeinerungen auf k-Teilchen-Korrelationsfunktionen kénnen auf drei verschiede-
ne Arten erfolgen, jede davon hat Vor- und Nachteile, die am Ende dieses Abschnittes
in Tabelle 4.4 auf Seite 86 zusammengefaf3t werden.

Zum einen kann die Beziehung (n;n;) = (n;) - (n;)* aus Gleichung (4.99) verallgemeinert
werden. Die beiden anderen Moglichkeiten ergeben sich durch eine Verallgemeinerung
der Beziehung (4.92), wo die dort auftretende Normierungskonstante K in zweierlei Art
bestimmt werden kann. Sie fithren zunéchst auf zwei von Abschnitt 4.3.4 verschiedene
Bestimmungen der Paarteilchenkorrelationsfunktion, die weiter verallgemeinerbar sind.
Im folgenden werden diese Verallgemeinerungen zuerst behandelt, weil deren Ergebnisse
fiir die Verallgemeinerung von (n;n;) = (n;) - (n;)? niitzlich (aber nicht notwendig) sind.

4.4.1 Gemeinsamkeiten aller Verallgemeinerungen

Allen Verallgemeinerungen gemeinsam ist die Notwendigkeit, Differentialgleichungen zu
l6sen, bei denen zwei (oder mehr) der Gegenionen unbeweglich sind. Das ist eine direkte
Verallgemeinerung der Differentialgleichung (4.87) der Néherung B, bei der eines der
Gegenionen unbeweglich ist. Diese verallgemeinerte Differentialgleichung lautet im Falle
zweier unbeweglicher Gegenionen fiir die Randbedingung mittlerer elektrischer Neutra-
litat:
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v2¢SP,i,j(,’;») —

(Pext(F) + q(S('r_"— 'Fz) + q5(7?* F])
€0€r

0 iec\(igy (7 — 70 ) (4.108)
1 + exp [5(Q¢Sp’i’j(7?> - le\flfg])}

Dabei nimmt u]l\,l_zzj den Wert an, der die Nebenbedingung der mittleren elektrischen
Neutralitit des Teilsystems Z15%7 erfiillt, das zwei unbewegliche Gegenionen bei 7; und
7j besitzt. Zwischen der Lésung #ST7 von (4.108) fiir das zu diesem Teilsystem gehoren-
de elektrische Potential und den dazugehorigen Erwartungswerten der Besetzungszahlen
nSPJ besteht der zu Gleichung (4.25) analoge Zusammenhang

SP,ij 1 -
n = — — I #i,j (4.109)
S .
1+ exp |B(go," — uyty)

Aufgrund der Randbedingung mittlerer elektrischer Neutralitét an die Differentialglei-
chung (4.108) gilt:

>t = N =2 (4.110)
1(#i,5)

Uber eine zu (4.47) analoge Gleichung 1t sich daraus das GroBkanonische Potential
2" dieses Teilsystems mit zwei unbeweglichen Ladungen bei 7; und 7; bestimmen.

FEine nochmalige Verallgemeinerung auf Systeme mit k& unbeweglichen Gegenionen kann
nun selbsterklirend erfolgen. Lediglich die Notation bedarf einer groBeren Ubersichtlich-
keit. Seien 7%, ,...,7;, die k verschiedenen Orte, an denen sich unbewegliche Gegenionen
befinden, und sei die Menge dieser Orte mit x bezeichnet. Dann ist analog zu (4.109):

Allgemeine Differentialgleichung

1 o 0T e O~ 7)
V2¢SP7H === | Pext + QZ(S(T - rj) + - SP,k 5
€0€r e 1 + exp [ﬂ(QQb o Nka)}
(4.111)

Das chemische Potential py,_,. geniigt dabei der Nebenbedingung der elektrischen
Neutralitdat des jeweils betrachteten Teilsystems Z*.
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Aus den mittleren Besetzungszahlen

1
ntr = S —— I ¢ K (4.112)
1 + exp [ﬁ(qul — /JN’,’Q)}

148t sich analog zu (4.47) wiederum das Groflkanonische Potential Q" bestimmen.

4.4.2 Alternative Bestimmung von (n;n;)

Anschaulich gesprochen beruhen die im folgenden gezeigten Verallgemeinerungen dar-
auf, die Ndherung B (4.92) nicht nur auf das Gesamtsystem Z,,, sondern auch auf die
Teilsysteme aus (4.81) anzuwenden. Dabei geht es nicht allein um eine Berechnung ho-
herer Korrelationsfunktionen, sondern auch um eine Steigerung der Genauigkeit®3 der
(n;) tber die Nidherung B (4.92) hinaus.

Die rekursive Zerlegung in Teilsysteme kann theoretisch so weit fortgesetzt werden, bis
alle denkbaren Konfigurationen der Gegenionen auf dem Gittergas einzeln betrachtet
werden. Dann wire die Zustandssumme des Gittergases exakt ausgerechnet**, und als
einzige Ndherung des physikalischen Systems bliebe nur das Gittergas selbst tibrig. Prak-
tisch durchfithrbar wird dieser Limes jedoch nie sein.

Es soll nun (4.92) auf die Zwei-Teilchen-Korrelationsfunktion (n;n;) verallgemeinert wer-
den.

Ausgangspunkt hierfiir ist analog zu (4.79):

0InZ,,
SR (73)0h(75) | =0

1
= — anj exp (—FHuy) (4.113)
Z,U‘N {n}

(ninj) =

Die Interpretation der Summe in (4.113) kann mit Hilfe von (4.80) erfolgen. Sie ist die
Zustandssumme eines Systems mit zwei zusétzlichen externen Ladungen bei 7 und 7.
Die Abbildung 4.11 veranschaulicht diesen Fall.

Das Z,, in (4.113) wird nun analog zu (4.81) in vier Teilsysteme aufgeteilt, entsprechend
den vier Moglichkeiten, 7; und 7; mit jeweils n; ; = 1 oder n; ; = 0 zu besetzen. Eine
ausfiithrliche Notation hierzu ist:

Zuy = Zp0H + Zp0 4 Z00N 4 Z00 Vi g i (4.114)

Mit (4.114) 148t sich Gleichung (4.113) schreiben als:

13ygl. Seite 73.
*Die Konstanten b, in (4.130) bzw. (4.132) werden in diesem Limes nicht gebraucht.
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Zwei unbewegliche Ladungen

Abbildung 4.11: Die Abbildung zeigt ein System mit zwei un-
beweglichen Gegenionen (schwarze Quadrate mit ,,+“Zeichen) und
(N —2) beweglichen Gegenionen (hellblaue bzw. hellgraue Kreise).
Das geladene Biopolymer ist braun bzw. dunkelgrau dargestellt. Die
Abbildung ist eine Verallgemeinerung der Abbildung 4.9 auf Seite 66
(siehe auch dort) und dient zur Erliuterung der Gleichungen (4.113)
und (4.108).

211 ,
ZMN 1 + (ZS}}]:Z,] + Z;;S:ZJ + ZS}S:ZJ) . (Z;}\livl’]) 1

Die Zustandssummen der Teilsysteme werden fortan separat behandelt. Diejenigen Teil-
systeme, die Leerstellen enthalten, werden analog zu (4.84) auf Systeme zuriickgefiihrt,
bei denen die Orte dieser Leerstellen wieder fiir die beweglichen Ionen zuginglich sind.
Die ggf. vorhandenen zusétzlichen unbeweglichen Ladungen werden dabei beibehalten.
Im einzelnen sind die Zustandssummen der Teilsysteme, beginnend mit einem System
zweier unbeweglicher Ladungen:

2 = S el

{ni}i#i.
X exp{—ﬁ(QL’fv + Cé’j )} Sattelpunktnéherung und Gl. (4.47)
~ exp{—ﬁ(QL’fV +Co)} vgl. Diskussion der Gl. (4.56)
~ exp{—ﬂ(QZi} 1 +Co)} Thermodynamischer Limes

(4.116)
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Der Term exp{—/3Cy} ist eine Proportionalititskonstante, deren Wert spéter durch ei-
ne Normierung von (n;n;) festgelegt wird. Beim Chemischen Potential p ist in Glei-
chung (4.116) zu unterscheiden, ob es zu der mittleren Ladungsneutralitidt des Gesamt-
systems gehort mit im Mittel N beweglichen Ladungen (uy), oder ob es zur mittleren
Ladungsneutralitét des Teilsystems mit zwei unbeweglichen Ladungen bei 7 und 7; und

im Mittel (N — 2) beweglichen Ladungen gehort (u}\’,l_’lzd ) Im thermodynamischen Li-
mes verschwinden die Unterschiede, und es ist: yy = u}vl_lzj , vgl. auch Gleichung (4.89).

Damit ist die Nebenbedingung der elektrischen Neutralitdt des Teilsystems mit zwei
ortsfesten Ladungen bei 7; und 7} (anstatt des Gesamtsystems) ausreichend, um den

Beitrag Zﬁ}\lﬁi’j zu Gleichung (4.114) zu bestimmen. Fiir die anderen Zustandssummen
ergibt sich:

Z;ﬁ;i,j _ Z exp{—ﬂH}L’lg;i’j}

{nihi#i,3

1 i
=5 Z exp{+An;(qp; — pun)} - exp{—BH}

{nihi#i
153

= ;N . (exp{+/6nj(q¢j — /'LN)} >m‘:1 vgl. Ndherung B
sp Zl;i

~ EX - exp {+ﬁn§P’i (qujsp’i - MN) }

Z i i
= 28 ) exp {H;nJS,Pv <q¢§1pv iy N) } vgl. GL (4.80)
S exp {+ﬂn§P’i (ngffp’i —~ uN) }

SPi ( ,SP i
~ ‘2”V ST - exp {+ﬁnj ! (qqﬁj b — u}v_l)} (4.117)

Fiir die Umformungen von Hyw/ ist die Gleichung (4.84) benutzt worden. Der hochge-

stellte Index 4 am n und ¢ steht fiir die feste Ladung n; = 1. Die Grofen nS', n]S-P’i und
¢5"" sind alle von der Niherung B her aus der Losung der Differentialgleichung (4.87)
bzw. aus (4.92) bekannt, wo die Neutralitatsbedingung fiir das dazugehorige Teilsy-
stem mit einer festen Ladung bei 7; durch ,u}\;;_l erfiillt wird. Die n?P’l wurden dort
verwendet, um nS* und Q¢ fiir die Gleichung (4.92) auszurechnen. Der Faktor 1/2 in
Gleichung (4.117) entsteht durch die Aufhebung der Beschrankung [ # i in der Summe
> e deren Argument nicht von n; abhéngt, vgl. auch Gleichung (4.85).

Zg}i;i’j = ... (analog zu Gleichung (4.117))

Z SPj [ SPj 1y
% : n]SP - exp {—i—ﬁni 7 (q¢i T — 1)} (4.118)

%
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Zur Berechnung von Zﬂ}g;i’j ist die Vorbemerkung nétig, dafl analog zu Gleichung (4.84)
s 0,05%,5 a1t
fir Hyy 7 gilt:

UL
B 17—l

Der letzte Term ist dabei in den vorhergehenden Summanden bereits zweimal mit jeweils
negativem Vorzeichen enthalten. Damit ist:

Hod™ = Huy — nilgdi — pn) — njgd; — pn) + (4.119)

2= Y apl-m)
{nihi#i,5

— i : Z (exp { + Bni(qdi — un) + Bnj(qp; — un) — nmle}

X exp { — ﬁHP«N} > vgl. auch Ndherung A

Z n;n;lp
- <eXp {er’m(qcbi — pun) + Bnj(gp; — pn) — M} >
i J
SP__SP
sp Z n; n: lp
R S exp {Jrﬂm-sp (48" — un) + AnST (a0fF — pun) — 7‘}, - 7 }
7 J

(4.120)

Die Terme nZ-SP, nJSP, qbz-SP und d)jsp sind bereits bekannt, sowohl aus der Naherung A (4.26
und 4.25) als auch aus der Niaherung B (4.92). Es ist sinnvoller, fiir sie die genauere Né-
herung B zu verwenden.

Zur Vereinfachung der Notation wird fortan ggf. auf den unteren Index mit dem Chemi-
schen Potential an ) und H verzichtet, ebenso ggf. auf die Indizes von pu selbst.

Die Gleichungen (4.116) bis (4.120) werden jetzt in (4.114) eingesetzt. Die nicht von ¢

oder j abhéngige Konstante

def 1
K2 = Z'Z#N -eXp{—ﬁC’o} (4121)

wird separat geschrieben, alle anderen Terme aus (4.117) bis (4.120) sind bereits aus der
Néherung B bekannt und kénnen zu einem Term b/, zusammengefaBt werden??:

ij def SP [ ,SP SP ( ,SP "z’SP”JS'PlB
by = In| expq +0n; (qd)i f,uN)+ﬁnj (qqf)j *,UN)*i

7]

45Variablenname ,,b¢ fiir ,,bekannt®; der Index ,,< 2 ist so zu lesen, daf die dazugehdrige GroBe aus-
schliellich aus Rechnungen mit weniger als 2 zusétzlichen, ortsfesten Ladungen stammt.
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+ 2157 - exp {-l—ﬂn?m (Q¢JS-P7i - M}\}ifl) }

SP,j SP,j i
+ 205 exp{—}—ﬂni J (q¢i J _M}Vj_l)} )
—0 falls n?¥ — 0 und n;Q»'P —0 (4.122)

Damit ergibt sich insgesamt:

1

14+ Ko -exp [miﬂ' + bg]

(ninj) =~ (4.123)

Die Abhéngigkeiten von b.o von % und 7; kénnen vernachlissigbar klein sein und es gilt
insbesondere: bog — 0 fiir 7o, — 0 weil in diesem Falle (n;) — 0 Vi geht.

Die GroBen Cy und Z,,, die in Gleichung (4.121) in Ky eingehen, kénnen prinzipiell iiber
die Gleichungen (4.56) und (4.92) ebenfalls ausgerechnet werden, jedoch nur in einer
Niherung, die auf der Normierung (4.93) von (n;) beruht. Uber die Normierung von
(ninj) aus Gleichung (4.123) steht hier jedoch ein genaueres Mittel fiir deren Bestimmung
zur Verfiigung. Die Normierung von (n;n;) ist fiir im Mittel NV Teilchen auf dem Gitter
(vgl. Gleichung (4.103) und [63]):

K3 so, daB gilt: > (nin;) = N- (N -1) (4.124)
%

Anders als Gleichung (4.99) ist die so bestimmte Paarteilchenkorrelationsfunktion
von vornherein symmetrisch in den Indizes ¢ und j. Sie er6ffnet dariiber hinaus die
Moglichkeit einer Steigerung der Genauigkeit der (n;) iiber die Ndherung B hinaus mit
Hilfe des Zusammenhangs (4.102). Da dieser Rechenweg aber anders als die Niherung B
nicht mehr von sich aus (n;) < 1 garantiert, setzt dies eine gute Qualitit der Giiltigkeit
von (4.123) voraus, insbesondere eine hohe Genauigkeit der %7,

Genauere Berechnung der (n;)

Mit Gleichung (4.124) ist eine genauere, iiber die Nidherung B hin-
ausgehende Berechnung der (n;) prinzipiell moglich, denn mit der
Zerlegung (4.114) wurden wihrend der Rechnung mehr Systemde-
tails beriicksichtigt als bei der Naherung B (vgl. auch Seite 73).

(4.125)

Eine zu (4.124) alternative Normierung der (n;n;) aus Gleichung (4.123) ist moglich,
wenn {iber die Normierungskonstante Ko nicht wie in (4.123) indirekt die Zustandssum-
me Z,, bestimmt wird, sondern stattdessen die Zustandssummen ZﬁN der entsprechen-
den Teilsysteme. Mit den neuen Grofien
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4.4. Verschiedene Verallgemeinerungen auf (n;,-...-n;,)

K; = -2\ -exp{—pCo} (4.126)

und

e i
)
~ b2, — In(nf) (4.127)

ergibt sich statt (4.123):

1

1+ K; - exp [ﬁﬂi’j - b’géﬂ}

(ninj) ~ (4.128)

Die dazugehorige Normierung der K; ist durch die Gleichung (4.102) gegeben:

K; Vi so, daB stets gilt: Z (ninj) = (N —1)-nd"¥ (4.129)
3(#9)

Dabei kénnen die nZSP in N&herung A oder in Niaherung B (wegen der hoheren Genauig-
keit zu empfehlen) verwendet werden. Diese Normierung bietet den Vorteil, dafl die
Beziehungen (4.102) der Paarteilchenkorrelationsfunktionen zu den Erwartungswerten
der Besetzungszahlen per Konstruktion immer erfiillt sind und ferner die Paarteilchen-
korrelationsfunktionen immer per Konstruktion kleiner oder gleich eins sind. Diese Bezie-
hungen sind auch dann erfiillt, wenn von vornherein die b2, ~ 0 vernachlissigt werden,
weshalb sich auch in diesem Fall die Normierung (4.129) anbietet. Sie ist aber auch
dann fiir eine Abschitzung der Paarteilchenkorrelation geeignet, wenn einerseits z. B.
die (numerische) Genauigkeit der %/ in Gleichung (4.123) nicht ausreicht, um iiber die
Normierung (4.124) die Genauigkeit der (n;) iiber die Ndherung B hinaus zu steigern,
andererseits aber die kiinstliche Symmetrisierung (4.101) unerwiinscht ist. Ein Nach-
teil der Berechnung der Paarkorrelation iiber (4.123) oder (4.128) besteht darin, daf§
aufgrund der Normierungen (4.124) bzw. (4.125) die Q%7 fiir alle Indexpaare i, j; i # j
ausgerechnet werden miissen, was bei einer Berechnung iiber Gleichung (4.99) nicht der
Fall ist.

Die Tabelle 4.4 auf Seite 86 gibt einen Uberblick iiber die Vor- und Nachteile der ver-
schiedenen Berechnungswege der Paarkorrelationsfunktion (n;n;).

4.4.3 k-Teilchen Korrelationsfunktion (n;,:...-n;,)

Eine Verallgemeinerung der Gleichungen (4.123) und (4.124) ergibt mit der eingangs des
Abschnittes 4.4.1 verwendeten Notation fiir die k-Teilchen Korrelationsfunktion:
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Vor- und Nachteile verschiedener Niherungen fiir (n;n;)

Methode

.SPnS.P’i

n; j

(V] = K;)Vi

09IV, § = Ko

Nachteile

o nicht symmetrisch in 1,7
(kiinstlich behebbar).

o Aufsummieren fiithrt nicht im-
mer auf 3% (kiinstlich beheb-
bar, aber Genauigkeit der n3T
wird verringert und es gilt nicht
automatisch nS¥ < 1).

« rechnerisch aufwendig, insbe-
sondere 7o, — 0.

» keine Vorteile fiir die Ge-
nauigkeit der (n;).

« keine Fehlerabschitzung.

« Aufsummieren zu (n;) garan-
tiert nicht intrinsisch (n;) < 1.
« rechnerisch aufwendig, insbe-
sondere 7o, — 0.

« keine Fehlerabschéitzung.

Vorteile

o schnell und einfach zuging-
lich, da keine Normierungen
und keine Rechnungen fiir an-
dere Indexpaare aufler 7, j no-
tig sind.

« Fehlerschiatzung oft moglich.
e on — 0 ohne Mehraufwand
moglich.

« symmetrisch in 7, j.

« Beziehungen zu (n;) automa-
tisch richtig.

+ (n;) <1 garantiert.

e (n;) durch Aufsummieren
prinzipiell genauer als Nihe-
rung B moglich.

« symmetrisch in 7, 5.

« Bezichung zu (n;) automa-
tisch richtig.

86

Tabelle 4.4: Die Tabelle listet die wichtigsten Vor- und Nachteile der verschiedenen
in dieser Arbeit besprochenen Methoden zur Berechnung der Paarteilchenkorrelations-
funktion (n;n;) der Gegenionen auf. Wéhrend die erste Methode vor allem eine zwar
grobe, aber rechnerisch schnelle Schatzung der Paarteilchenkorrelationsfunktionen er-
moglicht und unter bestimmten Voraussetzungen eine Fehlerabschitzung zuléfit, hingt
eine Entscheidung zwischen den letzten beiden Methoden wesentlich von der Genauig-
keit der Q%7 ab.

Allen Berechnungen gemeinsame und deshalb in der Tabelle nicht aufgefithrte Vortei-
le sind erstens, daf§ stets (n;n;) < 1 garantiert ist, und zweitens, daf alle auf hohere
Korrelationsfunktionen verallgemeinerbar sind, siehe auch Abschnitt 4.4.3.
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1

<7”LZ'1 et nzk> ~ (4.130)

1+ K -exp [BQ“ + b’zk]

mit der Konstanten Kj:

N!
i dp(#41) iR (Fireik—1) ’

Eine Verallgemeinerung der Gleichungen (4.128) und (4.129) fiihrt zu:

1

L + Ky, - exp [ﬁQ“ + bi’;]

(i, . oomg,) & (4.132)

mit den Konstanten Ky\;, :

K\, so,daB N—lk—l—l : ;(Wl o) = (Mg oonG ) Vk  (4.133)
k

Alle Differentialgleichungen, die zur Berechnung von (4.130) bzw. (4.132) gelost werden
miissen, sind vom gleichen Typ. Fast alle von ihnen enthalten keinerlei Symmetrien mehr
und sind analytisch nicht zugénglich. Thre Losung kann daher nur numerisch erfolgen,
wie es in Kapitel 5 beschrieben wird. Von groflem Vorteil ist aber, dafi sich alle diese
Gleichungen #hnlich sind, so daf} ein einziger Losungsalgorithmus fiir alle Gleichungen
verwendet werden kann. Ein solcher Algorithmus ist im Prinzip auch fiir beliebige An-
ordnungen der externen Ladungen geeignet und damit universell einsetzbar.

Die Anzahl der zu losenden Gleichungen ist neben 7o, (Auflésungsvermégen) und G (Sy-
stemgrofe) entscheidend von k abhéingig und steigt mit & sehr schnell an (eine Ausnahme
ist die Berechnung nach Gleichung (4.134) ), bei gleichzeitig groBen Genauigkeitsanfor-
derungen an die Losungen ¢5T* wegen des Aufsummierens der daraus resultierenden

n?P’K zum Groflkanonischen Potential % nach (4.47).

Der Fall punktférmiger Ionen kann analog zu Abschnitt (4.3.2) behandelt werden.
Fiir die Verallgemeinerung von (4.99) ergibt sich

SP pSPar L SPei (4.134)

<nllnzk>%nl1 . oy

Eine Symmetrie beziiglich einiger der Indizes #; ..., kann durch eine Mischform aus
Gleichung (4.134) und (4.130) bzw. (4.132), erreicht werden, z. B. indem der Term der
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Paarkorrelation nispn;q-’P’i durch (4.123) oder (4.128) ersetzt wird. Das ermoglicht eine
Ubertragung der Fehlerabschiitzung des Abschnittes 4.3.5 bis hin zu den (k — 1)-Teilchen
Korrelationsfunktionen. Die Gleichung (4.134) bietet wegen des geringen Rechenaufwan-
des zudem einen Vorteil bei der Schiatzung der k-Teilchen Korrelationsfunktion: Ohne
die Symmetrisierung (4.101) brauchen hierzu nur k& &hnliche Differentialgleichungen ge-
16st zu werden, um einen Korrelationswert fiir & Teilchen zu erhalten. Der Grund fiir
den geringen Aufwand ist das Wegfallen einer Normierung. Insbesondere ist der not-
wendige rechnerische Aufwand nicht von der Anzahl der Gitterplitze in dem den Ionen
zugdnglichen Gebiet G abhéngig und wird fiir rio, — 0 nicht grofler. In diesem Fall
vereinfacht sich die Differentialgleichung (4.111) analog zu (4.61). Fir die Korrelati-
onsfunktionen (4.134) mufB dann analog zu (4.58) ein Ubergang zu Korrelationsdichten
erfolgen.

4.4.4 Steigerung der Genauigkeit*® der (n;)

Durch ein Aussummieren einzelner Indizes konnen mit der k-Teilchen Korrelationsfunk-
tion (4.130) und der Normierung (4.131) niedrigere (weniger als k Teilchen) Korrela-
tionsfunktionen mit hoéherer Genauigkeit bestimmt werden, als wenn von vornherein
nur Teilsysteme mit weniger als & unbeweglichen Ionen betrachtet worden wéren, vgl.
auch (4.125). Insbesondere sind die Erwartungswerte (n;) der Besetzungszahlen mit ge-
steigerter Genauigkeit bestimmbar, falls eine Berechnung der 2% prézise genug moglich
ist:

<ni1> ~ M : Z Z Z (nil CE nlk> (4.135)

io(#i1) i3(F#i1,2) U (F01 eyl —1)

Der Term (n;, -...-n;,) ist dabei nach Gleichung (4.130) zu berechnen.

Mit wachsendem £ 148t sich so die Genauigkeit der Berechnung der (n;) im Prinzip immer
weiter steigern. Dieses Vorgehen entspricht einer immer weiter gehenden Zerlegung des
urspriinglichen Systems in Teilsysteme. Ahnlich wie bei dem Schritt von Niherung A
zu Naherung B spielen die endlichen Temperaturen bei den Sattelpunktniherungen der
Teilsysteme fiir Ergebnisse, die das Gesamtsystem betreffen, dadurch eine zunehmend
untergeordnete Rolle.

Steigerung der Genauigkeit der (n;)

Die Genauigkeit der Berechnung der (n;) 148t sich im Rahmen des
Gittergasmodells iiber die Berechnung hoherer Korrelationsfunktio-

nen weiter steigern. Dadurch kénnen auch die effektiven Krifte zwi- (4.136)
schen Biopolymeren F'(R) nach Gleichung (4.48) mit zunehmend ho-

herer Genauigkeit bestimmt werden.

467um Begriff der Genauigkeit siche auch Seite 73
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4.5 Mittelung iiber alle Gittergas-Gitter

Auf Seite 33 und in Abbildung 4.3 ist bereits ausgefithrt worden, daf§ die durch das
kubische Gittergas-Gitter induzierte Brechung von ggf. vorhandenen Systemsymmetrien
durch eine Mittelung iiber alle méglichen unterschiedlichen Lagen des Gittergas-Gitters
(Translation ebenso wie Rotation) im Endergebnis dazu fiihrt, dafi die urspriinglichen
Systemsymmetrien wieder hergestellt sind.

Eine gitterunabhingige Version der Differentialgleichung (4.111) im rdumlichen Konti-
nuum ist:

O] Sp
V2ySPr — et + qzé(F—Fj) + Pmax
€0€r = 1+ oxp [B(q¢™™ — ufr_p)]

(4.137)

Dabei ist pSF  die maximal mogliche Ladungsdichte der Gegenionen, und das Symbol
® an der Summe iiber die unbeweglichen Ionen bedeutet, dafl diese stets mindestens
2rion voneinander entfernt sein miissen, weil sie sich andernfalls gegenseitig durchdrin-
gen wiirden. Der Abstand ihrer Mittelpunkte von der kontinuierlichen Dichteverteilung
der Gegenionen (und der externen Ladungsverteilung) mufl mindestens einen Ionenra-
dius betragen (vgl. Abschnitt 4.1.4 und Gleichung (4.12)). Bis auf diese physikalischen
geometrischen Einschrinkungen kann ihre Lage jedoch beliebig sein. Die Differentialglei-

chung (4.137) beriicksichtigt alle physikalischen Systemsymmetrien.

Diskussionswiirdig ist hier der Wert der maximalen Ladungsdichte pSF . Auf einem
einfach-kubischen Gittergas-Gitter ist
SPkub __ q

(2Tion ) 3

Die Gleichung (4.137) kann aber auch durch ein anderes periodisches Gittergas-
Gitter entstanden sein, z. B. ein kubisch-flichenzentriertes. Die Herleitung der Glei-
chung (4.111) wére in diesem Falle identisch verlaufen. Ein solches Gitter besitzt ei-
ne andere maximale Ladungsdichte, weil es die dichteste Packung der als kugelformig
angenommenen lonen erlaubt.

7 q
R = V5 (4139

Es ist damit in gewisser Weise physikalisch realistischer als das einfach-kubische Git-
ter. Die Unterschiede sind jedoch vernachléssigbar im Vergleich zu der experimentellen
Unsicherheit bei der Bestimmung des lonenradius und der Giiltigkeit der harte-Kugel-
Naherung.
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Unter der Annahme, daf§ sich die eigentlich kugelférmige Hydrathiille dicht gepackter Io-
nen unter Beibehaltung ihres Volumes ohne Energieaufnahme ein klein wenig verformen
148t*", kann auch die Ionenladung pro Kugelvolumen als maximale Dichte

L AL (4.140)

max = 47_[_ . (Tlon)3

benutzt werden, wie es in Kapitel 5 dieser Arbeit zur numerischen Auswertung der Theo-
rie geschieht.

Angesichts der bereits erwidhnten experimentellen Unsicherheiten bei der Bestimmung
der effektiven Tonenradien in Wasser, erscheint der genaue Wert von pSP  in Glei-
chung (4.137) innerhalb gewisser Grenzen von eher nachrangiger Bedeutung zu sein.
Die Gleichung (4.137) kann in einfachen Geometrien Ausgangspunkt fiir zukiinftige ana-
lytische Untersuchungen sein, ist aber anders als die Poisson-Boltzmann Gleichung (4.61)
fiir Punktteilchen auch in der Ndherung A nicht geschlossen analytisch 16sbar. Ein Auf-
integrieren wie in Abschnitt 4.2.5 fithrt fiir den zylindersymmetrischen Fall in der N&-
herung A auf eine unendliche Reihe von Errorfunktionen, die gegeniiber einer rein nu-
merischen Losung keine Vorteile bietet. Im Unterschied zu Gleichung (4.137) ist (4.61)
durch den Grenziibergang der Gittergas-Gitter Schrittweite — 0 entstanden.

Wird fiir die numerische Losung von (4.137) durch eine rdumliche Diskretisierung ein
(gef. symmetriebrechendes) Gitter eingefiihrt, so miissen hierdurch induzierte kiinstliche
Asymmetrien durch Mittelung iiber Losungen zu verschiedenen Diskretisierungsgittern
beseitigt werden. Eine solche Mittelung sollte konzeptionell von einer Mittelung iiber
verschiedene Gittergas-Gitter unterschieden werden?®.

In der Literatur ist die Mittelung iiber verschiedene numerische Zufallsgitter bekannt [22],
in dieser Arbeit wird iiber verschiedene Lagen (sowohl Translation als auch Rotation) ei-
nes periodischen numerischen Diskretisierungs-Gitters gemittelt werden, siehe Kapitel 5.
Dabei mufl beachtet werden, dafl die derart gemittelte Losung die Nebenbedingung der
globalen elektrischen Neutralitit des Gesamtsystems erfiillt.

Analog zu (4.88) ist im Kontinuum:

SP PSP
PP () = max (4.141)
1+ exp [B(qd°"(F) — pk_p)]

Das dazugehorige Groflkanonische Potential Q2 ist analog zu (4.47), bis auf eine additive
Konstante,

4"Die Modellannahme, da8 die Hydrathiille vollig starr ist, ist eine Idealisierung, die fiir viele Rechnungen
innerhalb des Modells sehr niitzlich ist, aber physikalisch nicht ideal gilt. Dem wird hier Rechnung
getragen.

485ind beide Gitter identisch, eriibrigt sich das Konzept einer Mittelung iiber verschiedene Gittergas-
Gitter, weil hier die Einfithrung des numerischen Diskretisierungsgitters wieder im wesentlichen
auf (4.111) fiihrt.
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SP,k /- SP,k /-
por = Lo [ BECVIECD

7" =]

I 2. 6(??))
SP,k /- ext /= B JER J 3
+ () - r)+ — —— d’r
[y (s + 2 ST
[ LR I A7) ]

+ [1 = (O (7)/Pitas) | 10 [1 = (phenn (7)/ Pra) | ] Br (4.142)

Die (hier nicht ausgeschriebene) additive Konstante enthélt Beitrdge vom Chemischen
Potential p’;_, und einen Selbstenergiebeitrag aus dem ersten Integral und ist belang-
los.

Eine Ubertragung der Ergebnisse dieses Abschnittes auf weitere Gleichungen aus Ab-
schnitt 4.4, wie z. B. auf Gleichung (4.135), ist nun selbsterkldrend und wird hier nicht
explizit erwdhnt. Alle in diesem Abschnitt im Kontinuum formulierten Gleichungen un-
terliegen der maximalen physikalisch sinnvollen Ortsauflésung von 27, (4.1). Das be-
schrinkt den numerisch sinnvollen Aufwand zur Losung der Differentialgleichung (4.137),
vgl. auch Kapitel 5.

Der Grenzfall 7o, — 0 ist bereits in Abschnitt 4.3.2 mit den Gleichungen (4.96)
und (4.97) behandelt worden. Eine Mittelung iiber verschiedene Gittergas-Gitter eriib-
rigt sich hier, weil der Grenziibergang 7., — 0 bereits alle Gitter-Strukturen aufgelost
hat.

4.6 Zusammenfassung der Theorie

In Abschnitt 4.1 konnte ein komplexes biologisches System auf ein Gittergasmodell mit
der iibersichtlichen Hamiltonfunktion (4.7) reduziert werden. Der grofie Vorteil des Git-
tergasmodells war die Verwendung einer diskreten Besetzungszahlvariablen n;, die nur
die zwei Werte 0 und 1 annahm. Dadurch konnte einerseits das lonenvolumen auf natiirli-
che Weise beriicksichtigt werden und andererseits war eine geschickte Aufteilung in Teil-
systeme nach (4.81) moglich. Die so aufgestellte Hamiltonfunktion war Ausgangspunkt
fiir verschiedene Berechnungsmethoden der Erwartungswerte fiir die Teilchendichten der
Gegenionen.

Die Naherung A des Abschnittes 4.2 machte noch keinen Gebrauch von der Aufteilbarkeit
in Teilsysteme. Sie beschrieb eine einfache Sattelpunktniherung der Grofkanonischen Zu-
standssumme, die auf eine hochgradig nichtlineare partielle Differentialgleichung fiihrte.
Diese Differentialgleichung konnte nur in sehr speziellen Fillen analytisch gelost werden,
aber diese Losungen werden spéter sehr wichtig sein, u. a. um die numerischen Methoden
des Kapitels 5 zu verifizieren. Die Ndherung A konnte das Ionenvolumen und das exter-
ne Potential problemlos beriicksichtigen, ihre Qualitdt sank mit hoheren Temperaturen
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jedoch zusehends, vgl. (4.51).

Fiir biologische Systeme bei Temperaturen 1" =~ 300 K war die Ndherung A typischerwei-
se nur in wenigen Grenzfillen akzeptabel gut. Zu diesen gehorten insbesondere solche,
bei denen das Ionenvolumen in der Modellbildung als vernachlissigbar klein angenom-
men werden durfte (4.55). Bisherige Arbeiten auf diesem Forschungsgebiet formulieren
daher gerne, die Beriicksichtigung des Ionenvolumens sei gegenwértig das primére Pro-
blem, obwohl es eher in der Giite der Sattelpunktnéherung fiir hohere Temperaturen zu
suchen ist.

An diesem Punkt griff die Ndherung B des Abschnittes 4.3 an, indem sie zusétzlich die
Aufteilbarkeit der Zustandssumme (4.81) in Teilsummen beriicksichtigte. Dadurch wur-
den auch hohere Temperaturen préziser zugéanglich. Die Genauigkeit der Methode konnte
zusétzlich durch ihre Verallgemeinerungen (s. unten) gesteigert werden. Damit war es
erstmals gelungen, denjenigen Bereich theoretisch zu modellieren, in dem elektrische und
thermische Wechselwirkungen der Gegenionen etwa gleich grof§ sind. In diesem Bereich
durfte auch das Volumen der Tonen nicht vernachléssigt werden. Insgesamt konnte der
Einsatzbereich der Gittergasmodelle mit der Naherung B und ihrer Verallgemeinerun-
gen im Hinblick auf biologische Fragestellungen erheblich erweitert werden. Die Néhe-
rung B (4.92) stellt damit die wichtigste theoretische Neuerung dieser Dissertation dar.
Die weitere Unterteilung in immer mehr Teilsysteme fithrte in Abschnitt 4.4 zu drei
verschiedenen Verallgemeinerungen der Ndherung B auf beliebig hohe Korrelationsfunk-
tionen. Jede der Verallgemeinerungen hatte unterschiedliche Vorteile (Tabelle 4.4): von
einer rechnerisch unaufwendigen und schnellen Abschétzung von Korrelationen (4.134)
bis hin zu der Moglichkeit, mit Hilfe der hoheren Korrelationsfunktionen auch die mitt-
leren Besetzungszahlen (n;) in einer grofieren Genauigkeit auszurechnen (4.135), als es
die Ndherung B vermochte.

Dadurch wurde auch eine Moglichkeit geschaffen, effektive Kréfte zwischen geladenen
Biopolymeren in ionischer Losung (vgl. Abbildung 2.2) analog zu (4.48) mit grofler
Genauigkeit zu berechnen. Damit haben sich beide wesentlichen Motivationen fiir die
Theorie dieser Arbeit als gerechtfertigt erwiesen, vgl. auch Kapitel 2.

Eine Mittelung iiber verschiedene Gittergas-Gitter konnte den Einflufl der Orientierung
bzw. Lage dieser Gitter eliminieren und fiihrte, sofern vorhanden, damit in den Glei-
chungen (4.137) bis (4.142) zur Wiederherstellung der urspriinglichen physikalischen Sy-
stemsymmetrien.

Die globalen Randbedingungen (4.23) bzw. (4.4) an die Differentialgleichungen des
Typs (4.26) bzw. (4.137) sind ebenfalls eine Neuerung. Sie werden im Zusammenhang
mit ihrer numerischen Implementation und der Diskussion von deren Ergebnissen in den
folgenden Kapiteln besprochen.
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Dieses Kapitel stellt das numerische Verfahren zur Losung der Modellgleichungen der
N#herungen A und B vor, das in dieser Arbeit verwendet wird. Dieses ist einfach und
robust und beriicksichtigt die Randbedingungen (4.4) effektiv.

Das Ziel ist jedoch nicht nur eine Losung der Differentialgleichungen (4.137) des gewiihl-
ten Beispielsystems ,DNA mit volumindsen Gegenionen® (siehe auch Abschnitt 4.1.4). Es
steht vielmehr die Demonstration eines allgemeingiiltigen Verfahrens im Vordergrund,
das auch auf wesentlich kompliziertere Systeme, wie sie Kapitel 2 erwahnt, praktisch
angewendet werden kann. Diese Ubertragbarkeit ist wichtig, weil solche Systeme fiir
First-Principle Computer-Simulationen bei weitem zu aufwendig sind.

Der Algorithmus beriicksichtigt keine speziellen Symmetrien des Beispielsystems. Viel-
mehr werden diese zur Qualitéitskontrolle der Ergebnisse benutzt.

5.1 Numerische Lésung der partiellen Differentialgleichungen
in 3 Dimensionen

Abschnitt 5.1.1 beschreibt das gew#hlte numerische Verfahren auf der Grundlage eines
Standardverfahrens aus [58] zur Losung der Differentialgleichungen (4.137). Die Geo-
metrie des Beispielsystems dieser Arbeit wird in Abschnitt 5.1.2 besprochen. Ferner
wird dort die besondere Implementierung der Randbedingungen der globalen elektri-
schen Neutralitit (4.4) ausfiihrlich diskutiert.

5.1.1 Der Lésungsalgorithmus

Als Losungsalgorithmus wurde das bekannte Standardverfahren ,Successive Overrela-
xation (SOR)“ [37], [58, Kap. 19.5]! gewihlt. Es bildet die Gleichung (4.137) auf ein
Differenzenschema ab, dessen numerische Losung einfach zu programmieren und zu veri-
fizieren ist. Das Verfahren ist allgemeingiiltig, weil es keinen Gebrauch von Systemsym-
metrien macht (anders als z. B. [20]).

Die Differentialgleichung (4.137) wird zunéchst mit einer kiinstlichen Dynamik (Zeitva-
riable ¢) versehen?, die fiir ¢ — oo in einen zeitunabhingigen Gleichgewichtszustand
relaxiert. Dieser Gleichgewichtszustand ist dann die Losung der urspriinglichen Differen-
tialgleichung. Er wird durch wiederholte Iteration der Zeitvariablen ¢, bis die erreichte

'SOR. wird hier in zwei Raumdimensionen besprochen; eine Erweiterung auf drei Dimensionen ist
problemlos méglich.

2Das Verfahren ist u. a. fiir elliptische Differentialgleichungen wie (4.137) geeignet, die dadurch auf eine
Diffusionsgleichung zuriickgefiihrt werden.
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Genauigkeit ein geeignetes Abbruchkriterium erfiillt (5.11), gefunden.

Sei Q(¢SP (7, t)) der von ¢S (7, t) abhiingige® Quellterm (bewegliche und unbewegliche
Ladungen inklusive Vorfaktoren) in (4.137). Dann lautet die auf ein Differenzenschema
abzubildende und damit numerisch zu lésende Gleichung:

1 9 SP.k —” . -
L W = V2¢SPR(7 1) + Q8P (7 1) (5.1)

— 0 firt— o0 (vgl. GL. (4.137))

Dabei ist D eine Diffusionskonstante, deren Wert in dem hier relevanten Grenzfall
t — oo keine Rolle spielt. Da die Dynamik in (5.1) kiinstlich erzwungen ist, kann und
braucht sie nichts iiber das wahre physikalische Relaxationsverhalten des Systems (des-
sen Weg ins thermische Gleichgewicht) auszusagen.

Der Ortsvektor 7 wird im folgenden durch die drei kartesischen Koordinaten x,y und z
beschrieben. Ferner seien Az, Ay, und Az die rdumlichen Diskretisierungs-Schrittweiten
der Gleichung (5.1) und At die zeitliche Diskretisierungs-Schrittweite. Mit ganzzahligen
Indizes 4, j, k und n an den Variblen x,y, z und ¢, so da8 x; = x¢ + iAx, y; = yo + jAy,
etc. ist, ergibt sich nun das Differenzenschema zu (5.1) [58]:

SP,k SP .k SP.k SP,k SP .k
¢i7j7k;n+1 B qbi,]}k;n _ ¢i+17j7k’§n B 2¢i7j7k§n + ¢i—17]}7€§n

1
D At ( Ax)Q

SP,k SP,k SP,x
Pigtibm ~ 2Pk T Piil1m
2
(Ay)
SP,k SP.k SP,k

(22)°

+

+

+ Q () (5.2)

Durch die Wahl der Differenzenbildung des zeitabhéngigen Terms spricht man hier von
einem zeitlich vorwértsgerichteten, expliziten Schema, engl. ,FTCS (forward time cen-
tered space)*.

Es sei ferner

Az = Ay = Az ¥ A,
A2
D-At = ?0 (maximaler Zeitschritt [58]) (5.3)

3Diese Abhingigkeit enthilt die Beschreibung des Verfahrens in [58, 37] nicht. Sie ist jedoch fiir die
durchgefiihrten Berechnungen unproblematisch gewesen.

94 J. Mertins, Dissertation 2006



5.1. Numerische Losung der P-DGLs in 3 Dimensionen

Dabei wurde der grofftmogliche Zeitschritt fiir ein stabiles Verfahren nach einer ,von
Neumann Stabilitdtsanalyse” [58] gewéhlt.
Ein Einsetzen von (5.3) in (5.2) und ein anschlieBendes Auflgsen nach qbzsf’,fn 4 ergibt:

SP,I{ o 1 SP,I{ SP,I{ SP,K: SP’/{
Gijhint1 = g <¢i+1’j’k?" t Otk T Pijiien T Pigiiim
SP,r SP,k 2 K ( 1SP.k
T Pijhaim T Pijr1m T D0 @ (¢i,j,k;n)> (5.4)

Man beachte, dafl diese Gleichung fiir das Potential qb??,:”n 41 nicht am Rand des Si-

mulationsgebietes® gilt, weil bei dessen Berechnung Werte von Nachbarpunkten in allen
Richtungen einfliefen. Auf die Rdnder wird spéter in Abschnitt 5.1.2 ausfiihrlich einge-
gangen, ebenso wie auf die Beriicksichtigung der globalen elektrischen Neutralitit. Fiir
letzteres ist wichtig, daf die Grofle gi)lsslfn in (5.4) nur noch iiber den Term Q" (qblsslfn)
enthalten ist.

Gleichung (5.4) ist das Iterationsschema fiir die sogenannte Jacobi-Methode. Es ist aus
mehreren Griinden nur von theoretischem Interesse, vor allem wegen seiner sehr langsa-
men Konvergenz [58, 37]. Der hier wichtigste Punkt kann direkt aus (5.4) entnommen
werden: Die Ergebnisse des (n + 1)-sten Iterationsschrittes sind ausschliefllich von Wer-
ten der n-ten Iteration abhingig. Das lafit weitere bereits vorhandene Informationen
jedoch ungenutzt, denn wenn im (n + 1)-sten Iterationsschritt die Zellen des Simulati-
onsgitters systematisch durchlaufen werden, tragt die sogenannte Gauf3-Seidel Methode
zu einer Verbesserung des Schemas (5.4) bei:

* SP,H o 1 SP,N SP,I{ SP,H SP’H
e 6 <¢i+1vjvk;n t Otk T Pijiikn T @ikt
SP,k SP,k 2 SP,x
+ Pikrin Pkt T B0 Q”(%J’,k;n)) (5.5)

Dabei wird vorausgesetzt, daf fiir die Berechnung von *¢zsf,fn 4 die gleiche Grofe fiir

kleinere Indizes 1, j, k bereits zuvor berechnet worden ist und somit bekannt ist.

Die Differenz zwischen (5.5) und (5.4) kann genutzt werden, um abzuschétzen, wie weit
das Jacobi-Schema (5.4) noch von seiner stationdren Losung fiir ¢ — oo entfernt ist.
Dazu wird ein Parameter w eingefithrt und ein gewichteter Mittelwert zwischen den
Groflen (5.4) und (5.5) gebildet. Das fithrt auf den SOR-Algorithmus (Successive over-
relaxation):

4Dessen Rand ist nicht identisch mit dem Rand des Gebietes G der Gegenionen.
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Iterationsschritt des SOR-Algorithmus

SOR ,SP,x _ SP,k SP.,k
Pijhmt1 = @ Ok T (1=w) 07500 0 (5.6)
mit
l<w<?2 (5.7)

Fiir w = 0 ergibt sich wieder die Jacobi-Methode (5.4) und fiir w = 1 die Gau$-Seidel-
Methode (5.5). Fiir 1 < w < 2 spricht man von einer Uberrelaxation, die die Differenz
zwischen ¢ (5.4) und *¢ (5.5) nutzt, um die Konvergenz zu beschleunigen.

Ein Nachteil des SOR-Algorithmus besteht darin, dafl die Bestimmung des optimalen
Parameters w = w°P' schwierig ist. Er kann zudem fiir die ersten Iterationen erheblich
von seinem asymptotisch optimalen Wert fiir ¢ — oo abweichen®. Dennoch ist auch eine
ungenaue Schitzung von w°P' numerisch schneller als die Jacobi-Methode (5.4). Néheres
ist in der Literatur zu finden, z. B. in [37, 58].

Werden viele sehr &hnliche Differentialgleichungen gelost, wie es in dieser Arbeit in der
Néherung B oder ihren Verallgemeinerungen nétig ist (vgl. Gl. (4.137)), kann es sich
lohnen, den optimalen Wert fiir w empirisch fiir eine der Gleichungen zu bestimmen und
weiterzuverwenden. Es ist generell besser, w zu grofl zu wihlen, anstatt zu klein [37]. Eine
Abschitzung von w°P! ist mit Hilfe des Spektralradius® Rj.. der Jacobi-Methode (5.4)
moglich.

Der Spektralradius Rj,c hédngt u. a. von den Randbedingungen auf dem Rand des Simu-
lationsgitters ab, geht jedoch fiir eine in alle Richtungen grofie Anzahl an Punkten des
Simulationsgitters stets von unten gegen eins. Fiir die Randbedingungen dieser Arbeit
(vgl. Abschnitt 5.1.2) ist Rj,c. unbekannt. Er wurde durch den entsprechenden Spek-
tralradius fiir homogene Dirichlet- bzw. Neumann-Randbedingungen ersetzt. Das ist
gerechtfertigt, weil einerseits die numerisch geldsten Systeme mit einer Simulationsgit-
tergrofie von 27 x 27 x 53 fiir das gewihlte Verfahren vergleichsweise grof3 sind (im Sinne
von Rjac — 1) und andererseits eine grobe Abschiitzung von w°P! hier ausreichend ist.
Es ist [58]:

1
Rjae = = - (cos .7r + cos ,W + cos (5.8)

g Tmax Jmax Emax >

Daraus ergibt sich [58, 37]:

5In dieser Arbeit waren typischerweise einige Tausend Iterationsschritte notwendig, um das Abbruch-
kriterium (5.11) zu erreichen. Vgl. auch die spezielle Art der Beriicksichtigung der Randbedingungen
in Abschnitt 5.1.2, die die Anzahl der notwendigen Iterationsschritte ebenfalls beeinfluft.

5Die Jacobi-Methode kann in Matrix-Schreibweise Ap, = ¢n1 ausgedriickt werden. Seien ¢ die Ei-
genwerte der (imax + Jmax + Kmax) X (fmax + Jmax + Kmax)-Matrix A, so ist Rjac = max; |-
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2
WP = (5.9)

1+ 4/1-R3,.

Vom numerischen Standpunkt betrachtet sind zwei weitere Eigenschaften des Algorith-

mus interessant:

Die sogenannte Fehlerordnung des Verfahrens ist im Sinne einer moglichst genauen Lo6-
sung der Differentialgleichung (4.137) von Bedeutung und in diesem Falle quadratisch
in Ay. Physikalisch ist sie jedoch nur dann wichtig, wenn die Gitterkonstante des Si-
mulationsgitters A sehr viel grofler als das maximale raumliche Auflésungsvermogen
der Theorie von 2rio, (vgl. Gleichung (4.1)) ist. Dieser Fall liegt hier nicht vor, denn
in dieser Arbeit gilt stets Ag ~ 2rion. Bei den grofleren betrachteten Gegenionen mit
Tion = 0,2nm, ..., 0,3 nm gilt sogar 2rie, > Ag = 0,385 nm (vgl. Abschnitt 5.1.2), so dafl
ein engmaschigeres Simulationsgitter physikalisch nur bedingt sinnvoll wiire”.

Es gibt weitere einfache Moglichkeiten, den Algorithmus zu beschleunigen [58, 37], von
denen hier nur die schachbrettartige Aufteilung des kartesischen Simulationsgitters in
zwei Untergitter genannt sei. Dabei ist die Summe der ganzzahligen Indizes der Git-
terpunkte in einem der Untergitter ungerade, in dem anderen gerade. Die Iterationen
werden nacheinander auf den beiden Untergittern ausgefiihrt. Dadurch kann die Gauf3-
Seidel-Methode (5.5) weiter verbessert werden. Insbesondere ist sie jetzt, anders als (5.5),
nicht mehr von der Reihenfolge abhéngig, in der die Indizes durchlaufen werden.

Die abwechselnde Iteration zweier verschiedener Untergitter wird bei der Implementati-
on der Randbedingungen in Abschnitt 5.1.2 beriicksichtigt.

Fiir die Bestimmung derjenigen Zellen des Simulationsgitters, die bewegliche Ladungen
enthalten, gilt ein zu Gleichung (4.12) analoges Kriterium.

Zu dem Differenzenschema (5.2) sind noch einige Anmerkungen beachtenswert:

1. Die Bedingung globaler elektrischer Neutralitdt lautet

> Qy=0 (5.10)

.5,k

(Die Grofle Q" beinhaltet aulerhalb des den Tonen zugéinglichen Gebietes G auch
alle unbeweglichen Ladungen.) Diese Bedingung (5.10) ist in dem Differenzensche-
ma (5.2) noch nicht enthalten und wird in Abschnitt 5.1.2 hinzugefiigt.

Deshalb konvergiert (5.2) ohne weitere Ergéinzungen im allgemeinen nicht gegen

die gesuchte Losung {¢ZS P v} 1B

"Zur Minimierung einer méglichen Symmetriebrechnung des physikalischen Problems (4.137) durch
das Simulationsgitter kénnen engmaschigere Simulationsgitter in Betracht gezogen werden. Die Ein-
schriankung (4.1) bleibt jedoch auch hier bestehen. Eine andere Vorgehensweise zur Minimierung
symmetriebrechender Effekte enthélt Abschnitt 5.2.

8Ein empirisches Ergebnis der durchgefiihrten Berechnungen ist, daf die Iteration von (5.2) die gesamte
Ladungsmenge im System in der Regel stark erhoht.
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2. Fiir einen gegebenen Potentialverlauf ¢”(7) kann schnell und unaufwendig iiber-

priift werden, ob er die gesuchte numerische Losung des Differenzenschemas (5.2)
fiir ¢t — oo ist. Das ist der Fall, wenn die rechte Seite der Gleichung (5.2) fiir alle
Orte {1, 7, k} gleich Null ist und gleichzeitig (5.10) gilt.
Abweichungen hiervon kénnen (bis auf ortsunabhéngige Vorfaktoren) als zusétzli-
che, unerwiinschte Ladungen Aq;fj’k im System interpretiert werden. Deren Orte
und Gréflen sind bekannt, so dafl ein Urteil dariiber moglich ist, ob sie storend
fiir die Losung des urspriinglichen Problems sind. Ihre Gesamtgrofie kann als Ab-
bruchkriterium der Iteration gelten. In dieser Arbeit wurde

D A < 107% (5.11)
i’j7k

verwendet. (e: elektrische Elementarladung.)

Es ist moglich, die Werte einer auf einem groben Simulationsgitter gewonnenen
Losung zu interpolieren und auf einem feineren Gitter einer Qualitétskontrolle zu
unterziehen (ohne Iterationen auf dem feineren Gitter), die aufgrund der Inter-
pretation von Aqf:j,k nicht nur mathematisch, sondern auch physikalisch beurteilt
werden kann.

3. Man beachte, da8 das Addieren einer negativen [positiven] Konstante C zu ei-
nem beliebigen Potentialverlauf ¢"(7) in der Gleichung (5.2) (bzw. entsprechend
in (4.137)) lediglich den Quellterm Q" beeinfluit und diesen lokal stets vergrofert
[verkleinert] (vgl. (4.137)). Fiir einen gegebenen Potentialverlauf ¢*(7) legt C die
Gesamtladung Q" = ege; - Z”k Q?,j,k eineindeutig fest:

C < O fiir gegebenes ¢ (1) (5.12)

5.1.2 Geometrische Aspekte und Randbedingungen

Es wird zunéchst die Geometrie der Simulationsbox besprochen, anschliefend die Be-
handlug der Rénder in dem Differenzenschema (5.2), und schliefllich die Realisierung der
Nebenbedingung globaler elektrischer Neutralitét.

Geometrie der Simulationsbox

Das Simulationsgitter ist ein kartesisches Gitter und bildet mit seinen Abmessungen in
x,y und z-Richtung von 27 x 27 x 53 Zellen einen Quader. Aus (5.8) und (5.9) ergibt
sich daraus Rj,. = 0,995 und w°P® = 1,82. Die in jede Richtung ungerade Zellen-
anzahl garantiert, dafl eine Zelle im Mittelpunkt (zukiinftig Index m) dieses Quaders
liegt. Der Abstand zweier Zellen betrdgt Ag = 0,385 nm, so dafi der Quader insgesamt
26A¢ x 26A¢ x 52A¢p=10nm x 10nm x 20 nm groB ist?. Die DNA liegt zentriert in die-
sem Quader. Thre Léngsachse ist in z-Richtung ausgerichtet. Alle in Kapitel 6 vorgestell-
ten Ergebnisse wurden aus Daten gewonnen, die aus der xz-y-Ebene bei z = z,, stammen

9Die gleiche duBere Geometrie gilt auch fiir die spiter besprochenen, gréfieren Ag, vgl. auch Abbil-
dung 5.5.
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(Mittelebene senkrecht zur DNA). Eine Veranschaulichung der Geometrie bietet die Ab-
bildung 4.4 (rechts) auf Seite 37.

Die DNA ist 16 nm lang und reicht damit nicht ganz an die Grenzen der Simulationsbox
in z-Richtung heran. Dies dient der Minimierung von Fehlern, die durch den Rand der
Simulationsbox entstehen. Periodische Randbedingungen in z werden nicht benutzt, weil
das in der Ndaherung B zu einer periodischen Fortsetzung des unbeweglichen Gegenions
fithren wiirde. Das DNA-Ende reicht nicht bis an den Rand der Simulationsbox heran,
weil dort wegen (5.15) die Ableitungen des Potentials ¢ nicht zu grof§ sein sollten.

Der Durchmesser der DNA betrigt 0,5nm (siche Abschnitt 4.1.4 und [18, 19]). Sie ent-
hilt nach einem zu (4.12) analogen Kriterium im Querschnitt jeweils 5 Zellen des Si-
mulationsgitters. Die Ladung der DNA wird gleichméfig auf ihre Zellen verteilt. Das
den Gegenionen zugéngliche Gebiet G erstreckt sich in z-Richtung bis an das En-
de der DNA. In z- und y-Richtung erstreckt es sich bis zum Auflenrand von G bei
V(@ = 2m)? + (y — ym)? < 5nm, womit die jeweils duBerste Zelle der Simulationsbox in
keiner Richtung bewegliche Ladung enthélt.

Die Randeffekte durch die endliche Ausdehnung der DNA in z-Richtung bestehen im
wesentlichen in einer dort niedrigeren Dichte der Gegenionen, weil das attraktive Po-
tential der DNA an ihren Enden schwécher ist. Damit sich dieser Umstand nicht iiber
die Nebenbedingung globaler elektrischer Neutralitit verfilschend auf die Verteilung der
Gegenionen in der Mittelebene senkrecht zur DNA auswirkt, wird die Neutralitdtsbedin-
gung nur in einem kleineren Volumenabschnitt von G entlang der DNA gefordert. Dieser
erstreckt sich von 1/6 bis 5/6 ihrer Léinge'® (rote bzw. graue Kreislinien in Abb. 4.4) und
entspricht 10,6 nm.

Dieser Volumenabschnitt in z-Richtung wird auch zur Berechnung der thermodynami-
schen Potentiale Q¢ nach Gleichung (4.47) bzw. (4.142) benutzt.

Innerhalb dieser Ausdehnung in z-Richtung nehmen alle relevanten Grofien, insbesonde-
re die elektrischen Potentiale ¢5T7(7) aus Gleichung (4.87), von z (nahezu) unabhiingige
Werte an, vgl. Abbildung 5.6. Damit ist sichergestellt, daf in €’ alle Auswirkungen des
unbeweglichen Gegenions enthalten sind und ebenso, dafl die Linge der DNA in der Si-
mulationsbox grofl genug ist, um fiir den Grenzfall unendlicher Ausdehnung physikalisch
aussagekriftige Ergebnisse zu erzielen.

Behandlung der Rénder im Differenzenschema (5.2)

Die Rénder der Simulationsbox, die in diesem Abschnitt beschrieben werden, sollten
nicht mit den Réndern des den Gegenionen zugénglichen Gebietes GG verwechselt wer-
den. (Die Rénder von G werden dadurch beriicksichtigt, dafl das Q" in Gleichung (5.2)
auBerhalb von G keine beweglichen Ladungen enthilt und somit unabhingig von ¢
ist.)

Die Differenzenbildung des FTCS-Schemas (5.2) erfolgt, wie der Name bereits sagt,

911 der Notation des Kapitels 4, wo eine in z-Richtung unendliche Ausdehnung der DNA angenommen
wird (Zylindersymmetrie), kommen diese Randeffekte nicht vor. Auch z. B. in Gleichung (5.10) werden
sie in der Notation der Einfachheit halber nicht speziell beriicksichtigt. Ein Grund dafiir ist, dafl die
Randeffekte mit wachsendem Simulationsvolumen schnell an Bedeutung verlieren.
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.- - - centered space, was bedeutet, dafy zur Abbildung der zweiten rdumlichen Ableitung
in (5.1) auf das Differenzenschema (5.2) jeweils Nachbarpunkte in allen Raumrichtungen
verwendet werden. Am Rand der Simulationsbox ist dieses Vorgehen unméglich. Statt-
dessen muf} die zweite Ableitung des Potentials ¢ am Rand R aus Funktionswerten auf
dem Simulationsgitter gewonnen werden, die alle im Simulationsvolumen selbst liegen.
Es geniigt nach Gleichung (5.2), das Problem in den verschiedenen Raumdimensionen
separat zu betrachten. Im folgenden wird die x-Richtung dafiir gewéhlt.

Sei pr der Wert von ¢ auf dem Rand, und ¢r11, prio ete. die ndchsten bzw. iibernéch-
sten Nachbarpunkte in der Simulationsbox bei xr + Ag, xr + 24 etc.. Unter Beriick-
sichtigung der schachbrettartigen Unterteilung in zwei Untergitter (vgl. Abschnitt 5.1.1)
muB die zweite Ableitung des Potentials am Rand d?¢r /dz? als Funktion von ¢r, ¢r11
und ¢r13 auf das Simulationsgitter abgebildet werden. Eine Veranschaulichung stellt
die Abbildung 5.1 dar.

Iteration im Inneren und am Rand des Simulationsgitters

O (x) \ q)(x)A

Rand R
x-Agx x+A tz\/
f B R,
] ] ] ] »
] O\ X O\ | X

Abwechselnde Aktualisierung

der zwei Untergitter ‘ offene Rander‘

Abbildung 5.1: Im Inneren des Simulationsgitters wird die 2. Ableitung d?¢/dx? auf
dem Differenzenschema (5.2) durch die Funktionswerte ¢(z — Ag), ¢(z) und ¢(z + Ao)
geschiitzt (linkes Teilbild).

Am Rand (rechtes Teilbild) werden hierzu stattdessen ¢(R), ¢(R+Ag) und ¢(R+3Aq)
verwendet. Der Punkt bei (R424) liegt auf demselben schachbrettartigen Untergitter
wie der bei R und wird nicht benutzt, siche auch Text. d®¢/dx? sollte in Randnihe
nahezu konstant sein, vgl. (5.15).

Es ist

déri12 dre1 — R 2
= A
dx A, OB

d _
2 PR+2 _ PR+3 — PR+1 + o)

und d 27,

(5.13)

Daraus ergibt sich
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2 dpr+2  dPr+1/2
R15/4 dz de | O(A2) (5.14)

de® (3/2) - Ag
Der Randwert wird jetzt durch (5.13) genéhert:

d2 d2 d3
¢;z _ </57z42r5/4 n (9<A0-¢RJ§5/4>
dx dx da
. — . d3
_ (2/3) dr—brn+(1f3) - bris (5 COResn (5.15)
A2 da®

Dazu sind zwei Bemerkungen notwendig: Erstens ist ein Gleichsetzen von d?¢r /dz?
und d?¢r1/dx? zwar eine prinzipiell geringfiigig bessere Abschitzung von d?¢r /dz?
als (5.15). Erstere ist jedoch nicht mdoglich, wenn die zwei verschiedenen schachbrett-
artigen Untergitter verwendet werden. Der Grund liegt darin, daf in d?¢r1/d2z? der
Funktionswert von ¢ 1o einfliefit, der auf dem gleichen Untergitter wie ¢ liegt. Zweitens
werden in der Nihe des Randes bei R keine groflen dritten Ableitungen d3¢R+5/4 /dx3
erwartet, was die Niherung d?¢r /dz? ~ d*¢x +5/a/ dx? rechtfertigt.

Durch die Verwendung zweier verschiedener Untergitter ist es nicht notwendig, bei jedem
Iterationsschritt die Rénder zuerst zu behandeln.

Analog zu Gleichung (5.4) ergibt sich mit (5.15) am Rand R:

1

2 1 Terme der
PR = PR T r <3¢72,n — PRy T §¢72+3,n + . Richtung ) (5.16)

Der Term Q’fz ist per Konstruktion gleich Null.

Periodische Randbedingungen in z-Richtung wurden nicht benutzt, weil sie in der Néhe-
rung B (oder ihren Verallgemeinerungen (4.137)) ebenfalls eine periodische Fortsetzung
der unbeweglichen Gegenionen implizieren und somit auch das thermische Potential )’
beeinflussen konnen (sogar in Abhéngigkeit von der Linge der Periodizitét). Zur Mini-
mierung dieser Beeinflussung kann zwar eine rdumlich lange Periodizitét benutzt werden,
aber in diesem Falle ist der numerische Vorteil gegeniiber den Systemabmessungen und
Randbedingungen dieser Arbeit nicht gegeben.

Realisierung der Nebenbedingung globaler elektrischer Neutralitéit

Die Realisierung der Nebenbedingung globaler elektrischer Neutralitdat beruht auf der
Beobachtung (5.12). Sie besagt, daf fiir einen gegebenen Potentialverlauf der n-ten Ite-
ration, ¢/ (), immer eine eineindeutige additive Konstante C,, gefunden werden kann, so
daBl ¢ (7) — ¢&(7) + C,, ein global neutrales System ist. Dieses System befindet sich
nicht notwendigerweise im thermischen Gleichgewicht, auch dann nicht, falls ¢/ (7) ein
Gleichgewichtszustand ist. Dieses Gleichgewicht kann jedoch durch weitere Iterations-
schritte des Schemas (5.2) (und am Rand (5.15)) wieder angenéhert werden. Das fiihrt
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in der Regel jedoch zu einer Verdinderung (meist einer Erh6hung) der gesamten Ladungs-
menge im System.

Insgesamt resultiert eine abwechselnd durchzufithrende Iteration des Differenzenschemas
n — (n+ 1) und eine anschliefende Bestimmung der additiven Konstanten C,,41 zur
Wahrung der globalen elektrischen Neutralitét:

Iterationsvorschrift

unter Beriicksichtigung globaler elektrischer Neutralitit

(2 (512 52) . .
o5 O g™ O g (7) + Corn B2 o 0(7)

...bis GL. (5.2) mit der Genauigkeit (5.11) erfiillt ist.

(5.12) (5.17)

(Die Rénder des Differenzenschemas (5.2) werden nach Gl. (5.15) beriicksichtigt.)

Die Bedingungen der Konvergenz des Schemas (5.17) sind anhand verschiedener
Parameter A\, 7ion und Ag des Beispielsystems ,DNA mit volumintsen Gegenionen®
empirisch untersucht worden.

Fiir konstante Anfangspotentiale ¢f(7") = Cp iiben verschiedene Werte von Cy kei-
ne prinzipiellen Einflilsse auf das Konvergenzverhalten von (5.17) aus. Es reicht
zudem, die Konstante C, jeweils nach jedem 100. Iterationsschritt neu zu bestim-
men'!. Die Iteration des Differenzenschemas (5.2) wird in den Berechnungen dieser
Arbeit abgebrochen, falls der Fehler »_, ., |Aqf; | (vgl. 5.11) innerhalb eines Zyklus
G (7) — @ L 100(7) + Cro0 um weniger als 5% abnimmt. Unter diesen Bedingungen wird
das Abbruchkriterium (5.11) fiir die Parameter dieser Arbeit (rjo, = 0,06 nm, ..., 0,3nm
und A = —0,2¢/0,1nm,...,—1,8¢/0,1nm) fir Ag > 0,385nm in den Ndherungen A
und B immer erreicht. Der Datensatz fiir Ag = 0,385 nm ist nach den Untersuchungen
des Abschnitts 5.3 zuverlissig und liegt der Auswertung in Kapitel 6 zugrunde.

Die Struktur des numerischen Algorithmus wird auch im Anhang auf den Seiten 172
und 173 néher erlautert.

Kleinere A (untersucht bis Ag > 0,15nm) bereiten in der Ndherung A keine Schwie-
rigkeiten und fithren zu fast identischem I, (z). Jedoch erreicht hier die Néherung B nur
bei einigen Parametern das Abbruchkriterium (5.11). Als primérer Grund hierfir wird
vermutet, daf die als punktformig in der Mitte des unbeweglichen Gegenions modellierte
Ionenladung in ihrer unmittelbaren Nihe auf engmaschigen Simulationsgittern zu grofien
Gradienten (¢}, o, — ¢%)/Ao fiihrt. Einzelne Rechnungen mit zweiwertigen Gegenionen
bestétigen diesen Trend.

Es handelt sich hierbei offensichtlich um ein sehr spezielles Problem, das mit leichten
Anderungen am Algorithmus behoben werden kann und nicht prinzipiell das Vorge-

"Ein empirischer Wert, zur Beschleunigung der numerischen Rechnungen.
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hen (5.17) in Frage stellt'2. Ein Ausweg besteht darin, durch das Iterationsschema (5.2)
nicht das elektrische Gesamtpotential zu berechnen, sondern lediglich die Differenz
zwischen dem Gesamtpotential und dem Potential aller unbeweglichen Ladungen.

Die Rénder des den Gegenionen zugéinglichen Gebietes G werden durch das Iterations-
schema (5.17) in keiner Weise als spezielle Punkte des Simulationsvolumens behandelt.
Lediglich die Funktion Q" ist auflerhalb des Auflenrandes von G bei 74 immer gleich
Null. Die in Gleichung (4.4) geforderten Bedingungen sind deshalb erfiillt.

5.2 Berechnung der Dichteprofile

In der Naherung A liegt zur Berechnung der Dichteprofile der Gegenionen der Da-
tensatz des elektrischen Potentials {¢;;} auf dem Differenzenschema (5.2) zu der
Differentialgleichung (4.137, ohne unbewegliche Gegenionen) vor. Bedingt durch die
vergleichsweise grofle Gitterkonstante Ay = 0,385 nm des kartesischen Differenzensche-
mas (5.2) zeigt {¢; i} eine nicht vernachlissigbare Verletzung der Zylindersymmetrie
des zugrundeliegenden physikalischen Problems. Der Datensatz {¢; ;x} mufl daher in
geeigneter Weise iiber verschiedene rdaumliche Orientierungen des Simulationsgitters ge-
mittelt werden. Aufgrund der Zylindersymmetrie des zugrundeliegenden physikalischen
Problems entspricht dies einer Mittelung in verschiedenen radialen Richtungen fiir eine
einzige Orientierung des Simulationsgitters, siehe auch Abbildung 5.2. Die notwendigen
Informationen dazu sind in dem Datensatz {¢; i} enthalten. Fiir physikalische Pro-
bleme ohne Symmetrien sind fiir verschiedene Orientierungen des Differenzenschemas
verschiedene numerische Berechnungen nétig.

Fiir eine Mittelung werden in dieser Arbeit die beiden Hauptrichtungen des Differen-
zenschemas senkrecht zur Mittelachse des Zylinders gewihlt: die z-Richtung (die hier
als ,,Langsorientierung“ bezeichnet werden soll), und die Winkelhalbierende zwischen -
und y-Richtung (,Diagonalorientierung“). Die beiden Richtungen werden bei der weiter
unten beschriebenen Mittelung mit gleichem Gewicht behandelt. Es ist nicht notwendig,
mehr als diese zwei Orientierungen des Simulationsgitters zu beriicksichtigen, vgl.
Abbildung 5.5.

Eine Mittelung ist nur {iber verschiedene numerische Werte sinnvoll, die der gleichen
physikalischen Situation entsprechen, also in jeweils gleichem Abstand zur Zylinderachse
bzw. zum Biopolymer liegen. Daher miissen die Daten der Langs- und der Diago-
nalorientierung in {¢; ;} zunichst interpoliert, bzw. zu den Réndern bei r; und ry
extrapoliert werden. Fiir eine solche Inter- bzw. Extrapolation sind die Potentiale besser
geeignet als die Gegenionendichten, weil ihr Verlauf glatter ist. Das gilt insbesondere
fiir eine halblogarithmische Auftragung ¢(x o Inr). Zusétzlich sind ihre Ableitungen an
den Réndern bei r; und 74 bekannt (siehe Gleichungen (4.63) und (4.64)) und werden
bei den Extrapolationen zu den Réndern ebenfalls beriicksichtigt.

2Die Funktion Q%(¢" (7)) ist aufgrund ihrer Monotonie in ¢, ihrer Stetigkeit und Beschriinktheit
unproblematisch.
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Orientierungen des Simulationsgitters

N

tand
)A‘\bf;n r

(I ><< AN
® Diagonalorientierung "

® Laengsorientierung

Abbildung 5.2: Effekte der speziellen Wahl bzw. Orientierung des Simulationsgitters
konnen reduziert werden, wenn iiber verschiedene Simulationsgitter in geeigneter Weise
gemittelt wird. Das ist fiir jede physikalische Situation méoglich.

Im speziellen Falle der physikalischen Zylindersymmetrie der DNA ist eine Auswertung
verschiedener gegeneinander verdrehter Simulationsgitter gleichbedeutend mit der Aus-
wertung verschiedener Richtungen eines einzigen Simulationsgitters.

Abbildung 5.3 veranschaulicht die Inter- bzw. Extrapolationen, die fiir die Potentiale ¢
(Ndherung A) und analog dazu 2 (Ndherung B) durchgefithrt worden sind. Auf die
Auswertung fiir 2 wird weiter unten auf Seite 105 ndher eingegangen.

Zur Inter- bzw. Extrapolation werden abschnittsweise Parabeln 4. Grades benutzt, die
die Monotonie und Stetigkeit von ¢ und d¢/dz beriicksichtigen. Eigenschaften hoherer
Ableitungen, die aus Eigenschaften der Dichten (monotone Abnahme) bestimmt werden
konnen, werden lediglich bei der Extrapolation zum Innenrand beriicksichtigt, wo der
Wert von ¢ selbst unbekannt ist und geschitzt werden muf; ansonsten werden sie
vernachléssigt. Rechtfertigen 148t sich dies mit ihrem geringen Einflul auf die resultie-
renden Dichteprofile, insbesondere auf die Funktion I,(x), siehe (4.72) und (4.73).
Durch die Inter- bzw. Extrapolation liegen nun die radialen Potentialverldufe ¢ (rs)
(Léngsorientierung) und ¢p(rs) (Diagonalorientierung) fiir jeweils gleiche Abstédnde r
zur Achse des Biopolymers vor.

Die Unterschiede zwischen den verschiedenen Simulationsgitterorientierungen beschran-
ken sich im wesentlichen auf jeweils die der DNA am n#chsten gelegene Zelle des
Simulationsgitters, und ihre rdumliche Ausdehnung ist fiir typische 7, und grofere
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IA| von der GréBlenordnung rion, vegl. Abbildung 5.3. Die Ursache dieser Unterschiede
sind nicht Ungenauigkeiten in der Losung des Differenzenschemas (5.2). Sie liegen
vielmehr in der Brechung der Zylindersymmetrie durch das Simulationsgitter einerseits
und der im Vergleich zum DNA-Radius nicht vernachldssighbaren Gitterkonstanten
Ag des Simulationsgitters andererseits. Die Unterschiede zwischen der Langs- und der
Diagonalorientierung sind in der Niherung B (4.92) kleiner, weil die Summe bzw. das
Integral iiber alle Wechselwirkungen (4.47) bzw. (4.142) zur Berechnung von 2 bereits
einen Teil der Symmetriebrechung durch das Simulationsgitter kompensieren kann.
Eine Mittelung iiber die Potentiale, ¢ = (¢r + ¢p)/2, beriicksichtigt aufgrund des
nicht-linearen Zusammenhangs zwischen ¢ und p (vgl. (4.141)) nicht die Nebenbe-
dingung globaler elektrischer Ladungsneutralitit, weshalb stattdessen eine Mittelung
iiber die Dichten, p = (pr + pp)/2, ausgefithrt wird. Anschlieend ist mit (4.141)
wieder ein Riickschlul auf das Potential moglich. Die so erhaltenen gemittelten Dichten
erfiillen die Bedingung globaler elektrischer Neutralitéit sehr gut, abgesehen von kleinen
Fehlern, die fiir eine graphische Darstellung von I,(r) bzw. I,(x) keiner Korrektur
bediirfen. Abschlieend erfolgt ein Aufintegrieren der Dichten zu der Funktion I,(r)
(vgl. Gleichung (4.72)) mit I,(rs) = [A|71 -, re<rs 277tp(1¢). Eine halblogarithmische
Darstellung dieser Funktion fithrt schliefllich auf I,(z).

Das gleiche Ergebnis erhdlt man, wenn aus p; und pp unter Annahme einer Zy-
lindersymmetrie zundchst I, r(z) und I, p(xz) bestimmt werden und anschliefend
I,(x) = (Iy(z)+14,p(x))/2 benutzt wird. Anstelle einer Mittelung mit der Normierung
1/|X| von I,(x) beriicksichtigt eine Mittelung iiber (Y., <. 2mripr(re))/ oy 2mrepr(re)
und (th <r 2TTLPD (re))/ Y_; 2mrepp(re) nicht die globale Ladungsneutralitét.
Abbildung 5.4 zeigt die Funktion I,(x), wie sie jeweils aus den Daten der Diagonalorien-
tierung (griin bzw. hellgrau) und der Langsorientierung (rot bzw. mittelgrau) entsteht,
und zusétzlich das Resultat der vorgenommenen Mittelung (blau bzw. dunkelgrau). Zur
besseren Vergleichbarkeit sind alle Kurven auf 1 normiert. Das jeweils obere Kurventri-
plett zeigt die Naherung A, das untere die Ndherung B. Fiir die Naherung B ist ebenfalls
eine Mittelung iiber verschiedene Orientierungen des Simulationsgitters moglich, wie
sie weiter unten auf Seite 105 beschrieben wird. Die Mittelung der Naherung A stimmt
fiir kleine Gegenionen und Ag = 0,385 nm mit dem analytisch bekannten Grenzfall
Tion = 0 sehr gut iiberein, sogar fiir grofie |A|, fiir die das Simulationsgitter zu einer
offensichtlichen Symmetriebrechung fithrt, siehe auch Abbildung 5.5. Sie beschreibt
deshalb auch im Falle groflerer Gegenionen die Physik der Systeme korrekt.

In der Niherung B werden die Q! (Differentialgleichung (4.87)) ebenfalls in einer Lings-
und einer Diagonalorientierung berechnet, indem die unbewegliche Ladung auf dem
Simulationsgitter jeweils in den Gitterzellen entlang der x-Achse einerseits und entlang
der Geraden x = y andererseits plaziert wird.

Zur Berechnung der Q! aus den jeweiligen Datensiitzen {¢i j’k} bzw. den dazugehodrigen
Ladungen {Qﬁ ;1 auf dem Simulationsgitter werden die paarweisen elektrischen Wech-
selwirkungen direkt aufsummiert'® und die lokalen Entropien nach (4.142) hinzuaddiert.

13Das Simulationsgitter ist klein genug, um auf beschleunigte Methoden wie FFT [68] zu verzichten.
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Erlduterungen zur gegeniiberliegenden Abbildung 5.3

Die sechs Diagramme zeigen die auf dem Simulationsgitter gewonnenen Daten (,,Original-
daten; groflere Kreuze ,,x“) zusammen mit den daraus durch Inter- bzw. Extrapolation
geniherten Funktionsverldufen fiir das Beispielsystem ,DNA mit volumindsen Gegen-
ionen“. Das Inter- bzw. Extrapolieren erlautert Abschnitt 5.2.

Auf der Abszisse wird jeweils der Abstand zur Mittelachse der DNA (in Einheiten von lp)
logarithmisch dargestellt. Der Rand der DNA befindet sich bei (r;/lp) = 0,71 und der
AuBlenrand des den Gegenionen zugénglichen Gebietes G bei (r4/lp) = 7,14.

Die Ordinate tragt fiir die Naherung A das elektrische Potential ¢ in Einheiten von
(kBT /q) auf (jeweils das obere Kurvenpaar), und fiir die Niherung B das thermodyna-
mische Potential Q (unteres Kurvenpaar). Die gemeinsame Darstellung unterschiedlicher
Potentiale erfolgt aufgrund ihrer analogen Bedeutung fiir die jeweiligen Néherungen
(vgl. (4.98)). Die roten (dunkelgrauen) Graphen sind Ergebnisse aus der Léngsorien-
tierung des Simulationsgitters (vgl. Abb. 5.2), die griinen (hellgrauen) Graphen sind je-
weils der Diagonalorientierung derselben Berechnung entnommen. Sie werden zunéchst
separat behandelt, wie es Abschnitt 5.2 beschreibt. Die Normierung der Potentiale der
Naherung A entspricht jeweils z;,l = 1 in (4.25), die der Ndherung B ist Q(r4) = 0.
Die verschiedenen Diagramme gelten fiir unterschiedliche Parameter 7o, und A: die
linke Spalte zeigt ein kleineres Ion (rio, = 0,12nm) fiir A = —0,2,—0,6 (DNA) und
—1,2¢/0,1 nm, die rechte ein groferes Ion (rion, = 0,24 nm) fiir dieselben Werte von A.
Eine geeignete Mittelwertbildung, wie sie Abschnitt 5.2 beschreibt, fithrt fiir die N&-
herung A zu einer sehr guten Ubereinstimmung im Grenzfall 7., — 0, sieche auch
Abbildung 5.5. Da bei der Mittelung nur systematische Fehler begangen werden, sind
die relativen Unterschiede zwischen verschiedenen Simulationsparametern rio, bzw. A
noch geringer.
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Inter- /Extrapolation der Daten aus (5.2)
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Abbildung 5.3: Erlduterungen auf der gegeniiberliegenden Seite 106.
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Erlduterungen zur gegeniiberliegenden Abbildung 5.4

Die Diagramme zeigen die zu den Potentialen aus Abbildung 5.3 gehérenden Verldufe
der Funktion I,(r) (4.72) in der aus den Abbildungen 4.7 und 4.8 bekannten halbloga-
rithmischen Auftragung. Die Farben haben die gleiche Bedeutung wie in Abbildung 5.3.
I,(r) gibt den relativen Anteil der bis zum Abstand r abgeschirmten Ladungsmenge der
DNA wieder.

Einer Analyse der diagonal- und lédngsorientierten Richtungen des Simulationsgitters
wurde in blau (dunkelste Graustufe) das Resultat der Mittelung tiber beide Gitterrich-
tungen hinzugefiigt (das obere Kurventriplett gehort jeweils zu Ndherung A, das untere
zu Néherung B). Das genaue Vorgehen dieser Mittelung wird im Text beschrieben (Ab-
schnitt 5.2). Weil I,(r) eine integrale Grofe ist, sind die Auswirkungen der nur nahe der
DNA auftretenden Unterschiede zwischen den Potentialen verschiedener Gitterorientie-
rungen auch fiir groflere r sichtbar.

Abbildung 5.5 zeigt unter anderem einen iiberzeugenden Test fiir die durchgefiihrte Mit-
telung in der Ndherung A.
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Eine Normierung der thermodynamischen Potentiale €, p nach Gleichung (4.92)
und (4.93) erfolgt fur jedes 0y p zunichst unter der Annahme einer Rotationssym-
metrie um die Zylinderachse. Das Vorgehen ist analog zu dem der N#herung A, wo
ebenfalls erst spiter iiber die resultierenden Dichten gemittelt worden ist. Die Grife b
aus Gleichung (4.91) wird jeweils vernachléssigt.

Zunichst werden die QZL p genauso wie die elektrischen Potentiale in der Néherung A
rdumlich inter- bzw. extrapoliert, wobei am Innenrand r; die gleiche Steigung wie fiir
die elektrischen Potentiale in der N#éherung A benutzt wird. Diese Annahme ist fiir
T — 0 exakt. Sie ist vom theoretischen Standpunkt gesehen nicht notwendig, aber
fir die Auswertung in diesem Falle hilfreich, weil der Innenrand der DNA und der
jeweils innerste Punkt des Datensatzes fiir QlL bzw. QZD nicht unmittelbar benachbart
sind. Leichte Abweichungen der tatsdchlichen Steigung der 5 bzw. Qp an r; von
diesem Schitzwert beeinflussen die Funktion I,(x) nur unerheblich!4. Nach der bereits
erwidhnten Normierung (4.93) werden die daraus resultierenden Dichteprofile pr, bzw.
pp gemittelt (p = (pr + pp)/2) und zu der Funktion I,(x) aufintegriert.

Eine Extrapolation der Daten mit verschiedenen Konstanten A des Simulationsgitters
hin zu noch kleineren Ag bzw. zum Kontinuumslimes sind in dem speziellen Falle dieser
Simulation nicht moglich.

Das liegt daran, daf die Daten in einer entsprechenden Auftragung ¢, (Ag) bzw. I . (Ao)
fir Ag = 0,63nm,...,0,385 nm nicht monoton gegen ihren Grenzwert konvergieren. Sie
zeigen stattdessen kleinere Spriinge oder alternierendes Verhalten, deren Regelméafligkeit
mit den benutzten Werten fiir Ay nicht ermittelt werden kann. Als Grund dieses
Verhaltens wird vermutet, dafl ein Zusammenhang zu der Anzahl der Gitterpunkte
besteht, die fiir kleinere Ag innerhalb der DNA liegen und fiir grofiere Ay auferhalb.
Fiir Simulationsgitter mit sehr kleinen A diirfte das jedoch keine Rolle mehr spielen.

Insgesamt zeigen die in Abschnitt 5.3 dargestellten Tests der numerischen Rechnungen,
dafl der Datensatz fiir Ag = 0,385 nm im Rahmen dieser Proof-of-Concept Studie als
zuverlédssig einzustufen ist. Die Naherungen A (4.26) und B (4.92) der Theorie dieser
Arbeit kénnen unabhéngig von speziellen Systemgeometrien bereits mit insgesamt sehr
geringem numerischem Aufwand!® Dichteverteilungen von voluminosen Gegenionen an
geladenen Biopolymeren abschétzen.

'1n Vergleich zu Fehlern, die ohne diese Annahme entstiinden.

159m Vergleich zu MD-Simulationen. Die gesamte erforderliche Rechenzeit fiir die Naherung B, umge-
rechnet auf einen handelsiiblichen Laptop, betrug wenige Tage, ohne dafi alle numerischen M&glich-
keiten zur Beschleunigung des Codes ausgenutzt wurden (Ao = 0,385 nm, insgesamt 19 DGLs X
13 versch. rion X 9 versch. A = 2223 DGLs). In der gegenwéirtigen Implementierung ist die Rechenzeit
proportional zu Ay 7. Man beachte dabei, da fiir hthere Genauigkeitsanspriiche auch die physikali-
sche Ausdehnung des Systems in z-Richtung langsam wachsen sollte.
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5.3 Zuverlassigkeit der Losungen

Die Tests, die die Zuverlassigkeit der Losungen belegen, sind weitgehend selbsterkldrend
und werden hier nur kurz erldutert.

Niherung A: Kleine Gegenionen und analytischer Grenzfall ri,, — 0
der Funktion I,;(x) (Abb. 5.5)

In der Abbildung 5.5 werden die analytischen Losungen I,(z) (Gleichung (4.73), rot bzw.
mittlere Graustufe) und die numerischen Losungen der Néherung A (Gleichung (4.26),
griin bzw. hellgrau) dargestellt. Die Ndherung B wird blau (dunkelgrau) dargestellt und
spielt im folgenden zunéchst eine untergeordnete Rolle. (Auswertung der Rohdaten wie
in Abschnitt 5.2 beschrieben.)

Die linke Spalte zeigt fiir die Ndherung A numerische Ergebnisse fiir kleine Gegenionen
mit einem Radius von rjon = 0,06 nm, die rechte Spalte zeigt zum Vergleich ein gréfleres
Gegenion mit o, = 0,12nm. Die Linienladungsdichten betragen jeweils —0,2 ¢/0,1 nm
(untere Kurven der jeweiligen Diagramme) bis —1,8 ¢/0,1 nm (obere Kurven).

Die oberen und in der Mitte liegenden Diagramme, die fiir grobe Auflésungen des Simu-
lationsgitters gewonnen wurden (Ag = 0,50 nm und Ay = 0,45 nm), zeigen auch fiir die
kleineren Gegenionen keine gute Ubereinstimmung zwischen der Niherung A und der
analytischen Losung. Die Systematik der Abweichungen als Funktion von Ag ist nicht
offensichtlich.

Fiir die Auflésung Ay = 0,385 nm sind jedoch keine Abweichungen mehr sichtbar, die
nicht mit 7oy, # 0 der Nidherung A begriindet werden kénnen (Diagramm unten links,
vgl. auch mit den groBeren Ionen im rechten Diagramm). Die sehr gute Ubereinstimmung
dort zeigt, dafl offenbar ab einer Schrittweite des Simulationsgitters von Ay < 0,4nm
physikalisch sinnvolle Ergebnisse moglich sind.

Da zur Losung der Differentialgleichung (4.87) der Naherung B der gleiche Algorithmus
verwendet wurde wie bei der Ndherung A und dabei die Verteilung der unbeweglichen
Ladungen lediglich an einem Ort (dem des unbeweglichen Gegenions bei 7;) von deren
Verteilung in der Naherung A abweicht, ist auch in der Ndherung B mit dhnlich guten
Daten fiir die Dichten p’(7) zu rechnen. Es wird nicht erwartet, dafl ein numerisches
Aufsummieren dieser Dichten p’(7) zu den jeweils dazugehorigen thermodynamischen
Potentialen ' nach Gleichung (4.142) diese kleinen Fehler erheblich verstirkt. Deshalb
kann auch bei den in Abbildung 5.5 gezeigten Niherungen B (blau bzw. dunkelgrau)
davon ausgegangen werden, daf3 sie die Physik der dazugehotrigen Systeme richtig wie-
dergeben. Siehe auch Abbildungen 6.1 und 6.2.

Niherung B: Elektrische Potentiale ¢! in z-Richtung (Abb. 5.6)

Abbildung 5.6 stellt die elektrischen Potentiale ¢’, die Losungen der Differentialglei-
chung 4.26 sind, entlang einer Geraden dar, die parallel zur Achse des Biopolymers (das
entspricht der z-Richtung) verlduft und gleichzeitig durch das unbewegliche Gegenion
geht. Die beiden inneren senkrechten Markierungen bezeichnen den Bereich entlang der
z-Achse, fiir den Ladungneutralitdt gefordert wird, die beiden dufleren die Enden der
DNA (vgl. Beschreibung auf Seite 99 in Abschnitt 5.1.2). In den jeweiligen Diagrammen
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Erlduterungen zur gegeniiberliegenden Abbildung 5.5

Diese Abbildung demonstriert, wie mit von oben nach unten kleiner werdender Konstan-
te des Simulationsgitters Ay die Qualitéit der numerischen Rechnungen zunimmt. Fiir
Ap < 0,4nm (unten) sind diese zuverléssig.

Jedes einzelne Diagramm zeigt die Funktionen I,(r) (4.72) fiir konstanten Ionenradius
Tion (links 7ion = 0,06 nm, rechts 7o, = 0,12nm) in halblogarithmischer Auftragung.

Innerhalb der Kurvenscharen gleicher Farbe variiert A von A\ = —1,8¢/0,1 nm (hoherer
Kurvenverlauf mit Ausnahme der blauen bzw. dunkelgrauen Graphen der zwei obersten
Diagramme) bis A = —0,2¢/0,1 nm (niedrigerer Kurvenverlauf).

Rot (mittelgrau) sind die analytischen Losungen fiir den Grenzfall 7y, — 0 dargestellt.
Die roten (mittelgrauen) Kurvenscharen sind in allen Diagrammen identisch.

Griin (hellgrau) sind die N#herungen A eingezeichnet, wie sie sich jeweils nach einer Mit-
telung iiber die verschiedenen Orientierungen des Simulationsgitters ergeben, siehe auch
Abbildung 5.4. Im Falle der kleinsten benutzten Gitterkonstanten des Simulationsgit-
ters (Ag = 0,385 nm, unten) stimmen die Nidherungen A fiir die kleinsten untersuchten
Gegenionen (7ion, = 0,06 nm, unten links) gut mit dem analytisch zugéinglichen Grenzfall
Tion — 0 {iberein. Auch fiir grofere Gegenionen (7ion, = 0,12 nm, rechts) in groferen Ab-
standen r zur DNA-Mittelachse trifft dies zu, weil dort Volumeneffekte der Gegenionen
klein sind. In den oberen (Ag = 0,5nm) und mittleren (Ag = 0,45 nm) Graphen ist die
Ubereinstimmung jedoch schlecht. Es ist zudem keine Systematik der Abweichungen in
Abhéangigkeit von Ay feststellbar.

Blau (dunkelgrau) werden die entsprechenden I,(r) in der Naherung B dargestellt.
Insgesamt kann davon ausgegangen werden, dafl eine Gitterkonstante des Simulations-
gitters von Ag < 0,4nm und eine anschliefende Mittelung {iber verschiedene Orientie-
rungen dieses Gitters die Differentialgleichung (4.26) mit guter Genauigkeit l6sen kann.
Dieses Resultat ist auf die sehr &hnlichen Differentialgleichungen der Néherung B (4.87)
iibertragbar.
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I,(r) fiir verschiedene Ag: Zunehmende Qualitét der Daten
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Erlduterungen zur gegeniiberliegenden Abbildung 5.6

Diese Graphen zeigen Auftragungen der elektrischen Potentiale ¢ (linke Spalte Nihe-
rung A: Losungen der Differentialgleichung (4.26)) und ¢’ (rechte Spalte Niherung B:
Losungen der Differentialgleichung (4.87)) parallel zur Mittelachse der DNA, also in einer
Richtung, die senkrecht auf den bisher betrachteten bei z = 0 (vgl. Abb. 5.3) steht. Fiir
die Niherung B (rechte Spalte) geht diese Parallele durch das unbewegliche Gegenion
bei 7;. Die hier gezeigten Daten stammen direkt aus dem Differenzenschema (5.2) ohne
weitere Bearbeitung.

Die Graphen stellen eine représentative Auswahl dar. In ihren Uberschriften sind wei-
tere Details enthalten: r ist dort der Ionenradius (Einheit 0,1nm), [ steht fiir A (Ein-
heit ¢/0,1 nm), und ,Aufl.= 1,7 “ist eine nur hier benutzte Abkiirzung fiir Ay = 0,385 nm.
In den Symbolbeschriftungen ist r der radiale Abstand zur Mittelachse der DNA (Ein-
heit [ = 0,7nm (4.2)).

Zweck der Auftragungen ist eine Uberpriifung, ob die Linge der DNA in der Simulation
mit 16 nm hinreichend grofl gewédhlt wurde, um iiber den Grenzfall einer unendlichen
Lénge (Zylindersymmetrie) Aussagen treffen zu kénnen (falls 4 nicht groBer als die in
dieser Arbeit benutzten 5nm ist).

Das ist dann der Fall, wenn in der Nidherung A (links) die Potentiale in z-Richtung im
Bereich um z = 0 homogen sind, was auf alle Graphen zutrifft.

In der Niherung B (rechts) ist die Situation durch die unbewegliche Ladung komplizier-
ter: Es muB wegen der Integrale in Gleichung (4.142) (Berechnung von ) sichergestellt
werden, dafl alle Effekte der unbeweglichen Ladungen beriicksichtigt werden. Das ist
der Fall, falls die elektrischen Potentiale ¢ am Rand des Integrationsvolumens (innere
senkrechte Markierungen, siehe Abschnitt 5.3 fiir weitere Erlduterungen) homogen sind.
Gezeigt sind Auftragungen entlang einer Parallelen zur DNA, auf denen jeweils auch die
unbeweglichen Ladungen liegen, weil hier deren Einflufl am gréfiten ist.

Aus den Graphen fiir die Ndherung B kann das Austauschloch des unbeweglichen Gegen-
ions berechnet werden, siche Abbildung 6.10.

Die Graphen erlauben zusétzlich eine Abschitzung der Reichweite von Randeffekten in
z-Richtung, die durch die Enden der DNA bei den jeweils &ufleren senkrechten Markie-
rungen verursacht werden. Sie betragt etwa 2lp = 1,4 nm.

Ferner ergibt eine Uberpriifung der Symmetrie z «— —z, da8 diese offensichtlich immer
erfiillt ist.
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Abbildung 5.6: Erlduterungen auf der gegeniiberliegenden Seite 114.
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gehoren hoher liegende Graphen zu den Orten der unbeweglichen Gegenionen, die sich
in einem grofleren Abstand zur DNA befinden.

Zum einen kann mit Abbildung 5.6 die Symmetrie z «— —z tiberpriift werden, die of-
fensichtlich erfiillt ist.

Bedeutsamer ist aber, dafl in z-Richtung am &ufleren Rand des Bereiches, fiir den La-
dungsneutralitit gefordert wird, die Ableitungen d¢’/dz sehr klein werden, so daf} sicher-
gestellt ist, dafl die Ndherung B auch die gesamte Wirkung des unbeweglichen Gegenions
erfaf3t. Das ist wichtig wegen des Aufsummierens der Wechselwirkungen der Ladungen zu
Q% nach Gleichung (4.142). Es kann somit {iberpriift werden, ob das simulierte Bruchstiick
der DNA fiir physikalisch sinnvolle Aussagen lang genug ist. Das ist hier offensichtlich
der Fall.

Lediglich fiir die unbeweglichen Ladungen nahe des Auflenrandes in radialer Richtung
bei 74 scheint d¢’/dz innerhalb des Bereiches der Ladungsneutralitiit (innere senkrechte
Markierungen) noch nicht ganz auf Null gefallen zu sein (jeweils die obersten, roten (mit-
telgrauen) Graphen der rechten Spalte). Dies hiingt wesentlich mit der hier sehr geringen
Dichte der beweglichen Gegenionen zusammen, so dafl in diesem Falle fast ausschliellich
das Coulomb-Potential des unbeweglichen Gegenions zu sehen ist. Eben wegen der hier
so geringen Dichte der beweglichen Gegenionen fiihrt das aber beim Aufsummieren zu
Q) nicht zu nenneswerten Beitriigen jenseits des Bereiches, fiir den Ladungsneutralitit
gilt und ist daher unproblematisch!®.

Aus den Graphen der Abbildung 5.6 sind Riickschliisse auf das sogenannte Austauschloch
des jeweils unbeweglichen Gegenions moglich. Es wird exemplarisch in Abbildung 6.10
auf Seite 140 besprochen (vgl. auch Anfangsbemerkung zu Abschnitt 4.3).

Ebenfalls iiberpriifen 1i8t sich anhand der Abbildung 5.6 die Reichweite der Randeffekte
der DNA-Enden, die jeweils =~ 2{p betrigt. Auch im Hinblick auf diese Effekte ist das
simulierte DN A-Bruchstiick lang genug, um Aussagen iiber den Grenzfall eines unendlich
langen zylindrischen Molekiils erhalten zu konnen.

Aufintegrieren von p(r) zu I4(r) (vgl. Gl. 4.72)

Mit Hilfe der analytischen Losung (4.68) und den daraus resultierenden Gegenionen-
dichten p(r) einerseits und der analytischen Losung (4.73) fiir den Anteil abgeschirmter
Ladungen I,(x) andererseits kann das numerische Aufsummieren der Ladungen nach
Gleichung (4.72) getestet werden. Ein Test mit der gleichen Diskretisierung von p(r),
wie sie fiir das Aufsummieren in der Niherung A vorliegt, ergibt eine sehr gute Uber-
einstimmung mit den analytischen Loésungen in den Graphen der Abbildungen 4.7, 4.8
und 5.5, bzw. 6.1 und 6.2.

15Ein groBerer Bereich entlang der z-Achse, fiir den Ladungsneutralitit gilt, birgt wegen der schnell
wachsenden Anzahl der aufzusummierenden Wechselwirkungen (4.142) auch Risiken fiir numerische
Fehlerquellen. Diese miissen gegeniiber dem erwarteten Nutzen abgewogen werden.
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6 Diskussion der numerischen Ergebnisse:

Verteilung voluminodser Gegenionen an
DNA

Dieses Kapitel stellt die numerisch gewonnenen Ergebnisse fiir das Beispielsystem
»,DNA mit einwertigen volumintsen Gegenionen* vor. Die Rechnungen umfassen sowohl
die Nédherung A (Gleichungen 4.25, 4.26) als auch die Nédherung B (4.92). Deren
Ergebnisse werden hier gemeinsam mit dem analytisch zugénglichen Grenzfall (4.73)
fiir punktformige Ionen in der bewéhrten halblogarithmischen Auftragung der Funktion
I,(r) (4.72) (vgl. Abbildungen 4.7 und 4.8) prisentiert. I,(r) stellt den Anteil der
Ladungen der DNA dar, die bis zum Abstand r von den Gegenionen abgeschirmt wird.
Den Abbildungen 6.7 und 6.8 kénnen die dazugehorigen Potentiale entnommen werden.
Die gewonnenen FErkenntnisse werden ausfithrlich in den Zusammenhang aktueller
Diskussionen eingeordnet.

Der Innen- und Auflenrand bei r; = 0,5nm und r4 = 5nm des den Gegenionen zugéing-
lichen Gebietes G sowie die Form der DNA sind fest vorgegeben, vgl. Abschnitt 4.1.4.

Variiert werden hingegen der Radius der Gegenionen 7o, = 0,06 nm,...,0,3nm und
die Linienladungsdichte der DNA A = —0,2¢/0,1nm,...,—1,8¢/0,1 nm. Die Variation
des Ionenradius rj,, dient der Untersuchung von Volumeneffekten (,excluded volume
effects“). Obwohl die Linienladungsdichte A = 0,6 ¢/0,1nm der DNA selbst nicht
verdnderlich ist, liefert deren Variation innerhalb der Modellrechnungen im Hinblick auf
andere verschieden stark geladene Biopolymere wertvolle Erkenntnisse. Der benutzte
Parameterbereich fiir A und 7o, ist grofer als in anderen Verdffentlichungen, z. B. [28].

Allgemeine Eigenschaften von I,(x)

Mit I,(z = In(r/lg)) sei hier die halblogarithmische Darstellung von I,(r) bezeichnet,
siehe auch (4.73). Die Auftragung I,(z) ist weit verbreitet [1, 9, 28, 44, 47, 48, 50]
und hat mehrere Vorteile: Inr o =z ist die ,natiirliche* Variable des betrachteten
zylindersymmetrischen Problems, vgl. Gleichung (4.66), und vergroflert in der Dar-
stellung gegeniiber einer linearen Auftragung in r den interessanten Bereich nahe
des Biopolymers bzw. der DNA. In dieser Auftragung wird auch eine Auswertung,
die diese Arbeit neu einfiihrt, sinnvoll. Sie wertet die variierenden Anfangssteigungen
der einzelnen Graphen aus (vgl. Abb. 6.5 und die Diskussion ab Seite 129). Wegen
der Unabhéngigkeit der Randbedingungen (4.67) von Innenrand und Auflenrand des
den Gegenionen zuginglichen Gebietes G wird durch eine logarithmische Auftragung
zudem die Vergleichbarkeit mit Daten erhoht, die hier andere Werte benutzen. Diese
Auftragung beriicksichtigt auch, dafl in gréflerer Entfernung zur DNA das Systemvolu-
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men schnell zunimmt. Ferner ist nach den Gleichungen (4.73) und (4.77) die gewihlte
integrale Darstellung auch angemessen, um im (endlich groflen) System Effekte der
Skalentrennung (4.78) zu beobachten, vgl. auch Abbildung 4.8. Eine Skalentrennung
kann auch an den in Abbildung 6.1 vorgestellten Daten beobachtet werden. Sie wird
weiter unten néiher erlautert. Des weiteren erhoht die Benutzung einer integralen Grofie
die Vergleichbarkeit mit Daten aus First-Principle Computer-Simulationen (z. B. [28]),
weil die dort typischen zufilligen Schwankungen des Kurvenverlaufs bei kleinen Dichten
geglattet werden. Im Zusammenhang mit den Abbildungen 4.7 und 4.8 wurde bereits
erwihnt, dafl das Vorhandensein eines Wendepunktes in den abgebildeten Graphen
nicht dariiber hinwegtduschen sollte, daf3 die Gegenionen-Dichten selbst streng monoton
mit r fallen.

6.1 Die Rolle der Linienladungsdichte A\
und des Gegenionenradius 7o,

Der wesentliche Effekt einer (dem Betrage nach) zunehmenden Linienladungsdichte |A|
besteht vor allem nahe der DNA in einer Reduzierung des mittleren Gegenionenab-
standes auf einige 7oy, so dafl sich die sterische Behinderung der Ionen untereinander
bemerkbar macht und der Einfluf ihres endlichen Volumens sichtbar wird. Obwohl die
Linienladungsdichte der DNA selbst nicht variabel ist, kénnen mit einer Variation von
A im Hinblick auf andere Biopolymere wertvolle Erkenntnisse gewonnen werden.

Die Abbildung 6.1 auf Seite 121 zeigt eine vergleichende Ubersicht des Einflusses der
Linienladungsdichte A auf die Verteilung der Gegenionen. In den einzelnen Graphen ist
jeweils auf der Abzisse der natiirliche Logarithmus des Abstandes r zur Mittelachse der
DNA aufgetragen, bezogen auf die Bjerrumlénge von I = 0,7nm, vgl. (4.2). Die Or-
dinate beschreibt den relativen Anteil I, (4.72) der Gegenionen, deren Abstand zum
Mittelpunkt der DNA kleiner oder gleich r ist, vgl. auch Abbildungen 4.7 und 4.8.

Die gleichfarbigen Kurven einer Kurvenschar gehoren zu jeweils anderen Gegenionenra-
dien (Kurvenverlauf der groBeren Ionen unterhalb der kleineren Ionen) und schneiden
sich nicht.! Die verschiedenen Farben kodieren die verschiedenen Niherungen. (rot (mitt-
lere Graustufe): analytischer Grenzfall rio, = 0 in Ndherung A nach Gleichung (4.73);
griin (hellgrau): numerisch, Ndherung A durch Loésen der Differentialgleichung (4.26);
blau (dunkelgrau): numerisch, Ndherung B durch wiederholtes Losen der Differential-
gleichung (4.87) und mit der Beziehung (4.92).) Die genauen Parameter kénnen der
Bildunterschrift entnommen werden.

Jeder der sechs Graphen in der Abbildung 6.1 zeigt eine andere Linienladungsdichte
(reihenfolge spaltenweise von gering zu stark geladen). Eine mit wachsendem || zuneh-
mende Aufficherung? gleichfarbiger Kurvenscharen fillt auf, ebenso wie ein zunehmend

Tnnerhalb der Modellauflosung (4.1) gilt dies auch in der Niherung B fiir A = —1,6¢/0,1 nm und
Tion = 0,3nm im rechten unteren Diagramm der Abb. 6.1.
2ausgenommen die analytische Lésung, die nur fiir 7ion = 0 bekannt ist.
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6.1. Die Rolle der Linienladungsdichte A und des Gegenionenradius 7jo,

hoherer Verlauf der Graphen. Der analytische Grenzfall der Naherung A ist in allen Gra-
phen fast deckungsgleich mit der entsprechenden numerischen Losung fiir das kleinste
untersuchte Gegenion (rjo, = 0,06 nm) und wurde bereits in Kapitel 5 erwihnt. Es sei
hier der Vergleich zwischen den Graphen betont; die sechs einzelnen Graphen kénnen
im Anhang ab Seite 148 in jeweils seitenfiillender Grofle gefunden werden.

Weil die Teilchendichten immer positiv sind, ist der Verlauf der Graphen in Abbildung 6.1
streng monoton wachsend. Die Graphen der gleichfarbigen Kurvenscharen zu jeweils glei-
chem |A| in Abbildung 6.1 schneiden sich nicht.

Fine strenge Begriindung, warum Schnittpunkte prinzipiell nicht auftreten, oder even-
tuell bei bestimmten Systemparametern (A, rion, 77 und 74) doch auftreten konnen, ist
nicht bekannt. Der Befund dieses Fehlens von Schnittpunkten kann jedoch mit intuitiven
Argumenten plausibel gemacht werden, ebenso wie die Beobachtung, dafi die Graphen
fiir grofere Ionen immer unterhalb derjenigen fiir kleinere Ionen verlaufen.

Zunichst kann man den Grenzfall kleiner Temperaturen 7' — 0 betrachten: In die-
sem Falle wird die Fermifunktion aus Abbildung 4.5 zu einer Treppenfunktion und die
Gegenionendichte ist iiberall entweder Null oder maximal grof3. Die Grenze zwischen die-
sen Bereichen liegt fiir gréfiere Gegenionen in grofierer Entfernung zur DNA, so dafl I, im
Falle groferer Ionen auch tiefer liegt. Ferner sei der Druck auf ein voluminéses Gegenion
betrachtet, der stets positiv ist. Erhcht man fiir eine feste Gleichgewichtsverteilung der
Gegenionen das Volumen eines Gegenions, so steigt seine Energie (mechanische Arbeit
gegen den Druck). Es wird daher in Richtung des Druckgradienten ausweichen, d. h. sich
weiter von der DNA entfernen. Da die urspriingliche Lage des Ions (in seiner urspriing-
lichen Grofle) eine Gleichgewichtslage war, ist dies immer moglich. Das Argument kann
fiir die tibrigen Ionen wiederholt werden und fiihrt insgesamt auf die Behauptung eines
tieferliegenden Verlaufes von I, fiir groflere Gegenionen?.

An Abbildung 6.1 fillt ferner auf, daf§ die Kurvenschar der Niherung B immer unterhalb
der Niherung A liegt und erst bei grofieren |A| als die Ndherung A erkennbar auffiachert.
Dies geschieht jedoch schneller mit wachsendem |\|.

Die Abbildung 6.2 zeigt im wesentlichen die gleichen Daten wie die Abbildung 6.1 unter
einem anderen Gesichtspunkt: In jedem der sechs Graphen ist hier jeweils 7, konstant
und gleichfarbige Kurven gehéren zu verschiedenen Linienladungsdichten \ (siehe auch
Abbildung 6.3).

Die wichtigste Beobachtung fiir zunehmende 7y, ist eine Verschiebung der Graphen der
N#herungen A und B nach rechts dhnlich einer mathematischen Scherung mit Ausbil-
dung einer langen konstanten Anfangssteigung, deren Betrag nur von 7., aber nicht
von A\ abhingt. Ferner liegen mit zunehmendem 7j,, die Wendepunkte der Ndherung B
niedriger und sind geringfiigig steiler. Siehe auch Abbildungen 6.1, 6.3 und 6.5 auf den
Seiten 121, 125 und 131.

Die Graphen der Abbildungen 6.1 und 6.2 werden im folgenden auch mit den Computer-

3Ein strenger Beweis ist jedoch auch dieses Argument nicht, weil es unerwartete Entropieeffekte nicht
auszuschliefen vermag. Fiir grofle Driicke, wie sie in dieser Arbeit nicht auftreten, sind fiir Systeme
harter Kugeln z. B. entropiegetriebene Phaseniibergéinge bekannt [41].
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Erlduterungen zur gegeniiberliegenden Abbildung 6.1

Die sechs Abbildungen zeigen den Anteil abgeschirmter Ladung I, (4.72) halblogarith-
misch als Funktion des Abstandes r/lg von der Mittelachse der DNA bei jeweils konstan-
ter Linienladungsdichte A. Der Rand der DNA liegt bei r;/lp = 5/7 ~ 0,71, die duflere
Begrenzung des den Gegenionen zugénglichen Gebietes G liegt bei r4/lp = 50/7 ~ 7,14 .
Der Betrag der Linienladungsdichte A nimmt spaltenweise zu (links-oben — links-
unten — rechts-oben — rechts-unten): A = —0,2, —0,4, —0,6 (DNA), —0,8, —1,2 und
—1,6 ¢/0,1 nm.

Innerhalb gleichfarbiger Kurvenscharen variiert der Ionenradius rio,: Fiir die oberste
Kurve gilt jeweils 7o, = 0,06 nm und fiir die unterste 7o, = 0,3 nm.

Rot (mittleres Grau): analytische Losung zu 7ion = 0 in der Néherung A nach Glei-
chung (4.73).

Griin (helles Grau): Ndherung A, numerische Losung der Gleichung (4.26).

Blau (dunkles Grau): Nidherung B, numerische Losung der Gleichung (4.92).
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6.1. Die Rolle der Linienladungsdichte A und des Gegenionenradius 7jo,

Vergleichende Ubersicht: Einfluf der Linienladungsdichte A (vergr. Abb. ab S. 148)
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Abbildung 6.1: Erlduterungen
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auf der gegeniiberliegenden Seite 120.
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Erlduterungen zur gegeniiberliegenden Abbildung 6.2

Hier werden im wesentlichen die Daten der Abbildung 6.1 auf Seite 121 unter einem
anderen Gesichtspunkt betrachtet:

Die sechs Abbildungen zeigen den Anteil abgeschirmter Ladung I, (4.72) halblogarith-
misch als Funktion des Abstandes r/lp von der DNA zu jeweils konstantem Gegenionen-
radius 7ion. (In Abbildung 6.1 hingegen ist jeweils die Linienladungsdichte A konstant.)
Der Gegenionenradius rjo, nimmt spaltenweise zu (links-oben — links-unten — rechts-
oben — rechts-unten): 7o, = 0,06 nm, 0,14nm, 0,18 nm(Na™), 0,22nm, 0,26 nm und
0,30 nm.

Innerhalb gleichfarbiger Kurvenscharen variiert die Linienladungsdichte A: Fiir die un-
terste Kurve gilt jeweils A = —0,2¢/0,1 nm und fiir die oberste A = —1,8¢/0,1 nm.

Rot (mittleres Grau): analytische Losung zu 7ion = 0 in der Néherung A nach Glei-
chung (4.73).

Griin (helles Grau): Ndherung A, numerische Losung der Gleichung (4.26).

Blau (dunkles Grau): Nidherung B, numerische Losung der Gleichung (4.92).
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6.1. Die Rolle der Linienladungsdichte A und des Gegenionenradius 7jo,

Vergleichende Ubersicht: Einflul des Gegenionen-Radius rio, (vergr. Abb. ab S. 156)
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Abbildung 6.2: Erlduterungen auf der gegeniiberliegenden Seite 122.
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Simulationen aus [28] verglichen und interpretiert. Zunéchst geschieht dies fiir die Né-
herung A, anschlieflend fiir die Naherung B.

Niherung A

Die Arbeit [28, Abb. 1.9] enthélt eine Abschétzung des Einflusses des Ionenvolumens
unter Benutzung der Poisson-Boltzmann-Gleichung (4.61) fiir Punktteilchen und einer
anschlieBenden Virialentwicklung der daraus gewonnenen Freien Energie, deren Mini-
mum mit Hilfe einer Monte-Carlo-Simulation (zukiinftig abgekiirzt mit ,MC*) bestimmt
wird. Fiir kleine Ionen ist die quantitative Aussagekraft dieses Ansatzes vergleichbar mit
der allgemeineren Néherung A dieser Arbeit und fiihrt zu sehr &hnlichen Ergebnissen in
einer Auftragung nach Abbildung 6.1: Es existieren keine Schnittpunkte, die Graphen
fiir grofere Ionen liegen unterhalb derjenigen fiir kleinere Ionen.

Vergleich zwischen Niherung A und Niherung B

Ein weiteres Ergebnis der vorliegenden Arbeit wird ebenfalls aus Abbildung 6.1 sicht-
bar: Der Verlauf der Graphen der Ndherung B ist bei grofieren |A| nahe der DNA der
dazugehorigen Ndherung A sehr dhnlich. Er liegt fiir alle |A| bei mittleren Absténden zur
DNA jedoch wesentlich unterhalb des Verlaufes der Ndherung A und besitzt ein deutlich
ausgeprégteres Minimum der Steigung (Plateaubildung). In der Nihe des Auflenrandes
r4 konvergiert die Niherung B gegen den Grenzfall ¢y = 0 (vgl. Gleichung 4.76) der
analytischen Losung fiir punktférmige Ionen aus Abschnitt 4.2.5. Fiir die geringe Dichte
nahe 74 spielt das Ionenvolumen keine entscheidende Rolle mehr.

Der ¢; = 0-Grenzfall beschreibt I (x) fiir die groBte Linienladungsdichte |A], bei der alle
Gegenionen ungebunden sind. Das erwdhnte Konvergenzverhalten der Naherung B wird
in Abbildung 6.3 gezeigt.

Skalentrennung, ungebundene Gegenionen

Sowohl die Plateaubildung als auch die Konvergenz gegen den ¢; = 0-Grenzfall sind aus-
sagekriftige Hinweise auf eine Skalentrennung im Sinne von (4.78). Im ¢; = 0-Grenzfall
werden ungebundene Ionen beschrieben. Die hiervon betroffenen Ionen verdampfen ins
Unendliche, sobald die geometrischen Systembeschriankungen fiir r4 — oo entfallen.
Zusammen mit der Plateaubildung spricht dies fiir ein qualitatives Verhalten nach Glei-
chung (4.77) im thermodynamischen Limes eines unendlich grofien Systems, jedoch mit
einem spiirbar hoheren und von 7, abhéngigen Anteil ungebundener, ins Unendliche
verdampfender Ladung.

Fiir die hier beschriebenen Vorhersagen einer Abhéngigkeit des Anteils abgedampfter
Gegenionen von 7, gibt es seit kurzem experimentelle Hinweise [57]. Sie unterstiitzen
qualitativ die hier beobachtete Tendenz, dafl bei grofleren Ionen ein hoherer Anteil von
ihnen ungebunden ist. Quantitativ aussagekriftige Experimente hierzu stehen noch aus.
Fiir den Anteil abgedampfter Gegenionen in Nidherung A gilt Gleichung (4.77) exakt,
denn fiir geringe Dichten in grofier Entfernung zur DNA geht die Nidherung A in die
Poisson-Boltzmann N#herung fiir punktférmige Teilchen iiber. Das wird auch durch die
Graphen in Abbildung (6.1) bestétigt. Damit héngt in der Ndherung A der Anteil ab-
gedampfter Ionen auch nicht vom lonenradius 7j,, ab. Die Skalentrennung ist in der
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Verhalten der Naherung B in groffem Abstand zur DNA

Verhalten der Naeherung B am Aussenrand Parameter der Simulation: r=0.6,...,3.0 bzw. 1=-0.2,...,-1.8; Aufl. Bj/1.7;
Und in diesen Graphen

gleich: r+2.2

08 F 2
08 -

06 [ 06 -

A
s e

04 -

Anteil abgeschirmter Ladung
Anteil abgeschirmter Ladung

0.2 [ 0.2 [

analytisch +

Naeherung A -
NaeherungB =

analytisch: c_{1}=0 ——

i L L L L L
0.7 1 2 3 4 5 6 7 8 0.7 1 2 3 4 5 6 7 8

Abstand r/Bj zur Mitte der DNA Abstand r/Bj zur Mitte der DNA
(Bj=Bjerrumlaenge=7.0A) (Bj=Bjerrumlaenge=7.0A)

Naeherung B +
analytisch: c_{1}=0 ——

Abbildung 6.3: Die Farbkodierung der Graphen entspricht der aus Abbildung 6.1 und illustriert das
Verhalten der Ndherung B (blau bzw. dunkelgrau) nahe r4. Die beiden Auftragungen unterscheiden
sich im Gegenionenradius: links 7j,, = 0,06 nm und rechts ri,, = 0,22nm. Gleichfarbige Graphen
innerhalb dieser Auftragungen unterscheiden sich in A, grofiere |A| gehoren zu hoher gelegenen Gra-
phen (links A = —0,4¢/0,1 nm und — 1,8¢/0,1 nm, rechts A = —0,2¢/0,1 nm bis — 1,8¢/0,1 nm). Er-
génzend ist mit einer breiteren roten Linie (mittl. Graustufe) der Grenzfall ¢; = 0 nach Gleichung (4.76)
dargestellt (jeweils die unterste Kurve, vgl. auch Abb. 4.7 und 4.8). Dieser Grenzfall entspricht der
vom Betrage her gréfiten Linienladungsdichte der DNA, bei der alle Gegenionen ungebunden sind, vgl.
auch Gleichungen (4.77) und (4.78).

Das typische (rechts; links unterer Graph) Verhalten der Niherung B nahe des AuBenrandes konvergiert
gegen den Grenzfall punktférmiger ungebundener Ionen und ist ein deutliches Indiz fiir die Interpreta-
tion der Plateaubildung in den Abb. 6.1 und 6.2 als eine Skalentrennung im Sinne von (4.78). Lediglich
fiir dem Betrage nach hohe Linienladungsdichten und kleine Tonen (links oberer Graph) konvergiert
die Niaherung B am Auflenrand zunichst gegen das analytisch bekannte Verhalten einer niedrigeren
Linienladungsdichte, bei der auch gebundene Ionen vorliegen. Es muf} jedoch davon ausgegangen wer-
den, dafi fiir weiter entfernte Auflenréinder auch hier eine Annéherung an die ¢; = 0 Losung erfolgt.
(Das Ionenvolumen verursacht fiir die geringen Dichten am Auflenrand keine sterischen Behinderungen
mehr, weshalb hier die rj,, = 0-Graphen das Verhalten der Gegenionen beschreiben kénnen.) Eine Be-
stiatigung der Vermutung, dafl auch diese Ausnahmen fiir noch groflere r4 gegen den ¢; = 0-Grenzfall
konvergieren, bleibt zukiinftigen Arbeiten vorbehalten. In der Abbildung 6.2, rechts unten, folgt die
Néhrung B bereits dicht an der DNA vor der Plateaubildung eine Weile der zu einem kleineren ||
gehorenden Néherung A, bevor ein Ubergang in den ¢; = 0 Grenzfall erfolgt.

Die beiden Auftragungen sind Ausziige aus der Abb. 6.2. Eine vergroflerte Abb. dieser Graphen kann
ab Seite 154 nachgeschlagen werden.

Niaherung A fiir méfBig grofle r4 noch nicht so sichtbar ausgepridgt wie in der Nahe-
rung B, vgl. auch Abbildung 4.8.

Ein wichtiger qualitativer Unterschied zwischen den Néherungen A und B ist die Inter-
pretation (4.80). Die Nidherung B beinhaltet Informationen dariiber, wie sich die Ver-
teilung von N — 1 Gegenionen einstellt, wenn ein weiteres Gegenion ortsfest ist. Die
Niaherung B enthélt damit einen wesentlichen Anteil der Paarkorrelationen (vgl. auch
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Abschnitt 4.3.4), wihrend dies in Niherung A nicht der Fall ist. Der Unterschied zwischen
den Niherungen A und B kann damit tiberwiegend der Paarkorrelation zugeschrieben
werden und bleibt auch im Grenzfall rj,, — 0 bestehen®. Das betrifft insbesondere den
Anteil abgedampfter Ladung. Fiir groe |A| sind die Plateaus der N#herung B in Abbil-
dung 6.1 bereits deutlich ausgeprégt, so daf3 sich auch fiir r4 — oo deren H6he nicht
mehr wesentlich &ndern wird. Weil alle durchgefithrten Betrachtungen Argumente fiir
eine Ubertragbarkeit auf 74 — oo enthalten, besitzen die benutzten Randbedingungen
bei r4 keinen qualitativen Einflufl auf die Graphen der Abbildung 6.1.

Die Arbeit [28] untersucht ebenfalls den Einflul von Paarkorrelationen auf die Vertei-
lung von Gegenionen in zylindersymmetrischen Problemen mit einer Molekulardynamik-
Simulation (zukiinftig mit ,MD* abgekiirzt.). In [28] wird zunéchst mit einer nachtrig-
lichen einfachen Beriicksichtigung des Ionenvolumens in der Freien Energie der Poisson-
Boltzmann-Theorie®, wie sie weiter oben bereits erwihnt wurde, ein Referenz-Modell
betrachtet, das der Ndherung A der vorliegenden Arbeit beziiglich seiner quantitati-
ven Aussagekraft fiir kleine Ionen #hnlich ist und zu sehr dhnlichen Kurvenverliufen
fithrt. Dieses Referenz-Modell wurde mit einer MC-Simulation gelost (vgl. Seite 124),
die nicht mit der im folgenden beschriebenen MD-Simulation zu verwechseln ist. Die
Daten der MC-Simulation werden dann in [28] mit den entsprechenden Ergebnissen der
MD-Simulation verglichen.

Die ebendort [28]° diskutierten Kurvenverliufe der MD-Daten zeigen sowohl wichtige
Parallelen als auch entscheidende Unterschiede zu der Niaherung B dieser Arbeit.

Die Parallelen betreffen die Ausbildung eines Plateaus (flacherer Wendepunkt) bei Be-
riicksichtigung von Korrelationen. Die Plateaubildung ist fiir kleinere Ionen ausgeprégter.
Ein quantitativer Vergleich ist jedoch insbesondere wegen der verschiedenen Innenrand-
absténde (r; = Tion in [28]) nur grob moglich. Innerhalb dieses groben Vergleichs wider-
sprechen sich die Ergebnisse der beiden Methoden nicht. Insgesamt deckt die vorliegende
Arbeit einen wesentlich groferen Parameterbereich beziiglich 7, und A ab als [28]. Die
physikalische Interpretation dieser gemeinsamen Beobachtungen wird in der nun folgen-
den Diskussion der Unterschiede zwischen dieser Arbeit und [28] ebenfalls klar.

Der wichtigste und auffilligste Unterschied zu der Ndherung B in der vorliegenden Arbeit
betrifft die Hohe der Kurvenverldufe: Diese liegen fiir die MD-Simulationen in [28] nicht
nur stets oberhalb der Graphen, die mit den dazugehorigen MC-Simulationen (quanti-
tativ vergleichbar mit der Ndherung A) gewonnen wurden, sondern sogar stets oberhalb
der Poisson-Boltzmann-Losung fiir punktférmige Ionen. Sie besitzen daher auch eine sehr
grofle Anfangssteigung bei r;. Dieser fiir vergleichsweise kleine Ionen (70, < 0,18 nm) und
kleine Linienladungsdichten |A| < 0,8 ¢/0,1 nm mit 77 = rio, gewonnene Trend verstérkt
sich fiir dichtere Systeme, die in [28] via 74 — 7 realisiert werden”. Aufgrund der Wahl

4Stichwort ,,Austauschloch®, vgl. auch den Anfang des Abschnitts 4.3 und Abbildung 6.10.

5Man beachte: keine Integration des Ionenvolumens in die Poisson-Boltzmann-Theorie, vgl. auch Dis-
kussion in Abschnitt 4.3.2.

Sinsbesondere die dortigen Abschnitte 2.3.1 und 2.3.2.

"Bei den in [28] benutzten periodischen Randbedingungen in 7 (,,Cell Model“) erhéht sich fiir ra — 77
sowohl die Gegenionendichte, als auch die Dichte der Biopolymere in der wéssrigen Losung.
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77 = Tion und kleiner |A| < 0,8¢/0,1 nm werden automatisch bei r; Gegenionendichten
nahe pmax hochstens fiir extrem kleine r 4 erreicht, so daf§ die beschriebenen Graphenver-
ldufe geometrisch moéglich sind. Die aus technischen Griinden der MC-Simulation erfolgte
Gleichsetzung von r; = 7ion erschwert jedoch erheblich eine Bewertung des Einflusses
des Ionenradius, ebenso wie die kleinen |\|, die das System nicht in die N&he hoher rela-
tiver Gegenionendichten fithren, wo die Graphen schon aus rein geometrischen Griinden
unterhalb der Poisson-Boltzmann-Lésung verlaufen miissen.

Ein weiterer Unterschied betrifft den Kurvenverlauf nahe r, im Falle von r4 > r:
Er konvergiert in [28] von oben gegen die analytisch gewonnene Losung der Poisson-
Boltzmann-Gleichung fiir rio, = 0, und nicht wie die Ndherung B in der vorliegenden
Arbeit gegen den ¢; = 0-Grenzfall. Dadurch hiangt dort insbesondere der Betrag unge-
bundener Ladung im Sinne von (4.77) und auch die Skalentrennung (4.78) nicht von rion
ab, und ist dem Betrage nach identisch mit den zuvor durch eine einfachere Volumenbe-
riicksichtigung erzielten Ergebnissen. In [28] fithren Korrelationseffekte demnach nicht zu
unterschiedlichen Mengen an ungebundenen Ladungen, wihrend die vorliegende Arbeit
hier auch fiir kleine Tonen und geringe relative Dichten p/pmax |® Unterschiede erkennen
1a8t (Abbildung 6.1, linke Spalte). Das ist auch zu erwarten, denn kleine relative Dich-
ten p/pmax, wo Volumeneffekte der Gegenionen nicht relevant sind, bedeutet fiir kleine
Gegenionen nicht unbedingt, dafl ihre Absténde wesentlich gréfler als [p werden. Damit
konnen sie sehr wohl korreliert sein. Dafl der Anteil abgedampfter Ladungen fiir grofiere
|A| von 7oy abhéngt, wie es bei der vorliegenden Arbeit der Fall ist, scheint ein geome-
trischer Effekt zu sein, denn er tritt erst auf, wenn nahe der DNA die relative Dichte
P/ Pmax grofer wird: Grofere Ionen werden durch die gegenseitige sterische Behinderung
schneller nach auflen gedriickt, wo das elektrische Feld der DNA schwicher wird, so daf3
sich Korrelationseffekte bereits bei einem geringeren Grad an Abschirmung bemerkbar
machen kénnen. Das Plateau selbst ist deshalb fiir volumindse Ionen zwar niedriger,
aber durch den geringeren Grad an Abschirmung geringfiigig schwécher entwickelt, in
Ubereinstimmung mit der bereits oben erwihnten Beobachtung von [28].

Die Randbedingungen des Cell Models

Die quantitativen Unterschiede der Daten zwischen der Néherung B der vorliegenden
Arbeit und der MD-Simulation in [28] kénnten sich mit den unterschiedlichen benutzten
Randbedingungen erkldren lassen, vgl. Abbildung 6.4 und vgl. auch Abschnitt 6.2. Die
in [28] benutzten Randbedingungen sind typisch fiir das sogenannte Cell Model (siche
z. B. [35]).

Das Cell Model beschreibt statt eines einzelnen Biopolymers eine (verdiinnte) Losung
von vielen Biopolymeren, deren Wirkungen aufeinander vereinfacht durch periodische
Randbedingungen in 7 an die Gegenionenverteilung abgeschéitzt werden kénnen.

Die Randbedingungen des Cell Models und die in dieser Arbeit benutzten Randbedin-
gungen (4.4) fithren in den Fillen der Niherung A und der einfachen Volumenberiicksich-
tigung in [28] zu sehr &hnlichen Ergebnissen, vgl. auch Abbildung 6.9 und Abschnitt 6.2.
Sie unterscheiden sich aber in den Fillen der Ndherung B und der MD-Simulation

8 Auf den Index ,,SP“ am p wird in diesem Kapitel zur Vereinfachung der Notation verzichtet.
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in [28] deutlicher voneinander, schon allein wegen des Bruchs der Zylindersymmetrie,
vgl. (4.87). Die in [28] benutzten periodischen Randbedingungen in 7 fithren wihrend
der MD-Simulation dazu, dal auf die im einzelnen nicht zylindersymmetrischen Teilchen-
konfigurationen virtuelle Dipole wirken, die sich auflerhalb von r4 befinden und deren
positive Ladung ndher an r4 als deren negative ist. Eine vereinfachte Skizze zeigt die
Abbildung 6.4. Man beachte die Unterschiede zu der zylindersymmetrischen Situation
der Abbildung 6.9, fiir die eine analytische Abschétzung moglich ist. Eine ausfiihrlichere
Erklarung enthélt der Abschnitt 6.2.

Auswirkungen periodischer Randbedingungen im Cell Model (vgl. auch [28])

Abbildung 6.4: Die Abbildung zeigt im Querschnitt eine verein-
fachte Darstellung der Auswirkungen periodischer Randbedingun-
gen in 7 auf einzelne Gegenionenkonfigurationen. Diese sehen in ih-
rer eigenen, periodischen Fortsetzung (gestrichelte Teile der Zeich-
nung fiir eine hexagonale Fortsetzung wie in [28]) effektiv virtuelle
Dipole, deren rdumliche Ausdehnung (und Reichweite) dhnlich gro§
wie 74 sein kann. Die virtuellen Dipole lassen die Gegenionen néiher
an das Biopolymer heranriicken.

Eine ausfiihrlichere Beschreibung enthélt Abschnitt 6.2.

Die Reichweite der virtuellen Dipole kann vergleichbar grof3 wie der Abstand r4 sein.
Dadurch entsteht ein abstoflender Effekt auf alle Gegenionen, der diese insgesamt néher
an die DNA heranriicken 1d8t. Es ist plausibel, daf3 dies bei vergleichsweise geringen
relativen Teilchendichten p/pmax, wo sterische Behinderungen nahe der DNA noch keine
grofie Rolle spielen, zu den in [28] beschriebenen Kurvenverldufen fithren kann, die ohne
diese Randbedingungen bei dhnlicher Ausprigung des Plateaus tiefer ldgen, vgl. Néhe-
rung B in Abbildung 6.1. Fiir kleinere r 4, wie sie teilweise auch in [28] verwendet werden,
wird der Einflul der Randbedingungen erheblich sein. Fiir groflere r4 brauchen wegen
der groflen Reichweite der virtuellen Dipole die Unterschiede zwischen den verschiedenen
Randbedingungen jedoch nicht zu verschwinden. Insgesamt sind die Randbedingungen
des Cell Models fiir ein Studium der Gegenionen nicht so gut geeignet wie die in dieser
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Arbeit verwendeten.

Auch andere veréffentlichte Simulationen (z. B. [44, und Referenzen]) verwenden die pe-
riodischen Randbedingungen des Cell Models. Prinzipiell ist es moglich, mit den in Ka-
pitel 4 erarbeiteten Methoden die Gegenionenverteilung um eine periodische Anordnung
von DNA-Bruchstiicken (ein Spezialfall der Abbildung 4.6) in der Ndherung A oder B
zu berechnen und mit den Ergebnissen aus [28] zu vergleichen, vgl. Abschnitt 6.2.
Einen weiteren beachtenswerten Aspekt bilden die durch den grofien Rechenaufwand
bedingten sehr kurzen Beobachtungszeiten der MD-Simulationen. Sie erlauben nur dann
eine Relaxation der Gegenionen ins globale thermische Gleichgewicht, falls die Systeme
zu Beginn der MD-Simulationen bereits in dessen Nihe waren. (Kurze Simulationszeiten
gestatten keine langreichweitigen Verschiebungen vieler Ionen.) Es ist daher prinzipiell
problematisch, die Verteilungen der Gegenionen aus den MC-Simulationen als Anfangs-
punkte der MD-Simulationen zu benutzen, falls die Korrelationen in den jeweiligen Sy-
stemen einen grofien Effekt haben.

Die Bemerkung am Ende von [28, Abschnitt 2.3.1], dafl Effekte des Gegenionenvolumens
gerade in schwach geladenen Systemen relevant sein sollten, bleibt unverstanden und
muf} nach den Ergebnissen dieser Arbeit zuriickgewiesen werden.

Der Wert der Steigung der Graphen in der Abbildung 6.1 ist wegen der in r logarith-
mischen Abzisse visuell nur eingeschrinkt quantitativ interpretierbar. Extremwerte der
Steigung haben jedoch eine unmittelbare physikalische Bedeutung, von denen hier zwei
wichtig sind: Zum einen die Plateaubildung, die bereits weiter oben ausfiihrlich diskutiert
worden ist. Zum anderen der Wert der Anfangssteigung der Graphen bei ry, der eine
interessante, von ri,, abhéingige Eigenschaft besitzt, vgl. auch Abbildungen 6.2 und 6.5.

Maximale Steigung von I,(x)

Es gibt fiir jedes rjo, offenbar eine maximal mégliche Steigung I] . (r7) der Niherun-
gen A und B am Biopolymer bei r;. Man beachte, dafi der Strich am I’ hier eine Ab-
leitung nach der Variablen x = In(r/lg) (vgl. 4.65) bedeutet, also fiir r - (d/dr) steht.
Die Existenz von I .. (r7) macht die Betrachtung zweier Grenzfélle deutlich: Fiir kleine
|A| (und r4 — o0) gilt I'(r;) — 0, denn nach Gleichung (4.77) halten sich hier alle
Gegenionen im Unendlichen auf. Fiir |[A] — 0o und 7ion # 0 ist das System nahe bei
r; maximal voll, jedoch ist der sich dort aufhaltende Anteil der Ladung an der sehr
groflen Gesamtladung verschwindend gering, so dafl aufgrund dieser Normierung auch
hier gilt: I'(r;) — 0. Eine mit grofierem |A| wieder kleiner werdende Steigung kann
auch an den Graphen in Abbildung 6.5 beobachtet werden. (Ionen rj,, > 0,3 nm und Li-
nienladungsdichten || > 1,8 ¢/0,1 nm sind nicht untersucht worden; hier wére der Effekt
noch ausgeprigter zu sehen.) Dazwischen muf} es (mindestens) ein Maximum von I’(zy)
in Abhéngigkeit von A geben, das wegen 7i,, # 0 auch nicht unendlich grof3 sein kann.
Es soll nun diskutiert werden, weshalb es genau ein solches Maximum gibt. (zukiinftige

Notation: I'(x;) = I} etc.) Nach Gleichung (4.72) ergibt sich fiir I}:

1
I = W-zwr%-p, (6.1)
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Differenzierung nach A ergibt fiir das Maximum der Steigung die Bestimmungsgleichung

dpr 1 pr

D) (6.2)
Geometrisch 148t sich dies interpretieren als Berithrungspunkt von pr(A) mit einer durch
den Ursprung gehenden Tangente daran. Die Losung von (6.2) ist eindeutig, falls pr(X)
beschrinkt und monoton wachsend ist, hochstens einen Wendepunkt besitzt, p(0) = 0
und (dp/dA)(A=0) = 0 gilt. Das sind Annahmen, die aufgrund der sehr dhnlichen Eigen-
schaften der mit p iiber (4.141) verbundenen Fermifunktion (4.25) (vgl. auch Abb. 4.5)
plausibel sind. Es wird deshalb im folgenden davon ausgegangen, daf3 es genau ein Ma-
ximum von (6.1) gibt. Das entspricht auch den numerischen Ergebnissen dieser Arbeit.
Die Abbildung 6.5 legt noch weitere Vermutungen nahe, insbesondere wenn vergleichend
auch die Entwicklung der Graphen in der Abbildung 6.2 betrachtet wird.

1. Die Graphen besitzen in einem beziiglich verschiedener A\ recht grofien Intervall
eine Steigung I7, die der maximal moglichen Steigung Ir,nax, ; sehr nahe kommt.

2. Die Graphen mit maximaler Anfangssteigung Ir,nax, ; besitzen in einem beziiglich r
vergleichsweise groflen Intervall nahe der DNA ebenfalls fast genau diese Steigung.
Es gilt also insbesondere glax’ ; ~ 0 fir diese Graphen (vgl. Abb. 6.5, Nédherug A
fir A = —1,2¢/0,1 nm).

I . ; ~ 0 impliziert nach Gleichung (6.1)

A
p(r) o« . (fiir I” ~ 0) (6.3)

Es kann in den Graphen durchaus verschiedene Bereiche geben, in denen je-
weils (6.3) gilt, vgl. auch Abb. 6.2. Auch fiir punktférmige Ionen ist ein solcher
Bereich in [49] beschrieben worden.

3. Sei 7, (z) die Tangente im Punkt z; an die Graphen mit der nur von rie, ab-
hingigen, maximal moglichen Anfangssteigung von I (In einer Auftragung I vs.
x =In(r/lB)), so gilt fiir alle anderen Graphen sowohl mit kleinerem als auch mit

groBerem |A|, aber gleichem 740, an allen Orten:

T (@) > L A(7) VA und Vz€ [z, za (6.4)

4. Der Wert von I/ ; ist in den N&herungen A und B gleich gro8.

max,

Der Zusammenhang (6.4) schlieit, wie Abbildung 6.5 verdeutlicht, Schnittpunkte zwi-
schen den I, () fiir verschiedene A und gleiche 7oy nicht aus. Diese Schnittpunkte und
die Beziehung (6.4) erlauben es jedoch, auch aus einem Kurvenverlauf mit geringfiigig
zu grofem |A| die GréBe I}, ; recht genau bestimmen zu kénnen. Das fithrt ferner dazu,
dafl bei einer gleichzeitigen Betrachtung sehr vieler Graphen mit verschiedenen A, wie
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Existenz von I/ ... (x1), grofe Dichten an der DNA

q, max

Verhalten bei hohen Dichten am Innenrand: r=3.0, I=-1.2, -1.8
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Abstand r/Bj zur Mitte der DNA
(Bj=Bjerrumlaenge=7.0A)

Abbildung 6.5: Vier ausgewihlte Graphen aus der Abbildung 6.2, rechts unten, mit
jeweils dem gleichen, groflen Gegenionenradius von rj,, = 0,3nm. Die Ndherungen A
(grine bzw. hellgraue Kurven ) und B (blaue bzw. dunkelgraue Kurven) sind fiir je-
weils zwei verschiedene Linienladungsdichten gezeigt; A = —1,8¢/0,1 nm (jeweils die
bei grofien Abstéinden r hoher verlaufende Kurve) und A = —1,2¢/0,1 nm.

Wichtig ist hier die Beobachtung, dafl sich die jeweils zur selben Niherung geho-
renden Graphen einmal schneiden. Dadurch ist die Steigung am Rand der DNA fiir
die dem Betrage nach groflere Linienladungsdichte A = —1,8¢/0,1 nm kleiner als fiir
A = —1,2¢/0,1 nm. Ursache hierfiir ist eine erhebliche sterische Behinderung der Gegen-
ionen nahe der DNA. Uber die Normierung auf den relativen Anteil der abgeschirmten
Ladung kommt es dann bei vergleichbar groflen absoluten Dichten zu dem erwéihnten
Schnittpunkt der Graphen. Es 148t sich folgern (siehe Text), daf es fiir jedes 7o, eine
maximal mogliche Anfangssteigung der Graphen der Naherungen A und B gibt, die aus
Abbildung 6.2 bestimmt werden kénnen. Sie werden in der Abbildung 6.6 gezeigt.
Eine vergroflerte Abb. dieses Graphen enthilt Seite 162.

es Abbildung 6.2 ermdglicht, die graphische Bestimmung von Ir’nax’ ; erheblich erleichtert
wird: Die Einhiillende aller Graphen besitzt in einem grofleren Intervall beziiglich - eine
nahezu konstante Steigung.

Die Frage nach der maximal moéglichen Anfangssteigung der Graphen fiir feste A und
variable rio, hingegen ist trivial und fithrt immer auf die analytisch bekannte Steigung
fiir rion = 0 (vgl. Abbildung 6.1). Sie kann exakt angegeben werden, ist fiir die Physik
voluminoser Ionen jedoch nicht relevant.

Die doppelt-logarithmische Auftragung von II’naX’ 1(Tion) in Abbildung 6.6 zeigt einen ein-
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. : !
Einfacher Zusammenhang zwischen I, .. (z1) und rion

Maximale Steigung von |_{q} an der DNA in Abhaengigkeit von r_{ion}

10 T T T T T T T T T T T T

I'_{a} (x_{1})
x

¢
2+ . 4
‘X\
angepasste Gerade mit Steigung -1,45(3) ------- K
angepasste Gerade mit Steigung -0,77(6)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 22 24 2628 3

r_{ion} [Einheiten 0,1nm]

Abbildung 6.6: Fiir Ionen grofler als 7o, &~ 1,2 nm fallen in dieser doppelt logarithmi-
schen Auftragung von I}, .. () als Funktion von ri,, alle Punkte auf eine Gerade mit
der Steigung —1,45 + 0,03 (breite griine bzw. graue Gerade). Die Werte kénnen aus
den Graphen der Abbildungen 6.1 bzw. 6.2 mit hochstens geringen Fehlern bestimmt
werden und sind innerhalb dieser Fehlergrenzen fiir die Naherungen A und B jeweils
gleich grofi.

Tonen kleiner als 1,2 nm scheinen einer anderen Steigung zu folgen (schmale griine bzw.
graue Gerade), jedoch gibt es nach Tabelle 4.1 bzw. [25] derart kleine effektive Tonen-
gréBen zumindest in Wasser nicht (ggf. HY). Anders als fiir gréfere Ionen ist hier jedoch
eine genaue Bestimmung der groflen Steigungen am Rand der DNA aus den Abb. 6.1
bzw. 6.2 fehleranfillig, siche auch Text. Die Verminderung der Steigung des vorlie-
genden Graphen fiir sehr kleine Gegenionen auf genau die Hélfte ihres urspriinglichen
Wertes legt jedoch eine physikalische Ursache hierfiir nahe. Bei etwa ri,, ~ 1,0nm
unterschreitet der Ionenradius die Lingenskala des DNA-Durchmessers, was eine Ver-
dnderung der Steigung erkléren konnte.

Vgl. auch Abb. 6.5. Eine vergrofilerte Abb. dieses Graphen enthélt Seite 163.
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fachen Zusammenhang zwischen der maximalen Anfangssteigung I} ., und dem Radius
rion der Gegenionen:

. —0,77
1,70 - ( on > Tion < 0,121nm

, 0,1 nm

max,] (Tion) =

(6.5)

. —1,45
1,85 - — Tion > 0,12nm
0,1nm

Die Bezugsldange von 0,1 nm entspricht der in Abbildung 6.6 benutzten Einheit von 7.
Die Bestimmung der Steigung fiir die grofleren Ionen ist unproblematischer, zum einen
weil dort Ir’nax’ 1(Tion) kleiner ist, zum anderen, weil sich die Anfangssteigung der Gra-
phen in einem grofleren Bereich beziiglich r nur wenig &ndert. Eine physikalische Ursache
fiir die zwei verschiedenen Bereiche in (6.5) kann in einer Ann&herung der beiden Lén-
genskalen 7j,, und r; vermutet werden. Eine endgiiltige Kldrung wird jedoch erst durch
weitere Untersuchungen mit verschiedenen r; mdoglich sein.

Man kann die Grofle ¢ - Illnax, ;(Tion) als die ,,maximale relative Abschirmféhigkeit* von
Gegenionen mit einem Radius von 7j,, und der Ladung ¢ bezeichnen. Interessant wére
ein Vergleich der Abbildung 6.6 mit dem entsprechenden ¢ - Ir/nax, 1 (Tion) fiir hoherwerti-
gere Ionen, von denen bekannt ist, daf} sie ein elektrisch geladenes Biopolymer effektiver
abschirmen konnen (z. B. [44, 35]). Eine Begriindung hierfiir kénnte in einem hoheren
Verlauf der Auftragung ¢ - I} . ;(7ion) liegen. Werden gleiche Steigungen der jeweiligen
I;nax’ 1 (Tion) von 1,45 Vorausgesétzt, verlduft der Graph von ¢ - Irlnax, 1(Tion) eines zwei-
wertigen lons steiler als der entsprechende Graph eines einwertigen, falls es hochstens
den 2(1/1:45) = 1 61 -fachen effektiven Radius besitzt. Nach [25] ist das ausnahmslos der
Fall, so daf} fiir kleine Ionenradien die zweiwertigen lonen stets effektiver abschirmen
konnen. Interessant wére auch ein Schnittpunkt der Graphen ¢ - I . ;(rion) fiir Ionen
verschiedener Valenzen, der an stark geladenen Biopolymeren zur Schichtbildung von
Bereichen mit verschiedenen Ionen fithren kénnte.

Aus den Gleichungen (6.1) und (6.5) kann die zu I}, ;(rion) gehorende Dichte an
der DNA, p;, ausgerechnet werden. Fiir den in Abbildung 6.5 gezeigten Graphen mit
Tion = 0,3nm und A = —1,2¢/0,1nm ergibt sich mit I}, ;(7ion =0,3nm) ~ 1,23 und
dem Tonenvolumen Vi, = (47/3) - ri30n (vgl. Gl 4.140): p/pmax =~ 1. Fiir rion, = 0,14nm
und A = —1,8¢/0,1 nm ergibt sich hier p/pmax =~ 0,5, wobei nicht untersucht wurde,
ob fiir dieses 7o, = 0,14nm im Sinne dieser Auswertung auch Linienladungsdichten
|A| > 1,8¢/0,1 nm existieren. Die mit der obigen Methode errechneten Werte ergeben
sich auch unmittelbar aus einer Extrapolation der dazugehorigen Potentiale der Abbil-
dungen 6.7 und 6.8. Eine solche Extrapolation betrachtet jedoch nicht mehrere d&hnliche
A gleichzeitig und kann vom numerischen — nicht vom theoretischen — Standpunkt ihre

eigenen Problematiken haben.

Potentiale ¢ und (2

Neben den Verteilungen der Gegenionen sind die Potentialverlaufe ebenfalls von Interes-
se. Die Abbildungen 6.7 und 6.8 zeigen sie in den Naherungen A und B halblogarithmisch
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Potentiale bei konstanter Linienladungsdichte A

Potentiale fuer lambda=-0.4q/A Potentiale fuer lambda=-1.8q/A
T T T

Potential [kT/e]
(bis auf additive Konstanten)

Naeherung A -
| NaeherungB -

Naeherung A -
| NaeherungB -

1 1 1 1 1 1
0.7 1 2 3 4 5 6 7 8 0.7 1 2 3 4 5 6 7
radialer Abstand r/Bj zur Mitte der DNA radialer Abstand r/Bj zur Mitte der DNA
(Bj=Bjerrumlaenge=7.0A) (Bj=Bjerrumlaenge=7.0A)

Abbildung 6.7: Elektrisches Gesamtpotential ¢(r) (Ndherung A: griin bzw. hellgrau) und thermo-
dynamische Potentiale von Teilsystemen Q(r) (blau bzw. dunkelgrau) fiir (dem Betrage nach) kleine
Linienladungsdichten A = —0,4¢/0,1 nm (links) und groBe Linienladungsdichten A\ = —1,8¢/0,1 nm
(rechts). N&herung A nach Gleichung (4.26) bzw. (4.137), N&herung B nach (4.47) bzw. (4.142). Die
gezeigte Normierung der Potentiale fiihrt in (4.26) auf zy' = 1 und in (4.92) auf K = 1. Der je-
weils oberste Graph einer Kurvenschar gehort zu dem Ionenradius ri,, = 0,02nm, der unterste zu
Tion = 0,3 nm.

Die Graphen der Niherung B verlaufen insbesondere fiir grofiere Absténde r flacher als die Naherung A
und haben eine kleinere Differenz zwischen ihren Werten an den Rindern bei r; und r 4. Beides stiitzt
die Interpretation der Plateaubildung in Abb. 6.1 bzw. 6.2 als Skalentrennung im Sinne von (4.78).
In diesem Zusammenhang sei auch an die Bedeutung des thermodynamischen Potentials Q(r) fiir re-
versible Zustandséinderungen auf Seite 70 und in Gleichung (4.48) erinnert. Gleichfarbige Graphen
verlaufen bei hoheren relativen Gegenionendichten (sterische Behinderungen!) nahe r; nicht parallel
zueinander, wie man an leichten Unterschieden ihrer Differenz zwischen r; und r4 sehen kann. Die
deutlich sichtbaren Unterschiede der Dichteprofile in Abb. 6.1 und 6.2 werden jedoch im wesentlichen
durch die Hohe der Graphen, bzw. die Konstanten zy' und K aus (4.26) und (4.92) bestimmt, solange
nicht p & ppax in rdumlich groflen Bereichen gilt.

Siehe auch Abb. 6.8. Vergroflerte Abbildungen dieser Graphen sind ab Seite 164 enthalten.

8

als Funktion des radialen Abstandes r zur Mittelachse des Biopolymers. In den Graphen
der Abbildung 6.7 werden die Potentialverldufe fiir verschiedene A bei jeweils konstantem
rion aufgetragen, wiahrend sie in der Abbildung 6.8 fiir unterschiedliche rio, bei konstan-
tem A\ dargestellt werden.

Die elektrischen Potentiale ¢ und die Gegenionendichten héngen in der Niherung A iiber
die Gleichungen (4.25) bzw. (4.141) und die Bedingung globaler elektrischer Neutrali-
tét (4.23) zusammen. In der Nidherung B gelten fiir die thermodynamischen Potentiale 2
entsprechend (4.92) und (4.93). () ist das thermodynamische Potential eines Systems
mit genau einem unbeweglichen Gegenion bei r. Die Normierung der Potentiale in den
Abbildungen 6.7 und 6.8 entspricht einem Wert der in (4.25) und (4.92) enthaltenen
Konstanten zy' = 1 bzw. K = 1. Man beachte, daf§ nicht allein die (graphische) Form
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der Potentiale, sondern auch deren Normierung (Hohe des graphischen Verlaufs) sowohl
von A als auch von rio, abhéingen und einen groflen Einflu} auf die Gegenionendichten
haben (vgl. auch die unterschiedlichen Ordinatenwerte der Graphen).

Die Potentiale in Abbildung 6.7 verlaufen nicht parallel zueinander, wie man an ei-
ner Messung ihrer Abstéinde bei r; und r4 sehen kann (vgl. hierzu die vergrofierten
Abbildungen auf Seite 164f.). Verliefen sie parallel, so wéren fiir verschiedene ri,, ledig-
lich verschiedene Normierungskonstanten in (4.23) bzw. (4.93) zu bestimmen, ohne die
eigentlichen Differentialgleichungen (4.26) bzw. (4.87) erneut 16sen zu miissen. Insbeson-
dere in dem Bereich kleiner r ~ r7, wo die Gegenionendichten gréfier werden und die
sterische Behinderung der Ionen zunimmt, verlaufen die Potentiale nicht parallel zuein-
ander. Dennoch werden die Graphen der Dichteverteilungen in der Ndherung A fiir die
in dieser Arbeit untersuchten Ionenradien bei konstantem A\ im wesentlichen durch das
Pmax = Pmax(Tion) in den Gleichungen (4.140) und (4.141) und die dazugehorige Normie-
rung (4.23) von 25! = exp(—Buy) (vgl. Gl 4.20) bestimmt. Entsprechendes gilt fiir die
Normierung von K (vgl. Gl. 4.92 und 4.93) in der Nidherung B. Insgesamt eignen sich
deshalb die Gegenionendichten bzw. die in den Abbildungen 6.1 und 6.2 benutzten inte-
gralen Grofien I,(z) (4.72) besser zum Studium des Einflusses von 7jo,. Eine Ausnahme
hierzu stellt die Frage dar, wieviel Energie (reversibel) aufgebracht werden muf}, um ein
Gegenion radial zu bewegen (fiir Ndherung B vgl. Seite 70 und Gleichung (4.48)).

Die Graphen der Naherungen A und B schneiden sich immer, was in der Sprache von
I,(x) dazu fiithrt, da8 die Néherung B stets unterhalb der Néherung A verlduft. Da-
durch ist ferner die (reversibel) zu leistende Arbeit, um ein Gegenion von r; nach 74
zu bewegen, in der Niherung B stets kleiner, wodurch in I,(x) tiefere Plateaus und
mehr ungebundene Ladungen vorhanden sind. Der nahezu konstante Verauf von €(r)
(Néherung B) bei groBen |A| in Abbildung 6.7 bestéitigt nicht nur die Interpretation
der Plateaubildung, sondern auch die Interpretation der Konvergenz gegen den c¢; = 0-
Grenzfall als Skalentrennung im Sinne von (4.78).

Abbildung 6.8 zeigt den Einflufl der Linienladungsdichte A bei jeweils konstantem 7oy
auf die Potentialverldufe. Dafl sich sowohl hier als auch in I,(x) die zu gleichen Nihe-
rungen gehorenden Potentialverldufe nicht schneiden, héingt mit der fiir verschiedene A
verschieden groflien Anzahl N an Gegenionen im System zusammen. Der steilere Verlauf
fiir groBere |\| ist selbsterkldrend. Es fillt im linken Graphen der Abbildung 6.8 auf, dafl
der Einfluf} der Linienladung ab r =~ 2[p eher untergeordnet ist. Im rechten Graphen
tritt dieser Effekt aufgrund des kleineren Ionenradius bereits fiir kleinere r auf.

Giite der Sattelpunktniherung

Ein eher untergeordneter Effekt der (dem Betrage nach) zunehmenden Linienladungs-
dichte |A| kann an den Graphen dieses Abschnittes prinzipiell nicht abgelesen werden.
Er betrifft die Giite der Sattelpunktniherung, die in Abschnitt 4.2.4 besprochen worden
ist. Die Giite der Sattelpunktndherung nimmt zu, wenn die Erwartungswerte der Beset-
zungszahlen auf dem Gittergas-Gitter zunehmen, vgl. Gleichung (4.54). Diese wiederum
werden grofier, wenn auch |A| wichst (7o, = konst. # 0 vorausgesetzt). Die Sattelpunkt-
niherung ist deshalb fiir grofiere |A| zuverlissiger.
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Potentiale bei konstantem Ionenradius 7ion

Potentiale fuer r_ion=0.6A und lambda=-0.2, -1.8q/A Potentiale fuer r_ion=3A und lambda=-0.2G/A (oben) bis -1.8q/A

Potential [kT/e]
(bis auf additive Konstanten)

analytisch -
Naeherung A

| NacherungB -

) ) ) Nacherung 8
2 3 4 5 6 7 8 07 1 2 3 4 5 6 7 8

radialer Abstand r/Bj zur Mitte der DNA radialer Abstand r/Bj zur Mitte der DNA
(Bj=Bjerrumlaenge=7.0A) (Bj=Bjerrumlaenge=7.0A)

Abbildung 6.8: Der Graph rechts zeigt fiir groe Gegenionen (rion, = 0,3nm) das thermodynamische
Potential 2(r) nach den Gleichungen (4.47) bzw. (4.142) der Nidherung B mit der Normierung K =1
in (4.92). Der oberste Graph beschreibt die geringe Linienladungsdichte A = —0,2 ¢/0,1 nm, der unter-
ste A = —1,8¢/0,1 nm. Die Unterschiede zwischen den einzelnen Graphen der rechten Abbildung sind
fiir kleine Absténde r besonders grofl und fithren dort fiir grofie r,, und A zu hohen relativen Dichten
P/ Pmax = 1.

Der Graph links beschreibt ein deutlich kleineres Ion (rio, = 0,06 nm) und zeigt in blau (dunkelgrau)
lediglich die beiden Félle A = —0,2¢/0,1nm und A = —1,8 ¢/0,1 nm. Vergleichend eingezeichnet sind
die Ndherungen A (griin bzw. hellgrau) und der dazugehérige analytisch zugiingliche Grenzfall nach
Gleichung (4.61) (rot bzw. mittelgrau). Man beachte die unterschiedlichen Werte an den Ordinaten-
achsen der beiden Diagramme.

Siehe auch Abb. 6.7. Vergroflerte Abbildungen dieser Graphen sind ab Seite 166 enthalten.

6.2 Der EinfluB der Randbedingungen

Eine Untersuchung des Einflusses verschiedener Randbedingungen bei r 4 auf die Vertei-
lung der Gegenionen konnte in der Literatur nicht gefunden werden. Die in 7 periodischen
Randbedingungen des Cell Models werden fiir First-Principle Computer-Simulationen
(z. B. in [28]) am hiufigsten benutzt?. Fiir eine Untersuchung von elektrolytischen Lo-
sungen aus vielen DNA-Bruchstiicken mit Gegenionen haben periodische Randbedingun-
gen zweifellos ihre Berechtigung, denn solche Losungen sind letztlich die experimentell
zu untersuchenden Systeme.

Es besteht jedoch nicht nur ein Interesse am Verhalten der Gegenionen in einer Lo-
sung von Biopolymer-Bruchstiicken, sondern gerade auch an der einfacheren Situation,
der Verteilung der Gegenionen an einem einzelnen Biopolymer. Eine Unterscheidung
zwischen den Eigenschaften der Gegenionen an einem einzelnen Biopolymer und den

9Die fiir nicht zylindersymmetrische Situationen kiinstlichen Randbedingungen |E, (74)| = 0 haben ten-
denziell einen #hnlichen Einflufl auf die Gegenionen wie periodische Randbedingungen (vgl. Abb. 6.4).
Sie sind jedoch numerisch nicht einfacher und physikalisch unrealistischer als periodische Randbedin-
gungen.

136

J. Mertins, Dissertation 2006



6.2. Der Einflufl der Randbedingungen

Effekten einer endlichen Konzentration an Biopolymer-Bruchstiicken ist daher wichtig.
Sie kann durch eine Untersuchung des Einflusses verschiedener Randbedingungen auf die
Losungen eines theoretischen oder numerischen Modells getroffen werden. Es ist dabei
zu beachten, dafl eine Untersuchung von Gegenionen an einem einzelnen Biopolymer mit
den Randbedingungen dieser Arbeit nicht den Limes einer unendlichen Verdiinnung des
Elektrolyten impliziert, denn r 4 bleibt endlich grof3.

Die Untersuchng verschiedener Randbedingungen erlaubt auch Riickschliisse dariiber,
wie realistisch periodische Randbedingungen in 7 die experimentelle Situation einer elek-
trolytischen Losung beschreiben. Besteht in einem bestimmten Wertebereich fiir r 4 eine
erhebliche Abhéngigkeit der Gegenionenverteilung von den Randbedingungen, muf} da-
von ausgegangen werden, dafl auch die Annahmen der periodischen Randbedingungen fiir
eine realistische Modellierung der Gegenionen in einer Losung von DNA-Bruchstiicken
zu grob sind. Eine Begriindung hierfiir sind die zwei Vereinfachungen periodischer Rand-
bedingungen, die nicht der physikalischen Situation in einem Elektrolyten entsprechen:

1. In 7 periodische Randbedingungen setzen eine parallele Orientierung aller
Biopolymer-Bruchstiicke voraus.

2. Sie gehen ferner von jeweils gleich grofien Absténden zwischen den Biopolymeren
aus, anstelle einer Abstandsverteilung.

Im folgenden werden die Unterschiede zwischen dem Cell Model und dem Modell die-
ser Arbeit im Hinblick auf die Funktion I,(z) (4.73) diskutiert. Grundlage hierfiir ist
eine bisher nicht untersuchte, sehr starke Vereinfachung des Cell Models, die in der
N#herung A fiir punktformige Gegenionen analytisch zugénglich ist. Diese hier ,ACM*
(Analytical Cell Model) genannte Vereinfachung (Abbildung 6.9) behandelt den Einfluf§
weiterer anwesender Biopolymere in Sinne einer Mittleren-Feld-Néherung (Mean-Field-
Approximation) und erméglicht einen direkten Vergleich mit dem Modell dieser Arbeit.
Dadurch wird die Anschauung aus Abbildung 6.4 bestétigt.

Fiir voluminose Gegenionen und fiir die Naherung B werden tendenziell grofiere Effekte
erwartet. Die Griinde hierfiir liegen in den Kurvenverldufen von I,(z) zu den Randbe-
dingungen dieser Arbeit, die tiefer liegen als die analytischen Losungen fiir punktformige
Ionen. Dadurch befinden sich die Gegenionen in Abbildung 6.4 nidher an r4, so daf} sie
leichter durch weitere anwesende Biopolymere und deren Gegenionen beeinflufit werden
konnen.

Die Abbildung 6.9 erkldrt, wie fiir die zylindersymmetrische Niherung A ein stark ver-
einfachender, analytischer Zugang zum Cell Model gefunden werden kann, der den Ein-
fluBl weiterer Biopolmere (inklusive dazugehorender Gegenionen) auf die Verteilung der
Gegenionen und somit auf die Funktion I,(x) abschétzt. Dazu wird nicht nur das Gebiet
G bis r4 beriicksichtigt, das zu demjenigen Biopolymer gehort, in dessen Néhe die Gegen-
ionenverteilung von Interesse ist. Stattdessen wird ein grofleres Gebiet betrachtet, das
sich bis zu den néchsten Nachbar-Biopolymeren bei 2r4 — r; erstreckt, und somit auch
jeweils die Halfte von deren Gegenionen beinhaltet. Eine Mittelung iiber die Winkelkoor-
dinate fithrt dann wieder auf ein zylindersymmetrisches Problem, das fiir punktférmige
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Ein stark vereinfachter, analytischer Zugang zu I,(z) im Cell Model

Vergleich mit dem Analytical Cell Model (ACM)
(analytische Loesungen zu I=-0.8q/A und I=-1.6q/A)
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Abbildung 6.9: Die Abbildung zeigt rechts eine zylindersymmetrische Vereinfachung des Cell Models,
mit dem der Einflufl weiterer Biopolymere (inklusive der dazugehorigen Gegenionen) auf die Funktion
I,(z) in der N&herung A fiir punktférmige Ionen analytisch abgeschétzt werden kann.

Dazu wird das Gebiet G der Gegenionen bis zum Rand der néchsten Nachbarn der periodischen Fort-
setzung (hier hexagonal angedeutet) ausgedehnt (Abstand 2r 4 —rr). Die entstandene Sechseckstruktur
wird durch einen Kreis gendhrt. Zusétzlich werden die in diesem Gebiet von den néchsten Nachbarn
beigesteuerten Gegenionen berticksichtigt. Nach einer Mittelung iiber die Winkelkoordinate entsteht
ein zylindersymmetrisches Problem, das analytisch gelost werden kann (vgl. Abschnitt 4.2.5). Die gel-
ben (hellgrau schattierten) Bereiche enthalten die positiven Ladungen der Biopolymere. Der dufere
Ring spielt jedoch aufgrund des Gaufischen Flufisatzes keine Rolle, ebenso wie noch weiter entfernte
Ladungen. Das ist ein wichtiger Unterschied zu einer entsprechenden Abschéitzung in der Niherung B:
Eine ortsfeste Ladung innerhalb von r4 in der rechten Abbildung fithrt zu einer Aufthebung der Zylin-
dersymmetrie auf dem Rand bei 2r4 — 7;.

Links wird die analytische Losung I,(z) (vgl. 4.73) des stark vereinfachten Cell Models in halbloga-
rithmischer Auftragung fiir A = —1,6 ¢/0,1 nm (oben) und A = —0,8 ¢/0,1 nm (unten) gezeigt, (jeweils
blau bzw. dunkelgrau), im Bereich r; bis 4 und auf A normiert. (Das Analytical Cell Model enthélt
zwischen r; und 2r4 — r; insgesamt 4\ Ladungen pro Léngeneinheit in Zylinderachsen-Richtung.)
Vergleichend ist die Losung mit den Randbedingungen dieser Arbeit eingezeichnet (jeweils rot bzw.
mittelgrau). Man sieht, daf§ die Ladungen ndher an die DNA herangeriickt sind. Die logarithmische
Skala tduscht dariiber hinweg, dafl dies bei 74 etwa 0,5 nm betrigt, das sind ~ 10%. Fiir volumindse
Tonen wird hier ein groflerer Effekt erwartet, ebenso wie in der Ndherung B.

Die Randbedingungen und die Integrationskonstanten der analytischen Losungen kénnen Tabelle 6.1
entnommen werden. Die Graphen werden auf Seite 168 vergrofiert gezeigt.
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6.3. Sonstige Ergebnisse

Integrationskonstanten ¢; und ¢y fiir das ,,Analytical Cell Model*

Alg/0,1 nm] c1 )
0.8 ~1,910 2.664
~16 92,093 2,637

Tabelle 6.1: Numerisch gewonnene Werte fiir die Integrationskonstanten ¢y
und ¢y der analytischen Losung (4.68) zu den Randbedingungen, die durch
xy = In(5/7), za = In(95/7) und x'(z1) = —(2lsA/q) — 2, X' (xa) =
+(6lpA/q) — 2 beschrieben werden. Fiir die in dieser Arbeit verwendeten
Randbedingungen sind die Werte von ¢; und ¢y in Tabelle 4.3 dokumentiert.
Die Abbildung 6.9 vergleicht die beiden Randbedingungen graphisch fiir I,(z)
in einer Normierung auf .

Tonen analytisch gelost werden kann.

Fine solche Losung wird im linken Teil der Abbildung 6.9 im Vergleich mit den Randbe-
dingungen dieser Arbeit gezeigt. Insgesamt erkennt man, daf§ die Gegenionen im Analy-
tical Cell Model niher an das Biopolymer herangeriickt sind, die d&uflersten um ca. 10%.
Der tatséchliche physikalische Effekt wird durch das ACM tendenziell unterschétzt, so
dafl diese Betrachtungen eher konservativ sind. Die Mittelung iiber die Winkelkoordina-
te bewirkt, dafl die abstoflende Wirkung der Gegenionen untereinander in unmittelbarer
Nahe der néchsten Nachbar-Biopolymere unterschéitzt wird und nicht dazu fiithrt, dafl
sich diese in kleineren Absténden r aufhalten. Dadurch kénnen sie die Gegenionen des
zentralen Biopolymers auch nicht so effektiv von r4 weg weiter nach innen driicken.
Fiir volumindse Gegenionen gilt ein analoges Argument, so dafl auch hier mit deutlicheren
Effekten gerechnet werden muf3. In der Ndherung B, wo sich mit den Randbedingungen
dieser Arbeit die Gegenionen noch weiter entfernt von dem Biopolymer aufhalten, gilt
dghnliches. Es kann somit sicher gesagt werden:

Einflufl der Randbedingungen bei 74

Fiir r4 < 5nm mufl mit einem nicht mehr vernachlissigharen Ein-
flufl der Randbedingungen bei r4 auf die Verteilung der Gegenionen
gerechnet werden. Das entspricht einem Volumenanteil der DNA in
einer elektrolytischen Losung von mindestens 1%.

(6.6)

Die bereits erwihnte Arbeit [28] verwendet z. T. erheblich hohere Konzentrationen.

6.3 Sonstige Ergebnisse

Aus den in Kapitel 5 im Rahmen der Tests des Algorithmus gezeigten Graphen lassen
sich ebenfalls einige Ergebnisse gewinnen.
Die Graphen der Abbildung 5.6 zeigen die elektrischen Potentiale der Gegenionen von
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KAPITEL 6. DISKUSSION DER NUMERISCHEN ERGEBNISSE:
VERTEILUNG VOLUMINOSER GEGENIONEN AN DNA

Austauschloch und Korrelationen in z-Richtung

Austauschloch des unbeweglichen Gegenions in z-Richtung fuer r_ion=1.6A, |1=-1.69/A
und verschiedene Abstaende des Gegenions zur DNA in Einheiten von |_B

1 T ‘%%‘ % —® 5I T |5 o —® ‘%4 %
{ o x
X g% g% X
n X » Q Q . X n
5 08 r B
S + X O O X +
c
[9)
c
. t X x
28 + . 2 +
co
o=
55 - -
g5 o4t X X .
O]
‘
[9)
E 6.59
S 6.04 <
S 02t - - 549 K A
275 [ ]
2.20
165 O
0 I I I I I I 1'10| et
-6 -4 -2 0 2 4 6

Abstand z/|_B zum Gegenion parallel zur DNA
(I_B=Bjerrumlaenge=7.0A)

Abbildung 6.10: Die Abbildung zeigt die Erwartungswerte der Gegenionendichten
p'(z) in z-Richtung (parallel zur DNA-Mittelachse) durch den Punkt 7; (dort: z = 0),
bei Anwesenheit eines unbeweglichen Gegenions (Niherung B) in diesem Punkt 77, nor-
miert auf p’(z = 0o). Der Wert von p’(z = 0o) kann mit Hilfe der Nitherung A (4.26)
ohne unbewegliche Gegenionen gewonnen werden. Es ist somit das Austauschloch des
unbeweglichen Ions bei 7; zu sehen. Seine vollstdndige, ungendhrte Beriicksichtigung
ist die Stéirke der in dieser Arbeit entwickelten Niherung B fiir volumingse Ionen (vgl.
auch Anfangsbemerkung zu Abschnitt 4.3).

Das Austauschloch wird beispielhaft fiir die Systemparameter ri,, = 0,16 nm und
A = —1,6¢/0,Inm gezeigt und kann aus den Potentialen ¢'(z) aus Abbildung 5.6,
rechte Spalte, berechnet werden. Die verschiedenen Symbole entsprechen verschiede-
nen Abstidnden des unbeweglichen Gegenions zur Mittelachse der DNA, unten 6,595
und oben 1,101p.

Es fallt auf, dal das Austauschloch in grofleren Absténden zur DNA deutlich grofler ist,
was mit der dort geringeren absoluten Gegenionendichte erklért werden kann, und nahe
der DNA sehr klein ist. Ferner fillt auf, das sich das Austauschloch in Abstédnden zur
DNA zwischen 2,81p und 5,515 kaum veréindert, weshalb das hier gezeigte Diagramm
auf weitere Graphen in diesem Bereich verzichtet.

Eine vergroflerte Abbildung ist auf Seite 169 enthalten. Weitere Erlduterungen enthélt
der Text.
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6.4. Zusammenfassung

Teilsystemen Z° (vgl. Gleichungen (4.80) und (4.81)) parallel zur Symmetrieachse der
DNA. Aus ihnen kann die Reichweite der Potentiale einzelner Gegenionen abgelesen
werden, die nur in mittleren bis grofleren Abstdnden von der DNA einen Wert von 2ip
iiberschreitet. Das ist nach (4.99) auch die relative Reichweite von Paarkorrelationen
und kann erkléren helfen, warum I,(z) in der Naherung B gerade fiir mittlere Absténde
von der Naherung A abweicht. Eine #hnliche Betrachtung ist im Prinzip auch in radialer
Richtung moglich.

Abbildung 6.10 zeigt das aus der soeben besprochenen Abbildung 5.6 berechnete Aus-
tauschloch des unbeweglichen Gegenions fiir verschiedene Abstdnde zur DNA am Bei-
spiel der Parameter 7o, = 0,16 nm und A = —1,6 ¢/0,1 nm. Der auf der Abszisse gezeigte
Bereich entspricht dem Bereich in z-Richtung, fiir den elektrische Neutralitdt gefordert
wird, vgl. auch Abschnitt 5.1.2 und Abbildung 4.4. Dadurch wird deutlich, dafl die Nahe-
rung B dieser Arbeit das Austauschloch vollstéindig beriicksichtigt!'". Das nahe der DNA
sehr kleine Austauschloch begriindet die dortige Ahnlichkeit der N&herungen A und B,
vgl. Abb. 6.1 und 6.2.

Diese vollstéandige Beriicksichtigung geschieht per Konstruktion, ist unabhéngig von den
Ursachen des Austauschlochs (elektrische, mechanische oder entropische Krifte) und
stellt die wichtigste Eigenschaft der Ndherung B dar (vgl. Eingangsbemerkung zu Ab-
schnitt 4.3).

Das Austauschloch der Abbildung 6.10 steht in einem offensichtlichen Zusammenhang
mit der nach Gleichung (4.99) in Abschnitt 4.3.4 gezeigten Abschitzung der Paarteilchen-
Korrelationsfunktion (n;n;), wobei in diesem besonderen Fall in (4.100) das Gleichheits-
zeichen gilt und eine Fehlerabschitzung nach Abschnitt 4.3.5 nicht moglich ist.

Aus Abbildung 5.6 148t sich ebenfalls ablesen, dafl das Ende der DNA einen Einfluf} in
Léngsrichtung von maximal einigen [g besitzt, und somit sehr viel kleiner als die Persi-
stenzléinge der DNA von ca. 60 nm (vgl. Abschnitt 4.1.4) ist. Andererseits wird dadurch
auch deutlich, dal DNA-Bruchstiicke, die kiirzer als ca. 10nm sind, nicht mehr durch
einen zylindersymmetrischen Ansatz beschrieben werden kénnen.

6.4 Zusammenfassung

Die Leistungsfihigkeit der in dieser Arbeit entwickelten Theorie volumindser Gegenionen
an geladenen Biopolymeren (Kapitel 4) wurde mit einem technisch bewuft einfachen Al-
gorithmus (Kapitel 5) fiir das Beispielsystem ,DNA mit voluminésen Gegenionen“ (Ab-
schnitt 4.1.4) gezeigt. Mit dieser als Proof-of-Concept zu verstehenden Studie konnten be-
reits einige Beobachtungen durchgefiihrt werden, die aufwendige Computermodelle [28]
bisher nicht zulielen. Dazu gehort z. B. eine Abhéngigkeit des Anteils ungebundener
Gegenionen von der Tonengréfle im Limes r4 — 0o, auf die es auch erste experimentelle

OF{ir den untersten Graphen in Abb. 6.10 ist das Fehlen des #uBersten Randes des Austauschlochs
unerheblich, weil in so grofier Entfernung zur DNA (6,59 () die absoluten Dichten so klein sind, daf
dadurch fiir die Berechnung von Q° (4.142) keine relevanten Fehler zu erwarten sind.
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KAPITEL 6. DISKUSSION DER NUMERISCHEN ERGEBNISSE:
VERTEILUNG VOLUMINOSER GEGENIONEN AN DNA

Hinweise gibt [57].
Die wichtigsten numerischen Ergebnisse der hier vorgestellten Studie sind:

1.

2.

Kleinere Ionen schirmen ein geladenes Biopolymer stets effektiver ab als grofiere.

Korrelationen (Nidherung B im Vergleich zu Niherung A, vgl. Abb. 6.10) fordern
die rdumliche Trennung von gebundenen und ungebundenen Gegenionen (Plateau-
bildung der Funktion I,(z) (4.72), vgl. Abb. 6.1 und 6.2).

Der Anteil ungebundener volumindser Gegenionen ist in der Ndherung A unab-
héngig vom Tonenradius 7o, und kann insbesondere durch die Poisson-Boltzmann-
Theorie fiir punktformige Teilchen bestimmt werden.

In der detaillierteren Néherung B ist der Anteil ungebundener Gegenionen auch im
Grenzfall punktformiger Teilchen grofier als durch die Poisson-Boltzmann-Theorie
vorhergesagt. Er ist ferner deutlich vom lonenradius rio, abhéngig, falls die Linien-
ladungsdichte A dem Betrage nach grofy genug ist, um in der Ndhe des Biopolymers
hohere relative Dichten der Gegenionen p/pmax hervorzurufen.

In einem vergleichsweise grolen Parameterbereich 7ion, A(rion) gilt in der Nédhe des
Biopolymers fiir hohere Gegenionendichten p/pmax (vgl. Gl. 6.3)

A
X —
P 2

Die Proportionalitdtskonstante ist nur von rj,, abhéngig (Gl. 6.5 und Abb. 6.6).

Es bleibt festzuhalten, dafl bereits die Ergebnisse einer numerisch einfachen Studie am
Beispielsystem ,DNA mit volumintsen Gegenionen“ die Leistungsfahigkeit der theoreti-
schen Neuerungen dieser Arbeit demonstrieren konnten.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Wihrend sich die moderne Molekularbiologie lange Zeit um die Aufkliarung wichtiger
chemischer Strukturen und Reaktionen bemiihte, steht gegenwértig zunehmend das de-
taillierte Zustandekommen dieser Reaktionen im Vordergrund. Besondere Aufmerksam-
keit gilt der raumlichen Anordnung und Bewegung sowie dem Transport der beteiligten
Makromolekiile in wassriger Losung. Dabei spielen elektrische Ladungen, sowohl der Ma-
kromolekiile als auch der (Gegen-)lonen, eine zentrale Rolle.

Aus der Literatur bekannte Methoden stoflen hier an ihre Grenzen: Trotz grofler Fort-
schritte erlauben First-Principle Computersimulationen wie z. B. die Molekulardynamik
auf absehbare Zeit keine geniigend langen Beobachtungszeiten, denn die detaillierte Be-
riicksichtigung der sehr beweglichen Ionen ist zu rechenintensiv. Auflerdem ist hier die
Einsicht in die Physik der simulierten Systeme limitiert. Bekannte analytische Metho-
den hingegen konnten bislang die drei wichtigsten und in etwa gleichgrofien Lingenskalen
solcher ionischen Systeme bei typischen physiologischen Bedingungen nicht gleichzeitig
angemessen berticksichtigen. Das betrifft insbesondere den Ionenradius.

Die vorliegende Arbeit enthiilt ein neues theoretisches Modell fiir volumingse Gegenionen
geladener biologischer Makromolekiile. Die Gegenionen werden als Gittergas modelliert,
dessen wichtigste Eigenschaft die Aufteilbarkeit des Gesamtsystems in separat 16sbare
Teilsysteme ist (siehe Textbox (4.80) und Gleichung (4.81)).

Im Rahmen dieses Modells sind im thermischen Gleichgewicht (beliebig hohe) Korrelati-
onsfunktionen und Dichteverteilungen der Gegenionen (beliebig genau) zugénglich und
iiber diese ferner Grolkanonische Potentiale zu den jeweils fest vorgegebenen Koordi-
naten der geladenen Makromolekiile. Daraus konnen effektive Kraftgesetze und Bewe-
gungsgleichungen der Makromolekiile abgeleitet werden, die weiterfithrende Computersi-
mulationen ohne explizite Beriicksichtigung der Gegenionen ermoglichen. Damit stehen
hinreichend lange Beobachtungszeiten fiir detaillierte Einblicke in biologische, molekula-
re Transportabldufe zur Verfiigung.

Als Beispielsystem dieser Arbeit wird die DNA mit einer Sorte von Gegenionen in einem
global elektrisch neutralen System ausgewéhlt. Als Variations-Parameter dient sowohl
das Volumen der Gegenionen als auch die Ladungsdichte auf der DNA. Letzteres ist auch
fiir eine Abschitzung des Verhaltens verschieden stark geladener Biopolymere instruk-
tiv.

Das gewéhlte Beispielsystem ist einerseits komplex genug, um alle Vorteile des neuen
theoretischen Modells zu demonstrieren. Das schliefit seinen einfachen und unaufwendi-
gen numerischen Losungsweg mit ein, der neben Standardmethoden neuartige globale
Randbedingugen an das elektrische Potential benutzt. Andererseits ist das Beispielsy-
stem einfach genug, um einen Vergleich mit einer Molekulardynamik-Simulation [28] zu
gestatten, und es ist in einem speziellen Grenzfall sogar vollstéindig analytisch 16sbar.
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KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Deshalb diente das System ,DNA mit Gegenionen“ als aussagekriftiger Test des neu-
en Modells, der in jeder Hinsicht erfolgreich war. Neben der Bestitigung des Modells
dieser Arbeit konnte zusétzlich eine deutliche Vergrofierung des Parameterbereichs der
Berechnungen aus [28] erreicht werden. Numerische Rechnungen zu den héheren Kor-
relationsfunktionen (4.130) bieten dariiber hinaus vielversprechende Perspektiven fiir
zukiinftige Projekte.

Zukiinftige theoretische Erweiterungen des vorliegenden neuen Modells kénnten sich zu-
néchst mit zweifach geladenen Gegenionen beschéftigen, wo in der Regel nicht mehr der
Ionenradius, sondern die Bjerrumlénge die kleinste Langenskala des ionischen Systems
ist. Einige theoretische Arbeiten wie z. B. [39] sagen fiir punktformige mehrfach geladene
Gegenionen ein substantiell anderes Verhalten als fiir einfach geladene voraus, und es
stellt sich die Frage, ob diese Ergebnisse auf volumintse Ionen iibertragbar sind. Der
néchste Schritt wire, gleichzeitig einfach und mehrfach geladene Ionen theoretisch be-
schreiben zu konnen, ggf. auch negativ geladene. Die negativ geladenen Ionen kénnten
das Salz in der biologischen Zelle modellieren und Zugang zu Phdnomenen wie ,,Over-
charging® [39] ermoglichen.

Eine Aufgabenstellung anderer Art ergibt sich aus der sehr schwierigen experimentellen
Situation [35], die bis heute keine quantitativ aussagekriftigen Daten zu den Ergeb-
nissen dieser Arbeit, insbesondere zum Einflufl des Ionenvolumens erméglicht hat. Ein
Beispielsystem zu finden, das fiir die typischen Storeinfliisse auf die Experimente beson-
ders unempfindlich ist, ergdbe hier neue Verifikationsmoglichkeiten.

Zur Berechnung physiologisch interessanter Verteilungen geladener Makromolekiile ist
neben First-Principle Computersimulationen mit dieser Arbeit ein zweites, auf einer
theoretischen Modellierung fuffendes Instrument geschaffen worden, das die volumindsen
Gegenionen detailliert beriicksichtigt und hohe Genauigkeiten erméglicht. Es macht nur
wenige und physikalisch klare Voraussetzungen und ist vielseitig einsetzbar. Aus diesem
Grund und wegen der schwierigen experimentellen Situation stellt es eine wesentliche
Ergénzung bestehender Methoden dar.
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Anhang
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A Ergebnisse: ganzseitige Graphen

Im folgenden werden alle Graphen des Abschnitts 6.1, insbesondere die der Ubersichts-
Abbildungen 6.1 und 6.2, auf den Seiten 121 und 123 ganzseitig vergroflert dargestellt.
Die Reihenfolge entspricht der Reihenfolge in den jeweiligen Abbildungen.
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B Struktur des numerischen Algorithmus

In diesem Anhang wird die Struktur der Programme dargestellt, die fiir die Losung und
Auswertung der Naherungen A und B dieser Arbeit entwickelt worden sind. Die Gestal-
tung des C++ Programms beziiglich der Iteration des Differenzenschemas (5.2) folgt
dabei [58].

Fine ausfiihrliche Beschreibung enthalten die Abschnitte 5.1 und 5.2. Die fiir das Beispiel-
system ,DNA mit volumintsen Gegenionen“ numerisch gewonnenen Ergebnisse werden
in Kapitel 6 vorgestellt, insbesondere in den Abbildungen 6.1 und 6.2 auf den Seiten 121
und 123.
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ANHANG B. STRUKTUR DES NUMERISCHEN ALGORITHMUS

Skript 1 ruft C++ Programm mit verschiedenen Optionen, u. a. 7oy, A, g auf.
C++ Einlesen von 7oy, A, Ag (u. a.).

// Analytische Losung:

Bestimme ¢; (Gl. 4.70).

Berechne Funktionswerte fiir I,(x).
Daten schreiben.

// Allgemeines:

Simulationsgitter erzeugen.

Unbewegliche Ladungen der DNA festlegen.

Gebiet G der Gegenionen auf dem Simulationsgitter festlegen.

// Nédherung A: (DGL. 4.26)

DGL-Léser — Datensatz {¢; ji}-
falls Fehler: Fehlermeldung,
Programmsprung zu ,,Qualitéitskontrolle®.
Ausgewihlte Daten schreiben.
// Ndherung B: (DGL. 4.87)

FUR {verschiedene Orte 7} € G eines einzelnen, unbeweglichen Gegenions}:

Ermittle Gitterzellen G € G des unbeweglichen Gegenions.
Entferne G™" aus G.
DGL-Loser — Datensatz {qbé,j,k} — Ladungen {Qi,j,k}‘

falls Fehler — Fehlermeldung, Schleifenabbruch.
O = Zzgk( ).

Ausgewihlte Daten schreiben.
ENDE der Schleife.

// Qualitétskontrolle:
Alle Fehlermeldungen zentral sammeln und schreiben.
ENDE des C++ Programms.

Skript 2 fiihrt die Auswertung durch (Abschnitt 5.2):
Inter- und Extrapolation von ¢ (Ndherung A) und 2 (Ndherung B).
Normierung von 2.
Mittelung iiber Lings- und Diagonalorientierung von ¢ und 2 (Abb. 5.2).

Skript 3 Erzeugung der Graphen.

Abbildung B.1: Die Programmstruktur der numerischen Berechnungen dieser Arbeit teilt
sich im wesentlichen in die Losung der Differentialgleichungen (DGL) der Niherungen A (4.26)
und B (4.87) einerseits und in anschlieffende Auswertungen andererseits auf.

Die Funktion ,DGL-Loser” wird auf Seite 173 detaillierter dargestellt.
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DGL-Léser fiir die allgemeine Differentialgleichung (4.137):

Aufstellen des Differenzenschemas (5.2).
Untergitter Uy, Us festlegen.

Anfangspotential ¢ konstant (= 20kgT/q).
Berechne aus ¢ Fehler f (im Sinne von (5.11)).
Festlegen der Mindestgenauigkeit fiin (5.11).

// Losen des Differenzenschemas: (vgl. Gl (5.17))
FURy {|f] < 0,95[f*"[}

FALLSy {[f| < |fminl} ~ // fertig.
Datensatz nochmals priifen.

Ausgewihlte Daten schreiben.
Funktion beenden.

SONST,
FUR, {100 Durchliufe}
Iteriere ¢y, — ¢nt1 — Qn41 auf Uj.
Iteriere ¢, — dpy1 — Qpy1 auf Us.
ENDE Schleifes
ANDERE {¢ = ¢ + const.}
BIS {lgN — >~ ;1 Ql < 1072 f[}
bestimme f™€%.
falt — f
f — fneu'
ENDE FALLS;
ENDE Schleife;

// Programm sollte nie hierhin kommen.

Fehlermeldung: zu langsame oder keine Konvergenz.
Abbruch.
ENDE des DGL-Losers.

Abbildung B.2: Gezeigt wird die detaillierte Struktur der Funktion ,DGL-Loser”, deren Ein-
bettung in den Gesamtzusammenhang der Seite 172 entnommen werden kann.

»DGL-Loser 1ost das Differenzenschema (5.2) fiir die allgemeine Differentialgleichung (4.137) un-
ter Beachtung der Nebenbedingung globaler elektrischer Neutralitét, vgl. (5.17). Innerhalb der
Modellauflésung (4.1) sind (4.26) und (4.137) in der Niherung A bzw. (4.87) und (4.137) in der
Niherung B gleichwertig.
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