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Systematik, Formelzeichen und Abkiirzungen
Systematik

In der vorliegenden Arbeit werden Vektoren mit fetten Kleinbuchstaben gekennzeichnet, Grofibuch-
staben in Fettdruck stehen fiir Matrizen, und skalare Groflen werden allgemein durch Buchstaben in
Normalschrift dargestellt. Variablen werden i.d.R. schriag gestellt (Schriftart Italic) und Konstanten
werden i.d.R. gerade gesetzt (Schriftart Roman).

Allgemeine Festlegungen

M?’L

Matrix mit m Zeilen und n Spalten (m und n meist unterdriickt)

M3 Element in der Zeile ¢ und der Spalte j der Matrix M

m;.e Zeile ¢ der Matrix M ; Zeilenvektor

m, ; Spalte j der Matrix M ; Spaltenvektor

M" transponierte Matrix, das Element in der Zeile ¢ und der Spalte j ist my;

M transjugierte Matrix, das Element in der Zeile 7 und der Spalte j ist mJ;
-T i . -T _ T1-1 _ -1T

M transponiert inverse Matrix, M~ = [M "]~ = [M ]

Parakonjugierte der Matrix S

D = diag(dy,...,dy) Diagonalmatrix
:{ M Matrix M, in der die Zeile ¢ und die Spalte j gestrichen wurde
0 Nullvektor
1 2 e v e n
el Standardeinheits-Zeilenvektor [0, 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0]
e Vektor, deren samtliche Koordinaten 1 sind
1,, Einheitsmatrix der Dimension m
or, Nullmatrix mit m Zeilen und n Spalten (m und n meist unterdriickt)

grofite ganze Zahl, die kleiner gleich a ist

|| euklidische Vektornorm von x
C=A®B Kronecker Produkt mit ¢;; = a;; B
P Bezeichner eines pradikatenlogischen Ausdrucks
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S Bezeichner eines Programmsegments
= Identitét
M Ay +Anp+- -+ Ay 1+ Ay flr M >N
> Au=
u=N 0 fir M < N

ANAng - Ay Ay it M > N

1 fir M < N

M PN/\PN+1/\"'/\PM,1/\PM fIlI"MZN

/\ P.=
p=N wahre Aussage fir M < N

b bl b2 bn

S A A Ae
l=a li=ay la=a3 ln=an

v=1

A>0 symbolische Darstellung fiir eine nicht negativ definite (n.n.d.) Matrix A
A>0 symbolische Darstellung fiir eine positiv definite (p.d.) Matrix A

Ausgewihlte Formelzeichen

Skalare
Anzahlen des Wellendigitalfilters

Ne Gesamtzahl der Tore der nichtdynamischen Bauelemente
Ng = Ng + Ny + Ne Gesamttorzahl des Wellendigitalfilters

Ny Anzahl der Quellen

Ny Anzahl der dynamischen Bauelemente

nk Anzahl der bzgl. t,, dynamischen Bauelemente

N, Anzahl der nichtdynamischen Bauelemente

Anzahlen des Funktionsbausteins

Nea Anzahl der analogen Eingédnge des Funktionsbausteins
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Naa Anzahl der analogen Ausginge des Funktionsbausteins

m Anzahl der Zustandsgrofien

Vektoren

abhéngige Variablen des Wellendigitalfilters

a, Vektor der einfallenden Wellen der Quellen

a, Vektor der einfallenden Wellen der dynamischen Elemente

a. Vektor der einfallenden Wellen der nichtdynamischen Elemente
a=la, a6 all Vektor der einfallenden Wellen aller Elemente

b, Vektor der ausfallenden Wellen der Quellen

b, Vektor der ausfallenden Wellen der dynamischen Elemente

b, Vektor der ausfallenden Wellen der nichtdynamischen Elemente
b=[b, , b, ,b]" Vektor der ausfallenden Wellen aller Elemente

b Koordinate ;1 des Vektors by

Vektoren des Funktionsbausteins

arp Vektor der Ausgangssignale des Funktionsbausteins
€rB Vektor der Eingangssignale des Funktionsbausteins
mMpR Vektor der Zustandsgrofien des Funktionsbausteins
Matrizen

Matrizen des Wellendigitalfilters

P Matrix, die die Verkniipfungen der einzelnen Tore des
Wellendigitalfilters beschreibt
q v e
q| Py Pg Py
P = qu va Pve
€ Peq Pev Pee
P, Permutationsmatrix zur Festlegung der Berechnungsreihenfolge

S Streumatrix der nichtdynamischen Bauelemente
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unabhéngige Variablen Referenzschaltung/Wellendigitalfilter

DH/ = atﬁ/
_ 7.0 o) 1

Dw — [8_1171"”’—81719,17E

_ [0 0
D= [a—ml, L —8xk_1]T
H , L = U()Ht
k
k/
po= [y )"
A/J, = [A:U’h cee 7A:U'k]T
UV = [1/1, e ,Vk/]T
t=[ty,... tp|"
At = [Aty, ..., Aty]T
TA
x=[ry,.. ., 051, 0t]"
_kL = [$1, Ce ,$k_1]T
X4
Ax = [AZL’l, e ,UkAt]T
Abmessungen
g
Gz

Gt

Differentialoperatoren nach den neuen Koordinaten

Gradient in den Koordinaten ¢

%]T Gradient in den Koordinaten x

Gradient in den Ortskoordinaten

Transformationsmatrix

Dimension des urspriinglichen Koordinatensystems
Dimension des neuen Koordinatensystems

Diskrete Variablen des urspriinglichen Koordinatensystems

Verschiebe-Vektor in den diskreten Variablen des urspriinglichen
Koordinatensystems

Diskrete Variablen des neuen Koordinatensystems

Vektor mit den unabhéngigen Variablen des neuen
Koordinatensystems

Verschiebe-Vektor des neuen Koordinatensystems
Abtastmatrix des neuen Koordinatensystems

Vektor mit den unabhéngigen Variablen des urspriinglichen
Koordinatensystems

Vektor mit den unabhéngigen Ortskoordinaten des urspriinglichen
Koordinatensystems (Echtraumkoordinaten)

Abtastmatrix des urspriinglichen Koordinatensystems

Verschiebe-Vektor des urspriinglichen Koordinatensystems

Berechnungsgebiet (nur Ortskoordinaten)
Gebiet im urspriinglichen Koordinatensystem

Gebiet im neuen Koordinatensystem
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o
oG

K

Trn

AT,

L'k min

'CEK max

AX,

Gebiet aulerhalb des Berechnungsgebietes

Rand des Berechnungsgebietes
Teilberechnungsgebiet n > 0

Linge des Berechnungsgebietes in Richtung x,
Lénge des Teilberechnungsgebietes n in Richtung z,
Anzahl der Teilberechnungsgebiete

Anzahl der Teilberechnungsgebiete in Richtung der unabhéngigen
Variablen z,,

Anzahl der Abtastpunkte einer Abtastschicht
Anzahl der Abtastpunkte in Richtung x,

Anzahl der Abtastpunkte in Richtung x, des Teilberechnungs-
gebietes n

Abstand zweier Abtastpunkte in Richtung ¢,
untere Grenze des Berechnungsgebietes in Richtung z,
obere Grenze des Berechnungsgebietes in Richtung x,

Abstand zweier Abtastpunkte in Richtung x,






Kapitel 1

Einfiihrung

Ein Grofiteil naturwissenschaftlicher und technischer Prozesse wird mithilfe von partiellen Differenti-
algleichungen (PDGLn) beschrieben. Da fiir PDGLn i.Allg. keine Verfahren zur analytischen Losung
bekannt sind, setzt man numerische Verfahren zur Berechnung von Néaherungslésungen mittels eines
Digitalrechners ein. Sowohl die weiter ansteigende Rechenleistung der Digitalrechner, als auch neue,
effizientere Algorithmen erschlielen weitere Anwendungsgebiete dieses wachsenden Teilbereichs der Ma-
thematik. Die numerischen Verfahren sollten dabei die wesentlichen Eigenschaften des urspriinglichen
Systems auf das digitale System iibertragen, insbesondere die Stabilitdt, die Lokalitdt und die Pas-
sivitdt. Die Ubertragung dieser Eigenschaften leisten die von Fettweis entwickelten Wellendigitalfilter
(WDF), die urspriinglich zur digitalen Nachbildung analoger Filter dienten [Fett70], [Fett86]. Es hat sich
gezeigt, dass diese Filter hervorragende Stabilititseigenschaften auch unter realen Bedingungen (endli-
che Wortlénge) besitzen. Diese giinstigen Eigenschaften {ibertragen sich auch auf die mehrdimensionalen
Wellendigitalfilter. Die mehrdimensionalen Wellendigitalfilter sind digitale Nachbildungen analoger(auch
nichtlinearer) mehrdimensionaler Kirchhoffscher Schaltungen und wurden erstmals in [Fisc84] zur nu-
merischen Integration von Differentialgleichungen vorgeschlagen. Bekanntermafien kann eine mehrdi-
mensionale Kirchhoffsche Schaltung dquivalent durch partielle Differentialgleichungen beschrieben wer-
den. Somit ldsst sich die Wellendigitalmethode, welche in dieser Arbeit ausschliefilich verwendet wird,
zur numerischen Integration von partiellen Differentialgleichungen nutzen, [FN90a], [FN90b], [FN91a/,
[FN91b], [Nits93], [Heme95], [Feld95], [Frie95], [Krau97], [Pott98]. Mittlerweile existiert eine Vielzahl
weiterer Arbeiten, die iiber die erfolgreiche Anwendung des Verfahrens berichten. Eine zusammenfassen-
de Darstellung in englischer Sprache findet sich in [Bilb01] und [Bilb04]. Die praktische Anwendbarkeit
der Wellendigitalmethode erfordert aber die effiziente Erzeugung eines Codes zur Simulation des Wel-
lendigitalfilters. Der Ausgangspunkt der Erzeugung eines Codes sollte das Ausgangsproblem selber sein,
also die zu losende PDGL. In dieser Arbeit wird ein Verfahren zur automatischen Codeerzeugung vorge-
stellt, welches auf PDGLn anwendbar ist, die lineare, zeitinvariante, symmetrisch hyperbolische Systeme
beschreiben.

Eine automatische Codeerzeugung hat nicht nur den Vorteil geringeren Herstellungsaufwands, son-
dern liefert auch -geeignete Implementierung vorausgesetzt- eine hohere Qualitiat der erzeugten Software,
da der Anteil der manuellen Software-Herstellung reduziert wird. Es erffnet sich zudem die Moglichkeit
des Einsatzes der Algorithmen in sicherheitskritischen Bereichen. Wie oben bereits angedeutet, sind fiir
eine derartige Anwendung auch strengere Qualitdtsanspriiche an die Implementierung zu stellen. Um
diesen nachzukommen, verwenden wir die so genannten formalen Methoden der Softwaretechnik zur
Verifikation der entwickelten Codes gegeniiber der Spezifikation. Die Theorie der Programmverifikation
wurde durch McCarthy angeregt, [McCa62|, [McCa63]. Seine Intention war es, die gewiinschten Ei-
genschaften von Programmen mittels mathematischer Methoden nachzuweisen, anstatt die Programme
durch Testldaufe auf Fehlerlosigkeit zu priifen. Floyd nahm die Idee auf und schlug ein Verfahren vor
mit dem ein gegebenes Software-System analysiert werden konnte, [Floy67]. Dieses Konzept wurden in
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[Dijk68] erweitert und zur Synthese beweisbarer korrekter Programme genutzt. In den weiteren Jah-
ren folgten Arbeiten, die im Wesentlichen auf den zuvor genannten Artikeln aufbauen. Hervorzuheben
hieraus ist [Hoar69], in der eine Programmanweisung bzw. eine zusammengesetzte Anweisung als Trans-
formation von Pradikaten aufgefasst wird. Weiterhin sind dort die wichtigsten Semantikregeln zu finden.
Auf dieser Basis wird auch der in dieser Arbeit angegebene Beweis gefiihrt.

Die wesentlichen Ziele dieser Arbeit sind zum einen die Entwicklung eines Verfahrens zur Synthe-
se einer Referenzschaltung und anschlieBender Umsetzung in ein mehrdimensionales Wellendigitalfil-
ter, welches die formale Spezifikation der Software festgelegt. Zum anderen wird ein Code angege-
ben, der das mehrdimensionale Wellendigitalfilter simuliert und mittels eines formalen Korrektheits-
beweises gegeniiber der Spezifikation verifiziert. Der Code soll dabei so beschaffen sein, dass er sich in
das -fiir Steuerungs- und Regelungsfunktionen mit sicherheitsrelevanter Bedeutung in Kernkraftwerken
entwickelte- digitale Leitsystem TELEPERM XS einbinden l&sst.

Intention des Kapitels 2 ist es, die notwendigen Grundlagen der Theorie mehrdimensionaler Wellen-
digitalfilter zu rekapitulieren und zwar in einer auf unsere Aufgabenstellung angepassten Form.

Anschliefend erfolgt im Kapitel 3 eine Einarbeitung in das Programmpaket SPACE und zwar ei-
nerseits aus Sicht des Benutzers (i.d.R. der Leittechniker) und andererseits aus Sicht des Entwicklers.
Nach Analyse und Darstellung der erarbeiteten Erkenntnisse wird die Moglichkeit der Einbindung der
Wellendigitalfilter in das Programmpaket SPACE untersucht. Dabei auftretende Probleme und deren
Losung werden aufgezeigt.

Kapitel 4 bildet den ersten Hauptteil dieser Arbeit. Dort werden wir zunéchst die Klasse der in dieser
Arbeit behandelten Systeme einschréinken und daraus Eigenschaften der PDGLn ableiten. Im Anschluss
daran werden wir das neu entwickelte Syntheseverfahren zur Gewinnung einer mehrdimensional passiven
Referenzschaltung vorstellen. Ferner werden wir zu der systematisch gewonnenen Referenzschaltung ein
mehrdimensionales Wellendigitalfilter angegeben und deren Berechenbarkeit aufzeigen.

In Kapitel 5 werden die aus der Literatur bekannten Grundlagen zur Anwendung formaler Methoden
in der Softwaretechnik behandelt. Dabei werden wir uns auf die Inhalte beschrinken, die fiir den weiteren
Verlauf der Arbeit relevant sind. Zudem werden in diesem Kapitel die fiir den Algorithmus notwendigen
Programmanweisungen axiomatisch definiert.

Kapitel 6 beinhaltet den zweiten Hauptteil dieser Arbeit. In diesem Kapitel werden wir den Ubergang
zur formalen Spezifikation des Algorithmus durchfiihren. Zudem wird die Implementierung des Algo-
rithmus in der Programmiersprache C unter ausschlieflicher Verwendung der axiomatisch definierten
Programmanweisungen durchgefiihrt. Weiterhin fithren wir den formalen Korrektheitsbeweis in diesem
Kapitel. In formalen Korrektheitsbeweisen fiir Algorithmen der Signalverarbeitung kommt der Verhin-
derung eines Uberlaufs des Darstellungsbereiches eine besondere Bedeutung zu, die ebenfalls in diesem
Kapitel Berticksichtigung findet.

Die Ergebnisse der Kapitel 4 und 6 werden mit eigenen Zusammenfassungen gewiirdigt. Die Zusam-
menfassung der gesamten Arbeit befindet sich im Kapitel 7.



Kapitel 2

Mehrdimensionale Wellendigitalfilter

In diesem Kapitel werden wir die fiir das Versténdnis der Arbeit notwendigen Grundlagen der Theorie
mehrdimensionaler Wellendigitalfilter zusammenfassen. Die Zusammenfassung der Grundlagen beginnt
mit der Einfiihrung von unabhéngigen und abhéngigen Variablen, wobei die unabhéngigen Variablen
danach einer Koordinatentransformation unterworfen und diskretisiert werden. Anschliefend werden
die Form des Berechnungsgebietes, also der Bereich der unabhéngigen Variablen fiir die die Losung
der PDGL erfolgen soll, festgelegt. In diesem Zusammenhang wird zudem die Lage der Abtastpunkte
diskutiert.

Nachdem in den ersten Unterkapiteln die unabhéngigen Variablen im Vordergrund standen, wid-
met sich der weitere Teil den abhéngigen Variablen. Diese abhéngigen Variablen einer PDGL werden als
Spannungen und Stréme von Toren eines Kirchhoff’schen Netzes interpretiert. Ahnlich den unabhéingigen
Variablen erfolgt bei den abhingigen Variablen eine Koordinatentransformation. Diese Transformation
vollzieht sich in der Form, dass anstelle von Spannung und Strom Wellengréfien genutzt werden. Von zen-
traler Bedeutung fiir Stabilitdtsfragen Kirchhoff’scher Netze sind die energetischen Eigenschaften ihrer
Bauelemente. Aufbauend auf der torweisen Betrachtung der Bauelemente, werden aus Energiebetrach-
tungen heraus Eigenschaften wie MD-Passivitdt und MD-Energieneutralitit erldutert. Geméfl diesen
Eigenschaften werden dann typische Bauelemente der Theorie elektrischer Netze, die in dieser Arbeit
Verwendung finden, eingefiihrt, qualifiziert und in MDWDF-Bauelemente iiberfiihrt. Auf den Nachweis
der Ubertragung der Eigenschaften der elektrischen Bauelemente auf die WD-Elemente verzichten wir
und verweisen auf die existierende Literatur, [Meer79], [MF92], [Fett92].

Weiterhin wird von den bekannten Verfahren zur Randwertbehandlung eines, welches sich besonders
gut in die Zielsetzung dieser Arbeit einpasst und auch spéiter Verwendung findet, ausfiihrlich erldutert
und kompakt beschrieben.

Ergéinzend wird fiir die torweise Verschaltung der einzelnen WD-Elemente eine iibersichtliche Dar-
stellung, in Form eines Differenzen-Gleichungssystems, angegeben und mit dessen Hilfe die Berechnungs-
reihenfolge der einzelnen Wellengrofien systematisch bestimmt.

Zum Abschluss wird eine Transformation der unabhéngigen Variablen dargelegt, die es ermoglicht,
die endliche Anzahl ortlicher Abtastpunkte auf eine natiirliche Zahl eineindeutig abzubilden. Dieses
Konzept wird spéter bei der Einbindung der MDWDF in das Programmpaket SPACE angewendet.

Um eine einfachere Recherche zu ermoglichen, findet man die Quellenangaben in den einzelnen
Unterkapiteln.

2.1 Abhéngige und unabhingige Variablen

Die Variablen eines Differentialgleichungssystems unterscheiden wir nach abhéngigen und unabhéngigen
Groflen. Die unabhéngigen Gréfien sind die Ortsvariablen und die Zeit. Die abhéngigen Groflien werden
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wir als die Feldgréflen bezeichnen. Beispiele hierfiir sind Druck oder Temperatur. Die Feldgrofien sind
proportional zu einer Zweigspannung oder einem Zweigstrom der Referenzschaltung. Wir fassen die
unabhéngigen Variablen in dem Vektor

m:[l‘l,...,xk_l,vkt]T , v >0, (2.1)

zusammen. Hierin ist ¢ die physikalische Zeit und die restlichen Variablen sind beispielsweise physikalische
Ortskoordinaten. Die mit der Einheit einer Geschwindigkeit behaftete Grofle vy kann eine Funktion
der Zeit sein, wird aber in dieser Arbeit als konstant vorausgesetzt. Somit sind die Einheiten aller
Koordinaten des Vektors @ gleich. Mit Dg bezeichnen wir den Vektor, der die partiellen Ableitungen
bzgl. x, enthilt, d. h.

0 01" B B 101"
Dw—|:a—$1,7a—$k:| — |:6—w1,...7—6wk17a§ . (22)

Weiterhin definieren wir einen Vektor, der als Koordinaten die komplexen Frequenzen enthélt

P = [pm ) sy pzk]T y Pz, :Pt/Uk~ (23)

2.2 Koordinatentransformation

Die in der Theorie der mehrdimensionalen Wellendigitalfilter oft verwendete Koordinatentransformation
werden wir zuniichst durch Uberlegungen zur Passivitit! stiitzen. Die wesentlichen Quellen sind [FN91b]
und [Nits93]. Im eindimensionalen Fall bezieht sich die Passivitéit nur auf die Zeit als unabhéngige Va-
riable. In der klassischen Literatur zu mehrdimensionalen elektrischen Schaltungen und in der mehrdi-
mensionalen Signalverarbeitung werden alle unabhéngigen Variablen als untereinander gleichberechtigt
aufgefasst [Koga69], [Rao69], [Bose79], [Fett79], [Huan81], [Bose82], [FB87], [BF87], [Kumms&8|. Die Pas-
sivitdt muss beziiglich aller unabhéingigen Variablen gewihrleistet sein. Diese Passivitdt wird auch als
mehrdimensionale Passivitdat bezeichnet. Die durch Energiebetrachtungen abgeleitete Definition der Pas-
sivitat physikalischer Systeme bezieht sich hingegen nur auf die Zeit. Die Ortskoordinaten finden hierbei
keine Beriicksichtigung. Insofern ist zu erwarten, dass eine mehrdimensionale elektrische Schaltung, die
aus einer partiellen Differentialgleichung eines passiven Systems direkt hergeleitet wurde, i.Allg. nicht
mehrdimensional passiv ist.

Nichtsdestotrotz ist es wiinschenswert, eine mehrdimensional passive elektrische Schaltung aus der
partiellen Differentialgleichung eines passiven Systems anzugeben. Dies hat den Vorteil, dass die Erkennt-
nisse der mehrdimensionalen elektrischen Schaltungen und der mehrdimensionalen Signalverarbeitung
genutzt werden kénnen. Um dieses Ziel zu erreichen, fithren wir eine Transformation der unabhéingigen
Variablen durch.

Im engen Zusammenhang mit der Passivitdat steht die Kausalitdt. Im eindimensionalen Fall ist die
Kausalitat so definiert, dass der aktuelle Zustand nur von Zustidnden zuriickliegender Zeitpunkte und
vom Eingangssignal des aktuellen Zeitpunktes und zuriickliegender Zeitpunkte abhéngt.

In der mehrdimensionalen Signalverarbeitung wird ebenfalls eine Ablaufrichtung festgelegt. Diese
Ablaufrichtung teilt das Gebiet der unabhéngigen Variablen in einen Abhéngigkeitsbereich (Ursachenbe-
reich), einen Wirkungsbereich und einen Bereich, der zu keinem der beiden gehért. Bei einer bestimmten
Ablaufrichtung kénnte beispielsweise der Zustand im Punkt ¢, nur von Zustdnden und Eingangssigna-
len des Abhangigkeitsbereiches t < t; abhidngen. Der Zustand im Punkt ¢, hingegen beeinflusst nur
Zustédnde im Wirkungsbereich ¢ > t.

'Die Passivititsbegriffe werden im Kapitel 2.7 genau definiert.
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Bei physikalischen Systemen bezieht sich die Kausalitit hingegen nur auf die Zeit. Ein Zusammen-
hang zu dem gerade beschriebenen Sachverhalt in der mehrdimensionalen Signalverarbeitung ist daher
nicht unmittelbar erkennbar. Insbesondere existiert kein Bereich, der nicht dem Wirkungs- oder dem
Abhéngigkeitsbereich zugeordnet werden kann. Allerdings zeigen sich Parallelen auf, wenn das System
nur lokale Abhédngigkeiten besitzt. In dem Fall bilden sich durch die endliche Ausbreitungsgeschwin-
digkeit des Vorgangs auch Bereiche aus, die weder dem Abhéngigkeits- noch dem Wirkungsbereich
zugeordnet werden konnen. Wir halten als Fazit dieser Uberlegungen fest, dass die Darstellung eines
physikalischen Systems mittels einer mehrdimensional passiven Schaltung eine endliche Ausbreitungs-
geschwindigkeit voraussetzt. Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden wir sehen, welchen Einfluss die
maximale Ausbreitungsgeschwindigkeit auf die Koordinatentransformation hat.

Da wir jeder der neuen Variablen die Bedeutung einer Zeit beimessen wollen, wihlen wir als Bezeich-
ner fiir die Variablen des neuen Koordinatensystems

t=1[ty, ..., tw]". (2.4)
Die Variablen t sind tiber
x=voHt , v9>0 (2.5)

mit den urspriinglichen unabhéngigen Variablen verkniipft (dim{H } = k x k’). Die Variable v, hat die
Einheit einer Geschwindigkeit und wird in dieser Arbeit ebenfalls als konstant vorausgesetzt. Der Vektor
t findet dann als eine mehrdimensionale Zeit eine willkommene Interpretation. Die Dimension des neuen
Koordinatensystems soll nicht kleiner als die Dimension des alten Koordinatensystems sein, d.h. & > k.
Wir sprechen von einer verallgemeinerten Koordinatentransformation, wenn das neue Koordinatensy-
stem eine hohere Dimension als das urspriingliche Koordinatensystem hat. Weiterhin fordern wir, dass
H zeilenregulér ist, was zur Folge hat, dass der Rang von H gleich k ist.

Nach den eingangs gemachten Bemerkungen bzgl. der Kausalitidt erscheint es sinnvoll, die Koor-
dinatentransformation so durchzufiihren, dass der Abhéngigkeitsbereich und der Wirkungsbereich der
mehrdimensionalen Zeit auf den Abhéngigkeitsbereich und den Wirkungsbereich der physikalischen Zeit
abgebildet werden. Zudem sollten Abhéngigkeits- und Wirkungsbereich der Zeit auf den Abhéngigkeits-
und den Wirkungsbereich der mehrdimensionalen Zeit abgebildet werden. Aufgrund der i. Allg. recht-
eckformigen Matrix H kann nicht von einer bijektiven Abbildung gesprochen werden. Die bislang an
die Koordinatentransformation gestellten Forderungen koénnen wie folgt formuliert werden :

e Nimmt keine der Variablen des neuen Koordinatensystems ab und mindestens eine der neuen
Variablen zu, so muss dies eine Zunahme der Zeit ¢ bewirken, d. h.

[At, >0 fiir K = 1... k] A [ mind. ein At, > 0] = At > 0. (2.6)

e Nimmt die Zeit ¢t zu und sind die restlichen Variablen des urspriinglichen Koordinatensystems
konstant, so muss dies eine Zunahme jeder Variablen des neuen Koordinatensystems bewirken,
d.h.

At>0ANAz, =0firk=1...k—1= At, >0firk=1...k . (2.7)

Die Forderungen erscheinen notwendig fiir die gewiinschte mehrdimensionale Passivitéit zu sein, falls das
System passiv bzgl. t ist. Aus diesen Forderungen resultieren Bedingungen an die Elemente der Matrix
H. Wir werden spiter genauer darauf eingehen.

Normiert man den letzten Zeilenvektor von H auf eine euklidische Norm von 1 und wahlt seine
Koordinaten gleich, d. h. zu \/1/k/, so ldsst sich zeigen (siehe z.B. [Fett99]), dass die Ungleichung

Vi > Vk — 10max (2.8)



6 Kapitel 2 Mehrdimensionale Wellendigitalfilter

notwendig und hinreichend zur Erfiillung der Forderungen Gleichung (2.6) und Gleichung (2.7) ist.
Die Geschwindigkeit vyax stellt die maximal mogliche Ausbreitungsgeschwindigkeit des physikalischen
Vorgangs dar.

Die Differentialoperatoren im neuen Koordinatensystem sind in dem Vektor

0 01"
Di=|—, ..., —

t {6@ v atk/}
zusammengefasst. Wir werden im Folgenden die Beziehung zwischen den Ableitungen zu bestimmen
haben und gehen dazu von der Kettenregel

(2.9)

gl =il g9, (2.10)

aus, die der Differentiation der beliebigen differenzierbaren Funktion f(g(t)) nach ¢ entspricht. Die drei
Matrizen sind die Jacobi-Matrizen, z.B.

9 9 oy
J{:{a—i,...,%}:[th] . (2.11)

In unserem Fall gilt g = * = voHt und f ist eine skalare Funktion. Die Differentiation der skalaren
Funktion f nach t lautet somit

0 0 0
A A a2l B O BT
t 8t1 8tk/ 8t1 8tk/ a$1 ka 8t1 8tkr
AT T _ gz
Die letzte Jacobi-Matrix berechnet man mit x = vg H t und
ox 0 ot
a—tllza—ty’l)()HtZUOHa—tV:’UQHey (213)
zu
J¥ =uH. (2.14)
Die Transposition von Gleichung (2.12) liefert letztendlich das gewiinschte Ergebnis
Dy f = voH "Dy f, (2.15)
wobei wir im Folgenden nur die Operatoren ohne die Funktion f verwenden werden, d.h.
Dy = voH Dy . (2.16)

Wir werden im Folgenden Bedingungen an die Matrix H aus der ersten Forderung an die Koordi-
natentransformation herleiten. Aus dem totalen Differential
y 0x,,

dz, = —dt 2.17
€L ILL:l atu I ( )

ergibt sich ndherungsweise fiir die Zuwéchse

k/
B oz,

Az = = Al (2.18)
o

p=1
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Die Ableitung ‘;i: ist das Element der Zeile x und der Spalte p der Jacobi-Matrix J%E und lautet

0zp _

oi= = Vol Zusammenfassen von Gleichung (2.18) fiir alle x in Vektorform liefert

Aw = J§ At = vy H AL . (2.19)

Aus der ersten Forderung Gleichung (2.6) folgt, dass die letzte Zeile von H positive Elemente besitzen
muss.

Es empfiehlt sich, auch fiir die neuen Koordinaten einen Vektor der komplexen Frequenzen ein-
zufithren

pe=p1, . pe] (2.20)

Dieser Vektor soll der Beziehung pla = p/t geniigen, was durch die Interpretation von Gleichung (2.16)
als Operatorgleichung sichergestellt ist. Bemerkenswert ist an dieser Stelle, dass sich fiir Re{p,. } =
0, k=1...k—1 die linke offene p;-Halbebene in die linke offene p,-Polyhalbebene abbildet, d. h.

Re{p:} < OARe{p,.} =0firk=1...k—1= Re{p,} <O0. (2.21)

Nachdem die alten Koordinaten durch die neuen Koordinaten und die neuen Ableitungen durch die
alten Ableitungen ausgedriickt wurden, sollen nun die umgekehrten Beziehungen hergeleitet werden.
Wir bezeichnen eine Matrix H ™" als die Rechtsinverse von H, wenn sie eine Losung der Gleichung

HH " =1, (2.22)

ist.

Von den Rechtsinversen gibt es im Falle £’ > &k unendlich viele. Genauer gesagt, der Freiheitsgrad
jedes Spaltenvektors von H ™ ist &’ — k. Geht man davon aus, dass Gleichung (2.22) ein konsistentes
Gleichungssystem ist, so lautet die allgemeine Losung des Gleichungssystems

H®=H}+ 1, — HSH|M, (2.23)

wobei M eine beliebige Matrix konsistenter Dimension ist, und die so genannte Semiinverse H ? ist
eine Matrix, die der Gleichung

H-HH'H (2.24)

geniigt. [1p — H}H]M) beschreibt die homogene Liosung von Gleichung (2.22). HY ist hingegen die
inhomogene Losung. Sie ist allerdings i. Allg. durch H = HHSH allein nicht eindeutig bestimmt. Wir
fordern zusitzlich Hy ,H = [H?} ,H|". Zudem gelten HH} = [HH?}|" und H?Y = HYHH?, da H eine
zeilenreguliare Matrix ist. Die Semiinverse H ?72 ist somit zur Moore-Penrose-Inversen H " festgelegt, die
bekanntermaBen eindeutig ist und sich im Fall einer zeilenreguldren Matrix H zu HY = H'[HH™]™!
berechnet. Der volle Losungsraum von H " bleibt aber trotz dieser Festlegung erhalten.

Wir fragen uns nun, welche Dimension der Raum hat, den die Spaltenvektoren der Matrix [1 —
H* H] aufspannen. Zuniichst stellen wir fest, dass H* H eine idempotente Matrix vom Rang k ist. Sie
hat k& Eigenwerte bei 1 und &’ — k Eigenwerte bei 0. Da zur Einheitsmatrix jeder Vektor ein Eigenvektor
ist, sind die Eigenvektoren von H"H auch Eigenvektoren der Matrix [1,, — HTH]. Somit gilt fiir die
Eigenwerte M{[1 — HT"H|} = 1 — M[H " H]}. Die Matrix [1;, — H" H] hat also k Eigenwerte bei 0
und k' — k Eigenwerte bei 1 und der aufgespannte Spaltenraum hat damit die Dimension &' — k, was
dem Spaltendefekt von H entspricht.
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K —k

Bild 2.1: Koordinatentransformation

Nach diesen Vorbetrachtungen werden wir nun die Eigenschaften der Koordinatentransformation
diskutieren. Setzt man in « = vy H t den Vektor

1 .
t=—H "x+[1, - H®H]t, ¢£beliebig (2.25)
U >
L,_/ b4
z t
i
ein, so findet man
x=vHt=HH "z +v[H-HH “"H|t =z, (2.26)
s

d.h. jeder iiber Gleichung (2.25) aus @ gebildete Vektor ¢t wird iiber Gleichung (2.5) wieder eindeutig
auf den urspriinglichen Vektor & abgebildet. Dies heifit aber nicht, dass der Vektor ¢ zu einem Vektor
x eindeutig ist, denn zum einen ist die Rechtsinverse H ™ nicht eindeutig, und zum anderen ist £ ein
beliebiger Vektor konsistenter Dimension. Als Konsequenz daraus halten wir fest, dass sich zwar die alten
Koordinaten eindeutig aus den neuen gewinnen lassen, aber mehrere verschiedene neue Koordinaten auf
den gleichen Vektor im alten Koordinatensystem fithren. Setzen wir in Gleichung (2.25) fiir H® die
allgemeine Losung (Gleichung (2.23)) mit HS = H ein, so erhalten wir

1 1 . Jdo. -
t=—H'z+[1y —H'H||—Mxz +t— M Ht| =t+t, {beliebig. (2.27)
(Y v
0H/—/ v ~ /
t t

Der Vektor ¢’ wird durch Matrix [1j, — H* H| in den Nullraum von H projiziert, somit liegt der Vektor
t im Nullcaum von H, d.h. t € N(H). Der Vektor ¢ hingegen liegt im Spaltenraum von H', d.h.
t € R(H"). Der Vektor x liegt im Spaltenraum von H. Der Nullraum N(H™) hat die Dimension 0,
da wir die Zeilenregularitdt von H vorausgesetzt haben. Eineindeutigkeit zwischen den Vektoren ¢ und
x besteht nur fiir den im Spaltenraum von H" liegenden Teil des Vektors ¢. Zur Verdeutlichung des
Sachverhalts dient Bild 2.1 ([Fisc99], [Stra80]).

Wir werden nun aus der zweiten Forderung an die Koordinatentransformation Bedingungen an die
Matrix H " herleiten. Niherungsweise gilt

1
At=JbAz = —H ®Az. (2.28)
Vo

Aus der zweiten Forderung an die Koordinatentransformation Gleichung (2.6) folgt unmittelbar, dass
die letzte Spalte von H % ausschlieBlich positive Elemente besitzen muss. Bei einer orthogonalen Matrix
H fallen die beiden Bedingungen an H, wegen H™® = H", zusammen.
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K —k

Bild 2.2: Transformation der Gradienten

Wir werden nun auf die Transformation der Gradienten im allgemeinen Fall eingehen. Dazu sei
zunéchst festgestellt, dass Dy = voH TDg ein iiberbestimmtes Gleichungssystem mit Spaltendefekt 0
ist, von dem wir fordern, dass es konsistent ist. Aus t = H "z /v, gewinnt man wiederum die Beziehung
zwischen den Differentialoperatoren

1
Dy = U—[H*R]TDt. (2.29)
0

Ein konsistentes, iiberbestimmtes Gleichungssystem mit Spaltendefekt 0 hat zwar eine eindeutige Losung,
aber es existieren im Fall &’ > k verschiedene Moglichkeiten, diese Losung darzustellen. Dies dufert sich
wiederum dadurch, dass die transponierte Rechtsinverse H™ ™" = [H """ nicht eindeutig ist. Man ve-
rifiziert leicht, dass Gleichung (2.16) eine Losung von Gleichung (2.29) ist und erhélt durch Einsetzen

von Gleichung (2.29) in Gleichung (2.16) die fiir eine speziell gewihlte Rechtsinverse giiltige Beziehung
fiir die Differentialoperatoren im neuen Koordinatensystem

D; = [H "H|"D;. (2.30)

Die allgemeine Losung lautet

Dy = vo(H ") Dy + [1, — (H*")* H*"|D"y = Dy + Dy . (2.31)
-D,

Die Matrix H" ist selber Moore-Penrose-Inverse einer transponierten Rechtsinversen, d.h. H' =
(H®T)*. Somit sind die Spaltenrdume gleich R(H™T) = R((H ®T)*).

Die Ableitungsoperatoren des neuen Koordinatensystems liegen in einem durch die Spaltenvektoren
von H~® aufgespannten k-dimensionalen Unterraum des R, Eineindeutigkeit besteht hier nur zwischen
Dy und den Ableitungsoperatoren des neuen Koordinatensystems Dy, die im Spaltenraum von H T
liegen, siehe Bild 2.2.

In der Praxis werden beim Ubergang von der Differentialgleichung im urspriinglichen Koordina-
tensystem in das neue Koordinatensystem i.d. R. mehrere verschiedene Rechtsinverse benutzt, um so
moglichst einfache Referenznetze zu erhalten.

Als Beispiel sei

(2.32)

1 —1 0
H‘[1 1 1}
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gegeben und dazu die drei Rechtsinversen

11 0 1/3 -1 1/3

1
H;R:§ -1 1|, H¥=|-11/3|, H=| -2 1/3 (2.33)
0 0 1 1/3 3 1/3
A
D

30 30

Bild 2.3: Durch die Spaltenvektoren der drei Rechtsinversen aufgespannten Ebenen (Spaltenrdume von
H™®)

Bild 2.3 zeigt die Ebenen, auf denen die Losungen Dy von Gleichung (2.29) liegen.

2.3 Abtastung

Zur Erlauterung des Abtastvorgangs betrachten wir ein von der vektoriellen, kontinuierlichen Variablen
x abhéngiges Signal f(x). In der Regel erfolgt die Diskretisierung der Variablen @ durch

ai:woJrXAIJ»mitIJ»:[Ml,"'7Mk—17/ik]TEZk- (2-34)
Weiterhin benotigen wir spéter

o=, fe2, ,uk—1]T . (2.35)
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Die quadratische Matrix X 4 bestimmt die Form des Abtastgitters. Wir bezeichnen sie als Abtastmatrix
und setzen sie stets als reguldr voraus. Samtliche Ortspunkte zu einem konstanten Zeitpunkt py wollen
wir als eine Abtastschicht bezeichnen. Die durch die Abtastung entstandene Folge bezeichnen wir mit

~

fp) = fwo+ Xap). (2.36)

Der Abtastvorgang wird als linear bezeichnet, wenn ay = 0 gilt, [Linn84|. Fiir die weitere Arbeit nehmen
wir den Abtastvorgang als linear an. Die Fouriertransformierte der Funktion f(x) lautet

F(jwg) :]-“{f(w)}:/_oo /_OO flx)e WaTqy | (2.37)

Die zugehorige Formel zur Riicktransformation ist
. 1 00 o) . -
@) = F Flwa)} = gz [ [ Flin) 5%, (239)

Die orts-/zeitdiskrete Fouriertransformierte der Folge f(X apt) berechnet sich folgendermafien

Fpjwa) = Fo{f(Xap)} = > f(Xap)e WeXatt (2.39)
LETF
Mit
N |det(XA)‘ » engXAu w
1) = S5 [ Folin) e (2.40)

erhélt man die Folge aus dem Frequenzspektrum, wobei A das Grundintervall ist. Das Frequenzspektrum
der abgetasteten Funktion ldsst sind durch F(jw,) darstellen

Flu) o—e L Y Fjws —j2r X "n) . (2.41)

Offenbar beeinflusst die Abtastmatrix X 4 auch das Frequenzspektrum des abgetasteten Signals. Die
orts-/zeitkontinuiertliche Funktion f(x) ldsst sich durch lineare Filterung zuriickgewinnen, wenn sich
die einzelnen Summanden nicht iiberlappen. Bei der Wahl der Abtastmatrix haben wir dies zu bertick-
sichtigen. Die neue kontinuierliche unabhéngige Variable ¢ wird zu

t=to+Tavmitv=_[v, -, vp_, ] €ZF (2.42)

diskretisiert. Weiterhin soll der Koordinatenursprung des Koordinatensystems v mit dem des Koordi-
natensystems p zusammenfallen, d. h. es gilt

o = Vg Hto . (243)
Setzt man die Abtastpunkte in die Transformationsvorschrift ein, so ergibt sich
XA[,L:U()HTAI/. (244)

Diese Beziehung offenbart die Tatsache, dass bei einer gegebenen Matrix H die Abtastmatrizen X 4
und T 4 nicht unabhéngig voneinander wahlbar sind. Die Abtastgitter in beiden Koordinatensystemen
sind somit auch miteinander verbunden.
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Der einfachste Fall einer Abtastung ist die Rechteckabtastung [Linn84]. Die Abtastmatrix lautet
X, = d1ag(AX1 s e AXk) s (245)

wobei AX, den Abstand zweier Abtastpunkte in Richtung z, bezeichnet. Die Dreiecksabtastung im
Zusammenhang mit Wellendigitalfiltern ist in [LF90] beschrieben. Im Fall k£ = 3 ist die Abtastmatrix
durch

1 —1
IR
1 1 —2
Xa=|% V& v (2.46)
I .
IEVEZRRVERRRVER

gegeben. Mit der Dreiecksabtastung erreicht man die hochste spektrale Packungsdichte, wenn das Fre-
quenzspektrum F'(jw,) (hyper-)kugelféormig bandbegrenzt ist. Allerdings wird dieser Vorteil dadurch
erkauft, dass die Implementierung eines derartigen Abtastmusters einen erhchten Realisierungsaufwand
(insbesondere bei Hardware) erfordert [Frie00], [Lisc91], [Bose01]. Fiithren wir die Abtastung im Koor-
dinatensystem ¢ durch und wihlen die Abtastmatrix X 4 proportional zu H, d.h.

XA:U()HTA s TA:]_k/T, (247)

so kénnen wir bei geeigneter Wahl von H insbesondere Offset-und Rechteckraster erzeugen. Im Folgen-
den schrianken wir uns auf k£ = 4 ein. Nachdem die iiblicherweise verwendeten Abtastgitter kurz erlautert
wurden, stellen wir nun sinnvolle Forderungen an die Abtastung.

e Jeder Verschiebe-Vektor, der von einem Abtastpunkt startet, muss wieder auf einem Abtastpunkt
enden.

e Esdarf nur eine Informationsiibertragung von einer Abtastschicht zur unmittelbar darauf folgenden
stattfinden. Diese Forderung findet ihre Begriindung im Kapitel 3.

e Die Randbehandlung sollte moglichst einfach durchfiithrbar sein.

e Eine systematische Synthese der Referenzschaltung sollte méoglich sein.
Die erste Forderung lisst sich leicht erreichen, wenn die Abtastmatrix zu
Xis=vTH (2.48)

gewahlt wird. Der zweiten Forderung kann dadurch geniigt werden, dass die letzte Zeile von H gleiche
Elemente enthélt. Die letzten beiden Forderungen lassen sich durch Rechteckabtastung in « erreichen.
Wir wihlen die Transformationsmatrix zu

100 -1 0 0 O
. AX, A X, 010 0 -1 0 0
H_dlag(%—T"“’ UOT) 001 0 0 -1 0 (2.49)
111 1 1 1 1
Zur prinzipiellen Erlduterung des Verfahrens wéahlt man iiblicherweise AX, = vT,x = 1,2,...,k,

um die Darstellung zu entlasten. Die Abtastmatrix liefert bei dieser Wahl nicht das Frequenzspektrum
mit der hochsten Packungsdichte. Insofern liegt es nahe, dass wir nicht den effizientesten Algorithmus
erhalten. Es soll aber nochmals darauf hingewiesen werden, dass dies nicht Ziel dieser Arbeit ist. Vielmehr
steht in dieser Arbeit automatische fehlervermeidende Codegenerierung im Vordergrund.

Zum Schluss sei noch erwéhnt, dass wir im weiteren Verlauf der Arbeit den Begriff Raster anstatt
Abtastgitter verwenden werden, da wir im Grunde kein Signal abtasten, sondern zu bestimmten Raster-
punkten Werte durch numerische Integration berechnen.
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2.4 Berechnungsgebiete

In der Regel beschreiben die ersten k—1 Koordinaten des Vektors & Ortskoordinaten des physikalischen
Raumes. Der Vektor der unabhéngigen Ortsvariablen

x
L1
liegt im k—1 dimensionalen Raum iiber dem Kérper der reellen Zahlen, d. h. & € IR*~! und beschreibt

dann einen Ortspunkt im so genannten Echtraum. ? Dabei setzen wir voraus, dass die ersten k—1
unabhéngigen Variablen des Koordinatensystems & berandet sind.

Go

— 0G

Bild 2.4: Das Berechnungsgebiet G berandet durch 0G mit Auflengebiet G,

Die Variable t setzen wir in positiver Richtung als unbegrenzt voraus, da die Laufzeit des Betriebsmit-
tels nicht bekannt ist. Die obere Grenze der Koordinate z,. lautet x,. max. Die untere Grenze bezeichnen
wir mit o, min. Im Kapitel 2.10 wird deutlich, dass bei dem in dieser Arbeit eingesetzten Verfahren zur
Randbehandlung, die untere Grenze nicht grundsétzlich zu z i, = 0 gewédhlt werden kann. Das durch
die zuvor eingefithrten Grenzen beschriebene Berechnungsgebiet bezeichnen wir mit G. Wir nehmen an,
dass es sich bei G um ein einfach zusammenhéngendes Gebiet handelt. Ein Vektor @ liegt genau dann
in dem Berechnungsgebiet G falls

Tromin < T < Trpmax VE=1,2,...,k—1 (2.51)

erfiillt ist. Durch die hier eingefiihrte untere und obere Grenze in Richtung x, wird in kartesischen
Koordinaten fiir £ = 4 eine rechteckige Box beschrieben. Im Falle allgemeiner Berechnungsgebiete wéren
die Grenzen selber noch Funktionen des Ortes. Der Einfachheit halber werden wir im Folgenden feste
Grenzen annehmen.

Leider kann bei allgemeiner Abtastung nur mit expliziter Kenntnis der Abtastmatrix von den Grenzen
in den kontinuierlichen Variablen auf die Anzahl Abtastpunkte in einer Richtung geschlossen werden.
Die folgenden Ausfithrungen gelten daher nur fiir den Fall eines Rechteckgitters im Koordinatensystem
. Die Anzahl der Abtastpunkte in Richtung z, bezeichnen wir mit P,_. Wir definieren den Vektor

Py =[P,,Ps,,..., P " . (2.52)

Im Fall eines Rechteckgitters gibt es einen kleinsten Abtastpunkt i, der zu null gewéhlt wird und einen
grofiten, der zu P, — 1 festgelegt ist. Wohlgemerkt korrespondiert der kleinste (groBte) Abtastpunkt
einer Richtung nicht mit . min (T4 max ), sondern stellt lediglich den grenznéchsten Abtastpunkt innerhalb
G dar. Die Gesamtanzahl der Abtastpunkte des Berechnungsgebietes G lautet

k—1
P=1]P.. (2.53)
r=1

2Wenn wir (unkorrekterweise) sagen, z ist eine reelle Zahl, so ist dies so zu verstehen, dass der Zahlenwert der physi-
kalischen Grofle x reell ist. Soweit die konkreten Zusammenhénge nichts anderes ergeben, gilt diese Vereinbarung fiir die
gesamte Arbeit.
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Bild 2.5: Abmessungen der Teilgebiete

Das Berechnungsgebiet G ist eine echte Teilmenge des R*™!, d. h.
G c RF . (2.54)
Den nicht zum Berechnungsgebiet gehérenden Teil des IRF ™! bezeichnen wir mit Gy, d.h.
Go=R"'\G=R"' =G UG, (2.55)

vgl. Bild 2.4. Teilgebiete homogener Materialverteilung bezeichnen wir mit G,,. Das Berechnungsgebiet
G setzt sich aus N disjunkten Teilgebieten G,, zusammen, d.h.

N
G=J G (2.56)
n=1
vgl. Bild 2.5.
Die Léange des Berechnungsgebietes in Richtung s bezeichnen wir mit [,., Kk = 1,2, ..., k—1. Die Lange

der Teilgebiete G,, in Richtung s bezeichnen wir mit I.,, n = 1,2,..., N,. Die Anzahl der Teilgebiete
G, in Richtung x lautet N,. Die Gesamtanzahl der Teilgebiete G,, ergibt sich zu

k—1
[[V.=nN. (2.57)
k=1

Zur Verdeutlichung der Situation im Fall £ = 3 dient Bild 2.5. Wir unterscheiden zwischen G und
Go, da uns die Losung der Differentialgleichung nur fiir das Gebiet G interessiert. Die Parameter der
Differentialgleichung innerhalb des Gebietes G unterscheiden sich oft sehr stark von denen des Gebietes
Go. Der einfachste Fall liegt dann vor, wenn nur der Rand 0G selber und nicht das Gebiet Gy Einfluss
auf das Verhalten der Losung innerhalb des Gebietes G nimmt.
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2.5 Anordnung der Gitterpunkte und Abmessungen des Be-
rechnungsgebietes

Die Lage der Abtastpunkte resultiert i. W. aus der Lage der Randpunkte. Diese haben den Abstand
einer halben Abtastlinge zum Rand. Die Begriindung hierfiir liefern wir in 2.10.

Wir betrachten nun den Fall gleich grofier Teilberechnungsgebiete und rechteckformiger Abtastung
innerhalb der Berechnungsgebiete. Zwischen den Abtastpunkten u, = 0 und pu, = P,, — 1 betrigt der
Abstand (P,, — 1)AX,. Wir beriicksichtigen noch, dass aufgrund obiger Argumentation zwischen dem
Rand 0G und den ihm néchsten Gitterpunkten ein Abstand von einer halben Abtastlinge AX, /2 liegt
(siche Bild 2.6). Die Léngen [,, betragen

L
ln = Trmax — Lrxmin — AX/{—PwN <~ AXKL = P— (258)

Sind die Teilgebiete unterschiedlich groff, so ergibt sich die Lénge des Teilgebietes n in Richtung pu, zu

AX,. {wa - %} fir n=1,N,
lin, = (2.59)

AX[Pyn—1]  fiir n=2,...,N,—1,

wobei P, , die Anzahl Abtastpunkte des Teilgebietes n in Richtung z, ist. Die Summe der Lingen der
Teilgebiete in Richtung x muss die Gesamtlénge des Berechnungsgebietes in Richtung  ergeben, d.h.

e = lon- (2.60)
Setzen wir Gleichung (2.59) ein, so erhalten wir zunéchst

Ny,
le=AX, |1 — (N, =2)+ > Pp.| =AX,
n=1

iPm — (N, — 1)] (2.61)

und durch Vergleich mit Gleichung (2.58)

Nk
Ppo =Y Pon — (N 1), (2.62)
n=1

was durch die Tatsache bestéitigt wird, dass genau die N, — 1 inneren Abtastpunkte in Richtung s zu
zwei Gebieten gemeinsam gehoren.

2.6 Mehrdimensionale Kirchhoff’sche Netze

In diesem Abschnitt werden die fiir diese Arbeit benotigten Definitionen und Eigenschaften mehrdimen-
sionaler Kirchhoff’scher Netze angegeben. Hierzu fithren wir zunéchst den Torbegriff ein. Wir verstehen
unter einem Tor ein Klemmenpaar 1 — 1" geméf Bild 2.7, welches durch die Spannung u(t) und den
Strom 4(t) (diese sind proportional zu den Feldgrofien in dem im Kapitel 2.1 definierten Sinne) charak-
terisiert ist. Zu beachten ist, dass hineinflieBender und herausflieBender Strom gleich sind. Neben der
Beschreibung mit Spannung und Strom verwenden wir die Beschreibung mit WellengréfSen. Die Verwen-
dung der Wellengrolen stellt eine bijektive Koordinatentransformation der unabhingigen Gréfien dar.
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//L27 1)
L2 max 6@
*P,1 L
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Bild 2.6: Zur Lage der Abtastpunkte

Diese Koordinatentransformation ist durch den positiv angenommenen so genannten Torwiderstand R
bestimmt. Die gebrauchlichsten Wellengrolen sind die Spannungswellen

ad=u+Ri,V=u—Ri (2.63)
und die Leistungswellen

u+ R u— R
a= , b= : 2.64
2VR 2VR (2:64)

1 i(t)
o >
a(t)—»
u(t)l
b(t) €—
Cl <
R(t) i(t)

Bild 2.7: Zum Torbegriff

Nun betrachten wir ein n-Tor. ZweckméBigerweise fassen wir zur Beschreibung des n-Tors alle Span-
nungen, Strome und Wellengrofien in Vektoren zusammen. Weiterhin definieren wir eine reelle, p.d.,
symmetrische Torwiderstandsmatrix R. Sofern nichts anderes gesagt ist, gehen wir von einer Diagonal-
matrix aus, d.h. R = G~' = diag(R,,..., R,). Die inverse Matrix G bezeichnen wir als Torleitwert-
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matrix. Wir erhalten die kompakte Darstellung

b 1 -R]|[u] [ ] 1 1 b
MEEIIHEIHE M 269
b 1[GY? —RY? [ wu] [ ] RY?> R? b
[a:|:_[G1/2 R/? i <~ i :{_G1/2 GI/Q}[ ] (2.66)

Falls die einfallenden Wellen des n-Tores unabhéngig voneinander gewéhlt werden konnen, gelten die
Beziehungen

b=Sa und b =Sd, (2.67)

wobei S die Leistungswellenstreumatrix und S’ die Spannungswellenstreumatrix darstellt. Die beiden
Arten von Streumatrizen sowie die Wellengrofien lassen sich ineinander umrechnen

S'=R'/7?8G'? | ¥=2RYb , a =2R"a. (2.68)

Leistungswellen garantieren die volle Robustheit des Wellendigitalalgorithmus im nicht konstanten und
nicht linearen Fall. Hingegen ist bei linearen, konstanten Bauelementen die volle Robustheit auch schon
durch Verwendung von Spannungswellen sichergestellt, [Fett98].

Die vom n-Tor aufgenommene Leistungsdichte ist die Summe der iiber die n Tore iibertragene Lei-
stungsdichte

p(t) = wT(e)i(t) = lal*~ [BIF = " Ga'~67GY = a2~ =5 S, Gruds B, Grulh]
pn=1 p=1 v=1

(2.69)

Korrekterweise konnen wir im mehrdimensionalen Fall nicht mehr von Spannungen und Strémen spre-
chen, da es sich hier auch um Dichten handelt. Wir wollen aber trotzdem an den eingefiihrten Begriffen
Spannung und Strom festhalten. In [Fett99] und [Heme95] wird die Leistungsdichte auch als mehrdi-
mensionale Leistung bezeichnet.

In diesem Zusammenhang sprechen wir von externen Eigenschaften, wenn wir das Verhalten des
Systems nur von auflen betrachten. Die inneren Zustédnde werden dabei nicht berticksichtigt, insbesondere
kann der Fall auftreten, dass das externe System eine Eigenschaft besitzt, die ein Teilsystem nicht
besitzt. Ein System besteht in der Regel aus mehreren (Elementar-)elementen. Als Element bezeichnen
wir ein System, welches nicht weiter zerlegt werden kann. Falls ein System keine Quellen besitzt und
alle Elemente passiv (verlustfrei, energieneutral) sind, dann heifit das System intern passiv (verlustfrei,
energieneutral). Zur geeigneten Definition der Passivitét greifen wir auf [Nits93], [Fett99] und [Heme95]
zuriick. Dabei werden wir zunéchst Energiebetrachtungen im Koordinatensystem @ durchfithren. Wir
wollen uns dabei auf den Fall k& = 4 einschrianken und betrachten ein 4-dimensionales Gebiet G mit
dem Rand 0Ggz, einem Flachenelement dAz und dem nach auflen gerichteten Normalenvektor ng.
Im Folgenden wollen wir die auf ein System wirkenden energetischen Einfliisse in einer Energiebilanz
quantitativ beschreiben. Dazu fithren wir die im System gespeicherte Energiedichte

W,=[W,, W,, W., W,]" mit W,>0. (2.70)

ein. Die physikalische Einheit ist fiir alle Koordinaten Joule pro Kubikmeter, d. h. [W;] = [J/m?]. Auf die
Energiebilanz haben die folgenden Groflen einen Einfluss. Zunéchst lassen sich die Einfliisse unterteilen
nach Ursachen innerhalb des Gebietes Gz und nach Ursachen, die ihren Ursprung auflerhalb des Gebiets
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haben. Von AuBlen geht die durch die Gebietsoberfliche (diese raumliche und zeitliche Begrenzung wird
auch als Segmentgrenze bezeichnet) transportierte Energiedichte anw in integraler Form als die
Energie

G
in die Energiebilanz ein. Falls das Integral positiv ist, sprechen wir von einer nach Auflen abgefiihrten
Energie. Innerhalb des Gebietes kann ein Energicaustausch mit anderen Systemen iiber die so genannte
Prozessgrenze (das sind die Tore des Systems) erfolgen. Die iiber die Tore zugefiihrte Leistungsdichte
ist p, welche die Einheit Watt pro Kubikmeter hat, d. h. [p] = [W/m?].

Die iiber die Tore zugefiihrte Energie lautet mit dVp = doy des desdry, = dedydz vy dt

1
— pdVge = / pdrdydzdt. (2.72)
U4 S 9
Die durch die Quellen iiber die Quellengrenze zugefiihrte Leistungsdichte ist p?. Die dem Gebiet Gy
durch Quellen zugefiihrte Energie ist
1
— [ pdvy . (2.73)
V4 G
Letztendlich entweicht iiber die Dissipationsgrenze die nicht negative Leistungsdichte p” > 0, sodass die
im Gebiet Gg dissipierte Energie
1
— [ pYdVg (2.74)
V4 G
ist. Alle energetischen Einfliisse auf das System sind im Bild 2.8 dargestellt. Fiir die Energiebilanz

Segmentgrenze Energieaustausch
(Gebietsgrenze) | mit anderen Gebieten

Prozessgrenze (Tore) +

System

< > gespeicherte — >
Energiedichte W,

Energieaustausch Dissipationsgrenze

mit anderen Systemen *

¢ Quellgrenze
Bild 2.8: Energiebilanz eines Systems (z.B. n-Tor)

vereinbaren wir die folgende Vorzeichenkonvention

W' ndA +/ Py, —/ v +/ Lav, (2.75)
s T xr = x T - :
g g

oGy g V4 x V4 x V4

Mit dem GauB’schen Satz gilt unter sehr allgemeinen Bedingungen (Stetigkeit der Integranden und
endliche Grenzen sind bereits hinreichend)

DLW,V +/ Py, —/ Ay +/ Ly, (2.76)
€T S X Xr — X € - .
g g

S G (o T (W T V4
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Da wir keine Einschrankungen bzgl. des Gebietes G gemacht haben, muss die Energiebilanz fiir beliebige
Gx giiltig sein. Hieraus folgt die Gleichheit der Integranden, die als Energieerhaltung in differentieller
Form oder Leistungsdichtebilanz bezeichnet wird

v D W, +p¥ =p? +p. (2.77)
Passive Systeme definieren wir nun durch Quellenfreiheit p? = 0. Dann gilt mit p* > 0 die Ungleichung

/ pdVe —vy | DEpWidVg = / pV AV >0, (2.78)

G G G

bzw. in differentieller Form

p— U4D%VVS =pV>0=p> mD%VVS ) (2.79)
Verlustfreie Systeme sind passive Systeme, die keine Leistung dissipieren, d. h.

PV =0+=p=uvDrW,. (2.80)

Energieneutrale Systeme sind dadurch gekennzeichnet, dass sie verlustfrei sind und keine Energie spei-
chern, d. h. W, = 0. Sie nehmen daher auch keine Energie auf p = 0.

Um eine andere Interpretation der Passivitdtsbedingung zu erhalten, teilen wir die Energiedichte in
einen raumlichen und einen zeitlichen Anteil auf

W= [WI w]" . (2.81)

sp ?

Zudem definieren wir die in einem ortlichen Gebiet G mit Rand 0G, einem Flachenelement dA und dem
nach auflen gerichteten Normalenvektor n gespeicherte Energie zu

E:/ W,dV , dV =dzdydz . (2.82)
g

Die Energie hat die Einheit Joule [E] = [J]. Nehmen wir stetige Funktionen und endliche Integralgrenzen
an, so ist die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge gegeben. Dann kénnen wir die transportierte
Energie durch

1
D W, dVg= / div W, dVg +— [ D WidVeg
S . U4 g%;
- U4/ /le Wspdth—i—// Dt Wt dtdV
totl g G Jtg (283)
~ / / div Wo,dVd + / Wi(t1) — Wilty)] AV
to /G G

t1
to oG

Sx

ausdriicken. Hierin ist
t1
vy / W ndAdt (2.84)
o JOG

die im Zeitintervall ¢y < ¢t < t; iiber die ¢rtliche Segmentgrenze zugefithrte Energie. Die im 4-dimen-
sionalem Raum transportierte Energie entspricht somit der ortlich transportierten Energie und der
Differenz der gespeicherten Energie.
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Wir wollen nun eine notwendige Bedingung fiir passive Systeme herleiten. Dazu nehmen wir an, dass
zwischen den Zeitpunkten ty und ¢; dem System iiber die 6rtliche Segmentgrenze keine Energie zugefiihrt
wird. Dies ist dann der Fall, wenn die Normalkomponente der Energiedichte Wy, auf 0G verschwindet,
d.h. W, n = 0auf 9G. Nehmen wir noch E(ty) = 0 an, beriicksichtigen W, > 0 und Gleichung (2.82),
so folgt aus der Passivitidtsbedingung Gleichung (2.78) dass die zugefiihrte Energie nicht negativ ist.

1
0<— [ pdve. (2.85)
V4 G

Um nun eine geeignete Definition fiir mehrdimensional passive Systeme in den Koordinaten ¢ anzu-
geben, betrachten wir ein A’-dimensionales Gebiet Gy mit dem Rand 0Gyg, einem Flichenelement dA
und dem nach auflen gerichteten Normalenvektor 1. Die vom n-Tor aufgenommene Energie ergibt sich
durch Integration der zugefiihrten Leistungsdichte {iber Gy, d. h.

W = p/ dt1 “en dtk/ . (286)
9t
Diese Energie soll nach Definition die Einheit einer physikalischen Energie besitzen. Zuséatzlich zur
aufgenommen Energie definieren wir eine (vektorielle) gespeicherte Energiedichte

W) =W, Wi, ... wiL". (2.87)

Mit diesen Vorbetrachtungen kénnen wir nun die MD-Passivitét eines Systems néher beschreiben.
Ein System heifit MD-extern passiv, falls eine (vektorielle) Funktion W existiert, fir die gilt

1. W,y(t) >0 (koordinatenweise > 0) und

(2.88)

2. W> ﬁ/;Tnt dA; (fur beliebige Gebiete) .
ag
t

Ein System heifit MD-extern verlustfrei, falls das System passiv ist und fiir beliebige Gebiete Gy gilt
W= [ W ngdi (2.89)
8gt
Ein System heifit MD-extern energieneutral, falls das System verlustfrei ist und fiir beliebige Zeitpunkte
t gilt
W,(t)=0. (2.90)

Ein System heifit MD-extern dissipativ, falls das System passiv ist und ein Vorgang existiert, sodass

W > VVSTnt dAy (2.91)
og
gilt.
Wir betrachten nun den Sonderfall eines linearen konstanten Systems. Im stationédren Zustand folgen
die Spannungen und Stréme den Beziehungen

u(t) = Re{U ePtt} | i(t) = Re{IePtl}. (2.92)

Wir definieren die auf die gesamte p,-Polyebene verallgemeinerte Wirkleistung zu P = %Re{I HU}.
Wohlgemerkt ist P aber nur fiir Rep, = 0 die im Mittel iiber die n Tore {ibertragene Leistung. Es
ergeben sich die folgenden notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir P
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e Passives System : P > 0 fiir Rep, > 0
e Verlustfreies System : passiv und P = 0 fiir Rep, =0

e Energieneutrales System : verlustfrei und P =0V p, .

2.7 Eigenschaften mehrdimensionaler Wellendigitalfilter

Ein System heifit diskret MD-extern passiv, falls eine (vektorielle) Funktion der gespeicherten Energie

~ A A

W,=[Wa,..., Wal" (2.93)

existiert, die koordinatenweise nicht negativ ist. Zudem darf die am Rasterpunkt T'v zugefiihrte Energie
Tp(Tv) nicht kleiner als die Summe der Energiedifferenzen des aktuellen und des unmittelbar zuriick-
liegenden Rasterpunktes iiber alle Raumkoordinaten sein, d.h. es muss gelten

1. W (Tv) >0 (koordinatenweise > 0) und
K’ K’ (2.94)

2. Tp(Tv) > > We(Tv) =Y W (Tv - At) .

Ein System heifit diskret MD-extern verlustfrei, falls das System passiv ist und die zum Zeitpunkt T'v
zugefiihrte Energie T'p(T'v) gleich der Summe der Energiedifferenzen des aktuellen und des unmittelbar
zuriickliegenden Rasterpunktes iiber alle Raumkoordinaten ist

Tp(Tv) =Y Wi(Tv) =Y We(Tv — At) . (2.95)

k=1

Ein System heifit diskret MD-extern energieneutral, falls das System verlustfrei ist und dariiberhinaus
die gespeicherte Energie an allen Abtastpunkten null ist, d. h.

A

W, (Tv)=0. (2.96)

Die in 2.6 gemachten Aussagen bzgl. interner Eigenschaften gelten auch hier.

2.8 Wellendigitalfilter Bauelemente

2.8.1 Energieneutrale Bauelemente

Energieneutrale n-Tore sind geméfl Gleichung (2.90) dadurch gekennzeichnet, dass die aufgenommene
MD-Leistung zu jedem Zeitpunkt null ist. Die zum n-Tor zugehorige Streumatrix geniigt der Eigenschaft

stis=1,. (2.97)

Man beachte, dass die Streumatrix eine Funktion der Zeit und der Feldgroflen sein darf.

Die direkte Implementierung der Streumatrix auf einem Digitalrechner ist nicht sinnvoll, da bei
endlicher Wortlédnge die Sicherstellung der Passivitéit einen erheblichen Aufwand erfordert. Zur Losung
des Problems greifen wir auf die bekannte Tatsache zuriick, dass die Leistungswellen-Streumatrix eines

energieneutralen n-Tors mittels QR-Zerlegung nach Givens durch Streumatrizen von (n? —n)/2 = (})
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Zweitoren und n skalaren unimodularen Multiplizierern p, dargestellt werden kann [MF96], [Fran97],
d.h.

(3)
S=|][H.| R . (5)=2=%2 , wobei (2.98)
pn=1
H, = 1,+eqe}s, +ege,s) + [eqae)][c, — 1] — [egef][c, + 1]
1.. 0 O 00
0 ¢ O s, 0 (2.99)
= |0 0 1300 00
0 s, 0 —c, 0
0 0 0 0 1.g

die so genannten Givens-Matrizen sind mit geeignet gewihlten o, fiir ein bestimmtes p und reelles
cu. Die Zuordnung von «, 3 zu einem speziellem p kann auf verschiedene Weisen erfolgen. Im reellen
Fall konnen die Matrix-Elemente als ¢, = cos(y,) und s, = sin(y,,) interpretiert werden. Die Givens-
Matrizen konnen in reduzierter Form als

~

H, = eje;s, +eels, +[ee] —ee;lc,
P (2.100)
— (] 2 _ _ H
= [% ]

geschrieben werden mit 'yllj'y” = 2. Wegen der Unitaritdt der Matrix S ist die untere oder obere Drei-
ecksmatrix R eine Diagonalmatrix,

R = diag(p1,...,pn) , (2.101)

mit unimodularen Skalaren py, ..., p,, [Frdn97]. Wihlen wir die gleiche Faktorisierung wie in [Fran97]
auf Seite 55, erhalten wir die Wellen-Digital-Struktur fiir n = 4 im Bild 2.9. Ein mogliche Referenzschal-

a; o O » ) » o b,
pl H4

a, o O > > < > o b,
p2 H5 HZ

a3 o——O—>» = = > 2 ———O0 b,
'03 f{(j [:13 f{1

ay; o—(O—> » » —o b,

Bild 2.9: Realisierung eines energieneutralen M-Tors mit QR-Zerlegung nach Givens fir M =n =4

tung findet sich in [Voll04c].

Es folgen einige spezielle energieneutrale Bauelemente.
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Bild 2.10: Idealer Gyrator

Idealer Gyrator

Der ideale Gyrator ist ein nichtreziprokes Bauelement, das durch die Gleichungen

[Zﬂ:[% _OR} {ZJ (2.102)

bestimmt ist. Die Streumatrizen lauten

R2G1G2—1 —2R\/G1Go R2G1G2—1 —2RG>
1+R2G1G2>  1+R2G1Go 1+R2G1G2  1+R2G1Go
S = und S’ = . (2.103)
2RVG1Gy  R2G1Ga—1 2RG1 R2G1G2—1
1+R2G1G>  1+R2G1Go 1+R2G1G>  1+R2G1Go

Wahlt man die Torwiderstinde beider Tore gleich der Gyrationskonstanten R, so berechnen sich die
Streumatrizen zu
0 —1
S=8 = : (2.104)
1 0
Bei dieser Wahl der Torwiderstdnde héangt die Streumatrix von keinem Parameter ab. Das Bild 2.11
zeigt das Wellenflussdiagramm.

a; O—Pp »O0 by
Ry Ry
b1 O« O <0 A2
—1

Bild 2.11: Wellenflussdiagramm eines idealen Gyrators fiir R = Ry = R»

n-Tor-Zirkulator

Ein weiteres nichtreziprokes Bauelement ist der Zirkulator, siehe Bild 2.12 a). Den Zirkulator werden
wir iiber seine Streumatrix definieren, wobei wir annehmen, dass alle Torwiderstédnde gleich sind. Im
Gegensatz zu [Bele68] definieren wir das Element Sy, zu Sy, = 1. Die gesamte Streumatrix lautet

(0000 - - -0 1]
1000 .- -00

o _|0100 0 0

S=8=|401 0 0 0 (2.105)
(0000 10
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bg a9
ay O—)—l L-—PO bn—1
Up—1 R R
by 0‘_—1 I—<_0 (p—1
I R ;
(479 b

Bild 2.12: n-Tor Zirkulator: a) Kirchhoff’sche Schaltung b) Wellenflussdiagramm

Dass die Streumatrizen gleich sind, erkennt man an der Beziehung Gleichung (2.68) unter Beriicksichti-
gung der Gleichheit der Torwiderstiande. Bild 2.12 b) zeigt das Wellenflussdiagramm.

2.8.2 Verallgemeinerte Verbindungsnetze

Die Spannungen und Strome verallgemeinerter Verbindungsnetze sind unabhéngig voneinander Losun-
gen der homogenen Gleichungssysteme

Ai=0 und Bu=0. (2.106)

Die zeilenreguldre Matrix A hat die Dimension r x e. B ist ebenfalls zeilenregulér und hat die Dimension
m X e. Weiterhin gilt » +m = e und

AB"=0 & BA'=0. (2.107)

Die 7 (bzw. m) Spalten von AT (B™) bilden eine vollstéindige Basis des Nullraumes von B (A). So-
mit kénnen durch v = ATw, (2 = BTim) mit geeigneten Vektoren w, und %,, simtliche Losungen
des homogenen Gleichungssystems dargestellt werden [FiscO0a]. Aus der Orthogonalitdt von w und %
folgt unmittelbar die Energieneutralitit des verallgemeinerten Verbindungsnetzes. Ein verallgemeinertes
Verbindungsnetz ist folglich ein spezielles energieneutrales n-Tor. Betrachten wir

b= Sa <— G'/?A", - R'’B"i,, = S|[G'*A"u, + R*B"i,, (2.108)
so wird durch spezielle Wahl von u, und ,, die Eigenschaft der Unitaritiat der Streumatrix durch
§S=1, und S"=S8 (2.109)

weiter eingeschréankt, wobei die dritte der drei Eigenschaften aus den jeweils anderen beiden hervorgeht
[Fréan97].
Die Streumatrizen eines verallgemeinerten Verbindungsnetzes berechnen sich zu

S 2G2AT[AGAT|'AGY?* -1, =1, - 2R"*B"[BRB"| 'BR""? (2.110)
S = 24" AGA"|"'AG-1,=1,-2RB'[BRB"|'B (2.111)
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i, 1: N7, T
u ar G u
T m
b, «— —> b,
e 0
R, R,,

Bild 2.13: Idealer e-Tor Ubertrager

vgl. [Shek74], [Meer79], [Frie95]. Aufgrund der Zeilenregularitit von A ist GY/>AT[AGA"]™" offenbar
die Moore-Penrose-Inverse von AG'2. Fiir den Fall gleicher Torwiderstinde ergibt sich

S=S8—=24A*"A-1=1-2B"'B. (2.112)

Die Bestimmung der Matrix A aus der Streumatrix kann wie folgt durchgefithrt werden, [Ochs02].
Bekanntermafien kénnen die zuldssigen Zweigspannungen und Zweigstrome unabhéngig von einander
gewihlt werden. Mit der Wahl der offenbar zuldssigen Zweigspannungen u = 0 geht b’ = S’a’ in
—Ri = S"Ri iiber. Die (ggf. noch zu normierende) Matrix [S’ + 1| R, bzw. jede andere durch regulire
Transformation daraus erzeugbare Matrix, stellt eine giiltige Matrix A dar. Bei reinen Verbindungsnet-
zen ist der maximale Rang der Matrix A durch die Anzahl Eigenwerte von S’ mit dem Wert 1 festgelegt.
Die Matrix A besitzt allerdings erst nach geeigneter reguldrer Transformation die Eigenschaften einer
Inzidenzmatrix, wie z.B. nur Elemente und Minoren der Form {—1,0,1}.

Ein Bauelement, welches den Eigenschaften von verallgemeinerten Verbindungsnetzen geniigt, ist
der ideale reelle e-Tor Ubertrager, vgl. Bild 2.13. Der ideale Ubertrager soll nach Definition durch die
Matrizen

room rooom
beschrieben werden. Wir nehmen die folgenden Partitionierungen vor
u = {“ } Q= [z ] , b= [ Z’“ }  a= {a’" ] , G = diag(G,, G,n) . (2.114)
Auswerten von Gleichung (2.110) liefert die Streumatrix
2GY?G, + N'G,N|"'GY* -1, | 2G*|G, + N'G,,N] 'NTG/?
S=| - —-———""""""—————— | - ——— - —— —— . (2.115)

2G!’°N|[G, + N'G,,N|]"'GY* | 2G*N|G, + N'G,,N|"'N'GY?* -1,

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden wir den idealen Ubertrager benotigen, dessen zugehdrige Streu-
matrix die Form

10 S12
S_{Szl 0 } (2.116)

besitzt. Hierbei setzen wir IN als quadratisch und reguldr voraus. Aus Gleichung (2.115) erhalten wir
die simultan zu erfiillenden Bedingungen

2GY*[G, + N*G,,N]"'GY?* =1, ~— 2G,=G,+N"'G,N

2.11
2GY’N[G, + N'G,,N]"'N'G!/*=1,, <= 2N'G,N =G, +N'G,,N . (2117)
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Diese Bedingungen zerfallen -offenbar aufgrund der Eigenschaften von S- zu der einen Bedingung
G,=N'G,N <~ R.N'=N'R, <= NR, =R, N " . (2.118)

Die zugehorige Spannungswellenstreumatrix wollen wir auf einem alternativen Weg herleiten. Offenbar
ist u (i") Rechtseigenvektor (Linkseigenvektor) zum Eigenwert 1 (—1) der Matrix

0 N
o, ¥, "
d. h. es gilt
-1 T
u:{?v (J)V }u , i:—{?VT é\f }z (2.120)

Somit ergibt sich

b’:u—Rz’:“’V évl}u+{0RmN_T ORTNT}' (2.121)
Mit Gleichung (2.118) erhalten wir

b’:u—Ri:{?V (])V_l}[quRi]:[?V év_l}a' (2.122)
und somit die gewiinschte Spannungswellenstreumatrix

s = [?\r f)vl } . (2.123)

n-Tor-Paralleladaptor

bg a9
a1 O—P »-0 b3
G, Gy
b O€— €«——0 (3

Bild 2.14: 3-Tor-Paralleladaptor

Der n-Tor-Paralleladaptor ist durch die Gleichheit seiner n Torspannungen und durch die Tatsache,
dass die n Torstrome eine Nullsumme bilden, gekennzeichnet, d. h.

w=u,, v="12....n A Y i=0. (2.124)
v=1
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Die Torwiderstdnde R, = 1/G, des Adaptors bestimmen das Verhalten des Wellendigitalfilter-Bausteins.
Driickt man nun die 2n Variablen in den oben angegebenen n linear unabhingigen Kirchhoff’schen
Gleichungen durch die 2n Wellengroflen aus und fiihrt die Hilfsvariablen

2G,

G = Gz/, v = 2125
0 ; v Go ( )

and 4 =22

ein, so erhalten wir durch Anwendung von Gleichung (2.110) mit A =1 1--- 1 1] die Streumatrizen

des Paralleladaptors

-1y V1Y n-1 7 Tn
My E-l Y2 %n no % T
S = und S’ = (2.126)
| MY Y2 a1 | Y % V=1 ]
Werden die Koeffizienten ~, und 7/, in den Vektoren v = [y1 72 ... V)T und v = [} 7% ... 7.|T
zusammengefasst, so kann man die Streumatrizen kompakt durch
S=~vy"'—-1, und ' =e~y" -1, (2.127)

beschreiben.

Beriicksichtigt man, dass |y]? = 2 gilt, so erkennen wir wieder, dass S eine Householdermatrix ist.
Der nichtgebundene Paralleladaptor besitzt zudem die Eigenschaft, dass alle Torwiderstéinde unabhéngig
voneinander vorgebbar sind, wobei wir uns auf positive, endliche Torwiderstdnde beschrianken wollen.
Das zugehorige Wellendigitalfiltersymbol ist fiir n = 3 im Bild 2.14 dargestellt.

Gebundener n-Tor-Paralleladaptor

Der gebundene n-Tor-Adaptor ist nur ein Spezialfall des allgemeinen Leistungswellen-Paralleladaptors,
der aber eine so herausragende Bedeutung besitzt, dass er als ein eigenes Wellendigitalfilter-Bauelement
aufgefasst wird. Das Besondere ist, dass ein Tor des Adaptors reflexionsfrei ist und sich somit zum Auf-
brechen von verzégerungsfreien gerichteten Schleifen eignet. Wir nehmen nun an, dass das reflexionsfreie
Tor die Nummer v hat. Folglich gilt fiir das Diagonalelement s,,, und fiir den Adaptorkoeffizienten ~,

s, =072 =1 (2.128)
Mit der Berechnungsvorschrift der Adaptorkoeffizienten
2 _ 5 Gy
=25 folgt Go=20,. (2.129)
0
Aus
Go=G,+Y» G, echaltenwir G, =Y G, (2.130)

nF#Y nF#Y
n=1 pn=1
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Die Hilfsgrole G, die Summe aller Torleitwerte, kann somit durch die Torleitwerte der nicht reflexions-
freien Tore berechnet werden, d.h.

Go=2> G, (2.131)

HF#V
pn=1
Die Adaptorkoeffizienten ergeben sich zu

\/2G, /Gy fir p#v

Yy = und v, = ’yi : (2.132)
1 fir pu=ur.

Von 72 = 1 wird nur die Losung mit dem positive Vorzeichen akzeptiert, da v, iiber Gleichung (2.125)
als positiv definiert ist. Die Streumatrizen lauten

T Y21 ..o . MY ] [ vi—1 ... 1 ... A
S = 0 H P | R und S’ = Yoo 0 A : (2.133)
2 / /
L Y% - Y oo Vi1 L M R e

Das zugehorige Wellendigitalfiltersymbol ist fiir n = 3 im Bild 2.15 dargestellt, wobei der Ubersicht
halber das reflexionsfreie Tor (hier Tor 3) besonders gekennzeichnet ist, damit auf einem Plan mit
Wellendigitalfilterelementen die reflexionsfreien Tore auch ohne Kenntnis der Werte der Torwidersténde
sofort erkennbar sind.

bg a9
10— I »O 13
Gl GS = Gl + G2
b1 O€— €—O0 b3

Bild 2.15: Gebundener 3-Tor-Paralleladaptor (hier: Tor 3 reflexionsfrei)

Zum Abschluss wollen wir noch den Fall einer positiv definiten, symmetrischen Torwiderstandsmatrix
untersuchen. Dazu definieren wir G = GY? und 8 = [By, -+, BT = GAT = G[1, ---, 1|7 mit
B = > r_; G- Nach Gleichung (2.110) lautet die Streumatrix dann

S=28[8"8"'8" -1, . (2.134)
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Die Forderung nach Reflexionsfreiheit am Tor v, d. h. s, = 0 liefert

202 =08"8=) = pE=> 3. (2.135)
e i

Die Frage, die sich nun aufdréngt, ist, ob sich mehr als ein Tor reflexionsfrei wéhlen ldsst. Wir beantwor-
ten die Frage fiir einen spéter noch relevanten Spezialfall. Und zwar nehmen wir n = 4 an und fordern,
dass die ersten beiden Tore eine diagonale Torwiderstandsmatrix besitzen. Der Vektor 8 lautet dann

B =191, o2, G33+7sa, Gaz+Gaa]" - (2.136)
Die Forderungen s;; = 0 und s95 = 0 gehen in die simultan zu erfiillenden Beziehungen

i =G5+ O5 + B und g3, = g1y + G5 + B (2.137)
iiber, die letztendlich in

B34+ 01 =0 < (gss+7as)* + (Gsa+gaa)* =0 (2.138)

miinden. Eine Forderung, die aufgrund der Reellwertigkeit von G*/2 nur durch gs3 = —gs3 und Gsq = —gus
erfiillt werden kann. Diese einzige Losung bedeutet aber eine lineare Abhéngigkeit der Zeilenvektoren
von GY2, was im Widerspruch zur vorausgesetzten Regularitit von G steht. In dem hier betrachteten
Fall existieren somit keine 2 reflexionsfreien Tore.

n-Tor-Serienadaptor

a1 O—P »-0 b3

Ry — R

by O€— <€—0 43

Bild 2.16: 3-Tor-Serienadaptor

Der n-Tor-Serienadaptor ist durch die Gleichheit seiner n Torstrome und durch die Tatsache, dass
die n Torspannungen eine Nullsumme bilden, gekennzeichnet, d. h.

i=i,v=12....n A > u,=0 (2.139)
v=1

Driickt man nun wiederum die 2n Variablen in den oben angegebenen n linear unabhingigen Kirch-
hoff’schen Gleichungen durch die 2n Wellengréfien aus und fithrt die Hilfsvariablen

= 2R,
Ry = Z R, v T = und 71// = fyg (2140)
v=1

Ry
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ein, so erhalten wir durch Anwendung von Gleichung (2.110) die Streumatrizen des Serienadaptors zu

1—’}’% —MY2 . —VM1n | | 1—% o (I |
17 1-73 —Y27n % 17 —%
S = und S’ = : (2.141)
Rt Rt C o LR S L % e e e
bzw.
S=1,—v7 und 8’ =1, —~'e". (2.142)

Das zugehorige Wellendigitalfiltersymbol findet sich fiir n = 3 im Bild 2.16.

Gebundener n-Tor-Serienadaptor

Wir nehmen fiir den gebundenen n-Tor-Serienadaptor auch an, dass sein reflexionsfreies Tor die Nummer
v hat. Folglich gilt fiir das Diagonalelement s,, und fiir den Adaptorkoeffizienten =,

s, =072 =1 (2.143)

Mit der Berechnungsvorschrift der Adaptorkoeffizienten

V2= 2% folgt Ry = 2R,. (2.144)
0
Aus
Ry=R,+» R, erhalten wir R, = R,. (2.145)
pFY nFv
p=1 p=1

Die Hilfsgrofle Ry, die Summe aller Torwiderstiande, kann somit durch die Torwiderstiande der nicht
reflexionsfreien Tore berechnet werden, d.h.

Ry=2) R, (2.146)

nFV
pu=1

Die Adaptorkoeffizienten ergeben sich zu

\/2R,/Ry fir p#v

Vo = Y =Va (2.147)
1 fir pu=vw.
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Die negative Losung fiir 7, entféllt aus den selben Griinden wie im Falle des gebundenen Paralleladaptors.
Die Streumatrizen lauten

C 1= . =Y . =M ] [ 1=, . =Y . =]
S=| -m ... 0 ... - und S’ = -1 ... 0 ... =1 |. (2.148)
LM% e Ve e 1= L= e =y

Das zugehorige Wellendigitalfiltersymbol findet sich fiir n = 3 im Bild 2.17. Zu bemerken ist auch hier,
dass der Torwiderstand R, nicht in die Streumatrix eingeht.

a1 O—p } »-0 b3

Ry —— Rs =R+ R»

by O€— €«——0 a3

Bild 2.17: Gebundener-3-Tor-Serienadaptor (hier: Tor 3 reflexionsfrei)

2-Tor-Ubertrager

Der 2-Tor-Ubertrager wird durch
Uy =nu; und i = —niy (2.149)

definiert (vgl. Bild 2.18). Die Streumatrizen lauten

szanl 2”\/@ R27'n2R1 27LR1
Ro+n?R; Ro+n?R, Ro+n?R; Ro+n2R,
S = . S'= . (2.150)
QRM anl—Rz 2nRo n2R17R2
Ro+n?Ry  Rp+n?R, Ro+n?Ri Ro+n?Ry

Wéhlen wir das Ubersetzungsverhéltnis zun = \/Ry/ Ry, so vereinfachen sich die Streumatrizen zu

01 0
S = und S’= : (2.151)

S=

—
=}
S

=}
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il 1/n 7;2
o> <O
o O

R1 R2

Bild 2.18: 2-Tor-Ubertrager

Jaumann-Adaptor

Der im Bild 2.19 dargestellte Jaumann-Adaptor stellt ein verallgemeinertes Verbindungsnetz geméafl
Gleichung (2.113) mit

N S L[ 1o
N O eE R

dar. Der freie Parameter ist das Ubersetzungsverhiltnis des Ubertragers. Wir nehmen an, es gilt n # —1,
d.h. wir schlielen den Fall aus, dass der Ubertrager eine reine Parallelverbindung ist. N ist somit regulér.
Die Streumatrix des Jaumann-Adaptors sollte eine moglichst einfache Struktur besitzen. Aus diesem

i —1/n i — 5 30

il i3 —1/?’L i2

Uy | ; Uz

o
o

Uy

—O <«

.
—

Uy

0 <«
O «

Bild 2.19: Jaumann-Adaptor

Grund wéhlen wir die Torwiderstandsmatrix geméafi Gleichung (2.118) zu

1 n
R = R, di 1.n,—— . 2.153
1 lag<7n7n+17n+1> ( )

Durch Anwendung von Gleichung (2.123) lésst sich die Spannungswellen-Streumatrix zu
0, N°'

S = (2.154)
N 0,
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ablesen. Mit Gleichung (2.68) ermitteln wir die Leistungswellen-Streumatrix zu

0 S
S = , (2.155)
St o

wobel sich die Untermatrix S; zu

1 n
Vin+1 n-+1

n [ 1
n—+1 n+1

ergibt. Im Bild 2.20 ist das in dieser Arbeit verwendete WDF-Symbol des Jaumann-Adaptors dargestellt.
Die dickere Kante zwischen den Toren 2 und 3 der Raute tragt der Tatsache Rechnung, dass nur die
Matrixelemente so3 und s3o negativ sind.

S, (2.156)

% R3 T
a1 O—Ppi )0 b2
Ry Ro
by O€— €«—O @2

I n Y

ay b4

Bild 2.20: Wellendigital-Realisierung des Jaumann-Adaptors

I —1/1 I
o—p——
] sIs
U1 4 U2
il
\/ \
(o, ® O

Bild 2.21: Beschalteter Jaumann-Adaptor
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In der Regel nutzt man einen Jaumann-Adaptor in Verbindung mit zwei Impedanzen Z3 und Z4,
mit denen die Tore 3 und 4 abgeschlossen werden (Bild 2.21), d.h. es gilt

U3 —Z3 0 [3
_ _ (2.157)
Uy 0 —Z Iy
Durch Verwendung von Gleichung (2.152) i.V.m. Gleichung (2.120) erhélt man zunéchst
U1 —Z3 O [1
=N (-NT) : (2.158)
U2 0 —Z4 [2

woraus man die Impedanzmatrix bezogen auf die Tore 1 und 2 zu

AR Zy—nl3
Z = (2.159)
Z4—’I’LZg Z4+n2Z3

ermittelt. Zur Berechnung der Admittanzmatrix schreibt man zunéchst

Iy -7z 0 Uy
= -NT N (2.160)
I 0 L Us

C
und erhélt die Admittanzmatrix bezogen auf die Tore 1 und 2 zu

n? 1 n 1
v 1 %% 77

_ , 2.161

(14 n)? no 1 1 1 ( )
77 Ltz

2.8.3 Quellen

Wir betrachten die resistive Spannungsquelle im Bild 2.22 a) mit Innenwiderstand R;, Quellenspannung
e und Ausgangsspannung u,. Wir ersetzen in der Maschengleichung v, = e + R;i, die auftretenden
Spannungen und Strome durch die Wellengréfen und erhalten

_ e +pa, mit p= R — By
1+ G, % P Ri+R,

a, + b, = 2e + RiGyla, — V)] <= b, = (2.162)
Das zugehorige Wellenflussdiagramm zeigt Bild 2.22 b). Das Wellenflussdiagramm vereinfacht sich, wenn
wir den Torwiderstand gleich dem Innenwiderstand wéhlen R, = R;. Die ausfallende Welle ist nun
unabhiingig von der einfallenden Welle b, = 2\/qu = e, vgl. Bild 2.22 ¢). Die ideale Spannungsquelle
(R; = 0) wird in den Wellengroen durch b, = 2e — a;, beschrieben.

Analoge Ergebnisse erhalten wir bei der Untersuchung von Stromquellen. Fiir die im Bild 2.23 a)
dargestellte resistive Stromquelle lautet die Knotengleichung j + i, = G;u,. Wir erhalten

2j R; - R,

2+ Gldy = Y] = Gilay + b = by = =+ pay mit p=mp

(2.163)

Als Wellendigitalfiltersymbol verwenden wir das gleiche Symbol wie bei den Spannungswellen, nur, dass
in diesem Fall sich die Quellenwelle anders berechnet, vgl. Bild 2.23 b) und c).
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a) b) c)
| y
q q
[ — <o ——3»0 e D—»o
C) “l, 2 D D R R =R
(& — Y q 1+ RZGq )9 q q — 14

o p O€—0

R, afz a

!

q

Bild 2.22: Resistive Spannungsquelle a) Kirchhoff’sche Schaltung  b) und ¢) Wellenflussdiagramm
a) b) c)

iy 0, | ,
<o ——0 iR, D—»o
J
/ .
R, e, 2J D D R R — R,
p— Git Gy > v
o p Q€—o
R, a’q af]

Bild 2.23: Resistive Stromquelle a) Kirchhoff’sche Schaltung  b) und ¢) Wellenflussdiagramm

Neben den idealen Quellen kann eine Vielzahl weiterer Quellen betrachtet werden. Von besonders
praktischer Relevanz sind jedoch ideale Quellen, die in einem verallgemeinerten Verbindungsnetz ein-
gebettet sind. Um dies zu untersuchen, betrachten wir den mit einer vektoriellen idealen Stromquelle
abgeschlossenen idealen e-Tor-Ubertrager im Bild 2.24. Im Folgenden ist die Beschreibung durch die
WellengréBen gesucht. Der Ubertrager soll Gleichung (2.113) mit den Bezeichnungen aus Gleichung
(2.114) folgen. Wir nehmen m > r an, und N sei zeilenregulir. Obwohl die Strome 4,, unabhingig
sind, wollen wir die Stromquellen in die r-Zweige legen. Der Vektor j = %, liegt dann im Spaltenraum
von NT. Gesucht ist nun eine Beziehung der Form

b, = S'a + Q. (2.164)

Wir multiplizieren dazu die Gleichung a’,,, = u,, + R,,%,, von links mit N TGm, driicken u,,, t,, durch

i, 1: N T
I
ar—» <«—apn
S o
b, «— —>»b,,
O
R, Ry,

Bild 2.24: e-Tor Ubertrager mit idealen Stromquellen
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i, 1: N T
C -~ 1 T =g
Wl 212 S @
r m e
b, «— —>»b,,
O
R, R,

Bild 2.25: e-Tor Ubertrager mit idealen Spannungsquellen

u,, 1, aus und losen anschliefend nach u, auf
N'G,ad',, = N'G,,Nu, —i, < u, = |[N'G,N|'[N'G,.a’,, +1,]. (2.165)

. o, ;L , .
Dieses setzen wir in b/, = 2u,, — a’,,, = 2Nu, — a’,, ein und erhalten

b, =[2N[N'G, N 'N'G,, —1,]a’,, + 2N|IN'G,,N] "5 . (2.166)
S/ Q/

Wir wollen nun die Freiheitsgrade diskutieren. Die Spannungen w,, miissen im Spaltenraum von IN

liegen, d.h. r Spannungen sind frei vorgebbar. Die Stréme 4,, miissen N'4,, = —j bei gegebener

Quellenverteilung geniigen, d.h.

in = —NINTNJ"j +[1, - NINTNJ"'N"Jz = ~(N")*j + [1,, - (N")*N"]z

— —(NT)+j + [1m — NN*]Tz — _(NT)Jrj + []-m o NNWZ .z beliebig. (2.167)

Die Strome %,, liegen daher im r-dimensionalen Unterraum des IR"™. Dieser Teil ist durch die Quellenver-
teilung festgelegt. Somit verbleiben noch die m — r Freiheitsgrade des orthogonalen Raumes. Insgesamt
haben wir m Freiheitsgrade, die durch die duflere Beschaltung am rechten Tor festgelegt werden. Wird
z.B. a’,, durch die duflere Beschaltung vorgegeben, so liegt b’,, eindeutig fest. (Vgl.: in einem Netz
lassen sich die » Baumzweigspannungen und die m = e — r Cobaumstréme unabhéngig vorgeben, also
e GroBen insgesamt. Durch die Quellenvorgabe sind hier » Gréfen festgelegt. Es verbleiben e — r = m
Freiheitsgrade.)
Der Vollstédndigkeit halber wollen wir noch die Beziehung

by = Sa,, + Qj . (2.168)
fiir die Leistungswellen herleiten. Mit Gleichung (2.68) folgt aus Gleichung (2.166)
b, =[2G, °NIN"G,N]"'N"G> - 1,]a,, + G’N[N"G,N]"" j . (2.169)
$ Q

Bei Leerlauf der 7-Tore reduziert sich Gleichung (2.169) auf Gleichung (2.110) mit A = £+N".

Nun betrachten wir den mit einer vektoriellen idealen Spannungsquelle abgeschlossenen idealen e-
Tor-Ubertrager aus Bild 2.25. Es gilt u,, = e. Wir nchmen m < r an, und NN sei zeilenreguldr. Wir
erhalten in den Wellengrofien

b, =, -2R.N'[NR,N'"'Nl]a’, + 2R, N'[NR,N"" e. (2.170)
§/ é/
Bei Kurzschluss der m-Tore, d.h. e = 0 reduziert sich Gleichung (2.170) zu Gleichung (2.111) mit
B =+N.
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2.8.4 Dissipative Bauelemente

Widerstand

Der Widerstand R kann als reale Spannungsquelle mit der Quellenspannung £ = 0 aufgefasst werden,
womit der Widerstand schon erfasst ware. Wir werden aber dennoch ein eigenes Bauelement einfiihren,
da die Quellen bei uns die Eingéinge eines Funktionsbausteins (der Begriff wird spéter noch erlautert)
sind. Die Streumatrix ist im Falle des Widerstandes ein Skalar, da der Widerstand nur ein Tor besitzt

R — Ry

S=8=——.
R+ Rp

(2.171)

Ublicherweise bezeichnet man diese Streumatrix als Reflektanz p. Das Wellendigitalfiltersymbol ist er-
neut aus dem Signalflussgraph abgeleitet und ist ein Multiplizierer (siche Bild 2.26).

a
oO—

Bild 2.26: Wellenflussdiagramm eines Widerstands

2.8.5 Dynamische Bauelemente

Das einzige hier verwendete dynamische Bauelement ist der ideale Kondensator. Ideale Spulen lassen
sich aus Gyratoren und idealen Kondensatoren realisieren. Die idealen Spulen haben gegeniiber den
idealen Kondensatoren den Nachteil einer zusitzlichen Negation in Wellenflussdiagramm. Der ideale
Kondensator wird durch

i =V C D{VCiu} (2.172)

beschrieben, wobei C' eine Funktion der Zustandsgréflen und der unabhéngigen Groflen ist. Der Ablei-
tungsoperator ist D = @Dy mit e = const. und | = 1. Diese aus [Fett92] stammende Darstellung
ist vollig gleichwertig zur urspriinglichen in [MF92] vorgeschlagenen Definition des nichtlinearen, zeitin-
varianten idealen Kondensators, bietet aber den Vorteil iibersichtlicherer Stromlaufpline. 3

Wir wollen zunéchst eine diskrete Approximation fiir einen konstanten idealen Kondensator herleiten,
der nur bzgl. der Richtung ¢, reaktiv ist, d. h. & = e, siehe Bild 2.27. Integrieren wir den Strom entlang
ciner Geraden vom Punkt ¢ nach t + The, = t + At,. und werten das Integral mittels der Trapezregel
aus, so erhalten wir einen Néherungswert fiir die Spannung am Punkt t + The,

|t _ Ty
2C 20

3Genau genommen haben die angegebenen Literaturstellen anstelle des idealen Kondensators eine ideale Spule benutzt.

4Wir verwenden hier die Trapezregel, weil sie einfach anzuwenden ist. Zudem hat die Trapezregel die groBte Kon-
sistenzordnung und den kleinsten lokalen Fehler aller A-stabilen (passiven) linearen Mehrschritt-Verfahren, [Dahl63],
[Ochs01a]. Die Verwendung von Runge-Kutta-Verfahren unter Beibehaltung der Passivitiit wurde im eindimensionalen
Fall in [Ochs01b] gezeigt. Dem Autor der hier vorliegenden Arbeit sind jedoch keine mehrstufigen passiven Runge-Kutta-
Verfahren bekannt, die auf allgemeine PDGLn anwendbar sind.

a(t+ Toe) ~ a(t) + R [%(t +The,) +i(t)] mit R= (2.173)
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Von nun an werden nicht mehr die kontinuierlichen unabhéngigen Variablen verwendet, sondern die
diskreten. Aulerdem werden die mit einem Dach versehenen Grofien durch Naherungsgrofien ersetzt

u(v+e,) =uv)+ Rli(v +e,) +i(v). (2.174)

Nach Umsortieren der letzten Gleichung und Verwendung der Wellengroflen mit dem Torwiderstand R
erhalten wir

b(v+e,) =alv), (2.175)

vgl. Bild 2.28. Wir fragen uns nun, wie sich die gefundenen Zusammenhénge im urspriinglichen Koordi-

R b(v+e,) =a(v)
{ o
o—p—
Y
T,
U — (C,Ds
b(v) ot——
o— R
Bild 2.27: Idealer Kondensator, der Bild 2.28: Naherungsweise Nachbildung
bzgl. t,; reaktiv ist durch ein diskretes System

natensystem @ darstellen. Die Beschreibung des idealen Kondensators im urspriinglichen Koordinaten-
system gewinnen wir durch Anwendung von Gleichung (2.16) auf Gleichung (2.172) zu

- ht

1 =CD{u}=C ] ™ | Dg{a} mit C = Cuolh.]. (2.176)

Der zuvor durchgefiihrten Integration im Koordinatensystem ¢ entspricht die Integration vom Punkt ax
nach  + Az, mit Az, = voTyh, Uiber das Kurvenstiick

K={¢\) =2+ Az, [0<A<1}. (2.177)

Nach Umformung des Integrals in Parameterform und Berechnung mittels der Trapezregel erhalten wir
einen Naherungswert fiir die Spannung am Punkt x + Az,

i(x + Az,) = a(x) + ||A£B,.@”%[g(w + Az,) +i(x)] . (2.178)

Der Torwiderstand lautet hier

|[Azq| _ To
-2 1
& "0 (2.179)

In den in dieser Arbeit verwendeten Zeichnungen bezieht sich der Kapazitdtswert immer auf die Dar-

stellung im neuen Koordinatensystem, vgl. Bild 2.27. Im Sinne der obigen Diskussion ist darunter also

immer C' und nicht C' zu verstehen. Wie gezeigt werden kann, sind sowohl der ideale Kondensator als

auch die diskrete Nachbildung mehrdimensional intern verlustfreie Bauelemente, siche z. B. [Fett98].
Der Verschiebevektor Av,, = e, geht im Koordinatensystem p zu

Ap, =X voHTye, = X ;' vy Ty h, (2.180)

K
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iiber. Da dieser Vektor im Zusammenhang mit der Randbehandlung eine wichtige Rolle spielt, fiithren
wir fiir den aus den ersten 3 Koordinaten gebildeten Untervektor die besondere Bezeichnung
Ap,
Ap, = (2.181)
1
ein. Ebenso teilen wir die Spalten von H wie folgt auf

hig
h, . = { B } . (2.182)
Im Folgenden soll eine Beziehung zwischen der Spannung des idealen Kondensators und den Wellen-
groffen hergeleitet werden, die im Zusammenhang mit der Randbehandlung erhebliche Bedeutung be-
sitzt, vgl. [Frie95], [Fett98] und [Sera00]. Dazu entwickeln wir zunéchst die Funktion f(t) = f[(t+T/2)F
T /2] beziiglich der Variablen F7'/2 um den Punkt ¢ + T'/2 in eine Taylor-Reihe

T

T
f&)=ft£T/2)F —Drf(7) lr_gat)s + o(TI), (2.183)
wobei
Drf(7) |p_gur)s = Dif(t £ T/2) (2.181)

gilt. Aus dieser Beziehung gewinnen wir zum einen durch Wahl der oberen Vorzeichen und der Substi-
tution t =t — T'/2

TT
f(t=T/2) = f(t) = D¢ f(t) + O(TI") (2.185)
und zum anderen durch Wahl der unteren Vorzeichen und der Substitution ¢ = ¢ + T'/2
T

F(E+T/2) = (t) + Dy (t) + O(TP?). (2.186)

Wir betrachten nun die Definition der Leistungswellen an einem idealen Kondensator gemafl Gleichung
(2.172) mit dem Torwiderstand R = 12

2C

. 1 . - FN S -

b(t) = 2\/E[u(t) —Ri(t)] , a(t) = 2\/§[u(t) + Ri(t)] . (2.187)
Durch Einsetzen des Stromes i = C'Dd erhalten wir

. 1 . Ty . AP S A Ty . .

b(t) = ﬁ {u(t) Y Du(t)} , at) = m {u(t) + 5 Du(t)} . (2.188)
Mit D = aTDt und T = a1} ergibt sich dann

) 1 T, T 1T T

b(t) = ﬁ {u(t) — TDt u(t)} , at) = Vi [u(t) + 7Dt u(t)} . (2.189)

Durch Nutzung der Taylorreihenentwicklungen Gleichung (2.185) und Gleichung (2.186) erhalten wir
die gewiinschten approximativen Beziehungen

b(t) = /2—%u(t ~T/2) & /2%@@ ~T/2) und a(t) = /z%)u(t Y T/2) ~ /%a(t +T)2),
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(2.190)

bzw. im diskreten urspriinglichen Koordinatensystem

b(p) ~ y/ %ﬂ(u —Ap/2) und a(p) =~ 4/ %ﬂ(u +Ap/2). (2.191)

Die Ergebnisse konnen im linearen, konstanten Fall auch durch Betrachtung des Frequenzbereichs ge-
wonnen werden. Dazu wenden wir die Approximationen

oo 1 T v
/2 = opTo/2 Z_ (M) ~ 14 pTy)2 <= pTy/2 =~ 2% — 1

—~ v\ 2
(2.192)
12 epT°/2:§:i Ty le—pT0/2<:>pTo/2%1_zil/2
—~ V! 2
auf C'pU = I an. Wir erhalten naherungsweise mit dem Torwiderstand R = ;‘F—g
(212 - 1)U =RI uwnd [1—2"Y?U=RI. (2.193)
Hieraus gewinnen wir durch Verwendung von Leistungswellen
1 1
7V =A und —— MU =B. (2.194)

2R 2VR

Durch Ubergang zu den zeitabhéngigen GroBen ergibt sich Gleichung (2.191).

2.9 Zweckmiflige Beschreibung des Wellendigitalfilters

Das Ziel dieses Unterkapitels ist es, ein Wellendigitalmodell, welches aus den einzelnen WDF-Bauelemen-
ten des Unterkapitels 2.8 und deren Verbindungen besteht, in Form eines Gleichungssystems darzustellen.
Das Gleichungssystem soll dabei so geartet sein, dass nach einer bloflen Festlegung der Berechnungs-
reihenfolge eine explizite Berechnung erfolgen kann. Durch die Festlegung der Berechnungsreihenfolge
erhalten wir einen Algorithmus, der uns spéter als Grundlage fiir die formale Spezifikation und die
Bestimmung eines Codes zur Simulation dienen wird.

Die zweckméflige Beschreibung eines mehrdimensionalen Wellendigitalfilters geschieht in Anlehnung
an die Darstellung im Eindimensionalen [Rumm98]. Diese Beschreibung ist besonders geeignet fiir die
Fiihrung eines formalen Korrektheitsbeweises. Wir nehmen zunéchst an, alle verwendeten Quellen sind
reflexionsfrei, d.h. die Torwiderstéinde sind gleich den Innenwiderstanden der Quellen. Der Vektor b,
beinhaltet die skalaren Quellenwellen der Strom- und Spannungsquellen und hat die Lange n,

b, = [bg1, bg2, - - - ,bqnq]T . (2.195)
Die einfallenden Wellen der Quellen lauten

a; = [ag, a2, - - agn,) " - (2.196)
Die Wellengrolen der dynamikfreien Elemente sind die Koordinaten der Vektoren

be = [be1, bea, - - - ,bene]T und @ = [ae1, Gea, - - - ,aene]T ) (2.197)
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Die Wellengréfen a. und b, sind iiber die Streumatrix S der dynamikfreien Elemente miteinander
verkniipft, d. h.

b.=Sa.. (2.198)

Hierin ist die Blockdiagonalmatrix S die direkte Summe der N, Streumatrizen S, eines jeden dynamik-
freien Elementes v

S = diag(S1,85,...,8,,...,8n.). (2.199)

Die Anzahl der Tore des dynamikfreien Elementes v ist n.,. Die Anzahl aller Tore aller dynamikfreien
Elemente ist n, = Z,],Vil Ney. Die Verzogerer bzgl. t, werden durch

b ([V1, .. Va1, Ve + L Vi1, ui] ) = @ (v) (2.200)
beschrieben, wobei alle Ausgangswellen der Verzogerer bzgl. t,. in dem Vektor

by = b, by, b )T (2.201)

vl Y2t Yonk

und alle Eingangswellen der Verzogerer bzgl. ¢, in dem Vektor

at = [a¥,a%y, ... a" " (2.202)

K
v ) Honly

zusammengefasst sind. Die Anzahl Verzoégerer bzgl. t,, bezeichnen wir mit nf. Die Anzahl aller Verzogerer

ist n, = Zﬁlzl ny. Mit Hilfe des Standardeinheitsvektors erhalten wir die kompakte Darstellung
bi(v+e,)=al(v) , k=12... k. (2.203)

Weiterhin fassen wir die Vektoren der Verzogerer zu den Vektoren

al b’
ag b5

a,=| und b, = | (2.204)
a.k/ bk’

zusaminen.

Um das gesamte Wellendigitalfilter zu beschreiben, erweist es sich als giinstig die Ubervektoren

aq b,
a=|a, | und b= | b, (2.205)
a b.

zu bilden. Die Ubervektoren a und b besitzen die Lange ng = ng + ny, + ne.
Die Verschaltung der einzelnen Bauelemente wird durch die Permutationsmatrix P beschrieben. Die
einzelnen Wellengroflen sind miteinander {iber

a=Pb (2.206)

verkniipft. Ausfiihrlich sind die Verbindungen der Bauelemente durch

aq Py Py - Puw Py b,
a}, Pv1q PU1U1 s Pvlvk' Pvle bv1
a’ilf/ ka/q ka’vl ka/vk/ ka/e bvk/

L Qe ] B Peq Pevl Pevk’ P, 1L be ]
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definiert. Durch Zusammenfassen von Matrizen zu Ubermatrizen erhalten wir

aq Py Py Py b,
ay = qu va Pve bv (2208)
Qe Peq Pev Pee be

mit den entsprechend zu bildenden Ubermatrizen P, P, P, P, und P,, Die Matrix P ist eine
quadratische Matrix der Dimension n, = n, +n} + - +n* +n,.

Permutationsmatrizen haben die Eigenschaft orthogonal zu sein. Hier ist P sogar symmetrisch, da
die Verbindung der Bauelemente torweise erfolgt. Es gilt somit PTP = 1,, und PT=P.

Das Wellendigitalkonzept geht von einer Referenzschaltung aus. Dies wollen wir beibehalten, d. h.
jedes Bauelement der Referenzschaltung ist durch das Verbindungsnetz mit einem anderen verbunden.
Fiir das digitale Verbindungsnetz bedeutet dies, dass mindestens ein WDF-Bauelement einer Verbindung
ein dynamikfreies WDF-Bauelement ist, d.h. P,, = 0, P,, = 0, P, = 0, P,, = 0. Dies gilt nach
Definition fiir die weitere Arbeit. Die Permutationsmatrix lautet dann

0 0 P, P,
P=| 0 o P,.|=|P, |. (2.209)
Peq Pev Pee Pe

Im Bild 2.29 ist die Beschreibung des MDWDF's graphisch dargestellt. Eine Detailansicht in Form eines
Signalflussdiagramms zeigt Bild 2.30.

dynamische
Bauelemente

Gleichung (2.203)

a.(v)
——— )
reflexionsfreie digitales dynamikfreie
Quellen Verbindungsnetz Bauelemente
Gleichung (2.195) Gleichung (2.207) Gleichung (2.198)
S —— <
a’q (V) be (V)

Bild 2.29: Algorithmus giiltig in G

Die Ausgangswellen der Quellen b,(v) und der Verzogerer b (v) sind zu einem Zeitpunkt fiir alle
Gitterpunkte innerhalb G bekannt. Die notige Berechnung von b, (v) erfolgt durch Einsetzen der letzten
Zeile von Gleichung (2.207) in Gleichung (2.198)

bo(V) = S [Py by(V) + Pyt by (V) + -+ P, b (1) + Pee bo(v))]. (2.210)
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T,
o ke Ao bgn U S
P P
b, a.
D==) g -
P,
P S
q: <‘—
be

Bild 2.30: Detailansicht vom Bild 2.29

Die Matrix S P, muss nun durch symmetrische Zeilen- und Spaltenpermutationen auf untere Drei-
ecksgestalt gebracht werden, bei der zudem noch die Hauptdiagonalelemente null sind. Eine untere
Dreiecksmatrix, deren Hauptdiagonalelemente null sind, werden wir im weiteren Verlauf der Arbeit als
strikte untere Dreiecksmatrix bezeichnen. Existiert eine Permutationsmatrix, die die Matrix S P,. auf
strikte untere Dreiecksgestalt transformiert, so liegt keine verzogerungsfreie gerichtete Schleife in dem
Wellendigitalfilter vor und die Berechenbarkeit ist gegeben.

Es stellt sich also die Frage, ob wenigstens eine Permutationsmatrix P, existiert, sodass

0 -+ --- 0
p,sp.pPl=|"° (2.211)
® .- ) O

gilt. Wir nehmen im Folgenden an, dass ein korrekt spezifiziertes MDWDEF vorliegt. Wir fiithren die
permutierten Vektoren

b.=Pyb. und b =[b, b, " (2.212)
ein und erhalten die in ihrer Reihenfolge getauschten Wellengrofien durch

b, = Pb. = P,SP; | P,P, P,P, --- P,P P,P..P; b =LV (2.213)

evk’
Das weitere Einfithren von permutierten Matrizen

s'-pP,SP, , pP.,=P,P, , P.,=PP, , P.=P,P.P} (2.214)
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fithrt uns zunéchst zu
s'p'.,=pPSP, , SP.,=PSP., , SP.=P,SP.,P;, (2.215)
so dass wir den permutierten Vektor b’, durch
. = S'P'.,,b,+SP.b, +S P.Vb.

— [S/Pleq S/Plev SlPlee] bl (2216)
L

darstellen kénnen. Dieses Gleichungssystem kann aufgrund der Struktur der Matrix L’ durch Vorwiirts-
substitution berechnet werden. Der neue Zustandsvektor ergibt sich zu

b(v+e)=P,b(v)=P,P;=P,b.v). (2.217)
Definieren wir abschliessend

r,=svp,.,, L,=8P,.,, L.=SP,., (2.218)
so konnen letztendlich die zu implementierenden Gleichungen zu

b.(v) = L',b,(v) + L',b,(v) + L. V.(v)
(2.219)
bi(v+e,) = Pucbe(v) Ve=1,2,... K

notiert werden. Dabei hat die Berechnung der Vektoren b’.(v) und b,(v) zu allen Abtastpunkten einer
Abtastschicht zu erfolgen, wobei allerdings die zweite Gleichung nur fiir eingeschrénkte v giiltig ist. Auf
diese Problematik wird im Zusammenhang mit den Randwertfragen im Kapitel 2.10 eingegangen.

2.10 Randbehandlung

Die Verwendung von Digitalfiltern zur numerische Integration erfordert eine Beriicksichtigung der Rénder.
Ein Signalflussdiagramm (nach Bild 2.29) ist eine dquivalente Darstellung eines Differenzengleichungs-
systems (Gleichung (2.198), Gleichung (2.203) und Gleichung (2.207). Die Differenzengleichung wird
dabei aus der zu losenden Differentialgleichung gewonnen. Der Algorithmus eines mehrdimensionalen
Wellendigitalfilters zur numerischen Integration ist nun nicht allein durch die Differenzengleichung be-
stimmt, sondern erfordert zusétzlich eine Beschreibung der Abmessungen des Berechnungsgebietes und
die Behandlung des Randes.

Bevor wir die Diskussion fortsetzen, wollen wir den Begriff Randbehandlung prézisieren. Dazu be-
trachten wir eine beliebige Fliache im Raum und stellen uns auf eine Seite der Fliache. Das Verhalten der
Feldgrofien auf dieser Seite der Flache wird vom gesamten Raum hinter der Flache beeinflusst. Oft ma-
chen es bestimmte Materialiibergiange moglich, das Verhalten der Feldgrofien hinter der Fléche durch ein
Modell zu approximieren, welches keine Abhéngigkeit in Richtung des Normalenvektors der Grenzfliche
besitzt. Wir definieren eine Flache, auf der eine Approximation des Verhaltens der Feldgrofien innerhalb
Raumes hinter dieser Fliache durchgefiihrt wird, als eine Randfliche. Wir unterscheiden bei denen durch
die Approximation entstandenen Modelle i.W. zwei Fille. Zum einen betrachten wir Modelle, die aus-
schliellich algebraische Beziehungen zwischen den Feldgréfien auf dem Rand liefern und zum anderen
modellieren wir das Randverhalten durch differentielle Bezichungen zwischen den Feldgréfen.
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Im Folgenden soll der Grund fiir die besondere Behandlung des Randes eines Berechnungsgebietes
bei der numerischen Integration mit mehrdimensionalen Wellendigitalfiltern erlidutert werden. Dazu be-
trachten wir noch einmal das Vorgehen bei der Simulation eines mehrdimensionalen Wellendigitalfilters.
Zunichst werden gemif Gleichung (2.219) alle fehlenden WellengroBen der dynamikfreien Elemente des
Berechnungsgebietes ermittelt. Danach werden die ausfallenden Wellen der dynamischen Elemente der
nichsten Abtastschicht, d. h.

bi(v+e,) =al(v) fir k=1,..., K (2.220)

ermittelt. Wir gehen dazu von Gleichung (2.203) aus, wobei wir zuvor af(v) aus allen bereits vorliegen-
den Vektoren b,(v), b,(v) und b.(v) gemis

ay(v) = Puyse be(v) (2.221)

berechnet haben. Aus dieser Gleichung lédsst sich allerdings nicht ohne Weiteres eine Aussage iiber
die Randproblematik ableiten, da das Berechnungsgebiet im neuen Koordinatensystem nicht mehr die
Form eines Quaders hat. Wir ziehen daher fiir die weitere Diskussion eine Beschreibung der dynamischen
Elemente im urspriinglichen Koordinatensystem vor, d. h.

~K

o) = bi(v) = al(v — ex) = @ (1 — h) (2.222)

Uber diese Bezichung ist nun der Vektor b, (p) fiir alle értlichen Gitterpunkte g/ € G zu bestimmen,
siehe Bild 2.31. Dafiir sind die Wellengrélen @ zu den Gitterpunkten (p' — h..) notwendig. Die Wel-
lengroBen liegen aber nur fiir die Gitterpunkte innerhalb des Berechnungsgebietes vor. Wir haben daher
bei der Bestimmung von b, zwischen den Punkten (' — h,.) € G und den Punkten (¢ — h,.) € Gy zu
unterscheiden. (Hier wurde selbstverstiandlich wieder angenommen, dass p’ selber im Berechnungsgebiet
G liegt.) Ein Algorithmus zur Bestimmung der Wellengréfien EZ(/I,) ist somit in zwei Teilalgorithmen zu
zerlegen, die Normalbehandlung und die Randbehandlung.

Es stellt sich daher die Frage, wie wir die notwendigen Wellengréfien am Rand bestimmen. Wir ver-
wenden fiir die Randbehandlung einen Vorschlag von Fettweis und Seraji, [FS99], [Sera00]. In [Sera00)]
ist die Behandlung von Réndern im (1 + 1)D-Fall am Beispiel der Telegraphengleichung dargestellt. Es
wird darauf hingewiesen, dass die vorgestellte Methode auf Problemstellungen mit beliebiger Dimension
erweiterbar ist. Wir werden im Folgenden den fiir uns wesentlichen Teil aus dieser Arbeit rekapitulieren
und das beschriebene Verfahren verallgemeinern. Hierbei beschréanken wir uns auf die Transformati-
onsmatrix und Abtastmatrix geméf Gleichung (2.49). Untersuchungen haben ergeben, dass dies die
einfachste Moglichkeit der Randbehandlung darstellt [Voll02]. Aus diese Festlegung resultiert zudem der
Vorteil einer sich ergebenden festen Codestruktur, wie sich im Kapitel 6 zeigen wird.

Die generelle Schwierigkeit der Randbehandlung resultiert daraus, dass der Rand in den Feldgrofien
beschrieben wird, aber das MDWDF als Zustandsgrofien die Wellengréfien verwendet. Zwar lassen sich
die FeldgroBlen aus den Wellengroflen bestimmen, die umgekehrte Richtung ist allerdings nur in Son-
derfillen méglich. Das Grundprinzip zur Vermeidung dieser Schwierigkeit beruht auf der zuerst in [Frie95]
dargestellten Tatsache, dass sich die Wellengrofien eines idealen Kondensators bzw. einer idealen Spule
durch die Spannung bzw. den Strom zu einem um den halben Verschiebe-Vektor versetzten Punkt mit
einer lokalen Konsistenzordnung von eins approximieren lassen, siche Gleichung (2.190). Da die globale
Konsistenzordnung der Trapezregel auch eins betrégt [HNWO93] fiigt sich diese Randbehandlung in den
Rest des Verfahrens ein. Diese Methode der Randbehandlung erfordert einen Abstand von einem halben
Verschiebe-Vektor zwischen dem randnéchstem Punkt und der Grenzebene, so wie es im Kapitel 2.5
beschrieben wurde.

In [Sera00] wird ein weiteres, dhnliches Verfahren zur Randbehandlung beschrieben. Dabei liegen die
Randpunkte auf der Grenzebene. Um nun die in Gleichung (2.190) beschriebene Approximation nutzen
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zu kénnen, wird die Abtastrate am Rand geéindert. Dies hat allerdings zur Folge, dass die Torwiderstande
der ein- und ausfallenden Wellen unterschiedlich sind. Fiir ein Werkzeug, welches eine automatische
Codegenerierung ermoglichen soll, erscheint dieses Verfahren zu aufwendig und wird deshalb in dieser
Arbeit nicht verwendet.

Um nun das Verfahren zu beschreiben, gehen wir der Einfachheit halber, ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit, davon aus, dass die behandelte Referenzschaltung keine idealen Spulen, sondern
nur ideale Kondensatoren als reaktive Bauelemente besitzt. Weiterhin ist festzustellen, dass sich bei
der Randbehandlung nur diejenigen idealen Kondensatoren gegenseitig beeinflussen, deren zugehorige
Verschiebe-Vektoren einen gemeinsamen Punkt auf der Grenzebene besitzen. Die Verschiebe-Vektoren
mit einem gemeinsamen Punkt auf der Grenzebene miissen wir zusétzlich unterscheiden und zwar zwi-
schen Verschiebe-Vektoren, die aus dem o6rtlichen® Berechnungsgebiet hinaus gerichtet sind, denen, die
in das Berechnungsgebiet herein zeigen und denen, die orthogonal zum Normalenvektor sind. Dazu
betrachten wir nun den Normalenvektor m, der senkrecht auf der Grenzfliche steht und aus dem Be-
rechnungsgebiet hinaus zeigt. Im (3+1)D-Fall haben wir, falls G ein Quader ist, die 6 verschiedenen
Normalenvektoren n; = —ny =e; , ng = —ns5 = ey, N3 = —ng = e3. Ein Orts- Verschiebe-Vektor h/,
zeigt dann aus dem Berechnungsgebiet hinaus (herein), wenn das Skalarprodukt n™ k!, positiv (negativ)
ist. Ist das Skalarprodukt n™ h! gleich null, so ist zum einen fiir Zustandsgréfien mit dem Argument
u + h, keine Randbehandlung erforderlich und zum anderen liefern diese Zustandsgrofien keinen Bei-
trag zur Berechnung der anderen Randwerte. Die Spannungen derjenigen idealen Kondensatoren, deren
zugehoriger Verschiebe-Vektor aus dem Berechnungsgebiet hinaus zeigt, sind die bekannten Feldgrofien
eines Modells zur Randbehandlung. Die Spannungen derjenigen idealen Kondensatoren, deren zugehori-
ger Verschiebe-Vektor in das Berechnungsgebiet herein zeigt, miissen iiber das den Rand beschreibende
Modell bestimmt werden.

Als Beispiel betrachten wir erneut ein Berechnungsgebiet in Form eines Quaders und nehmen ei-
ne Randfliche x1 = x14ax an, siehe Bild 2.31. Wir betrachten zwei vektorielle ideale Kondensatoren
deren diskrete Approximationen die Verschiebe-Vektoren h; und hy besitzen. Sie sollen den gemein-
samen Gitterpunkt p + hy/2 haben. Der Verschiebe-Vektor h; zeigt wegen nih] = 1 > 0 aus dem
Berechnungsgebiet hinaus. Der Verschiebe-Vektor hy zeigt in das Berechnungsgebiet herein.

Als Basis fiir das Aufstellen der benotigten Gleichungen dient Gleichung (2.191) in vektorieller Form
mit C* = diag(C¥,...,Cr)

b (n) = [CHY?*\/1)2T; @ (p — h,/2) und  @(p) = [C¥]V*\/1/2T, @"(p + hy/2) | (2.223)
deren Argumente zu unserem Beispiel so verschoben werden miissen, dass die Spannungen als Argument
den betrachteten Punkt g + hy /2 haben. Der Vektor @' (p) ist bekannt. Mit der Gleichung (2.191)

a'(p) = [CV*\/1)2T; @'(p + h1/2) (2.224)

konnen wir den Vektor der FeldgroBen @' (p + hi/2) bestimmen. Die gesuchten Wellengréfen sind

b (+hi/2+hi/2) = [CUV2/1)2T, @'(p + hi/2) . (2.225)

Die anderen vorhandenen idealen Kondensatoren bendtigen keine Randbehandlung und tragen auch
nichts zur Randbehandlung bei, da ihre Verschiebe-Vektoren nsy, ns, ns; und ng orthogonal zum Nor-
malenvektor n; sind. Wir beachten [hy + hy]/2 = ey.

Fiir den Randpunkt g+ hy /2 ist nun ein Abbild der physikalischen Realitét anzugeben. Dieses Modell
muss so geartet sein, dass nur die approximierten Grofen @' und 4! miteinander verkniipft sind, z. B.
in der Form

a' = Ma' . (2.226)

°Im weiteren Verlauf dieses Unterkapitels ist immer das 6rtliche Berechnungsgebiet gemeint.
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In diesem Fall haben wir

b(pte) = [CU2M[CY2a (). (2.227)
A tauél X
54
o (M:r €q)

le_l Lmax €, Ml
Bild 2.31: Randbehandlung

Im Falle eines nicht konstanten Modells am Rand ist das implizite Randlésungsmodell durch ein (ggf.
nichtlineares) Wellendigitalfilter zu approximieren. Die Frage, die sich in jedem konkreten Einzelfall
erneut stellt, ist, ob ein Randmodell gefunden werden kann, mit dem am Punkt g + h;/2 aus den
Spannungen @' die gesuchten Spannungen @* ermittelbar sind. Wir werden nicht weiter darauf eingehen,
wie man ein derartiges Wellendigitalfilter des Randes findet, sondern es als gegeben annehmen.

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden wir uns auf algebraische Randmodelle beschréanken, da zu
diesem Zeitpunkt noch keine ausreichenden Erkenntnisse iiber die Behandlung differentieller Rander
im (3+1)D Fall vorliegen. Im Falle algebraischer Randbedingungen koénnen die WellengroBen mittels
Matrizen miteinander verkniipft werden

b,(p+ep) =R a3 (p) firk =1,2,3 und b, (u+e,) = Ral" ) (u) fir k =4,5,6.  (2.228)

Die Matrizen R' bis R° stellen einen Teil der MDWDF-Spezifikation dar. Anhand der Spezifikation
des Wellendigitalfilters fiir das Berechnungsgebiet kann eine Priifung auf Vollstéandigkeit der Matrizen
R' bis R’ fiir die Randbehandlung erfolgen.

2.11 Von einem mehrdimensionalen Wellendigitalfilter zu ei-
nem eindimensionalen

Wir wollen nun auf den eigentlichen Ablauf der Berechnung eines Wellendigitalfilters eingehen. Wir
betrachten dazu die notwendigen Rechenschritte zur Berechnung aller Wellengréfien zu einem festen
Zeitpunkt py. Zundchst haben wir die Quellenwerte b,(pu) fiir g’ € G als bekannt vorausgesetzt. Die
Verzogererwerte b, (v) aller Abtastpunkte des Berechnungsgebietes der Zeitschicht i, kénnen durch Aus-
lesen der Speicherwerte aus den vorhandenen Werten der Zeitschicht p—1 ermittelt werden. Liegt die
Matrix L' aus Gleichung (2.219) in der benétigten Form vor, so kann der Vektor b’.(v) mittels Vorwirts-
substitution berechnet werden. Die Berechnung des Vektors b’.(v) kann dabei fiir jeden Abtastpunkt der
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Zeitschicht py, parallel erfolgen, da wie oben bereits erwihnt die benttigten Vektoren b, (v) und b, (v) der
Abtastschicht gy vorliegen. Wir haben also eine Kombination aus paralleler und serieller Berechnung.
Die Ausnutzung der moglichen Parallelitéit erfordert allerdings eine spezielle Hardware, die fiir jeden
Abtastpunkt des Berechnungsgebietes eine Recheneinheit vorsieht, die Gleichung (2.219) implementiert.
Bei der Realisierung eines mehrdimensionalen Wellendigitalfilters auf einem Universalrechner werden
aber alle Rechenoperationen zumindest im Quellcode sequentiell programmiert. (Inwieweit letztendlich
eine Berechnung dann parallel ausgefiihrt wird, héngt natiirlich von dem Universalrechner selber und
dem verwendeten Compiler ab.) Durch das Verzichten auf die massiv parallele Abarbeitung gehen aber
keine weiteren Vorteile des Verfahrens der numerischen Integration nach dem Wellendigitalfilterprinzip
verloren [Fett99].

Im Folgenden soll eine analytische Beschreibung fiir die sequentielle Berechnung eines mehrdimensio-
nalen Wellendigitalfilters hergeleitet werden, deren Grundlagen auf [Kumm88] zuriickgehen. Wir bilden
dazu das mehrdimensionale System auf ein eindimensionales System ab. Dabei kommt uns die Tatsache
zu Hilfe, dass wir ein endliches Berechnungsgebiet vorliegen haben. Wir bilden jeden Ortsvektor der P
Abtastpunkte einer Abtastschicht auf eine ganze Zahl  ab. Sollen dann alle Abtastpunkte eines Berech-
nungsgebietes berechnet werden, so kann dies dadurch geschehen, dass die neue Variable ¢ die Werte 0
bis P — 1 durchlauft und die Wellengréfien an diesen Punkten berechnet werden.

Die Verkniipfung von § mit dem Vektor _,u = p' erfolgt durch die eineindeutige nichtlineare Abbil-
dung

u’:g(é) : 5E[O,P—1]CZ — H/GQCZkfl
(2.229)
b=f() : wWegcz! s se0,P-1CZ
die durch
5 n-n
e = { Zae ““Mﬂ k=12, k-1
Cr
0 = > pmen=p'"c (2.230)
n—1
Cp = Hde
d=1

definiert ist. Bei der Ermittlung des Vektors i, ist man auf die 1, , 7 > x angewiesen. Bei einer konkreten
Berechnung beginnt man dann bei der letzten Koordinate und arbeitet sich zur ersten Koordinate durch,
was einer Art Riickwartssubstitution bei linearen Gleichungssystemen entspricht. Zur Verdeutlichung
dient Bild 2.32.

Zum Beweis der Eineindeutigkeit der Abbildung benutzen wir zunéchst

Satz 1
N n—1 N
> (P, -] Peu=-1+]] Peo (2.231)
n=1 d=1 d=1

Beweis

N n—1 N n—1 n N-1

D (Pe=) ] Pry = ZPande 2 1 Pea= 2 11 P = 2 11 P = 11 P = 1T 2

n=1 d=1 1d=1 n=0 d=1 d=1 d=1
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(2.232)
Wir benétigen auflerdem den
Satz 2
N
> incn < cn1. (2.233)
n=1
Beweis:

Offenbar nimmt die Summe ihren maximalen Wert an, wenn in allen Richtungen der letzte Abtastpunkt
innerhalb G eingesetzt wird, d. h. pu, = P,—1,n=1,2,..., N gilt. Wir kénnen somit die Beweisaufgabe
auf das Zeigen der Richtigkeit von

N
D (Pr, = 1)en < cvi (2.234)

n=1

zuriickfithren. Wir setzen die Definition der ¢, aus Gleichung (2.230) ein und erhalten

N n—1 N
> (P, = D] Pow < [[ Peo (2.235)
n=1 d=1 d=1

Durch Verwendung von Satz 1 erkennt man unmittelbar die Korrektheit von Satz 2.
Wir kommen nun zur eigentlichen Aufgabe zuriick, die Eineindeutigkeit der Abbildung zu zeigen.
Um p' = g(f(p')) zu belegen, setzen wir

k—1
0= tntn (2.236)
n=1
in
0= S n iy HnCn
[ = { 2inri1 W (2.237)
Cr
ein und bekommen
k—1 k—1 K
— nCn — — nCn — ntn
[y, = ’VZn_llu Zn—/-c+1'u -‘ _ ’Van'U’ ¢ _‘ (2.238)
Ck Cx
Durch Aufteilen der Summe und Verwendung von Satz 2 finden wir
Kk—1 k—1
[ = ’Vanl :unccn + lj%cl-c-‘ _ ’V Zn:cl HnCn —}-/j%-‘ = [b. (2239)
) —
<

Nachdem die Eineindeutigkeit bewiesen ist, kann die Berechnung der Punkte einer Abtastschicht
auf das Berechnen der Wellengrofien zu den einzelnen Punkten der skalaren, unabhéngigen Variablen ¢
zuriickgefiithrt werden.
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3

P, P,

2 PSE1

P, —1=6 P, P,,—1=6
k1

Bild 2.32: Koordinatensystem (links) und symbolische Darstellung der Gewichtungsfaktoren (rechts)

Abschlieflend soll noch einmal der nichtlineare Charakter der Abbildung veranschaulicht werden.
Dazu nehmen wir drei konkrete Punkte 6 aus dem Berechnungsgebiet an, die jeweils mit einem Punkt
p’ korrespondieren sollen, d.h.

oW = f(u) 6@ = f(W'®) , 8P = f(u'®). (2.240)

Aus der Summe bzw. der Differenz zweier d folgt i. Allg. nicht, dass diese der Summe bzw. Differenz der
zugehorigen p’ entspricht, d.h.

5 £ 6 — 5 s 0 g @ S ) (2.241)

Fiir die umgekehrte Richtung trifft dies ebenso zu

WO b @ 0 50 50 T 60 (2.242)
Schriankt man sich allerdings auf Vektoren g/ und p/® ein, deren Summe
0<uP+uP <P, -1 Ve=1,2... k-1 (2.243)

geniigt, so gilt

F('D + @) = 50 4 5@ (2.244)
e g(6M 45 = WO 4 O (2.245)

Wir fithren den Beweis der Ubersicht halber nur fiir den relevanten Fall k = 4. Mit
00 = i + 1" Py + s Po Py und 0% = i - VP, 4+ i Py P (2.246)
erhélt man die rechte Gleichungsseite zu

00 +6@ =y + pO Py + 1SV Po, Py + i + S Py + ) P, P, (2.247)
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Da p/™ 4 /) ebenfalls im Berechnungsgebiet liegt, lisst sich die linke Gleichungsseite zu

FO + @) = () + o) + " + pP) Py + (5 + 1) Py Py (2.248)

berechnen.
Die Richtigkeit der umgekehrten Beziehung werden wir im Folgenden zeigen. Nach Gleichung (2.230)
berechnen wir zunéchst die dritte Koordinate zu

M 4 5@ ORI O SC
3 _ [0+t M R ) BN CORN 9 949
3 [lepm W [ PP, + £ P R N I MR (2.249)

wobei die letzte Identitdt durch mehrfache Anwendung von Gleichung (C.35) gewonnen wurde, d. h.

1 2 2 2 2
W4+ Pl + 187 i+ PP =1 e =R 1
P, P, - P, P, P, P, - P, P, ’
(2.250)
Die zweite Koordinate berechnet man zu
oM L 5@ _ (1)+ (2) P, P, (1)+ (2)
Mgi&) _ (:u Hs ) 1t @ H1 H1 1 (1) +M(2) (1) +M() (2251)
. P,
<1
Die erste Koordinate kann man dann zu
L [5(1) 160 — (1 4+ 1V, — (1 + 4P P“W _ [ O “(ﬂ FONNCY (2.252)

ermitteln, womit Gleichung (2.245) auch bewiesen ist.
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Kapitel 3

Das Engineeringsystem SPACE

Fiir Steuerungs- und Regelungsfunktionen mit sicherheitstechnischer Bedeutung wird das digitale Leit-
system Teleperm XS verwendet. Die typischen Anwendungen von Teleperm XS liegen im Bereich des
Reaktorschutzes und der ESFAS-Funktionen (Engineered Safety Features Actuation System). Des Wei-
teren konnen sicherheitsrelevante Funktionen wie etwa die Reaktorregelung oder die Aufgaben des Steu-
erstabfahrrechners iibernommen werden.

Die Projektierung und Wartung von Teleperm XS Systemen erfolgt mit dem Engineeringsystem
SPACE (SPecification And Coding Environment). Das Engineeringsystem SPACE stellt eine graphische
Oberflache zur Verfiigung, unter der sowohl die Leittechnikfunktionen, als auch die Hardwarearchitek-
tur spezifiziert werden konnen. Aus der Spezifikation kann automatisch C-Code generiert werden, der
anschlieffend iibersetzt, gebunden und in das Zielsystem (mehrere Verarbeitungseinheiten der Teleperm
XS Hardware) geladen werden kann. [KWU 98]

Zur Zeit wird am Lehrstuhl fiir Nachrichtentechnik der Ruhr-Universitiat-Bochum an einem Zusatzpa-
ket zum Engineeringsystem SPACE gearbeitet, welches die i. W. von Fettweis entwickelten Wellendigital-
filter, unter Beibehaltung aller Qualitdtsmerkmale in Bezug auf die Korrektheit der erstellten Software,
in das Programmpaket SPACE einbindet. Die Wellendigitalfilter sollen zur numerischen Integration von
partiellen Differentialgleichungen, insbesondere der Neutronendiffusionsgleichung, genutzt werden, um
das Potential digitaler Leittechnik zur weiteren Optimierung von Steuerungs- und Regelungsstrategien
nutzbar zu machen.

3.1 Der Aufbau des vom Engineeringsystem SPACE erzeug-
ten C-Codes

Das Engineeringsystem SPACE ermoglicht die graphische Projektierung einerseits der Hardwarekonfigu-
ration und andererseits der Funktionen des zu realisierenden Leittechniksystems. Ausschlaggebend fiir
die Funktion des Leittechniksystems ist die graphische Spezifikation der Software, was i. W. durch Ver-
schalten von vorgegebenen Funktionsbausteinen (FB) erfolgt, wodurch Funktionsplidne (FP) entstehen.
Die Funktionsbausteine sind manuell codiert, qualifiziert und anlagenunabhéngig. Jeder Funktionsplan
eines Projektes ist einer in der Hardwarekonfiguration angegebenen Verarbeitungseinheit zuzuweisen.
Auf jeder Verarbeitungseinheit lduft im Betrieb der Anlage eine Ablaufumgebung, in die eine Gruppe
von Funktionsplanen eingebettet ist. Eine Funktionsplangruppe (FPG) besteht aus einem oder mehre-
ren Funktionspldnen, die wiederum die Funktionsbausteine beinhalten. Der C-Code-Generator erzeugt
zu jedem Funktionsplan und zu jeder Funktionsplangruppe automatisch eine C-Code-Datei und ein
zugehoriges Header-File. Der C-Code der Funktionsplidne ruft in seinem Code die fertig vorliegenden
Funktionsbausteine auf, wobei die Funktionsplidne selbst von der Funktionsplangruppe aufgerufen wer-
den. Somit liegt ein kompletter C-Code fiir eine Verarbeitungseinheit vor, der nun compiliert und auf das
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Zielsystem TELEPERM XS geladen werden kann oder von einer Simulationsumgebung zur Verifizierung
compiliert wird. Die Aufrufhierarchie verdeutlicht Bild 3.1.

Ablaufumgebung

FPG

Bild 3.1: Aufrufthierarchie Funktionsplangruppe-Funktionsplan-Funktionsbaustein

3.2 Die Einbindung der Wellendigitalfilter in das Engineering-
system SPACE

Vielen Bauelementen der klassischen Theorie elektrischer Netze, konnen entsprechende Wellendigitalfilter-
Elemente zugeordnet werden. Um nun das numerische Integrationsverfahren nach dem Wellendigital-
filterprinzip in das Engineeringsystem SPACE zu integrieren, kénnte man jedes Wellendigitalfilter-
Element als einen Funktionsbaustein realisieren. Dieses Vorgehen fiihrt allerdings zu den folgenden drei
schwerwiegenden Problemen:

e Das Programmpaket SPACE detektiert verzogerungsfreie gerichtete Schleifen, obwohl keine vor-
handen sind:

Die Priifung der Funktionsplangruppen und Funktionspléne auf verzogerungsfreie gerichtete Schlei-
fen erfolgt ohne Beriicksichtigung der inneren Struktur der miteinander verschalteten Funktions-
bausteine [Waed94]. Dieses Vorgehen kommt in nahezu allen Problemstellungen einer Detektion
von echten verzogerungsfreien gerichteten Schleifen gleich, da davon ausgegangen wird, dass jeder
Eingang eines Funktionsbausteins alle Ausginge beeinflusst. In der Theorie der Wellendigitalfilter
existieren mehrere Bauelemente, bei denen das Ausgangssignal eines Tores unabhéingig von dem
Eingangsignal des gleichen Tores ist. An dieser Stelle wird eine mogliche verzégerungsfreie gerich-
tete Schleife durch eine spezielle Wahl der inneren Struktur der Bauelemente aufgebrochen. In
nahezu jeder praktisch relevanten WDF-Nachbildung einer analogen Referenzschaltung tritt eines
dieser Bauelemente auf, da diese Bauelemente gerade fiir das Aufbrechen der verzogerungsfrei-
en gerichteten Schleifen Verwendung finden. Bei dem Wellendigitalfilter nach Bild 3.2 wiirde das
Programmpaket SPACE eine verzogerungsfreie gerichtete Schleifen detektieren, obwohl das linke
Bauelement diese Schleife aufbricht.

e Im Programmpaket SPACE ist nur eine unabhéngige Variable vorgesehen:

Das Programmpaket SPACE stellt nur Totzeitglieder in der Zeit zur Verfiigung. Mochte man aber
eine partielle Differentialgleichung mit der Zeit und den drei Ortskoordinaten als unabhéngige
Variablen 16sen, so hat das zugehorige zeitdiskrete System mindestens vier unabhéingige Variablen.
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Bild 3.2: Aufbrechen von verzogerungsfreien gerichteten Schleifen

e Einem WDF-Baustein kann nicht ohne weiteres einem C-Code-Modul zugeordnet werden:

Der Grund liegt darin, dass die Berechnung eines Wellendigitalfilters nicht bausteinweise erfolgt.
Stattdessen wird die Berechnungsreihenfolge nach Gleichung (2.216) genutzt.

Um diesen beiden Problemen entgegentreten zu kénnen, werden wir zunéchst den Aufbau eines
Funktionsbausteins naher untersuchen. Im Bild 3.3 ist die Aufrufschnittstelle eines Funktionsbausteins

Zustandsvariable Zustandsvariable
2(k-1) 2(k)
T -
abgeleitete Parameter abgeleitete Parameter
d(k-1) d(k)
T Pl
Parameter p(k) FB-Modul
Eingangssignale e(k) Ausgangssignale a(k)

Bild 3.3: Funktionsbaustein eingebettet in einen Funktionsplan

dargestellt. Fasst man die dort auftretenden Vektoren wie folgt zusammen

z(k) p(k)
w(k+1) = . x(k) = , y(k)=alk) (3.1)
d(k) e(k)

und dndert den Laufindex ab, d.h. £ = v | so erhalten wir die in der digitalen Signalverarbeitung {ibliche
Zustandsraumdarstellung eines eindimensionalen Systems

wr+1) = Aw() + Bz
(3.2)
y(v) = Cw(v) + Dx(v).
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Folglich kann jedes zeitdiskrete eindimensionale, lineare mathematische Modell mittels eines Funktions-
baustein-Moduls in Verbindung mit den zugehorigen Zustandsspeichern gebildet werden. Ein 1D-Wellen-
digitalfilter ist eine i.d. R. nichtkanonische Zustandsraumdarstellung eines Digitalfilters.

Wir halten als Ergebnis dieses Abschnitts fest, dass eine Realisierung eines Wellendigitalfilters mit
einzelnen Wellendigitalfilter-Elementen, ausgefiihrt als Funktionsbaustein, i. Allg. nicht moglich ist, ein
1D-Wellendigitalfilter aber selber immer durch ein Funktionsbaustein-Modul aufgebaut werden kann.

Wir werden von dieser Erkenntnis Gebrauch machen und ein komplettes Wellendigitalfilter als einen
Funktionsbaustein realisieren. Der Leittechniker in der Praxis kann dann auf fertige Funktionsbausteine
zuriickgreifen, welche z. B. Loser einer Differentialgleichung reprasentieren. Dieses Vorgehen erscheint
auch aus dem Grund sinnvoll, da das Auffinden eines Wellendigitalfilters zu einer gegebenen Differenti-
algleichung (z. B. Neutronendiffusionsgleichung) einen gewissen Sachverstand voraussetzt [LuhmO04].

Im Folgenden soll beispielhaft der Original C-Code des Funktionsbausteins fb_154.c erlautert wer-
den. Es handelt sich hierbei i. W. um einen Integrierer, der durch verschiedene Steuersignale noch Son-
derfunktionen, wie z. B. Schnellangleich, externen Halt usw. ausfithren kann.

Der Original C-Code ist fiir einen Integrierer recht umfangreich. Dies liegt zum einen an den realisier-
ten Sonderfunktionen und zum anderen an eingebauten Konsistenzpriifungen. Wir interessieren uns in
diesem Abschnitt nur fiir den eigentlichen Verarbeitungsteil des Integrierers. Aus diesem Grunde haben
wir den C-Code zu diesem Programmpfad kompakt dargestellt:

dl0ut = dd1C * (DL_t) easl.v + mdlState ;
aasl.v = (FL_t) dl0ut ;
mdlState = dd1C * (DL_t) easl.v + (DL_t) aasl.v;

Hinter DL_t, FL_t verbirgt sich Double und Float. Mit (DL_t wird nicht multipliziert, sondern DL_t
bezeichnet den so genannten Cast-(Umwandlungs-)Operator d. h. die Variablen eas1.v, d10ut und
aasl.v werden explizit in den entsprechenden Datentyp umgewandelt.

Bevor wir mit der signaltheoretischen Untersuchung beginnen, sei bemerkt, dass jedes Aufrufen des
C-Codes einem Fortschreiten um einen Abtastpunkt entspricht, d. h. die Betriebsperiode des Funktions-
bausteins ist durch die Betriebsperiode des Funktionsplanes vorgegeben.

Nun zum eigentlichen Programmcode. In der ersten Programmzeile wird das Eingangssignal eas1.v
mit einer Konstanten dd1C multipliziert und der aktuelle Wert der Zustandsgrofle md1State hinzuad-
diert. Das Ergebnis wird der tempordren Variablen d10ut zugewiesen. Die temporéire Variable d10ut
stellt gleichzeitig das Ausgangssignal dar. Deshalb wird der Wert von d10ut der Ausgangsvariablen
aasl.v in der zweiten Zeile zugewiesen. In der dritten Zeile wird dann der neue Wert der Zustandsgrofe
aus dem Ein- und dem Ausgangssignal berechnet.

Die temporire Konstante dd1C besteht aus der Betriebsperiode T, und einer Integrierkonstanten 7;:
ddic=T,/2T;.

Fassen wir den Programmcode als ein lineares konstantes zeitdiskretes System auf und eliminieren
wir d10ut, so konnen die Systemgleichungen in die iibliche Standardnotation Gleichung (3.2) gebracht
werden

aasl.v = mdlState + QTT“ easl.v
(3.3)
mdlState = mdlState -+ % easl.v.

An dieser Stelle ist es von grofiter Wichtigkeit auf Folgendes hinzuweisen. Die Variable md1State ist eine
skalare Variable. M6chte man die Werte dieser Variablen zu mehreren Zeitpunkten speichern, so muss die
Variable ein Feld sein. In dem Fall liegt kein Problem bei der Zuordnung vor. Eine mogliche Zuordnung
ist md1State [k]= z(k) und md1State [k+1]= x(k+1). Erfordert die Anwendung nur den aktuellen Wert
der Zustandsvariablen, so lisst sich die Zustandsgrofie in einem Programm durch eine skalare Variable
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realisieren. Fraglich ist nun, ob man der Programmvariablen den Wert z(k) oder z(k + 1) zuordnet.
Die Frage kann folgendermaflen beantwortet werden. Solange x(k) bendtigt wird, muss md1State= x(k)
gelten. Wird (k) nicht mehr benétigt, so kann die Zuweisung md1State= x(k+1) erfolgen. Dies erfordert
eine Reihenfolge der Berechnung und zwar werden erst alle Leseoperationen, dann der Wechsel von k
nach k + 1 durchgefiihrt und zum Schluss erfolgt die Schreiboperation. Diese Reihenfolge ist der Grund
dafiir, dass die Zeilen in Gleichung (3.3) gegeniiber denen in Gleichung (3.2) vertauscht sind.

Die Ubertragungsfunktion berechnet sich mit H(z) = C[z1 — A]"'B + D zu

() Ta[2 1] T, [z—kl] T,

27 [z —1 27 [z —1 2T (34)

Der Ubertragungsfunktion ist zu entnehmen, dass es sich um einen Integrierer nach der Trapezregel
handelt.

3.3 Zur Wahl der Abtastperioden

Die Wahl der Abtastmatrix X 4 ist zundchst durch das Abtasttheorem festgelegt. Zusétzliche Randbe-
dingungen sind der vorhandene Speicherplatz, die zur Verfiigung stehende Rechenzeit und Forderungen
des Lastenhefts. Eine Forderung des Pflichtenhefts ist die Festlegung eines Zeitintervalls, in dem die
Berechnung der Losung zu erfolgen hat. Die bisher eingefiihrten Zeiten sind die Zeit ¢t als unabhéngige
Variable der Differentialgleichung und die mehrdimensionale Zeit ¢. Keine der beiden Zeiten hat aller-
dings unmittelbar mit dem Fortschreiten der Rechenzeit des implementierten Algorithmus zu tun. Das
Fortschreiten der Rechenzeit hingt unter anderem von der verwendeten Hardware ab. Die Simulations-
zeit und die unabhéngige Variable ¢ stimmen i. Allg. nicht {iberein. Bei unserer vorliegenden Echtzeitan-
wendung (siehe Gesamtkonzept) heifit dies nun, dass alle notwendigen Berechnungen zur Abarbeitung
einer Abtastschicht innerhalb der Abtastperiode der Zeit durchzufiihren sind. Natiirlich kann man, wenn
nicht geniigend Rechenzeit zur Verfiigung steht, die Abtastperiode T" erhohen oder die Anzahl der Ab-
tastpunkte P reduzieren, so dass alle notigen Berechnungen innerhalb der Abtastperiode T ausgefiihrt
werden konnen. Dieses Vorgehen, der Erhchung der Abtastperioden, steht allerdings diametral dem
Abtasttheorem gegeniiber. Eine andere Moglichkeit ist eine Abtastratenumsetzung, d.h. der Loser der
Differentialgleichung hat nicht die gleiche Abtastrate wie der Versorgungsblock.

3.4 Realisierungsaspekte

Die vorliegende Beschreibung der Verzogerer bedeutet im urspriinglichen Koordinatensystem, dass der
Vektor b,(pt) zu jedem festen Zeitpunkt ju, und beliebigem Abtastpunkt nur von Werten eines Zeit-
punktes zuvor, d.h. u;—1, abhéngt und bietet somit den Vorteil, dass nur Werte einer Abtastschicht
gespeichert werden miissen. Die dabei zum Zeitpunkt i, benotigten Randwerte werden aus den Werten
des Berechnungsgebietes zum Zeitpunkt gy —1 durch Gleichung (2.228) ermittelt. Die Tatsache, dass
alle zur Zeitschicht py zu berechnenden Werte durch Kenntnis der Werte des physikalischen Zeitpunktes
zuvor berechnet werden konnen, ermdoglicht die in 2.9 vorgestellte sehr einfache, systematische Beschrei-
bungsweise eines mehrdimensionalen Wellendigitalfilters . Dies hat noch den weiteren Vorteil, dass nach
jedem Zeitschritt globale Grofien des Berechnungsgebietes G wie z.B. die Gesamtleistung, der Eigenwert,

berechnet werden kénnen, bevor der néchste Zeitschritt beginnt.
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integrale Reaktorleistung
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Bild 3.4: Blockschaltbild

3.5 Verkniipfung der Gleichungen des MDWDFs mit dem
Funktionsbaustein

Bevor wir auf die Verkniipfung eingehen wollen, muss noch diskutiert werden, ob und an welcher Stel-
le der Anwender (i.d.R. der Leittechniker) Einfluss auf die Parameter des Wellendigitalfilters nehmen
kann. Zunéchst soll anhand eines typischen Anwendungsbeispiels die Frage gekléirt werden, ob der An-
wender iiberhaupt Parameter an das Wellendigitalfilter iibergeben muss. Dazu betrachten wir Bild 3.4.
Das dort angegebene Blockschaltbild erldutert u.a. die Berechnung der Leistungsverteilung im Reak-
torkern, eine typische Aufgabe eines Zusatzpaketes fiir TELEPERM XS. Wie dem Bild zu entnehmen
ist, setzt die Berechnung der lokalen Leistung die Losung der Neutronendiffusionsgleichung voraus, was
aber wiederum ein typisches Einsatzgebiet der Wellendigitalfilter ist. Legt man zwei Energiegruppen
zugrunde, so berechnet sich die lokale thermische Reaktorleistung P, innerhalb des Volumens V' zu

P, = /1/ (v 35 1+ v Ep p)dV. (3.5)
v

Die Neutronenflussdichten ¢; und s werden durch Losung der Neutronendiffusionsgleichung

div 71 . 1 1) 0 01 Sat+Su—4Yn %Y

|: lejz :| * |: 128 {1}17 Ug} ot + o) ’ —21_% Zag

; 3.6

(71%-1—1)]1 + Dy gradp; =0 (3.6)
(Ficksches Gesetz)

(122 4+ 1) §p + Dograd s, =0

ermittelt [Pott98], [Smid75]. Die Vektoren 7, und j, sind die Neutronenstromdichten der Energiegruppen
1 und 2. Die Parameter ¥ beschreiben die makroskopischen Wirkungsquerschnitte: 3, ist der Absorpti-
onsquerschnitt, Xy ist der Wirkungsquerschnitt fiir die Kernspaltung und X, beschreibt die Streuung
von der Energiegruppe 1 in die Energiegruppe 2. D; und D, stellen die Diffusionskonstanten dar. Die in
der Matrix A auftretenden Grofien v4 und v, sind in diesem Zusammenhang die mittleren Anzahlen der
Spaltneutronen einer Energiegruppe und nicht die diskreten Variablen des neuen Koordinatensystems.
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Die Groflen 71, 7, v; und v, dienen der Hyperbolisierung der {iblicherweise verwendeten Form der Diffe-
rentialgleichung. Alle auftretenden Parameter sind i. Allg. Funktionen des Ortes, werden aber lokal als
konstant angenommen. Réume mit konstanten Parametern werden wir den Teilberechnungsgebieten G,
zuordnen.

Zur weiteren Erlduterung des Blockschaltbildes betrachten wir eine Betriebsperiode des Reaktors
in der keine Anderung des Beladungszustands vorgenommen wird (i.d.R. 1 Jahr). Vor dem Reaktoran-
lauf (t=0) wird dieser mit Brennstdben beladen. Aus den bekannten Daten dieser Brennstdbe lassen
sich die makroskopischen Wirkungsquerschnitte berechnen ¥ |,—y. Mit diesen Parametern ldsst sich nun
die Leistungsverteilung berechnen. Wihrend des Betriebs werden sich die Materialeigenschaften des
Brennstoffes dndern, was sich in der Differentialgleichung durch Verdnderung der Parameter duflert.
Die makroskopischen Wirkungsquerschnitte sind somit nicht nur Funktionen des Ortes, sondern auch
der Zeit. Die Berechnung der makroskopischen Wirkungsquerschnitte iibernimmt der Versorgungsblock.
Der Versorgungsblock benétigt dazu die integrale Reaktorleistung, die makroskopischen Wirkungsquer-
schnitte zur Zeit der Neubeladung und die lokalen Leistungen an (z.B. 48) Messstellen. Die lokalen
Leistungen werden durch LVDs (Leistungsverteilungsdetektoren) gemessen. Die Leistungsverteilungsde-
tektoren wiederum werden ca. alle 14 Tage durch hochauflosende Kugelmessungen an den 28 x 32 = 896
Messstellen kalibriert. Durch Vergleich der gemessenen und der fiir ¢ = 0 berechneten Leistungsverteilung
kann der Versorgungsblock eine Adaption der makroskopischen Wirkungsquerschnitte 3(ax) vornehmen
[FiscO0b).

Als Ergebnis der Diskussion halten wir fest, dass zur Losung der Differentialgleichung die makro-
skopischen Wirkungsquerschnitte, die Anzahlen der Spaltneutronen und die Diffusionskonstanten er-
forderlich sind. Ein entsprechender Funktionsbaustein, der den Loser der Neutronendiffusionsgleichung
reprasentiert, muss demnach von auflen die Parameter des zugehdrigen Wellendigitalfilters iibergeben
bekommen.

Nun stellt sich die Frage, auf welche Art man generell Parameter an die Funktionsbausteine iiber-
gibt. Betrachten wir erneut Bild 3.3, so stellen wir fest, dass die Ubergabe prinzipiell iiber den dort
angegebenen Eingangsvektor e(k) und den Parametervektor p(k) erfolgen kann. Die Werte des Parame-
tervektors p(k) werden iiber eine so genannten Parametriermaske bei der Erstellung eines Funktionsplans
eingegeben und kénnen somit wéhrend des Betriebs nicht mehr verdndert werden. Dies liegt darin be-
griindet, dass die Parameter des Vektors p(k) zwar Ubergabeparameter eines FB-Softwaremoduls sind,
aber keine Eingangssignale eines Funktionsbausteins, wie er im Schaltplaneditor auftritt. Da unsere
Aufgabenstellung, wie oben bereits diskutiert, eine Anderung der Parameter des Wellendigitalfilters im
Betrieb erfordert, miissen diese Parameter als Eingénge des Funktionsbausteins aufgefasst werden.

Eine Anderung der Parameter des Wellendigitalfilters hat aber eine Anderung der Streumatrix S zur
Folge, was wiederum eine Anderung der Matrizen L’,, L’, und L’ in Gleichung (2.219) bewirkt. Aus
Gleichung (2.219) wird aber unmittelbar der C-Code der Funktionsbausteine generiert, d. h. der gemés
Gleichung (2.219) generierte C-Code héngt von den Ubergabeparametern des Funktionsbausteins ab. Die
sich daraus ergebenden Anderungen zur Generierung des C-Codes ist Gegenstand der Arbeit [Juss00].

Die wihrend des Betriebs sich nicht dndernden Parameter des Wellendigitalfilters konnen iiber ei-
ne Parametriermaske in SPACE eingegeben werden. Zudem sind bei der eigentlichen Erstellung eines
Funktionsbausteins natiirlich beliebig viele Parameter und die Struktur selber dnderbar.

Syntaktische Grundlage fiir die Einbindung eines Wellendigitalfilters in einen Funktionsbaustein
ist die Ubergabeschnittstelle. Beim Aufruf eines Funktionsbausteins durch einen Funktionsplan wird
grundsiitzlich die Adresse einer Variablen vom Typ fb_<log_id>_t iibergeben. Der Datentyp dieser Va-
riablen wird mithilfe des C-Schliisselwortes struct zur Definition von Datenstrukturen festgelegt. Die
Datenstruktur lautet [KWU 99] :

typedef struct
{ const TX_t *xtxExtIdent_p; /* externe Identifikation
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const <E/A-Typ> *e<e/a-Typ>l_p; /* Zeiger auf 1. Eingangssignal */
const <E/A-Typ> *e<e/a-Typ>2_p; /* Zeiger auf 2. Eingangssignal */

VA S
const <E/A-Typ> *e<e/a-Typ><i>_p; /* Zeiger auf i. Eingangssignal */
<E/A-Typ> *a<e/a-Typ><i+l>_p; /* Zeiger auf 1. Ausgangssignal */
<E/A-Typ> *a<e/a-Typ><i+2>_p; /* Zeiger auf 2. Ausgangssignal */
VE S
<E/A-Typ> *a<e/a-Typ><i+o>_p; /* Zeiger auf o. Ausgangssignal */
const <Par-Typ> *p<par-Typ>l_p; /* Zeiger auf 1. Parameter */
const <Par-Typ> *p<par-Typ>2_p; /* Zeiger auf 2. Parameter */
VE B
const <Par-Typ> *p<par-Typ><p>_p; /* Zeiger auf p. Parameter */
<Mem-Typ> *d<mem-Typ>1_p; /* Zeiger auf 1. abgeleiteten Parameter */
<Mem-Typ> *d<mem-Typ>2_p; /* Zeiger auf 2. abgeleiteten Parameter */
/% .. ®/
<Mem-Typ> *d<mem-Typ><d>_p; /* Zeiger auf d. abgeleiteten Parameter */
<Mem-Typ> *m<mem-Typ>1_p; /* Zeiger auf 1. Zustandsspeicher */
<Mem-Typ> *m<mem-Typ>2_p; /* Zeiger auf 2. Zustandsspeicher */
/% .. ®/
<Mem-Typ> *m<mem-Typ><m>_p; /* Zeiger auf m. Zustandsspeicher */

}fb_<log_id>_t ;

Da nach Verlassen des Funktionsbausteins alle internen Variablen wieder geldscht werden, miissen
die Zustédnde in den Zustandsspeichern m<mem-Typ><nr>_p abgelegt werden. Die Anzahl der Zustands-
speicher ergibt sich als Produkt aus den Zustandsgréfien des mehrdimensionalen Wellendigitalfilters und
der Anzahl der Abtastpunkte einer Abtastschicht: n,P. Legen wir im Fall k = 4 eine Zahl von 100 Be-
rechnungspunkten in jede Richtung zugrunde, so benétigen wir n,10¢ skalare Ubergabeparameter, was
nicht sinnvoll zu realisieren ist. Um eine derartige Menge an Variablen kompakt beschreiben zu koénnen,
gibt es in der Programmiersprache C das Konzept der vektoriellen Datentypen. Die Deklaration von Fel-
dern ist aber im Programmpaket SPACE nicht vorgesehen. Die Einbindung von vektoriellen Datentypen
sollte zukiinftig in das Programmpaket SPACE integriert sein. Dazu sind entsprechende Erweiterungen
an dem Codegenerator des Programmpaketes SPACE vorzunehmen [Waed00].

Wir werden im weiteren Verlauf dieser Arbeit davon ausgehen, dass innerhalb des Codegenerators
auch vektorielle Signale definiert werden konnen. Fiir die Quellen, Verzogerer und Ausgénge sind die an
einen Funktionsbaustein {ibergebenen Variablen Vektoren, deren Lénge gleich der Anzahl Abtastpunk-
te einer Abtastschicht ist. Der Wert eines Feldelementes entspricht (x(args->md11_p)) [elementnr].
Um eine bessere Ubersicht in den Quellcodes zu erméglichen, werden wir in den Quellcodes anstatt
(*(args->md1l1_p)) [elementnr] Bezeichner nutzen, die den verwendeten Variablen des Wellendigital-
filters entsprechen. Diese Bezeichner werden dann mittels den in den Header-Dateien definierten Préipro-
zessordirektiven #def ine aufgelost, in diesem Fall durch #define b_v_1_1 (*(args->mdl1_p)). Né&her-
es dazu findet sich in [Voll02].

Auf die einzelnen Koordinaten kann dann mittels der Adressierung [delta] zugegriffen werden. Die
Lange der Vektoren der variablen Parameter ist gleich der Anzahl der Teilberechnungsgebiete, wobei
wir der Einfachheit halber annehmen, dass die Lénge der Vektoren der variablen Parameter auch P ist.
Eine Koordinate des iibergebenen Vektors von Zeigern ist dabei ein Zeiger, der auf einen Vektor mit
den ortsabhéngigen Parametern des Wellendigitalfilters zeigt. Die neue Datenstruktur mit vektoriellen
Signalen lautet

typedef struct{
const TX_t *txExtIdent_p;
const <E/A-Typ> *e<e/a-Typ>1l_p[P];

*/
*/

/* externe Identifikation
/* Zeiger auf 1. Quellensignal
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const <E/A-Typ> *e<e/a-Typ>2_p[P]; /* Zeiger auf 2. Quellensignal */
/* ... */

const <E/A-Typ> *e<e/a-Typ><n_q>_p[P]; /* Zeiger auf n_q. Quellensignal */
const <E/A-Typ> *e<e/a-Typ><n_q+1>_p[P]; /* Zeiger auf 1. variablen Parameter */
/* ... */

const <E/A-Typ> *e<e/a-Typ><i>_p[P]; /* Zeiger auf n_vP. variablen Parameter */
<E/A-Typ> *a<e/a-Typ><i+l>_p[P]; /* Zeiger auf 1. Ausgangssignal */
<E/A-Typ> *a<e/a-Typ><i+2>_p[P]; /* Zeiger auf 2. Ausgangssignal */

/* ... */

<E/A-Typ> *a<e/a-Typ><i+o>_p[P]; /* Zeiger auf o. Ausgangssignal */

const <Par-Typ> *p<par-Typ>1_p; /* Zeiger auf 1. Parameter */
const <Par-Typ> *p<par-Typ>2_p; /* Zeiger auf 2. Parameter */
VA */

const <Par-Typ> *p<par-Typ><p>_p; /* Zeiger auf p. Parameter */
<Mem-Typ> *d<mem-Typ>1_p; /* Zeiger auf 1. abgeleiteten Parameter */
<Mem-Typ> *d<mem-Typ>2_p; /* Zeiger auf 2. abgeleiteten Parameter */
VA */

<Mem-Typ> *d<mem-Typ><d>_p; /* Zeiger auf d. abgeleiteten Parameter */
<Mem-Typ> *m<mem-Typ>1_p[P]; /* Zeiger auf 1. Zustandsspeicher */
<Mem-Typ> *m<mem-Typ>2_p[P]; /* Zeiger auf 2. Zustandsspeicher */
VA */

<Mem-Typ> *m<mem-Typ><m>_p[P]; /* Zeiger auf m. Zustandsspeicher */

}fb_<log_id>_t ;

Die Eingangs-, Ausgangs- und Zustandssignale bekommen in Ubereinstimmung mit der Header-Datei
der Funktionsbausteine fb_t.h des Programmpaketes SPACE fortlaufende Nummern, und zwar in der
Reihenfolge, dass die ersten ¢ Nummern von den Eingangssignalen belegt sind und die Ausgangssignale
von den darauf folgenden Nummern. Die Zustandsgréflen erhalten neue Nummern. Wir werden die
Variablennamen der Ubersicht halber fiir die theoretische Beschreibung in Vektoren zusammenfassen:

1) a<e/a-Typ><i+1> p[P]

[ e<e/a-Typ>1_plP]

ergp = : i, arp= | : °
e<e/a-Typ><i> p[P] a<e/a-Typ><i+o> p[P]

] ] (3.7)
m<mem-Typ>1_p[P]

mpp = : m,

m<mem-Typ><m>p[P] | |

hierbei steht der erste Buchstabe fiir den Eingang (e), Ausgang (a) oder Zustand (m).

Wir werden im Folgenden die Dimensionen der oben definierten Vektoren diskutieren. Die Eingangs-
signale des Funktionsbausteins seien Spannungen und Strome von idealen Quellen und die Parameter
fiir das Wellendigitalfilter. Der Vektor epp mit den Eingangssignalen bildet sich folglich aus einem Vek-
tor mit den Quellenwellen und einem Vektor der Linge n,p mit variablen Parametern. Die Anzahl der
Einginge des Funktionsbausteins entspricht der Summe der Quellen und der dnderbaren Parameter des
Wellendigitalfilters, d. h.

i=ng+nyp . (3.8)

Die Anzahl der Zustandsvariablen des Funktionsbausteins entspricht natiirlich der Anzahl der dynami-
schen Bauelemente des Wellendigitalfilters, d.h.

m=n, . (3.9)
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Bild 3.5: Einbettung der Wellendigitalfilter in das Programmpaket SPACE

Da die Anzahl Tore n, = n,+n,+n. betriagt (wobei sich jeweils zwei Tore nur von der Richtung des Stro-
mes und der WellengréBen unterscheiden), konnen maximal ny verschiedene Signale die Ausgangssignale
des Funktionsbausteins darstellen, d.h.

Naa < Ng. (3.10)

Da das Wellendigitalfilter integraler Bestandteil des Funktionsbausteins ist, besteht nun die Notwendig-
keit, diese Einbettung mathematisch zu beschreiben. ZweckméifBigerweise erfolgt die Verkniipfung der
Wellengrofien a und b mit den Ein- und Ausgangssignalen erpg und app des Funktionsbausteins durch
Matrizen. Wir bezeichnen die Verkniipfungsmatrix mit P,,. Das Wellendigitalfilter wird vollstindig
durch

bq = |:]-nq OZZP1| €érp , arp = Da P,m |: Z :| , mrp = bv (311)

in einen Funktionsbaustein eingebunden. Die Einbindung der Wellendigitalfilter-Arithmetik in einen
Funktionsbaustein ist im Bild 3.5 dargestellt. In dieser Arbeit wollen wir nur lineare zeit- /ortsinvariante
Systeme betrachten. Ergebnisse zur Behandlung von linearen zeit-/ortsvarianten Systemen finden sich
in [Juss00].

Wir werden nun die Diagonalmatrix D, ndher erlautern. Ist der Ausgang eine Spannung, so ergibt
sich das Ausgangssignal als gewichtete Summe der zugehorigen Wellengréfien

u=(a+b)VR=(ad+V)/2. (3.12)

Ist hingegen das Ausgangssignal ein Strom, so ergibt sich das Ausgangssignal als gewichtete Differenz
der zugehorigen Wellengrofien

i=(a—0b)/VR=(d -V)/(2R). (3.13)

Der Vektor der Ausgangssignale app berechnet sich somit als Produkt einer Diagonalmatrix mit einem
Vektor, der die Summen oder Differenzen der Wellengrofien beinhaltet. Bei Verwendung von Leistungs-
wellen ist ein Element der Diagonalmatrix D, durch die Wurzel des Torwiderstandes gegeben, wenn das
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entsprechende Ausgangssignal eine Spannung ist oder im Falle des Stromes durch das Reziproke der Wur-
zel des Torwiderstandes. Bei Verwendung von Spannungswellen sind die Elemente von D, entsprechend
durch 1/2 oder 1/(2R) gegeben.

Die Matrix P,, kann durch P, = [Pau Paa) dargestellt werden, wobei die Zeilenanzahl beider
Untermatrizen gleich n,, ist und die Spaltenanzahl gleich n,. Die Elemente der Matrix P,,, besitzen
nur die Werte 0 und 1

1 falls der Ausgang p des Funktionsbausteins eine Spannung
Pacapw = oder einen Strom des WDF-Tores v darstellt (3.14)
0 sonst.

Dagegen nehmen die Elemente von P, nicht nur 0 oder 1 an, sondern auch -1, und zwar in Abhéngigkeit
davon, ob das Ausgangssignal eine Spannung oder ein Strom ist

1 falls der Ausgang p des Funktionsbausteins eine Spannung
des WDF-Tores v ist
Paavw = § —1 falls der Ausgang p des Funktionsbausteins ein Strom des (3.15)
WDF-Tores v ist
0 sonst.

Jede Zeile der Matrizen P,,, und P, hat nur einen Eintrag, aber eine Spalte kann mehrere Eintrage
besitzen, ndmlich dann, wenn sowohl die Spannung als auch der Strom eines Tores ein Ausgangssignal
ist.

Séamtliche einfallenden Wellen a,, @, und a. lassen sich durch die Permutationsmatrix P aus den
Wellen b,, b, und b, berechnen. Folglich konnen die AusgangsgroBen allein durch Kenntnis der ausfal-
lenden Wellen by, b, und b, ermittelt werden. Mit Gleichung (2.206) erhalten wir somit

arp = Da[Paaaa+Paabb] = Da[PaaaP+Paab]b: [DaPaaaP+DaPaab] b. (316)

>

~~

A
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Kapitel 4

Syntheseverfahren

Dieses Kapitel widmet sich der systematischen Generierung mehrdimensional intern passiver Wellen-
digitalfilter zur numerischen Integration einer Klasse von PDGLn. In [Kumm88] wurde der Beweis
erbracht, dass i. Allg. keine intern passive Schaltung zu einem drei- und hoherdimensionalen Reaktanz-
mehrtor existiert. Da die Reaktanzmehrtore eine Untermenge passiver Mehrtore sind, existiert somit
auch fiir die passiven Mehrtore i. Allg. keine intern passive Schaltung fiir drei-und mehr Dimensionen.
Es ist allerdings gelungen zu vielen PDGLn eine Referenzschaltung zu finden. Da ein systematisches
Vorgehen zur Durchfithrung der Synthese aber nicht bekannt ist, ist viel Erfahrung zur Durchfithrung
erforderlich. Die Synthese erfordert das Aufsuchen von mehreren geeigneten Rechtsinversen zur Koor-
dinatentransformationsmatrix unter gleichzeitiger Beriicksichtigung der mehrdimensionalen konkreten
Passivitat einer moglichen Referenzschaltung. Anschliefend wird aus der Referenzschaltung ein mehr-
dimensionales Wellendigitalfilter gewonnen. Die soeben erlduterte Vorgehensweise stellt die erste Phase
des Softwareerstellungsprozesses dar. Diese Phase ist manuell durchzufiithren. In der zweiten Phase wird
das mehrdimensionale Wellendigitalfilter als graphische Spezifikation der zur Simulation verwendeten
Software genutzt. Die Umsetzung der graphischen Spezifikation in eine Anweisungssequenz kann mittels
Rechnerunterstiitzung automatisiert durchgefiihrt werden. Diese zweistufige Vorgehensweise bringt i.W.
zwei Nachteile mit sich. Zum einen wird der Kreis der Anwender auf Sachkundige stark eingeschrankt.
Zum zweiten ist die manuelle Phase mit hohen Kosten und erhohter Gefahr eines Fehlers verbunden.
Wiinschenswert wire daher ein komplett automatisierter Softwareerstellungsprozess ausgehend von der
PDGL. Dieses ist aber im allgemeinen Fall nicht moglich, wie bereits erldutert wurde. Moglicherweise
kann man aber die Klasse der PDGLn so einschrénken, dass einerseits eine sinnvolle Klasse physikali-
scher Probleme behandelbar ist und andererseits ein komplett automatisierter Softwareerstellungsprozess
moglich ist. Es soll daher hier ein Verfahren zur automatisierten Synthese vorgestellt werden, welches
auf eine eingeschrénkte Klasse PDGLn anwendbar ist, [Voll04a].

4.1 Der behandelte Typ von PDGLn

4.1.1 Einschrankungen an die PDGLn

Ausgangspunkt der Diskussion ist das folgende System nichtlinearer, nicht konstanter partieller Diffe-
rentialgleichungen

N N
0 ‘
> SgH(CiV)ICiVW% [ Pu) + > yhwn =G p=1,2,..., N, (4.1)

E=z,y,z,t v=1 v=1

wobei die cfw und yl’jy reellwertige Funktionen von uy, us, ..., uy und @ sind. Ein derartiges System wird
auch als quasilinear bezeichnet, da die Ableitungen der abhéngigen Variablen nur linear auftreten.
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Man beachte die Beziehung

0 1 ou, 0
|Cfl,1/|1/2a_§ |:|wa|1/2ull] = 5 |C/€,1/| aé’ + a_§ (|wa|u1/) . (42>

Im Falle eines Kondensators stellt diese Definition den Mittelwert aus der globalen und der differentiellen
Kapazitét dar, [Fett98].

Die unabhéngigen Variablen des partiellen Differentialgleichungs-Systems sind x. Weiter definieren
wir w als den Vektor der abhéngigen Feldgrofien u,. Die eingeprégten Gréfien j, sind in dem Vektor j
zusammengefasst. Im Falle konstanter cfw lautet das PDGL-System

[C*D, + C'D, + C°D.+C'D; + Y |u=3j, (4.3)

wobei cfw, yfw die reellen Elemente der Matrizen C* und Y* sind. Im weiteren Verlauf der Arbeit
werden wir nur diesen Fall behandeln. Die Teilstrome der einzelnen Elemente definieren wir durch
i =C"Dyu,..., i.=CDu, i =Y"u.

Die Eigenschaften der Matrizen C* und Y werden wir im Folgenden durch Energiebetrachtungen
weiter einschréanken.

4.1.2 Energiebetrachtungen
Der quellenfreie Teil der PDGL, das ist ihr homogener Teil,

i=[C'D,+C'D,+C*D.+C'D, +Y"|u. (4.4)

soll ein passives System beschreiben. Voraussetzung fiir die folgenden Energiebetrachtungen ist, dass
die Koordinaten mit gleichem Index der Vektoren w und ¢ ein Paar komplementérer Feldgrofien ist.
Mit anderen Worten, jeder Summand des Skalarprodukts p = w'% muss eine Energiedichte sein. Die
Tatsache, dass jeder Summand die Dimension einer Energiedichte besitzt, reicht nicht aus. Zur Erlaute-
rung betrachten wir 2 konzentrierte Elementarkérper mit den Dichten p; und po, die sich mit den
Geschwindigkeiten v; bzw. vy bewegen. Die kinetische Energiedichte ist pjv}/2 + pyv3 /2. Hingegen ist
p2v? /2 + p1v3 /2 keine Energiedichte, obwohl die Dimensionen gleich sind.

Fassen wir die Groflen w und ¢ als Spannung und Strom in einer elektrischen Schaltung auf, so
wird implizit angenommen, dass es sich hier um ein Paar komplementirer Feldgréfien handelt. Die
Energiebetrachtungen beziehen sich dann aber auf die elektrische Schaltung und nicht auf das zugrunde
liegende System.

Satz 1 Der quellenfreie Teil des durch Gleichung (4.3) beschriebenen Systems ist genau dann passiv,
wenn C*, CY, C?, C' symmetrisch sind und sowohl C* als auch der symmetrische Teil der Matriz Y*
n.n.d. b sind.

Beweis 1

Der Beweis ist dem aus dem eindimensionalen bekannten dhnlich, vgl. [Tell54], [FH92].
Notwendigkeit

Fiir jeden beliebigen Vorgang ist nach Gleichung (2.85) zu zeigen, dass die iiber die Systemgrenze
aufgenommene Energie nicht negativ ist, wenn die iiber die ortliche Segmentgrenze des Systems trans-
portierte Energiedichte null ist, d. h.

W;n = 0auf 0G . (4.5)

Inicht negativ definit
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Weiterhin soll zum Zeitpunkt ¢y im System keine Energie gespeichert sein, d.h. E(tg) = 0. Mit p = u"4
lautet die Bedingung

t1
og/ /p dvdt fir + >t. (4.6)
to g

Da die Passivitatsforderungen fiir beliebige Vorgéinge gelten, miissen sie auch fiir einen von uns speziell
gewihlten Vorgang gelten. Dazu nehmen fiir G einen Quader an. Setzen wir zudem i = i%¥ = % =
2, = 0, so muss ¢“* = C*Dg1 schon allein passiv sein.

Fiir die Spannungen und die Strome ¢“* nehmen wir 2 spezielle Vorgénge an. Fiir den 1.Vorgang
soll u, = 0 und 7, = 0 fiir u # o # v gelten. Die anderen beiden Spannungen und Stréme folgen dem
Kreisprozess (mit als stetig angenommenen Leistungsdichten)

Intervall Spannung Spannung u, D,uy, | Dyu,
0 fir x = z9
rog <w <y | u, = { beliebig fir zo <z <z u, =0 0

Uy >0 fir z =a

0 fir x =23
v < x <14 Uy = Upo u, = « beliebig fir z; < x < x9 0

Uy >0 flir x = 29

Uy fir x = 29
To <x <13 | Uy = | beliebig fiir o < 2 < w3 Uy, = Uyg 0
0 fir x = 3
U0 fir x = 23
1y < ax <1y u, =0 u, = { beliebig fir z3 <z < 24 0
0 fir x = a4

der im Bild 4.1 a) graphisch dargestellt ist.

Die eingangs gestellte Bedingung Gleichung (4.5) ist wegen w(xg) = wu(z4) = 0 erfiillt. Aufgrund des
quaderformigen ortlichen Berechnungsgebietes hat das Volumenintegral mit ¢, = ¢ty + T feste Grenzen

t1 t1 A Y x4 x4 T4
/ /pdth:/ / / / pdxdydzdt:[tl—to]ZY/ D :TZY/ pdx . (4.7)
to 1% to 0 0 x0 xo X0

Im Folgenden wird das innere Integral

T4 T4 T4 T4 T4
T - o x x x x
/ uw tdx —/ oo U D,u, dx +/ Cow Upt D,u, dz +/ Cppy U D,u, dx +/ ¢, Uy Dyu, do
o xo xo xo o
(4.8)



68 Kapitel 4 Syntheseverfahren
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Bild 4.1:  a) Erster Kreisprozess b) Zweiter Kreisprozess

untersucht. Die Auswertung der Integrale iiber die einzelnen Teilintervalle ergibt

1 - u20
/ uider = & &=
xo

g
2 u2
/ utidr = Ch U0 Uno + €y, 7”0
1
(4.9)
x3 u20
/ u'ide = —c, 7“ — Cy Up0 Un
T2
T4 . uZ
/ utide = —c¢ 2.
z3 2
Fiir den 1. speziellen Vorgang erhalten wir schlieflich
T4 T4
/ pdx = / ulide = [ — Cpultpouno > 0 (4.10)
To To

Fiir den 2.Vorgang gilt u, = 0 und i, = 0 fiir u # o # v. Die anderen beiden Spannungen und
Strome folgen dem ersten Kreisprozess in umgekehrter Richtung, siehe Bild 4.1 b).
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Fiir den 2. speziellen Vorgang erhalten wir

T4 T4
/ pdx = / u'idr = [y — Cultpouno > 0 . (4.11)

xo o

Dieses Ergebnis héitten wir auch durch Vertauschung von g und v ermitteln kénnen, da Gleichung (4.6)
fiir beliebige Vorgénge gelten muss und die urspriingliche Bezeichnung ja willkiirlich gewahlt wurde.
Mit t; > to, Z >0, Y > 0, uyo > und u, > 0 erhalten wir aus den beiden Vorgéngen die simultan
zu erfiillenden Ungleichungen
ey, — ¢l =0 und [c, —c; ] >0. (4.12)

v 02 vpl =

Die einzige Losung ist ¢, = ¢j,. Da p und v beliebig gewdhlt wurden, muss ¢, = ¢, fiir alle 4 und v
gelten. Somit muss C* symmetrisch sein. Durch dhnliches Vorgehen ergibt sich als notwendige Bedingung
an CY, C* und C" ebenfalls die Symmetrie. Aufgrund der Symmetrie lassen sich die aufgenommenen
Teilleistungsdichten durch die partielle Ableitung einer quadratischen Form ausdriicken

1
u'C*Deu = §D5{uTC£ u} fir {=uz,y,zundt. (4.13)

Die gesamte aufgenommene Leistungsdichte kann daher durch

1
= T.:—
p=ut 2[

dargestellt werden. Die Energiedichte W ist folglich durch

D,u"C"u + D,u"C'u + D, u"C*u + D" C'u] + v Y"u (4.14)

1[ pC” o C* B
W, = = [UT—U L ul—u, ut —u, uTCtu} (4.15)
2 Uy Uy U4

gegeben. Das Integral

t1
/ p dVdt = v, / D, W, dVdt+ / / YFru dVdt
S to to
:1)4/ /le VprdVdH—// DtVthth—l—// YFu dVde
to to
= vy / Wi ndAdt +// DtWtdthJr// YFu dvde
to oG

:[} EUT(tl)Ctu(tl) +/tolu Y udt} v

darf nach Gleichung (2.85) fiir beliebige Vorgénge u und t; > ¢ nicht negativ werden. Dies ist nur dann
der Fall, wenn die Matrizen C* und Y* n.n.d. sind.
Hinlanglichkeit

Nach Gleichung (2.78) miissen wir zeigen, dass die Differenz aus der iiber die Tore aufgenommenen
Energie und der iiber die Gebietsgrenze aufgenommenen Energie nicht kleiner als null ist. Bilden dieser
Differenz liefert

(4.16)

t1
/ pdVdt—uv, [ DipW,dV dt:// w'YFu dt dV . (4.17)
ga) gm to
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Der Integrand ist aufgrund der nicht negativen Definitheit von Y nicht negativ. Wegen t; > ¢, und
der Tatsache, dass iiber ein Volumen integriert wird, ist die Differenz fiir alle Vorgénge nicht negativ.
Damit ist der Satz bewiesen.

Abschlielend wollen wir noch einmal die Ergebnisse zusammentragen. Notwendig und hinreichend
fiir die Passivitét sind symmetrische Matrizen C*, C*, CY und C? sowie nicht negativ definite Matrizen
C' und Y*.

4.1.3 Systembklassifizierung

Ein partielles Differentialgleichungssystem Gleichung (4.3) wird nach [Frie54] symmetrisch hyperboli-
sches System bezeichnet, wenn die Matrizen C*, CY , C* und C" symmetrisch sind und eine von ihnen
positiv definit ist.

Wie wir spéter sehen werden, benotigt das in diesem Kapitel vorgestellte Syntheseverfahren eine
positiv definite Matrix C*. Es liegt daher nahe, die aus der Passivitit resultierende Forderung an C*
von der nicht negativen Definitheit auf die positive Definitheit zu verstéirken. Das vorliegende partielle
Differentialgleichungssystem gehort dann bei beliebigen symmetrischen Matrizen C*, CY und C* zur
Klasse der symmetrisch hyperbolischen.

Wir machen noch eine weitere Einschrankung an die Matrizen C*, CY und C*. Wir fordern, dass
deren Hauptdiagonalelemente verschwinden. Eine Synthese und anschlieBende Umsetzung in eine WD-
Struktur liefe sich zwar auch bei nichtverschwindenden Hauptdiagonalen erreichen, aber bislang konnte
keine Methode zur Randbehandlung dieser Anteile gefunden werden. Eine erwdhnenswerte Eigenschaft
einer reellen, symmetrischen Matrix M mit verschwindender Hauptdiagonale ist es, indefinit zu sein
(abgesehen von der Nullmatrix). Die Summe der Eigenwerte ist ndmlich gleich der Spur der Matrix und
diese verschwindet, d.h. spur M = > A\, = 0. Es existieren daher mindestens zwei (reelle) Eigenwerte
mit unterschiedlichem Vorzeichen, d.h. die Matrix ist indefinit.

4.1.4 Eingeschwungener Zustand

Aufgrund der Linearitit existiert bei Anregung der Form

j = Re{J eP2T} (4.18)
bis auf endlich viele Frequenzen p,, eine Losung der Form

u = Re{U P27} | (4.19)

wobei J und U Vektoren mit komplexen konstanten Koordinaten sind. Bei Betrachtung des stationiren
Zustands und Verwendung der komplexen Gréfien anstatt der zeit- und ortsabhingigen Grofien tritt die
Frequenzvariable p,_, an die Stelle des Differentialoperators Dg. Im stationdrem Zustand geht Gleichung
(4.3) in

[C"p, + CYpy + C*p. +C'p, + YU =J (4.20)

iitber. Mit der Interpretation der Koordinaten von w als Spannungen und der Koordinaten von j als
eingepragte Strome stellen

Y “(p,) = p,C* , YY(p,) = p,CY . Y*(p.) = p.C* und Y*(p;) = p,C" (4.21)
Admittanzmatrizen dar. Der reaktive Teil besitzt die Admittanzmatrix

Y(p,) = Y (po) + Y¥(p,) + Y (p:) + Y(pr) . (4.22)
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Die durch Y (p,)U = J festgelegte gesamte Admittanzmatrix Y (p,) ist die Summe aus dem reaktiven
und dem konstanten Teil Y (p,) = Y(p,) + Y*.

Wir wollen nun untersuchen, wie die Einschrankungen an die partielle Differentialgleichung sich im
Frequenzbereich auswirken und welche Eigenschaften daraus fiir die zuvor definierten Admittanzma-
trizen resultieren. Da die partielle Differentialgleichung ein reelles System beschreiben soll, gilt C*,
cvY, C*, C', Y* € RV*VN. Folglich ist jedes Element der Admittanzmatrix gleich dem bikonjugierten
Element, d.h. Y(p,) = Y"(p}). Die Admittanzmatrix Y“ soll ein verlustfreies System beschreiben.
Somit ist die Summe aus der Matrix und ihrer parakonjugierten Matrix gleich der Nullmatrix, d.h.
Y“(p,) + Yi(p,) =0, [Bele68], [Bose82].

Offenbar ist die Admittanzmatrix des reaktiven Teils eine ungerade Funktion in p,. Aus dieser
Beziehung Y¢(p,) = —Y“(—p,), den Eigenschaften eines reellen Systems und den Eigenschaften eines
verlustfreien Systems, folgt das schon aus dem Orts-/Zeitbereich bekannte Ergebnis, dass der reaktive
Teil durch eine symmetrische Matrix beschrieben werden kann

Y(p,) =Y (p,). (4.23)

Die partielle Differentialgleichung soll ein extern passives, symmetrisch hyperbolisches System be-
schreiben. Im Koordinatensystem « ist Y* eine positive Matrix in der Frequenzvariablen p,, d.h. Y*
ist analytisch und der symmetrische Teil ist n.n.d. fir Re{p;} > 0

YF analytisch in Re{p;} >0 (4.24)

Y +Y* >0 inRe{p} >0. '
Fiir Y gilt hingegen die schérfere Bedingung

Y analytisch in Re{p;} >0 (4.25)

Y'+Y >0 inRe{p}>0.

Die Matrizen Y, Y und Y unterliegen bis auf die schon festgelegte Symmetrie keinen weiteren
Restriktionen.

Im Koordinatensystem t ergeben sich fiir Y die folgenden notwendigen und hinreichenden Eigen-
schaften fiir die MD-Passivitiat. Y ist eine positive Matrix in der Variablen p,, d.h. Y ist analytisch
und Y + Y™ ist n.n.d. in der rechten offenen Polyhalbebene Re{ps} > 0, d.h.

Y analytisch in Re{p,} > 0

Y +Y">0 inRe{p,} >0. (4.26)

Die letzte Eigenschaft setzt allerdings die Wahl einer geeigneten Konstanten vy voraus. Wir werden
spiter auf die Wahl der Konstanten und den Beweis der Aquivalenz der Aussagen in den beiden Koor-
dinatensystemen zu sprechen kommen.

4.2 Synthese der Referenzschaltung

4.2.1 Vorbetrachtungen

Jede quadratische Matrix M mit den Elementen m,, und N Zeilen kann durch

N N
M = ZZ e, el m,, (4.27)

p=1 v=1
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dargestellt werden. Aus der Summe spalten wir die Summe mit den Hauptdiagonalelementen ab

M = Z e, eE My + ZZ e, e, My, . (4.28)

1 v=1
n= vER

Den zweiten Teil zerlegen wir in die Summe einer strikten linken unteren Dreiecksmatrix und einer
strikten rechten oberen Dreiecksmatrix

N N N p—1 N v-1
T _ T
E E e, e, my,, = E E e, e, My + E E e, el m,, : (4.29)
pu=1 v=1 p=2 rv=1 v=2 p=1
vER ~
strikte linke untere Dreiecksmatrix strikte rechte obere Dreiecksmatrix

Die innere Summe der linken unteren Dreiecksmatrix hat ;1 — 1 Summanden. Somit lautet die Zahl der
Summanden der Doppelsumme

N Nl N-—1 N?2—-N N(N-1 N! N
2“_1:;”27[(‘7\7_1”1]: 2 (2 ):2!(1\[—2)!:(2)' (430)

Dies entspricht der Hélfte aus der Differenz der Zahl der Matrixelemente und der Zahl der Hauptdiago-
nalelemente.

Wir nehmen im Folgenden eine symmetrische Matrix M an. Die strikte rechte obere Dreiecksmatrix
formen wir unter Ausnutzung von my, = m,, und Tauschen der (bzgl. der Summen lokalen) Indizes
um, d.h.

N v—1 N p—1
ZZ e,erm,, = ZZ e, eE My - (4.31)
v=2 p=1 pn=2 rv=1
Die Matrix M lautet dann
N N p—1
M:Zeuezmw—kzz e.e, +eyel]my, . (4.32)
pn=1 pn=2 v=1

Wir werden im Folgenden die Summe der Dyaden e, e, und e, e, aufbereiten

e’ 01 e,
e.e, +ee,=[e, e, ] =[e, e ] {1 O} : (4.33)
e’ el
i v
Wir definierten nun eine Matrix T, = [e, e,], sodass
e,el +ee =T 01 T (4.34)
[ % vV=u Hv 1 O pv .

gilt. In diesem Zusammenhang nutzen wir die folgende Zerlegung, die einer Eigenwertzerlegung dhnlich
ist

2{(1)3]:[—11}“_01?“1_11] (4.35)

~———
So=
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sodass

1
e el + e, el = T,,5 { 0/ 2 132 } SITT, (4.36)

resultiert. Die mit S definierte Hadamard-Matrix wird im weiteren Verlauf noch eine grofie Rolle spielen.
Weiterhin werden wir spéter die leicht verifizierbare Beziehung der speziellen Diagonalmatrix

1
e el + e e Twso{ 62 1(/)2] STTT, (4.37)

benétigen.

4.2.2 Synthese des reaktiven Teils

Ziel der weiteren Uberlegungen ist es, die Matrix Y¢ als Knotenleitwertmatrix einer mehrdimensional
konkret passiven Schaltung darzustellen, d.h.

Ye=AY AT (4.38)

Hierin ist Y[, eine Diagonalmatrix mit den Elementen p.,C,,x =1,2,...7,C, > 0. A ist die Knoten-
Zweig-Inzidenzmatrix eines verallgemeinerten Verbindungsnetzes. Es wird sich spéter herausstellen,
dass das verallgemeinerte Verbindungsnetz mittels eines Verbindungsnetzes und Zweitoriibertragern mit
Ubersetzungverhéltnis —1 /1 realisiert werden kann. Da die Elemente von Y, positive Funktionen sind,
stellt Y[, eine positive Matrix dar. Weiterhin ist sichergestellt, dass Y eine positive Matrix ist, weil die
nicht negative Definitheit invariant bzgl. der Kongruenztransformation ist.

Unter den gemachten Voraussetzungen lautet die Matrix Y

N p—1
Z [epe, +e,e,]p.ch,. (4.39)
pn=2 v=1

Mit den Vorbemerkungen kann nun Y durch Nutzen von Gleichung (4.36) und ¢}, = |c}, |sgn(c],)

wie folgt dargestellt werden

N p-1 _p, s, 0 .
- Z T/LDSO v 2 ‘cz \sgn(cz ) S T e (440)
— = 0 Py pv
pn=2 v=1 T 2
Nun definieren wir die Diagonalmatrizen Y% und C™+
N p—1 N p—1 1/2 0 p
ctld _ t14 _ T Tl t
Y= p 0t =YY feue] +evel] X |_ZZTWSO[ / 1/2}5 T, 2 i),
p=2 v=1 p=2 v=1
(4.41)

wobei die letzte Identitit iiber Gleichung (4.37) zu gewinnen ist?. Die Matrix Y wird nun zu Y
aus Gleichung (4.40) addiert

Ycl,4 — Yy« th1,4 o i T S :5_; — Pz Sgn(cfu/) 0 |CIJ»EW| ST TT 4.49
p=2 v=

2Die Indizes 1 und 4 stellen einen Bezug zu den Koordinaten 1 und 4 der mehrdimensionalen Zeit her.
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Mégliche Darstellungen von p; /vy — p, und p; /vy + p, sind py /vy — pr = pa/vo bzw. pi/vs + pe = p1/vo.
Diese Darstellungen entsprechen der Wahl zweier Spaltenvektoren einer Rechtsinversen von H. Damit
haben wir in den neuen Koordinaten

N H= 1 {p4}| MV‘ 0
Yyt = § § T, So| ‘7 2w e | So Ty, (4.43)
0 {p1} 1%l 12
p=2 v=1 pa’ 209

Hier und im Folgenden sind die geschweiften Klammern so zu interpretieren, dass die obere (untere)
Alternative zu nehmen ist, wenn die Signum-Funktion sgn(c};,) positiv (negativ) ist. Eine formale Dar-
stellung kann mithilfe der Einheitssprungfunktion erreicht Werden

{2 —pru) + put-a) (444

y41

Wir definieren

cs, = fir ¢=uz,vy,2 (4.45)

die spater Kapazititen von Kondensatoren sind. Dann haben wir

pn—1

N
Y =>"3"T,50

pn=2 v=1

psa Criv
% o

T AT
0 {Pl S T
j2 4

(4.46)

vgl. dazu Gleichung (2.160). Ebenso verfihrt man mit den anderen Richtungen, die die Matrizen Y *°
und Y% definieren. Da wir die urspriingliche Matrix Y ¢ erhalten wollen, erfolgt eine Kompensation
der Additionen der Matrix Y, und zwar wie folgt

N p—1
Yo=Y Y4y ve — 3 N fe,e, +e,e ]f—i[|czy|+|c e (4.47)

pn=2 v=1

Yc7 :p7C7 :pt% C7
Durch Wahl einer hinreichend groflen Konstanten v4 kann die nicht negative Definitheit von

-3 S

u=2 v

—1

=

1 T
e#e +te e ] Vo HC/J,I/| + |C 1/| + |C/J,1/|] (448)
1

die fiir die MD-Passivitéit notwendig und hinreichend ist, erreicht werden. Zum Beweis beriicksichtigen
wir, dass die Eigenwerte einer symmetrischen reellen p.d. Matrix C" reell und positiv sind. Die Eigenwerte
einer symmetrischen reellen n.n.d. Matrix

N
1 T
C = Z [eﬂ eT + 5% eg‘] ,U_O HC/J,I/| + |C 1/| + |C/J,1/|] (449)

sind reell und nicht negativ. Weiterhin besitzt der Rayleigh-Quotient einer reellen symmetrischen Matrix
als untere (obere) Schranke ihren kleinsten (grofiten) Eigenwert. Der kleinste (grofite) Eigenwert der
Matrix C* (C) soll A\C;. (A\C,.) sein. Dann gilt fiir  # 0

1 zHC'zx 1 x28Czx \¢
== >1> - gt |2 of - C]w>0. 4.50
o JelE © T 3w [l [Afm S (4.50)
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Wir miissen somit

)\C
vy > v )\2‘?‘ (4.51)

min

wéhlen um die mehrdimensionale Passivitéit zu garantieren.
Die gesamte Admittanzmatrix des reaktiven Teils kann nun in Abhéingigkeit der Frequenzvariablen
des neuen Koordinatensystems durch

7
Y°=> Cp, (4.52)
k=1

ausgedriickt werden.
Durch Darstellen der Doppelsumme in Gleichung (4.46) mittels eines Skalarprodukts

. Cs CR n=
o= s T (P G PV s
~ ~ — 1 4

cl, 4
Y,

haben wir fiir die Matrix Y'* die Struktur als Knotenleitwertmatrix gewonnen, die fiir die weiteren
Uberlegungen giinstig ist. In der Regel sind C*, CY, C?, C* und Y* lichte Matrizen. Aus diesem Grunde
kann eine Reduktion der Matrizen durch Streichen der verschwindenden Eintréige in YCDI’4 durchgefiihrt
werden, d. h.

Ycl,4 — A” YCleed AxT , (454)

mit reguldrer Diagonalmatrix Y%lfed. Wir werden nun die Matrix des verallgemeinerten Verbindungs-
netzes wie folgt aufteilen

A= [Tgl s ,TN,Nfl] dlag(So Sy So) = Arvn dlag(SO Sy So) . (455)

Die Matrix A, hat N Zeilen, N>~N Spalten und ist Knoten-Zweig-Inzidenzmatrix eines topologischen
Verbindungsnetzes. (Da Y“'* als Summe von Matrizen ausdriickbar ist, handelt es sich um eine Paral-
lelschaltung.) Die zweite Matrix diag{Sy, ..., S} wird als das Ubersetzungsverhltnis von Jaumann-
Adaptoren interpretiert, die wiederum selber aufgrund der speziellen Struktur des Ubersetzungsverhilt-
nises durch (];7) 2-Tor-Ubertrager mit Ubersetzungsverhiltnis —1/1 realisiert werden konnen. Um dies
zu erldutern stellen wir Y* aus Gleichung (4.46) durch

Yt = A, diag(Y5 ... ,Y]CV{;@_I)AT mit Yo' = S

rvin

C"E
2% 0 o
: .| s (4.56)
05 0

0 {z4 } 4

dar. Die Admittanzmatrix Yﬁf1 entspricht der Admittanzmatrix aus Gleichung (2.160), bei Wahl von
Z% = {1 1CL, Z% = {7 }Cl, n=1und Sy = 2N'. Die Realisierung der Jaumann-Schaltung ist im
Bild 2.21 angegeben.

Es verbleibt, eine Realisierung der Matrix Y7 zu finden. Wir suchen ebenfalls eine Zerlegung der

Form

Y =AY AT (4.57)
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Um eine Aufwandsreduzierung zu erreichen ist es sinnvoll, einen moglicherweise vorhandenen Diagonal-
teil der Matrix Y abzuspalten. Zu diesem Zweck sortieren wir die Zeilen und Spalten C” mithilfe der
Permutationsmatrix P zu

~7
Cc"=pP’ [ (f) (37 ] p™ (4.58)

S-S . . . - . . . .7 . . .
um, wobei C' eine Diagonalmatrix mit Kapazitéten ist. Die verbleibende Matrix C" hat die Dimension
i x 7. Da C” reell und symmetrisch ist, existiert eine zugehorige reelle, orthogonale Matrix N = N1
der Eigenwertzerlegung

C" = N" diag(C,...,C;.)N = N"C] N . (4.59)

Hierbei sind aufgrund der nicht negativen Definitheit die Eigenwerte nicht negativ, C, > 0. Die Ei-
genwerte sind Kapazititen von Kondensatoren. Wir fassen nun IN als das Ubersetzungsverhéltnis eines
idealen 2n-Tor Ubertragers gemif Gleichung (2.113) auf, der mit 7 idealen Kondensatoren abgeschlossen
ist, d.h. es gilt I,, = —p7(_77Um. Mit I, = —=N'I,, und U,, = NU, haben wir

I, = N"p,C'NU, (4.60)

und somit eine geeignete Synthese von Yy = p7C7 gefunden. Kompakt lisst sich Y7 durch

T ~
Cc’=p" { ]\é ‘1) ] diag(C},, C") { ](\)7 (1) ] P (4.61)
beschreiben. Hierin ist
N = [1(\)7 HP” (4.62)

das Ubersetzungsverhéltnis eines idealen Ubertragers.

Ziel unserer Uberlegungen ist es, eine konkret mehrdimensional passive Schaltung fiir Y zu finden.
Aus den erarbeiteten Darstellungen kénnen wir zwei wesentliche Resultate festhalten. Zum einen haben
wir eine mehrdimensional konkret passive Realisierung fiir Y Y% und Y gefunden. Zum ande-
ren haben wir fiir eine n.n.d. Matrix C7 eine mehrdimensional konkret passive Realisierung von Y’
angegeben. Wir haben gezeigt, dass C” durch Wahl eines geniigend grofien vy n.n. d. ist.

Es folgt der nachzutragende Beweis fiir die im Kapitel 4.1.4 gemachte Aussage in Gestalt von Glei-
chung (4.26). Zur Beweisvorbereitung gehen wir von

N p—1
T _1/2 0 T T x
C"=> Y T.S { 0 12 } Sy T),ch, (4.63)
pn=2 v=1
und
N p—1 T
4 /2 0 T ot |
ci =33 T8, [ Vo | st (464)
pn=2 v=1

aus. Damit konnen wir durch

c T 1 z Y4
Y = p O p O = S [p = pi] 74 o[+ pi]C = {

’U4Cﬂ’4 Cx :| |:’U4Ct1’4 Cm :|
+ — | +ps4

2’1)0 2’1)0 2’1)0 2’1)0

C' c'
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(4.65)
die Trennung nach C* und C* durchfiithren. C* berechnet sich zu
S el = 0
~ T Z Z T So [ 17 |wa| ra, ] S, T, (4.66)

pn=2 v=1

und ist n.n.d., da die Diagonalmatrix keine negativen Elemente enthélt und die Kongruenztransforma-
tion die nicht negative Definitheit nicht beeinflusst. Offenbar ist auch

N p—1

1 chy —I—c 0
C4— ZZ TMDSO |: | K | T :| SOTT;EI/ (467)

4,UO =2 v=1 |C;u1 v

nicht negativ definit. Ebenso kénnen wir zeigen, dass C?, C*, C® und C° n.n.d. sind.
Nach diesen Vorbetrachtungen kommen wir nun zum eigentlichen Beweis. Wir zeigen zunéchst

[Y +Y" > 0fiir Re{p,} >0] = [ Y+ Y“" >0 fiir Re{p,} >0] . (4.68)

Wir gehen dazu von der verallgemeinerten Wirkleistung aus

7
1 1
2P = Re{I"U} = UH§[Y + YU =) U"C"Re{p, }U + UHi[Y’“ +Y"U >0. (4.69)

k=1

Da die Ungleichung fiir alle Re{p,} > 0 gilt, folgt aus der Pramisse insbesondere die nicht negative
Definitheit von C. Die Matrix C7 = Z—SCt — Zi C" ist also fiir beliebige symmetrische n.n.d. C" nicht
negativ definit. Dies kann nur dann der Fall sein, wenn C" p.d. ist, die nicht negative Definitheit von C*
reicht nicht aus. Denn bei nur n. n. d. Matrix C* ist nicht auszuschlieen, dass ein Vektor v # 0 existiert
fiir den

v'Cv =v"'Cly —— z; v C*v < 0 (4.70)
-0 K=

gilt und somit C7 der unmittelbar aus der Primisse abgeleiteten Aussage widerspriiche.
Eine weitere Darstellung der verallgemeinerten Wirkleistung erhalten wir mit

w,=[U%C'U, U U, ..., U CU" (4.71)
zZu

2P = Re{p{ )W, + UL [Y"+ YU
[ UMC' - CcYU T
Utc? - C7

— Re{pL} Hu,W + UL Y"+Y""U = Re{p_ }vo Utc® — C"

7
Uty cu
v=1

S c

+UNSY +YMU .

(4.72)

Driicken wir nun wieder C' bis C7 durch C*, C¥, C* und C" aus, so erhalten wir

1
2P = U"C" Re{p, }U + U"CY Re{p,}U + U"C* Re{p.}U + U"C' Re{p;}U + UHi[Y’“ + YU .



78 Kapitel 4 Syntheseverfahren

(4.73)
Nun zeigen wir
g [Y'+Y" > 0fiir Re{p,} >0] = [Y +Y" > 0fiir Re{p,} >0] . (4.74)

Wie bereits nachgewiesen wurde, folgt aus Y+ Y " > 0 fiir Re{p,} > 0 eine positiv definite Matrix C".
Die nicht negative Definitheit von C" bis C® ist aus Gleichung (4.66) und Gleichung (4.67) ersichtlich.
Aus Gleichung (4.52) i. V. m. Gleichung (4.64) folgt zudem, dass bei hinreichend grofier Wahl von v, die
Matrix C7 n.n.d. ist. Mit

7

Y =) Cp+Y" (4.75)
v=1
folgt
7
Y +Y"] =2 C"Re{p,} + [Y" + Y*T] . (4.76)
v=1

Da nach Voraussetzung Rep, > 0 gilt und die Matrizen in der Summe n.n.d. sind, ist die gesamte
Summe n.n.d., was zu zeigen war.

4.2.3 Synthese des konstanten Teils

Zunichst werden wir wie auch im Fall der Matrix Y7 einen schon vorhandenen Diagonalteil der Matrix
Y" abspalten. Zu diesem Zweck sortieren wir die Zeilen und Spalten von Y* mithilfe der Permutations-
matrix P* um

-k

Y O

YF = P* N
0Y

5 ] P (4.77)

wobei Y eine reelle Matrix der Dimension 7 x # ist und einen n.n. d. symmetrischen Teil besitzt.
~ k
Die verbleibende reelle Diagonalmatrix Y hat dann die Dimension N —n x N —n und ist ebenfalls
n.n.d.. Die Matrix Y wird in einen symmetrischen und einen schiefsymmetrischen Teil zerlegt

A L e |
Yi=[v"+ Y’“T]5 +Yh - YkT]§ . (4.78)

Yx Y.

Der Index R steht fiir einen Widerstand und der Index G fiir einen Gyrator. Der symmetrische Teil
Y ; kann mittels eines mit positiven Widerstinden abgeschlossenen Mehrtoriibertragers synthetisiert
werden. Dieses Vorgehen entspricht dem, welches zur Synthese von C’ angewendet wurde. Der schief-
symmetrische Teil Y ¢ kann durch Gyratoren synthetisiert werden. Aufgrund der Addition von Y z und
Y  miissen beide Teile mittels Parallelschaltung miteinander verbunden werden. Ohne dies im Detail
erldautern zu wollen, sei gesagt, dass dieses Vorgehen zu verzogerungsfreien gerichteten Schleifen in den
Wellengroflen fithrt. Wir suchen daher nach einer Synthese des konstanten Teils, welche in eine Wellen-
Digital-Struktur miindet, die keine verzogerungsfreien Schleifen enthélt. Zudem fordern wir, dass die
Wellen-Digital-Struktur nur aus Elementarbausteinen mit 2 Toren im Wellenbereich besteht, da es so
einfacher ist die Passivitdt sicherzustellen [Meer79].
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Zur Losung des Problems greifen wir auf die Erkenntnisse aus Abschnitt 2.8.1 zuriick. Wir wéhlen
nun M = 2n. Schliefen wir das M-Tor an den letzten n Toren mit positiven Widerstdnden ab, so stellt
die Gesamtschaltung bzgl. der ersten n Tore eine passive dynamikfreie, nichtreziproke Schaltung dar
und ldsst sich unter Einhaltung der obigen Forderungen realisieren. Zur Einhaltung der Forderung nach
Nichtauftreten von verzogerungsfreien Schleifen, wihlen wir die Torwiderstdnde gleich den Abschlusswi-
derstédnden, sodass die Schaltung im Bild 4.2 resultiert. Die Frage ist nun, wie man sich die Streu- bzw.

a, o O = = o b,
pl H4
a, o O = > > > 0 b,
P, H; H,
H,

Bild 4.2: Realisierung eines passiven nichtreziproken n-Tors fiir n = 2

die Impedanzmatrix der energieneutralen Schaltung beschafft, sodass die gewiinschte resultierende dis-
sipative Schaltung bzgl. der ersten 1 Tore entsteht. Geht man von der partionierten Streumatrix aus,
so entstehen kompliziert zu losende Beziehungen. Wir gehen deshalb von der Admittanzmatrix aus

=3 ][] .

Der Abschluss der letzten 1 Tore wird durch Uy = —Z I5 beschrieben, sodass

I1 = [Yu — Y12[Yt + Y22]71Y21]U1 (480)
resultiert. Nun bringen wir die Bedingungen der Energieneutralitéit fiir die Admittanzmatrix mit ein
Yi=-Y Yi,=-Y Yy =Y, Setzen wir dies ein, so haben wir

Y=Y +Y5 Y+ Y| 'Yy . (4.81)

Wir setzen Y9 = 0 und Yy = G1;. Dadurch ist der symmetrische Teil von Y, durch Y12{1Y21 /G
bestimmt und der schiefsymmetrische Teil durch Y, d.h.

1o - G
Yo=Y - Y, und YHY, = ¥+ Y,]. (4.82)

Wobei wir nun Yy, z.B. durch die Cholesky-Zerlegung ermitteln kénnen. Da Y, reell ist, folgt aus
der nicht negativen Definitheit des symmetrischen Teils auch die Reellwertigkeit von Yo;. Es ist of-
fensichtlich, dass die Cholesky-Zerlegung nicht die optimale Losung bzgl. des Rechenaufwands liefert.
Insbesondere konnte eine Optimierung dahingehend durchgefiihrt werden, dass die Anzahl der Multipli-
zierer der Wellen-Digital-Struktur minimiert wird.

4.2.4 Gesamtreferenzschaltung

Nachdem die Teilschaltungen synthetisiert wurden, suchen wir nun nach einer geeigneten Realisierung
der Gesamtschaltung. Insbesondere ist darauf zu achten, dass das MDWDF keine verzégerungsfreien ge-
richteten Schleifen enthilt. Von den untersuchten Gesamtschaltungen wird im Folgenden eine vorgestellt.
Zur Herleitung der Schaltung gehen wir von Gleichung (4.20) in der Form

) (AR [CR I N N (4.83)
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mit

I =YMU , I =Y*U , I?=Y*U , I =Y“U und I, = YU (4.84)
aus. Zudem hatten wir die folgenden Zerlegungen

Y* = P*diag(Y", 0)P*T + P* diag(0,Y")P*", (4.85)

Y7 = p, P" diag(C”,0)P™ + p, P" diag(0,C")P™" (4.86)

vorgenommen. Die Addition der Admittanzmatrizen spiegelt die Parallelschaltung der Jaumann-Adap-
toren, des Ubertragers, der idealen Stromquelle und des energieneutralen 2n-Tors wieder. Bild 4.3 zeigt
die Referenzschaltung mit spiter noch zu bestimmenden Torleitwerten. 3 Leider enthéilt, wie wir sehen

Knoten 1,2,..., N T
. : . =
U \ vy1:N 4
D -1/1 D -1/1 D -1/1 '
4 5 6 ~ > | < = < ie- |
O | T | T> | T € Leb. g L0 |V i ] 156
g T [2a-Tor |]
Dl D2 D3 ~CT
\ D D D G
J- - T[4 | | |
: ~c ~ T ~ _
Bezugsknoten G'*/2 G*%/2 G*%2 G e GG 1:G

Bild 4.3: Symbolische Darstellung der Gesamtreferenzschaltung

werden, das zugehorige MDWDEF, bei direkter Umsetzung, verzogerungsfreie gerichtete Schleifen.

4.3 Umsetzung der elektrischen Bauelemente in WD-Elemente

Bei der Umsetzung der Referenzschaltung in ein MDWDEF gehen wir so vor, dass wir zunéchst die
einzelnen Elemente in WD-Elemente umsetzen und anschlieend die Verkniipfung der Teilstrukturen
vornehmen.

Umsetzung des reaktiven Anteils in WD-Elemente

Fiir die Umsetzung der Matrizen YCDM, Y%Q’E’ und Yg)”G betrachten wir exemplarisch

YCL4 = Arvn diag(YgllAﬂ ceey Y]C\fl,ff—l)AT : (487>

rvin

Die Knoten-Zweig-Inzidenzmatrix A,,, beschreibt die topologische Verschaltung der Zweitore, die selbst
durch die Admittanzmatrizen

P4 % 0
{14 U st (4.88)
0 {p4}T

3Es handelt sich hier und im Folgenden immer um symbolische Darstellungen. Falls Unklarheiten auftreten sollten,
sind immer die zu den Zeichnungen gehorigen Gleichungen mafigebend.

cld
Y', =50
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beschrieben werden. Die Synthese erfolgte durch eine mit Zia ={)'}C}, und 7 = {7 }CYi, abgeschlosse-

ne Jaumann-Schaltung mit n = 1. Die Nachbildung der idealen Kondensatoren durch Verzogererelemente
im Wellenbereich erfolgt geméf Kapitel 2.8.5 durch Wahl der Torwiderstéinde nach Gleichung (2.173) zu

T
20,

Ry=Ry = (4.89)

Fassen wir die Torleitwerte aller N> — N idealen Kondensatoren der Matrix Y “** in der Diagonalmatrix
cl,4 2 . x T
G = T dlag (021 g ey CN,N*I) (490)

zusammen, so erhalten wir durch Anwendung der Trapezregel auf die reaktiven Bauelemente mit

1 v 2 21,
=T | ZV:ltZV , pl,:fartanh(@by)%?

v

(4.91)

dann ndherungsweise

RMY$* ~ diag ({Z“} o {Zl}) . (4.92)
1 4

Wir werden im Folgenden das Néherungszeichen durch das Gleichheitszeichen ersetzen. Die zu Y%M
gehorige Streumatrix lautet dann

—1 —1
S — [1 — RYY I 4 RYY I — diag ({24_1 }7 . {21_1}) . (4.93)
z

1 24

Die Matrizen YCD2’5 und YCD?”6 werden in gleicher Weise in eine WD-Struktur umgesetzt.
Nun suchen wir eine WDF-Realisierung fiir Y. Diese Matrix wurde in Gleichung (4.61) aufbereitet.

Um fiir die darin enthaltenen idealen Kondensatoren diag(Chp, C~77) einfache Signalflussdiagramme zu
erhalten, legen wir die Torleitwertmatrizen zu

GC7 _ ?CD . (494)
und
G = %(2‘7 . (4.95)

fest. Die idealen Kondensatoren haben somit i.S. der Trapezregel die Streumatrix 1yz; " .

Umsetzung der Jaumann-Adaptoren in WD-Elemente

Die einzelnen Jaumann-Strukturen, die durch

P4 % 0
G mci | So (4.96)
0 L

beschrieben werden, sind im Kapitel 2.8.2 erldutert worden. Durch die Festlegungen der Torwiderstande
der idealen Kondensatoren an den jeweiligen Toren 3 und 4 gemifl Gleichung (4.90) ist der erste Teil

So
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der Torwiderstdnde der Jaumann-Adaptoren bestimmt. Durch die Forderung nach Reflexionsfreiheit
resultieren die Torleitwerte der jeweils anderen Tore 1 und 2 aus Gleichung (2.153) mit n = 1 zu

1
§GCL4 . (497)

Nachdem alle Torwidersténde festliegen, ergibt sich die Streumatrix der Jaumann-Adaptoren als direkte
Summe der Streumatrizen eines Jaumann-Adaptors geméfl Gleichung (2.155) zu

s . 0o S 0 S
SY :dlag<{s? 01},...,{5? 01}). (4.98)

Umsetzung des idealen Ubertragers in WD-Elemente

Fiir die WD-Struktur des 1: N-Ubertragers fordern wir eine reflexionsfreie Realisierung. Die Torleitwerte
der rechten Seite liegen geméfl Gleichung (4.94) fest. Die Torleitwerte GC7 der linken Seite des Ubertragers
ergeben sich dann gem#f Gleichung (2.118) zu G’ = NT diag G'N. Wir bemerken, dass hier die

~ T
Torwiderstandsmatrix G keine Diagonalmatrix mehr ist. Welche Auswirkungen dies hat, werden wir
spéter sehen.

Umsetzung des konstanten Teils in WD-Elemente
Die Torleitwertmatrix von P*Y*P*T jst

G* = diag(G",G") . (4.99)

Die Torleitwerte der Widerstinde werden zu G© = Y gewdhlt. Dann sind die Streumatrizen der
Widerstinde S° = 0. Die Torwiderstéinde G sind frei wiihlbar.

4.4 Umsetzung der Gesamtschaltung in ein MDWDF

Bei der Gesamtschaltung handelt es sich i. W. um N Parallelschaltungen von 2N-Toren, die mit idealen
Stromquellen abgeschlossen sind. Die zur Umsetzung in ein MDWDF notwendigen N Paralleladaptoren
mit angeschlossenen idealen Stromquellen wurden im Abschnitt 2.8.3 hergeleitet.

Im Bild 4.4 ist das MDWDF der direkten Umsetzung der Referenzschaltung aus Bild 4.3 darge-
stellt. Hierbei wurde die Tatsache ausgenutzt, dass sich ein n-Tor-Paralleladaptor durch einen (n-1)-
Tor-Paralleladaptor und einen 3-Tor-Paralleladaptor darstellen lasst. Dies ist aus dem Grund nétig, da
die gemeinsamen Tore von Paralleladaptoren und idealen Ubertragern keine diagonale Torwiderstands-
matrix mehr besitzen. Die rechten N skalaren Dreitor-Paralleladaptoren miissen als ein (vektorieller)
Paralleladaptor aufgefasst werden. Im Kapitel 2.8.2 wurde gezeigt, dass nur ein Tor eines Paralleladap-
tors reflexionsfrei sein kann. Demnach sind zwischen dem rechten vektoriellen Paralleladaptor und dem
energieneutralen 2n-Tor verzogerungsfreie gerichtete Schleifen vorhanden.

Um die verzogerungsfreien Schleifen zu beseitigen, fassen wir den rechten vektoriellen Paralleladaptor,
die MDWDF-Realisierung des Ubertragers und das energieneutrale 2i-Tor zu einem energieneutralen
(n+n+n)-Tor zusammen. Die Toranzahl n wird spéter erldutert. Das Bild 4.5 zeigt das MDWDF. Zu
diesem energieneutralen (7 + n 4 n)-Tor berechnen wir nun die Streumatrix. Dazu betrachten wir die
Matrix

Y,= P diag(p;C", 0)P""+ P* diag(Y", 0) P*"
(4.100)

[ e [ g vy
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77

WD-Rea-

lisierung

[ I energien.
2n-Tor
~k c7
i 1<y

Ay
| o | |
—

Q)

A Gcl,4/2 A Gc2,5/2 A GC3’6/2 ap A

NQO N O

Gc?

d md I

Bild 4.4: Wellendigitalrealisierung

(I
1

Die Matrix besitzt moglicherweise Nullzeilen und Nullspalten mit gleichem Index. Thre Anzahl soll N —n
sein. Sie werden im Folgenden eliminiert. Dazu multiplizieren wir die Matrix von links und von rechts
mit einer Permutationsmatrix, sodass die Matrix

P'Y,P =P P7diag(p:C",0)P P + P' P*diag(Y",0)P""P
L (4.101)

} PP 4 PP { Yoo } PP

0 0

07]?7 0

. T
=P P
[0 0

resultiert. Die letzten N — n Zeilen und Spalten der zu addierenden Matrizen haben ebenfalls nur

Elemente, die null sind. Wir betrachten nun nur noch die ersten n Zeilen und Spalten von PTYTP, d. h.
die Matrix

Y, =[1, 0]Py,P { o } . L =Y.U,. (4.102)
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2 £ I 12

D
H—|WD-Rea-
‘ ‘ ar o1 hs1er1.1ng
energien.
€&——|n+n+n-Tor
A Gc1,4/2 A Gc2,5/2 A G63,6/2 a, A 2

i tmd tmd L

Bild 4.5: Wellendigitalrealisierung ohne verzogerungsfreie gerichtete Schleifen

Nun schreiben wir die Beziehungen zwischen Strom und Spannung neu auf

L=Y U = [1, 0] P P [ 10”‘ } N'p;CLN [ 1, 0] PP [ 10"‘ } U+
(4.103)
5T ok | 1 | ok KT | La
[1, 0] P P [0 }Y [1; 0P P{ 0 }Ul.
Fiihren wir die Matrizen
c, =1, o}PTPﬂH"}NT md Cy=[ 1, o]PTPk[loﬁ} (4.104)

als wesentlichen Teil von Inzidenzmatrizen ein, so lautet dies
I1 = Y1U1 = C1p7C£C'1TU1 -+ CQYkC2TU1 = Clp7C£U2 + CQYkUg = Cl(—Ig) -+ 0213 . (4105)

Das Verbindungsnetz kann somit durch

I, P U,
[ ]-h Cl CQ ] I2 =0 und |: _ng 10n f~ :| U2 =0 (4106)
Iy : R

beschrieben werden, wobei wir uns von der Orthogonalitdtsbeziehung zwischen den Inzidenzmatrizen
iiberzeugen

-C; —C,
[1, C1 C2 ]| 1, 0 |=0. (4.107)
0 1
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I,

O 20

Bild 4.6: Symbolische Darstellung zur Berechnung der Streumatrix des energieneutralen n+n+n-Tors

Die Bezugsrichtung des Stromes I3 wurde entgegen der Bezugsrichtung der Spannung U3 gewéhlt. Nun
wird Tor 3 mit dem energieneutralen 2n-Tor

I; | | Yu Yo Us
|: I, :| - |: Yo 0 U, (4'108)
entsprechend Bild 4.5 verbunden. Es ist die Streumatrix bezogen auf die Tore 1,2 und 4 gesucht, vgl.
Bild 4.6. Diese Zeichnung ist wieder symbolisch zu verstehen, d.h. die auftretenden Knoten sind keine

im iiblichen Sinne, sondern werden durch Gleichung (4.106) beschrieben. Es werden zunéchst I3 und
U; durch Nutzen von Gleichung (4.106) eliminiert

|:CQI3:| — |:CQY11 CZY12:| |:U5:| — |:I1 +ClI2:| — |:CZY11 CQY12:| |:C§U1:| )

1, Yo 0 ||Ui |1 Y, o ||U, (4.109)

Zu diesen 2 Gleichungen nehmen wir noch das Spannungsiibertragungsverhéltnis CTU; = U, in der
Form 0 = —-G,C lTUl + GU 5 mit Gy als Torleitwertmatrix der Tore 2 hinzu und erhalten

1, C; 0] [I, C,Y,.C; 0 C,Y,] [U,
0 0 0| |I|=|-G.CT G, 0 U,| . (4.110)
0 0 ]_ﬁ I4 YQlcg 0 0 U4

o Y

Ubrigens @ufert sich die Energieneutralitét in 2" + V2" = 0. Die eigentlich gesuchte Streumatrix
berechnet sich durch

S =G"?[2G+ Y| '[2G - Y]|R"?. (4.111)
Im Folgenden werden wir zeigen, dass die Inverse von

) G, +CyY1C; C1Gy CyY
[2G+Y] = |-G,C} Gy 0 (4.112)
Y C; 0 G,

existiert. Dazu rechnen wir ihren symmetrischen Teil aus

) ) G+ G +Cy(Y1 +YL)CT Cil(Gy—Gy) Co(Yin+YD)
2G+Y]+[2G+Y]|" = |-(Gy — Gy)CT Gy + G 0
(Y1T2 + Y21)CF2F 0 G+ Gy

2G
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(4.113)

also die p.d. Matrix der doppelten Torleitwerte. Wenn der symmetrische Teil einer reellen Matrix M
p.d. ist, ist die Matrix selbst reguldr. Zu dieser Erkenntnis gelangt man durch Einsetzen von T Mx =
"Mz in die Definition der positiven Definitheit des symmetrischen Teils x"[M /2 + M™* /2] >
0Ve # 0 dh "Mz > 0 Vz # 0. Die Matrix M muss reguliir sein, andernfalls wiirde ein Vektor
x # 0 existieren, der M« = 0 erfiillt und die Ungleichung verletzt.

Wir berechnen nun die Streumatrix der N Paralleladaptoren aus Bild 4.5. Jeder Paralleladaptor hat
maximal M = {3[N? — N] + 3} Tore. Die Torleitwerte der Paralleladaptoren liegen bis auf G? fest.
Dies Torleitwerte werden nun so gewéhlt, dass die zugehorigen Tore reflexionsfrei sind. Den Torleitwert
des Tores v bezeichnen wir mit ¢¥,. Nach Gleichung (2.130) berechnet sich dieser Torleitwert durch die
Summe der Torleitwerte der restlichen Tore, die an diesen Knoten inzidieren. Diese Summe kann sehr
einfach mittels Skalarprodukt aus den Inzidenzmatrizen dargestellt werden. Die Torleitwertmatrix lautet

1 - = c
G’ = S Arn (G + G + G?°] A, + P" diag(0;, G")P*" + P7 diag(0,,G")P™" . (4.114)

Diese Torleitwerte bestimmen dann auch die des energieneutralen 7 + n + n-Tors.

4.5 Nachweis der Berechenbarkeit

Zum Nachvollziehen der folgenden Uberlegungen empfiehlt sich die Betrachtung von Bild 4.5. Zunéchst
stellen wir fest, dass die ausfallenden Wellengroflen der Quellen, der Verzogererelemente und der Wi-
derstédnde bekannt sind. Aufgrund der Reflexionsfreiheit der Jaumann-Adaptoren lassen sich die in Rich-
tung der Paralleladaptoren (mit idealer Stromquelle) aus den Jaumann-Adaptoren ausfallenden Wellen
(wir wollen diese hier b,, nennen) unmittelbar bestimmen. Die Paralleladaptoren nach Gleichung (2.166)
kénnen durch

[ Doy ] =S, { Z”” ] + by, (4.115)

bp’/ pv

beschrieben werden. Die Vektoren b,,, und b,, sind bekannt. Aufgrund der Reflexionsfreiheit erfahrt a,,
keine Berticksichtigung bei der Berechnung von b,,,. Somit kann b, fiir v =1,2,..., N parallel berechnet
werden. Der Vektor der ausfallenden Wellen der Paralleladaptoren b, ist nun bekannt. Da die von den
Widerstanden ausfallenden Wellen null sind und die aus den Verzogerern bzgl. t; ausfallenden Wellen
bekannt sind, konnen sémtliche aus dem energieneutralen (7 4+ 7 + n)-Tor ausfallenden Wellen a,, be-
stimmt werden. Diese Berechnung stellt die einzige Kopplung der jeweiligen WD-Realisierungen, der an
die N Netzknoten inzidierenden Kirchhoff’schen Elemente dar. Diese Berechnung kann nicht knoten-
weise parallel ausgefiihrt werden. Da a, nun bekannt ist, konnen die restlichen einfallenden Wellen der
Jaumann-Adaptoren bestimmt werden und damit a,, fir v =1,2,..., N. Zusammengefasst ergibt sich
somit die Reihenfolge

1. berechne alle in Richtung der Paralleladaptoren aus den Jaumann-Adaptoren ausfallenden Wellen,
2. berechne by, fiir jeden Knoten v = 1,2,..., N parallel,

3. verkniipfe die Knoten durch Berechnung von a, und gleichzeitig Berechnung der restlichen aus dem
(n + n + n)-Tor ausfallenden Wellen,

4. berechne die ausfallenden Wellen der Paralleladaptoren,

5. berechne a,, fiir jeden Knoten v = 1,2,..., N parallel.

Somit ist gezeigt, dass die Berechenbarkeit sichergestellt ist. Die Tatsache, dass die einzelnen Orts-
punkte parallel berechnet werden kénnen (bis auf den Rand) bleibt hiervon unberiihrt. Durch die vor-
liegende Darstellung wird deutlich, dass innerhalb der Parallelberechnung der Ortspunkte auch noch die
Berechnung der Knoten (des elektrischen Netzes) zum Grofiteil parallel erfolgen kann.
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Aus diesen Uberlegungen heraus kann sehr einfach eine Einbindung des Konzepts in die zweckmiiflige
Beschreibung eines MDWDEF aus dem Abschnitt 2.9 erfolgen. Als Grundlage dieser Beschreibung dient
das MDWDF in der im Bild 4.7 dargestellten Form. Hierbei wurde eine Indizierung verwendet, welche
eine Berechnungsreihenfolge unmittelbar erkennen ldsst. Um nun die Matrix L aufstellen zu koénnen,

0
17
(¢ bel Q2 bv2
beg Q.9 belO Qe10
be4 Qs b QAco

bq Qg I 6 e
.—)—.—)= —O—— I p—O——p— .
! energie- | )
neutrales
n—+n+mn-Tor
0 ¢ 0
Qey be5 Qi beg
Qe1 b1y Aer ber
b.s Q.3 b.3 Qy3

17

diag(ST,...,S7)
b612

Ay

Ty Ty

Bild 4.7: Zweckméfige Beschreibung eines MD-Wellendigitalfilters

empfiehlt es sich, zuerst die Streumatrizen der dynamikfreien Bauelemente anders darzustellen. Zunéchst
schreiben wir die Streumatrix der N Paralleladaptoren

bes 0 511)2 511)3 S, S 11)5 Ay 0 511)2 511)3 Sty 511)5 bes
bes S5 Sy S 53 S5 S 12)5 Acs S5 S, S 12)5 St S 12)5 b,
beg = Sgl ng S§3 S§4 S§5 Aeg = Sgl S§2 Sgs S§4 S§5 be1
beio th Siz Sis 5Z4 Si5 Qe10 551 Siz Sis SZ4 555 b2
be11 Sgl 515)2 Sgs 515)4 515)5 Qel1 515)1 S§2 515)5 S§4 515)5 bes
(4.116)
Die Streumatrix des energieneutralen n-+n-+n-Tors ist durch
bes ST Sy STy Qs ST Sy STy bes
bes | = | S5 S5 S5 as | = | S5 S5 S5 b.o (4.117)

en en en en en en
ber S31 S5 S5 Aer S31 S5 S5 bus
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festgelegt. Die Streumatrix der Jaumann-Adaptoren lautet
beg 0 5{2 QA3 0 5]12 bell
= : = : ) 4.118
[ be12 } [ S, 0 Q12 S, O by ( )
Die Streumatrizen der resistiven Abschliisse sind gleich der Nullmatrix, d. h.

bel - anl 5 beQ =0 Qe . (4119)

Auf eine Beschreibung der torweisen Verbindungen mittels der Permutationsmatrix P verzichten wir,
da sich die Matrix L unmittelbar aus Bild 4.7 und den zuvor definierten Matrizen zu

o o0 0 O | 0 O O O O 0O0O0ODOGO O O

o o0 0 O | 0 O O O O 0O0OOOGO O O

o S o o | o0 0O O O O 0O0O0DOGO O O

s, o S, 0 | S, 0O S 0 O 00O0O0OO O O

0 0 0 S? | 0o S7 0 S 0 0000O0 0 O .
L_|0 0 0 SE| 0 Sp 0 S5 0 00000 0 Of , 0

0o 0 0 S? | 0o S 0 S§' 0 0000O0 O 0" y

S’ o S, 0 | S, 0O S. O S, 00000 O O ¢

st o S, o0 | S, O S, 0 S, 00000 O O

s, o S, o | S, 0o S, 0 S, 00000 O O

S, 0 S, 0 | S 0 S, 0 S, 00000 0 O

0 0 0 O | 0O O O O O 0O0OOTO S 0

(4.120)

ablesen lasst. Die strikte untere Dreiecksgestalt der Matrix S P, liegt offenbar vor, sodass die Berechen-
barkeit gegeben und unmittelbar erkennbar ist.

4.6 Alternative Methoden

Als Alternative konnen wir Referenzschaltungen herleiten, die auf einer Zustandstransformation basie-
ren. Dazu transformieren wir Y auf Diagonalgestalt. Die meisten Eigenschaften von Y bleiben durch
die reguldre Transformation erhalten. Der wesentliche Nachteil dieser Synthese ist der rapide ansteigende
Aufwand, da die i.d.R. lichten Matrizen i. Allg. zu voll besetzten entarten. Aus diesem Grunde sollen
diese Referenzschaltungen hier nicht weiter betrachtet werden, stattdessen wird auf die Untersuchungs-
ergebnisse in [Voll02] verwiesen.

4.7 Randbehandlung

Wie im Kapitel 2.10 dargestellt, benotigen die Verzogerer in Richtung T’y bis T's am Rand eine spezielle
Behandlung. Die Randbehandlung erfolgt jedoch nicht fiir jeden Verzogerer einzeln, sondern immer fiir
eine Jaumann-Struktur. Wir erlautern die Randbehandlung an Hand

pa Civ
% o

T,S -
Lo o

STt (4.121)
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Neben den schon festliegenden Knotenspannungen definieren wir noch die zugehorigen Torstrome 1, f v
und L,C " wie folgt

{yC/4 0 } T
S p1 puv ) . S
’ 0 {rcn /a1

cz
pv

Uléz
Uy v

_ [ﬁ" ] | (4.122)

cz,

Im Folgenden betrachten wir nur die obere Alternative die untere Alternative erfihrt eine &hnliche
Behandlung. Zudem soll auf das Abdrucken des hochgestellten C7, verzichtet werden. Ferner ersetzen
wir fiir die restlichen Uberlegungen dieses Kapitels die Indizes der unabhingigen GréBen durch 1 und
2. Die Tornummerierungen und die Bezugspfeilrichtungen in diesem Kapitel entsprechen denen des
Jaumann-Adaptors im Kapitel 2.8.2.

Zunéchst wollen wir das Problem konkretisieren, indem wir feststellen, welcher Verzégerer an welchem
Rand eine Randbehandlung benétigt. Dazu formen wir die letzte Gleichung zu

p4C/fV 0 1 T Ul QT [1
[ 0 pl%}zso v, | =50 | L, (4.123)

um. Mit den aus Kapitel 2.8.2 bekannten Beziehungen

Us _1 v| U I3 _ _qT I
[UJ‘iSO{UJ ’ {14 =% (4.124)
haben wir
p4Cﬁ,, 0 U3 _ 13
[ y pl%Hw -8l (4.125)

Die Anwendung der Trapezregel entspricht der Néherung p, ~ 21, /7. Mit dem Torwiderstand R =
T/(2C},) an den idealen Kondensatoren haben wir

[ MO/R wl(}R ] { gi ] = [ 2 ] : (4.126)

Im Folgenden werden wir anstatt des Ndherungszeichens ein Gleichheitszeichen verwenden. Mit 1, =

% erhalten wir in den Wellengréfien

As | L. 1 -1y | Bs
{A4 ] = diag(z, , #; ){34] . (4.127)
Mit den aus Kapitel 2.8.2 bekannten Beziehungen
As | _ o1 | B By | _or| A
a)osp[B] L [B]-st]4 a9

schreiben wir diese Gleichungen als

B . 1 A
[ B; ] = S, diag(z; ', ;1) ST { A; ] : (4.129)

Nun lésst sich das Signalflussdiagramm leicht angeben, vgl. Bild 4.8. Durch Betrachtung der Gleichungen
As = z;'Bs und Ay = 27 ' By im Zeitbereich, d.h. as(v + e4) = b3(v) und a4(v + e;) = by(v) erkennen



90 Kapitel 4 Syntheseverfahren

as(v) by (V)

a;(v)

b4(1/)
V), O—n
1 1
V2 V2

Lmin Tmax €T, [

Bild 4.9: Verschiebevektoren bei Normalberechnung

wir, dass der erste Kondensator eine Randbehandlung an x = . und der zweite Kondensator eine
Randbehandlung an x = x,;, erfordert, vgl. Bild 4.9.

Zur eigentlichen Randbehandlung wenden wir Gleichung (2.191) auf Gleichung (4.125) im Zeitbereich
an. Hierbei haben wir die mit negativen Vorzeichen versehenen Strome durch Vertauschen der ein- und
ausfallenden Wellen zu beriicksichtigen. Mit Wahl der Torwiderstinde zu R = T'/(2C},) erhalten wir
fiir den ersten Kondensator

1
az(v) = Wi

und fiir den zweiten Kondensator

us(v —eq/2) , by(v)=

1
2\/EU3(V +e4/2) (4.130)

1 1
2R VR

Von diesen 4 Gleichungen werden jeweils 2 zur Randbehandlung an x = x,;, und z = ., herangezogen.
Um die Randfliche © = ., zu behandeln, nutzen wir die 2 Gleichungen

u(v—e1/2) , by(v)=

ay(v) = us(v +e1/2) . (4.131)

1 1
2VR 2VR

Um die Randfliche © = x,;, zu behandeln, nutzen wir die verbleibenden 2 Gleichungen

(13(1/) =

us(v —ey/2) und by(v) =

us(v +e1/2) . (4.132)

1
2V'R

us(v —ei/2) und by(v) =

as(v) = us(v +e4/2) . (4.133)

1
2V'R
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Die am Rand & = xp,.x durch die normale Berechnung nicht ermittelbare Welle a3(v) kénnen wir uns nun
aus der bekannten Welle by () beschaffen, wenn wir einen Zusammenhang zwischen den Feldgrofien u,
und us auf dem Rand haben. Dabei greifen wir zwei Spezialfille heraus. Zum einen soll eine konstante
Beziehung zwischen u; und us auf dem Rand und zum anderen eine lineare differentielle Beziehung
bzgl. t zwischen u; und uy auf dem Rand bestehen. Beide Félle sind mit dem Ansatz Uy = F(x, p;)Us
behandelbar. In Gleichung (4.132) kénnen nun die Feldgroen eliminiert werden und wir erhalten die
gewiinschte Beziehung zwischen den Zustandsgrofien auf der Randflache x = x4

F(fﬂmax pt) -1 —1/2 _—1/2
Az = ’ B 4.134
3 F(Tmmes pt) + 1 21 A4 4 ( )

~~

Hi(pt)

bzw. im Zeitbereich
(13(1/ + 87) = hl (1/7) * b4(l/) (4135)

mit dem Faltungsoperator bzgl. v7. Im Bild 4.10 ist das WDF fiir die Randfliiche x = x,,x dargestellt,
wobei das System Sy die Impulsantwort hy(v7) besitzt.

S1 P~

Bild 4.10: Zur Erlauterung der Randbehandlung an z = .y
Fiir 2 = xp;, wird aus Gleichung (4.133)

F(Zmin,pe) 1 _172 172

Ay = B 4.136
* F(xminapt) -1 Zl 24 ’ ( )
— —
Ha(pt)

bzw. im Zeitbereich
(14(1/ + 87) = h2(l/’7) * b3(1/) . (4137)

Im Bild 4.11 ist das WDF fiir die Randfliche z = z,;, dargestellt, wobei das System S, die Impulsantwort
ho(v7) besitzt.

Aufgrund des Verzogerers z; 1/2 zzl/ 2=t = 27!, ist das MDWDF auch am Rand explizit bere-
chenbar. Bild 4.12 zeigt die Verschiebevektoren bei Randbehandlung.
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ar(v) bs(v) as(v) b1 (v)

(¥) T,
1
V2
ba(v)
O, O—— Se P17
1 1

aa(p+hr) = ha(pr) <bs(p) as(p+hr)=hi(pr)*bs(pe)

(o] [ [ [ \ o
h; = [07 0,0, 1}T /

Lmin Tmax €T, [

Bild 4.12: Verschiebevektoren bei Randbehandlung

4.8 Zusammenfassung

Zunéchst wurde in diesem Kapitel ein System aus linearen partiellen Differentialgleichungen betrachtet
und dieses auf die Eigenschaft der Passivitéit untersucht. Aus der Forderung nach Passivitit des quel-
lenfreien Teils haben wir gezeigt, dass die Symmetrie der Matrizen, die den reaktiven Teil beschreiben,
notwendig ist. Zudem forderte die Passivitéit die nicht negative Definitheit des konstanten Teils und des
reaktiven Teils bzgl. der Zeit, wobei wir letztere Eigenschaft zur positiven Definitheit starkten. Systeme
mit diesen Eigenschaften werden symmetrisch hyperbolische Systeme genannt. Hyperbolische Systeme
folgen insbesondere dem Nahwirkungsprinzip und ihre Vorgénge pflanzen sich mit endlicher Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit fort. Die vorhandene Beschreibung des bzgl. der Zeit passiven PDGLn-Systems
wurde geeignet umgeformt. Anschlieend wurde dieses System durch eine geeignete Koordinatentrans-
formation in ein MD-passives System iiberfiihrt. Dabei iibertrigt sich die Eigenschaft der Lokalitét
auf das System in den neuen Koordinaten. Diese vorliegende Beschreibung wurde zur Synthese einer
MD-passiven Kirchhoff’schen Schaltung (der so genannten Referenzschaltung) genutzt. Das kontinu-
ierliche System in Form einer MD-passiven Kirchhoff’schen Schaltung setzten wir durch Anwendung
der verallgemeinerten Trapezregel und Verwendung von Wellengroflen in ein MDWDF um, welches die
Eigenschaft der MD-Passivitéit im Diskreten besitzt. Es folgte das Aufbrechen von verzégerungsfreien
gerichteten Schleifen und der anschlieBende Nachweis der Rekursierbarkeit. Zum Abschluss wurde, aus-
gehend von bekannten Ergebnissen im 14-1D-Fall, eine kompakte und {ibersichtliche Behandlung von
Réandern, fiir die durch die Synthese entstandenen Strukturen, aufgezeigt. Hierbei haben wir uns auf
konstante Randmodelle eingeschréankt.



93

Kapitel 5

Verifikation von Software mittels formaler
Methoden

Ziel dieses Kapitels ist es, die Anwendung formaler Methoden zur Erstellung hochzuverlassiger Software
darzulegen. Weiterhin werden die notwendigen Grundlagen und verwendeten Notationen fiir den im Ka-
pitel 6 gefithrten Korrektheitsbeweis erldautert. Die herkémmliche Softwareerstellung erfolgt i.d.R. mittels
des Wasserfallmodells, Spiralmodells oder des Phasenmodells [Royc87], [Boeh76], [Boeh81], [Boeh86],
[Bun96]. Eine Verifikation wird zwischen den einzelnen Stufen dieser Modelle durchgefiihrt. Obwohl die
Schwachstelle der Software-Zuverlissigkeit im Ubergang von der formalen Anforderungsspezifikation (das
ist Teil des Lastenheftes) zur Software-Spezifikation (das ist Teil des Pflichtenheftes) liegt,[Fisc03], steht
in dieser Arbeit die Verifikation der Implementierung gegeniiber der formalen Software-Spezifikation im
Vordergrund.

Als Maf fiir die Zuverldssigkeit technischer Systeme wird oft die Ausfallrate, d.h. die Anzahl der
Ausfille innerhalb einer Zeitspanne gewéhlt. Je nach Anwendung ergeben sich unterschiedliche An-
forderungen an die Ausfallrate. Als Methoden zur Bestimmung der Ausfallrate kommen insbesondere
Tests und die Schitzung von Parametern eines Zuverléssigkeitsmodells in Betracht. Die Schatzung der
Parameter erfolgt durch mehrfaches Durchlaufen eines Zyklusses, der auch zur Qualitdtsverbesserung
eingesetzt wird. Innerhalb eines Zyklusses wird zunéchst ein Test durchgefiihrt. Die auftretenden Fehler
werden behoben und die korrigierte Software erneut dem Test unterzogen. Dieses Vorgehen ist aber
mit prinzipiellen Nachteilen behaftet. Aus dem Durchlauf eines Zyklusses muss nicht notwendigerweise
eine niedrigere Ausfallrate folgen. Moglicherweise entstehen sogar durch das Beheben des Fehlers neue
Fehler. Zudem werden durch den Test nicht alle Fehler aufgedeckt. Ein fehlerfreier Test hat immer nur
fiir die gewahlten Testzustdnde und Testeingange Giiltigkeit. Schon bei Systemen geringer Komplexitét
kann die Software nicht fiir ihr gesamtes Definitionsgebiet getestet werden. Aus den eingeschréinkten
Testeingaben resultiert eine nicht unterschreitbare Grenze der Ausfallrate. Weiterer Nachteil ist, dass
eine nicht formale Spezifikation unvollstédndig, widerspriichlich oder gar falsch sein kann. Abhilfe schafft
hier nur die Verwendung anderer Konzepte, z.B. die Verwendung von formalen Methoden zur Verifikati-
on. Schon die Spezifikation der Software erfolgt mittels formaler Methoden, [Floy67], [Dijk68], [Hoar69].
Der Grundgedanke dieses Verfahrens besteht darin, eine mathematische Beschreibung fiir jede Teilanwei-
sung zu finden, wie es auch in anderen ingenieurwissenschaftlichen Disziplinen iiblich ist. Vergleichbare
Konzepte sind z.B. Signalflussdiagramme oder Schaltpline. In diesen Féllen ist jeweils die symbolische
Darstellung in Form von Blécken oder elektrischen Schaltelementen vollig dquivalent zu einer mathe-
matischen Beschreibung, z.B. mittels Differentialgleichungen. Bei den formalen Methoden ist nun jeder
symbolischen Darstellung in Form des Quellcodes eine mathematische Beschreibung (die Semantik des
Programmcodes) zugeordnet. Ebenso wie fiir Signalflussdiagramme und Schaltpline, Regeln fiir die
Beschreibung zusammengeschalteter Elemente existieren, sind auch Regeln fiir die Verkniipfung von
Elementaranweisungen vorhanden. Dem gut dokumentierten, systematischen Erstellen von moglichst
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allgemeinen wiederverwendbaren Modulen kommt bei Anwendung formaler Methoden im Hinblick auf
Qualitdt und schnelle Entwicklungszeiten noch grofiere Bedeutung zu. Der formale Korrektheitsbeweis
muss fiir jedes Modul gefithrt werden. Aus diesen Modulen kann ein System erzeugt werden. Fiir den
Korrektheitsbeweis des Systems kann auf die Beweise der Module zuriickgegriffen werden.

Obwohl die Theorie der Programm-Korrektheits-Beweisfithrung hinsichtlich sequentieller Program-
me weitgehend entwickelt worden ist, findet sie in der Praxis nur wenig Anwendung. Die wesentlichen
Kritikpunkte, die in [Babe95] aufgelistet sind, wollen wir kurz zusammenfassen. Formale Verifikation
ist zu kompliziert, erfordert zu viel hochqualifiziertes Personal, ist zu teuer in der Anwendung, wenig
verstiandlich und nur auf kleine, meist kiinstliche Problemen anwendbar. Zudem bezieht sich die Be-
weisfithrung nur auf den Quellcode. Ubersetzer, Betriebssystem, andere systemnahe Software, Beweis-
werkzeug und die Hardware kénnen weiterhin fehlerhaft sein. Die angesprochenen Kritikpunkte sind die
Griinde dafiir, dass formale Verifikationsmethoden bisher fast nur in sicherheitsrelevanten Anwendun-
gen eingesetzt werden. Als Beitrag zur Umsetzung der bekannten theoretischen Konzepte in die Praxis
ist [Babe95] zu verstehen. Eine weitere wichtige Quelle, die auch fiir die vorliegende Arbeit verwendet
wurde, ist [Rumm98]. Die letztgenannte Arbeit beinhaltet die Programm-Korrektheits-Beweisfiihrung
fiir eindimensionale Wellendigitalfilter.

Das vorliegende Kapitel stellt die Grundlage fiir den im Kapitel 6 gefiihrten Korrektheitsbeweis
dar. Wir erldutern die Grundbegriffe und Grundkonzepte der Programm-Korrektheits-Beweisfithrung.
Es folgt die Festlegung einer axiomatischen Basis fiir die in dieser Arbeit notwendigen Anweisungen
der Programmiersprache C. Auf eine Beriicksichtigung der Laufzeit wie sie in [Rumm98| durchgefiihrt
wurde, wird in dieser Arbeit verzichtet, da die Ubersichtlichkeit des Beweises stark darunter leiden
wiirde. Die Beriicksichtigung der Zeit kann leicht ergénzt werden. Dies lduft darauf hinaus, dass sich
die Laufzeit als eine Summe der Ausfithrungszeiten fiir Additionen, Multiplikationen, For-Schleifen und
Vergleichsoperationen ergibt.

5.1 Definitionen, Notationen und Vereinbarungen

In diesem Abschnitt werden wir die fiir den Korrektheitsbeweis benttigten Begriffe erldutern. Hierbei
geben wir allerdings keine allgemeine Einfithrung, sondern beschrinken uns auf die Dinge, die im wei-
teren Verlauf der Arbeit verwendet werden. Die wichtigsten Quellen sind [Rumm98|, [Babe95], [HA28],
[Novi73] und [Meye88].

Die Menge der Variablennamen bezeichnen wir mit A/. Die Menge der durch die Programmiersprache
C und von uns bendtigten Datentypen ist D = { int, float}. Die Menge B beinhaltet die vom Pro-
gramm schon genutzten Variablenbezeichner. Als Abkiirzungen fiir die kleinsten und grofiten positiven
Zahlen nutzen wir

Max; : Darstellbare ganze Zahl mit dem gréfiten Betrag (5.1)
Max¢ : Darstellbare float-Zahl mit dem grofiten Betrag. '
Eine skalare Programmvariable var ist semantisch ein Quadrupel, bestehend aus den vier PL-Variablen !
Variablenbezeichner var.name, Variablentyp var.typ, und Variablenwert (Value) var.v und var.l = —1.
Letzte kennzeichnet die Eigenschaft einer skalaren Variablen. Ist die Programmvariable ein Feld, so liegt
auf semantischer Ebene ein Quadrupel vor, wobei fiir die Feldlange var.l > 0 gilt. Zudem ist var.v
nun ein Vektor. Sofern sich durch konkrete Umsténde nichts anderes ergibt, soll zur Vereinfachung im

'Das Akronym PL steht fiir Pridikatenlogik. Die Pridikatenlogik untersucht den Zusammenhang zwischen den Axiomen
und Sétzen mathematischer Theorien. Die Préadikatenlogik versteht sich also als eine formale Sprache, die zur Darstellung
mathematischer Aussagen benutzt wird. Die logischen Sachverhalte, die zwischen Urteilen, Begriffen usw. bestehen, finden
ihre Darstellung durch Formeln, deren Interpretation frei ist von Unklarheiten, die beim sprachlichen Ausdruck leicht
auftreten kénnen [HA28].
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Folgenden die Programmvariable var abkiirzend nur noch durch die PL-Variablen name.typ, name.v
und name .l vertreten werden. Zwischen den Bezeichnern der PL-Variablen und den Bezeichnern der
Programmvariablen ist streng zu unterscheiden. Nichtsdestotrotz besteht per Konvention zwischen den
beiden Bezeichnern ein eineindeutiger Zusammenhang. Fiir die Bezeichner soll gelten, dass die Pro-
grammvariablen in Schreibmaschinenschrift gesetzt werden. Die PL-Variablen werden normal kursiv
gesetzt. Die PL-Variable name.v beschreibt immer den Ist-Wert. [.d.R. sind in Bedingungen Variablen
enthalten, z.B. soll die Bedingung garantieren, dass die Variable f den so genannten Sollwert x annimmt,
d.h. f.v = x. Der Ubersicht halber wollen wir vereinbaren, dass sich die Bezeichner der PL-Variablen aus
den Bezeichnern der Sollwerte und Anfiigen von .v ergeben. In diesem Fall hétten wir f.o = f. Somit
sind aus Kenntnis eines der Bezeichner von Sollwert, PL-Variable oder Programm-Variablen-Bezeichner
die anderen zwei jeweils eindeutig bestimmbar. Wir greifen also bei der Wahl der Programm-Variablen-
Bezeichner de facto auf die in der Spezifikation enthaltenen Bezeichner der Sollwerte zuriick.

Bei der Betrachtung von Variablen mit Indizes stellt sich heraus, dass das angegebene Vorgehen nicht
moglich ist, da die Syntax der Programm-Variablen-Bezeichner der Programmiersprache C keine Indizes
erlaubt. Ist die PL-Variable ein Matrixelement, so soll der zugehorige Programm-Variablen-Bezeichner

<Matrixkleinbuchstabe><Matrixindexoben><Matrixindexunten>_<Zeilenindex>_<Spaltenindex>

lauten. Als Beispiel betrachten wir die PL-Variable R,.v. Fiir das Element der Zeile 5 und Spalte 2
lautet die PL-Variable r,52.v und die Programmvariable ra_5_2.

Im Falle von Feldern muss sowohl aus den PL-Variablen als auch aus den Programmvariablen her-
vorgehen, welches Feldelement angesprochen wird.

Fiir die Programmiersprache C liegt die Programmvariable zu a[k] fest. Die zugehorige PL-Variable
tragt die Bezeichnung a(k). Der Feldindex k.v liegt im Intervall 0 < k.o < a.l — 1.

Wir besprechen nun noch die Behandlung griechischer Buchstaben, die als PL-Variablen Verwen-
dung finden. Der Programm-Variablen-Bezeichner ist der in kleinen arabischen Lettern ausgeschriebene
griechische Buchstabe. Der Ist-Wert der PL-Variablen ist der griechische Buchstabe mit der zusétzlichen
Endung v .

Als abschliefendes Beispiel betrachten wir das Element der Zeile m und der Spalte n der Matrix

%, deren Elemente Felder sind und vom Feldindex delta abhéngen. Der Sollwert lautet a%,,,,(0), die
PL-Variable a$,,,,(0.v).v und die Programmvariable aeR_m_n[delta].
Im Zusammenhang mit priadikatenlogischen Ausdriicken werden wir die Identitét

Pi = Pyfy,] (5.2)

verwenden, die so zu verstehen ist, dass der Ausdruck Py sich aus dem Ausdruck P, ergibt, indem dort
jede auftretende préadikatenlogische Variable a.v durch b.v ersetzt wird.

5.2 Das Konzept der formalen Methoden

Um das Konzept der formalen Methoden zu erldutern, betrachten wir eine Folge von Programmvariablen,
die wir als Datenumgebung bezeichnen wollen. Als Vorbedingung wird ein Zustand einer Datenumge-
bung bezeichnet, in dem sich die Datenumgebung vor der Ausfithrung der Anweisung befinden muss.
Die Nachbedingung gibt den Zustand an, in dem sich die Datenumgebung nach der Ausfiihrung der
Anweisung befinden muss. Die Nachbedingung ist i.d.R. abhéngig vom Datenzustand vor Ausfithrung
der Anweisung. Das Prinzip der formalen Methoden basiert nun darauf, das Verhalten einer Anweisung
auf den Datenzustand vor und nach der Anweisung durch die PL-Formel

{V}5{P} (5:3)
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zu beschreiben. Hierin sind die Vorbedingung V und die Nachbedingung P selber PL-Formeln. An Stelle
des Begriffs Bedingung wird auch der Begriff Zusicherung verwandt.

Der fundamentale Satz der formalen Methoden ist der folgende: eine Bedingung V ist eine (gewohn-
liche) Vorbedingung der Nachbedingung P beziiglich der Programmanweisung S, falls die Wahrheit von
V vor der Ausfithrung von S die Wahrheit von P nach Ausfithrung sicherstellt, d.h. die PL-Formel

V = {V}S{P} (5.4)

wahr ist. In dem Fall erfiillt die Anweisung die Spezifikation und wird als korrekt bezeichnet. In der
Literatur wird noch zwischen partieller Korrektheit und totaler Korrektheit differenziert. Eine Korrekt-
heitsformel {V}S{P} heifit partiell korrekt, wenn die Anweisung aus jeder zuldssigen Vorbedingung in
eine beliebige Nachbedingung {P} terminiert. Eine Korrektheitsformel {V}S{P} heiit total korrekt,
wenn die Anweisung aus jeder zuldssigen Vorbedingung in eine vorgegebene Nachbedingung {P} termi-
niert. In dieser Arbeit interessieren wir uns nur fiir die totale Korrektheit. Aus diesem Grund werden
wir auf das Adjektiv total in Zukunft verzichten .
Fiir die Beweisfithrung sind prinzipiell 2 Varianten anwendbar. Ausgehend von einer gegebenen Vor-
bedingung kann man den Nachweis fithren, dass die Anweisung der gegebenen Nachbedingung geniigt.
Andererseits kann man von der Nachbedingung im Riickschluss den Nachweis fiithren, dass die Anweisung
der Vorbedingung geniigt. Oft ist es auch so, dass nur die Nachbedingung vorgeschrieben ist. Durch An-
wendung der formalen Methoden wird dann eine Vorbedingung gefunden, die einen Teil der Spezifikation
bildet.
In der Praxis sind die Bedingungen durch logische Verkniipfungen einzelner Formeln definiert. Die
Formeln kénnen abhéngig von reellen Zahlen sein, wie das folgende Beispiel zeigt. Wir betrachten eine
Anweisung, die die Wurzel einer Zahl vom Datentyp float ziehen soll.
Anweisung S :y = sqrt(x)
Vorbedingung V : Maxy >zwv>0ANa=/xzv
Nachbedingung P :  y.v =«

In der Kompaktnotation

{Maxf > z.v > 0ANa=+zuly = sqrt(x){y.v = a}. (5.5)

In diesem einfithrenden Beispiel wurden einige Bedingungen unterdriickt.

Wie jede mathematische Theorie, benotigt auch die Verifikation von Software als Basis Axiome. Diese
Basis bildet sich aus Elementaranweisungen, Axiomen zur Verkniipfung von Elementaranweisungen und
Axiomen zur Vereinfachung der Beweisfithrung.

Elementaranweisungen

Elementaranweisungen sind Anweisungen, die axiomatisch definiert sind. Man unterscheidet nach Ein-
zelanweisungen und Blockanweisungen. Blockanweisungen sind dadurch gekennzeichnet, dass sich inner-
halb der Blockanweisung noch Anweisungen befinden.

Die von uns benétigten Elementaranweisungen sind Variablendeklarationsanweisungen, Zuweisun-
gen, algebraische Operatoren (Addition, Subtraktion, Multiplikation), Boolsche Operatoren (Und, Oder,
Negation), Klammeroperatoren und for-Schleifenanweisungen. Eine axiomatische Definition dieser Ele-
mentaranweisungen in der Programmiersprache C erfolgt im Kapitel Gleichung (5.3).

Anweisungssequenzen

Mittels einer Elementaranweisung lassen sich keine komplexen Aufgaben l6sen. Ein Programm wird
daher aus einer Sequenz von Elementaranweisungen bestehen. Ein Axiom welches die PL-Ausdriicke
zweier Anweisungen zu einem PL-Ausdruck der Anweisungssequenz verkniipft, wird nun eingefiihrt.
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Dazu betrachten wir die beiden Anweisungen S und Ss, die nacheinander abgearbeitet werden sollen.
Die Frage ist, wie die Korrektheit der zusammengesetzten Anweisung S;; S bewiesen werden kann. Die
Vorbedingung dieser Anweisungssequenz sei V und die Nachbedingung P, d.h.

{V}S1; S {P} . (5.6)

Die Nachbedingung von S5; bezeichnen wir mit R. Sie stellt gleichzeitig die Vorbedingung von S, dar.
Fiir den Nachweis der Korrektheit kann man auf das folgende Axiom zuriickgreifen

{V} S {R} A{R} S: {P} = {V} S1; S {P}, (5.7)

d.h. der Nachweis kann auf das Zeigen der Richtigkeit von {V}S; {R} und {R} S, {P} zuriickgefiihrt
werden.

Durch Sequenzen von Elementaranweisungen kann man neue Anweisungen definieren. Fiir den Nach-
weis der Korrektheit der Anweisung darf man nur auf Axiome oder als korrekt bewiesene Anweisungen
zuriickgreifen. Fiir die effiziente Durchfithrung von Korrektheitsbeweisen bietet es sich daher an, ei-
ne Bibliothek neuer Anweisungen zu erstellen oder zu erwerben. Diese Module sollten einen moglichst
allgemein giiltigen Charakter besitzen.

Starkung, Schwichung

Die Axiome ,,Stérkung der Vorbedingung“und ,,Schwéachung der Nachbedingung*, welche auch gelegent-
lich als Konsequenzaxiome bezeichnet werden, konnen zur Vereinfachung von Beweisen genutzt werden.

Zur Erlauterung der Axiome gehen wir von einer Vorbedingung V; und einer Nachbedingung P,
bzgl. der Anweisung S aus. Das Axiom iiber die ,Starkung der Vorbedingung“ besagt, dass V auch
eine giiltige Vorbedingung bzgl. S und P, ist, wenn V schérfer als V; ist. Anders ausgedriickt, dass die
Vorbedingung V die Vorbedingung V; impliziert , d.h.

V= V,. (5.8)

Die Menge der Zustéinde, die V erfiillen, ist dann nicht grofler als die Menge der Zustande, die V; erfiillen.
Ist z z.B. eine komplexe Zahl und die Vorbedingung lautet V; = |z| < 3, dann ist mit der schérferen
Vorbedingung V = |z| < 2 auch V; erfiillt.

Das Axiom iiber die ,,Schwichung der Nachbedingung® besagt, dass P auch eine giiltige Nachbedin-
gung bzgl. S und {V,} ist, wenn P schwiicher als Py ist. Anders ausgedriickt, dass die Bedingung P, die
Bedingung P impliziert , d.h.

P, =P, (5.9)

Ist z z.B. eine komplexe Zahl und die Nachbedingung lautet Py = || < 1, dann ist die schwéchere
Nachbedingung P = |z| < 2 auch eine giiltige Nachbedingung,.
Beide Axiome lassen sich wie folgt kompakt darstellen

[({V1i} S{P:}) A (V= Vi) A (PL = P)] = {V} S{P}. (5.10)

5.3 Eine axiomatische Definition von Elementaranweisungen
der Programmiersprache C

Selbst bei so populdren Sprachen wie C oder C++ ist die Syntax im Detail beschrieben. Eine formale
Spezifikation der Semantik existiert aber nicht. Die Bedeutung der Anweisungen wird meist intuitiv den
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Anweisungsbezeichnern entnommen und nicht einer formalen Definition. Wir werden daher die Semantik
axiomatisch, formal und praxisgerecht definieren. Als Programmiersprache verwenden wir dazu C im
ANSI-C-Standard, da die entwickelte Software in das Programmpaket SPACE eingebunden werden soll,
das wir im Kapitel 3 vorgestellt haben. Die Definition erfolgt auf Grundlage von [Inte99]. Dabei werden
wir uns auf die Definition derjenigen Elementaranweisungen beschrinken, die wir benétigen, um unsere
Aufgabenstellung zu lésen. Da in unserem Fall der Sicherheitsaspekt im Vordergrund steht, werden wir
nicht jede Anweisung, die zur Verkiirzung der Programmlaufzeit fiithrt, verwenden.

5.3.1 Einzelanweisungen
Deklaration

Die Deklarationsanweisung einer skalaren Variablen lautet
vartyp a; . (5.11)

Die Vorbedingung ergibt sich aus der abgednderten Nachbedingung. Konjunktiv kommt die Existenz
des angeforderten Datentyps und die Tatsache, dass der Bezeichner giiltig und noch nicht verwendet
worden ist, hinzu. Die PL-Variable a.typ ist durch vartyp zu ersetzen. Zusétzlich wird a.l durch —1
ersetzt, um zu kennzeichnen, dass es sich um eine skalare Variable handelt. Formal erhalten wir das
Deklarationsaxiom zu

{P [Z&i%p} ['ill} ANvartyp € DANa g N Na e B} vartyp a; {P} . (5.12)

Deklaration von Feldern
Die Deklarationsanweisung einer Feldvariablen lautet
vartyp x[laengel; . (5.13)
Ein eindimensionales Feld stellt einen Vektor dar. Wir verwenden fiir die PL-Variablen die Bezeichnungen
x.v = [r9.v, 110, ...,Iz‘l_g.v,xz‘l_l.v]T und z,.v =x(v).v . (5.14)

Jede vektorielle PL-Variable trigt neben den Attributen der Variablen zusétzlich die Lange x.[. Die
vektorielle PL-Variable stellt dann ein Quadrupel dar, wobei x.v selber ein Vektor mit den Koordinaten
rxw,, v =12 ...,x.0—1Iist. Die Vorbedingungen sind denen der Deklaration von skalaren Variablen
ahnlich. Hinzu kommt noch die Bedingung, dass die Lange des Vektors positiv sein muss. Das Axiom
lautet daher

P [ia'f«gzp} [x ! } ANvartyp € DAz & N AN x € BAlaenge > Ovartyp x[laengel ; {P} . (5.15)

laenge
Zuweisung
Die Zuweisungsanweisung der Form
a=b;. (5.16)

Hierbei muss unterschieden werden zwischen einer Programmvariablen b und einer Konstanten b. Gehen
wir zundchst davon aus, dass b eine Programmvariable ist, lautet das Axiom

{Plh] A Maxgiyp > [bv| ANal=b.l=—1Natyp € DAbtyp =atyp}a = b; {P}. (5.17)
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Im Falle einer Konstanten b lautet das Axiom fiir den Datentyp int
{P[}*] ANMax; > |b| ANa.l = =1 Aa.typ = int}a = b; {P}. (5.18)

Die Zuweisung gilt nicht fiir float-Variablen. Im Falle von float-Variablen ist der Konstanten das Postfix
f hinzuzufiigen

{Pp ] A Maxs > |b| Aa.l = —1 ANa.typ = float}a = bf; {P}. (5.19)

Zuweisungen bei Feldern

Die Zuweisung der Form x [k]=y [m] ; folgt dem Axiom

{P [I’“-”‘”} A Maxg iyp > Ym0 AO< ko <2l—-1A0<muv<yl—1Axtyp=ytyp A z.typ € DA

Ym.v.U

1<kwv<MaxiAl<muw<MaxiAk.l=—-1Am.l=—1Aktyp = int Am.lyp = int}

x[k]=y[m]; {P}.
(5.20)

Algebraische Grundoperationen

Die konsequente Erweiterung der Zuweisung entsteht, wenn die rechte Seite nun nicht mehr durch
eine Konstante oder Variable gegeben ist, sondern durch mehrere mit algebraischen Grundoperationen
verkniipfte Variablen bestimmt ist. Weiterhin ist es so, dass die Variablen der rechten Seite auch durch
Konstanten ersetzt werden diirfen.

Unter den Variablen verstehen wir hier sowohl skalare Variablen, als auch Komponenten von Fel-
dern, wobei dann in der Vorbedingung noch konjunktive Verkniipfungen beziiglich der PL-Variablen der
Léngen und der Typen hinzukommen. Dies soll nicht wiederholt werden, da es bei der Zuweisung schon
erldutert wurde.

In der Programmiersprache C sind Operationen und Zuweisungen zwischen 'gemischten’ Datentypen
erlaubt. Insofern kénnte man daraus weitere Axiome fiir die algebraischen Grundoperationen ableiten.
Da wir diese im Verlauf der Arbeit nicht benétigen, verzichten wir darauf. Ebenso verzichten wir auf die
Division, da der WDF-Algorithmus keine enthélt.

Addition / Subtraktion von Ganzzahlen

Rundungsfehler treten nur dann auf, wenn eine Bereichsiiberschreitung vorliegt

{PlG0 £ e AMax; > [bv £ co[Aad=bl=cl=-1ANa.typ=b.typ=c.typ=int}a=b £ c{P}.
(5.21)

Addition / Subtraktion von Gleitkommazahlen des Typs float

Rundungsfehler treten i.Allg. auf. Zudem ist eine Bereichsiiberschreitung moglich

{P[((ll;?}v:tc.v—}—e(b.v:tc‘v))] AMaxg > |bv £ cv|ANal=bl=cl=—1Aa.typ=>b.lyp=c.typ==float}

a=b £ c{P}.
(5.22)
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Multiplikation von Ganzzahlen

Rundungsfehler treten nur dann auf, wenn eine Bereichsiiberschreitung vorliegt
{P[G0ycny) A Max; > [bv-co|Nal=0bl=cl=-1Na.typ=>b.typ=c.typ = int}
(5.23)
a=bxc{P}.
Multiplikation von Gleitkommazahlen des Typs float

Sowohl Rundungsfehler als auch eine Bereichsiiberschreitung treten i.Allg. auf.
(Pl coscpweoy] AMaxe > [bv-colAal=0bl=cl=-1Na.typ=">b.typ=c.typ = float}
a=bx*c{P}.
(5.24)

Die im Axiom (5.22) und im Axiom (5.24) auftretende Funktion e stellt den Rundungsfehler dar.
Dieser ist zwar kaum explizit auszudriicken, jedoch kann eine betragsméfiige Obergrenze angegeben
werden [Rumm98], [Babe95], [Inte99] und Anhang D.

Logische Operatoren

Im Zusammenhang mit den hier definierten logischen Operatoren wird der Variablen a.v der Wert 1
zugewiesen, falls die Aussage wahr ist, andernfalls 0

Pl nenl Nal=bl=cl=-1Natyp=">b.typ=c.typ=int}a = b && c; {P} (5.25)
PGy el Nal=bl=cl=—-1Natyp=">b.typ=c.typ=int}a = b || c; {P} (5.26)
(Pl <cn]Nal=bl=cl=—-1ANatyp=b.typ=c.typ =int}a = b < c; {P} (5.27)
Pl <cn]Nal=bl=cl=—-1ANatyp=>b.typ = c.typ = int}a = b <= c; {P} (5.28)
{P[((llfv>c.v)] Nal=bl=cl=—-1Nalyp=">b.typ=c.typ=int}a = b > c; {P} (5.29)
{P[‘(fvzc‘v)] Nal=bl=cl=-1Nalyp=">b.typ=c.typ=int}a = b >= c; {P} (5.30)
{P[‘(II;T’U:M)] Nal=bl=cl=—-1ANatyp=>b.typ=c.typ=1int}a = b == c; {P} (5.31)
{P[‘&f’v;ﬁc.v)] Nal=bl=cl=—-1Na.typ=>b.typ=c.typ=int}a = b != c; {P} (5.32)

{P[*JANa.l=b.l=—-1Nalyp=">b.typ=int}a = !b; {P}. (5.33)

—b.v
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5.3.2 Blockanweisungen
For-Schleifenanweisung

Die For-Schleifenanweisung lautet
for (S1;b;53){ Sy ;. (5.34)

Hierin stellt 57 die Anweisung zur Initialisierung einer Schleifenvariablen, b.v # 0 die Schleifenbedingung
und S3 die Anweisung zur Reinitialisierung der Schleifenvariablen dar. Sy ist die Anweisung, die innerhalb
der Schleife ausgefithrt wird.

Der Programmablaufplan der For-Schleifenanweisung ist mit Bedingungen im Bild 5.1 dargestellt.
Mithilfe der so genannten Schleifeninvarianten | gelingt die Beweisfithrung bei Schleifenanweisungen.
Wie der Name schon sagt, dndert sich die Schleifeninvariante wahrend eines Schleifendurchlaufs nicht.
Diese Eigenschaft macht man sich beim Beweis der Korrektheit zu nutze. Die konjunktive Verkniipfung
der Invarianten und der negierten Schleifenbedingung stellt die Nachbedingung dar. Zur Erfiilllung der
gestellten Aufgabe (Erreichung der Nachbedingung P aus der Vorbedingung V) sind mehrere Schleifen-
invarianten | geeignet. Die Schleifeninvariante muss vor der Programmausfiihrung bekannt sein. Zur
Forderung des Verstéindnisses dient die Darstellung der Anweisung mit den Bedingungen

v}
{
{In(bv#0)}
Sy
{Z}

I¥
{P}

for (S1; b S3){

Das Axiom lautet in der Kompaktnotation

{V}Si{} A{IA(bov#0)} Sy; S3{I} Abtyp =int Ab.l = —1
(5.35)
= {V}£or(S1;b;55){S} {IA(bv=0)}

und es gilt P = I Ab.v = 0. Zu beachten ist, dass die Klammern um S, syntaktisch zum C-Code gehoren
und nicht zu einer Bedingung.

5.4 Behandlung von Ausdriicken

In die bislang eingefiihrten Axiome lassen sich nur Elementaranweisungen einsetzen, welche keine arith-
metischen Ausdriicke, sondern nur einfache Programmvariablen besitzen. Um nun auch arithmetische
und logische Ausdriicke, wie sie im Abschnitt 5.3.1 beschrieben sind verwenden zu kénnen, werden noch
weitere Axiome notig. Mithilfe dieser Axiome kann eine Programmanweisung, welche einen arithmetische
Ausdruck besitzt, in mehrere einfachere Anweisungen zerlegt werden. Die in diesen Axiomen auftreten-
den Variablen b und c stellen PL-Variablen dar, welche nicht in den PL-Formeln V, P, oder | vorkommen
diirfen.
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Bild 5.1: for-schleife

5.4.1 Einzelanweisungen

Wendet man den unéren Negations-Operator auf einen Ausdruck expr an, so kann der Ausdruck vor
der Anwendung des Operators ausgewertet werden

{V Abl=—1Abtyp=1int}b = expr ; a = !b;{P} = {V}a = lexpr{P}. (5.36)

Ebenso konnen die Ausdriicke expr; und expry ausgewertet werden, bevor man einen beliebigen der
definierten bindren logischen Operatoren op auf die Ausdriicke anwendet. Wir erhalten dabei drei Félle.
Zunéchst zwei Ausdriicke als Operanden

{V Ab.typ = vartypel A c.typ = vartype2 Nb.l=—1ANc.l=—1}
b = expri; ¢ = exprg; a = b op c{P} (5.37)
= {V}a=(expry) op (exprsy) {P} .

Fiir vartypel bzw.vartype2 darf hier ein beliebiger Variablentyp aus D eingesetzt werden. Die Typiiber-
priifung erfolgt dann spéter bei der Auflosung von exprl und expr2 sowie bei der Zuweisung a=bop c.
Die anderen beiden Félle sind durch jeweils einen Operanden als Ausdruck und einen als Variable ge-
kennzeichnet, d. h.

{V Ab.typ =vartype N\b.l=—1}b = expr; a = b op c{P} = {V}a=(expr) opc{P}  (5.38)

und

b op c{P} = {V}a=bop (expr) {P}. (5.39)

{V ANctyp =vartype Nc.l = —1}c = expr; a
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5.4.2 Blockanweisungen

5.5 Einige Sitze

5.5.1 Skalarprodukt mit Variablen
Der folgende Satz stammt aus [Rumm98|. Eine Anweisungssequenz zur Berechnung des Skalarpro-

dukts der Vektoren b.v und c.v mit der Lénge N und den reellen Koordinaten by.v,bs.v, ..., bx.v,
C1.0,C2.0, ..., cy.v lautet

v}
{P}.

a= ((-(b_1xc_1)- )+(b_N—1 % c_N—1))+(b_N * c_N) (5.40)

Satz: Eine giiltige Vorbedingung ist

N N n
V= P[ ‘ } A b,.v cp.v| < Maxg b,vec,v] < Maxp Aa.l=—1
(bvew) /:\1| | n/:\2 ‘ ; |
(5.41)
N N N N
/\ bp.l = —1 /\ cn.l =—1A atyp = float A /\ a.typ = by,.typ /\ a.typ = c,.typ
n=1 n=1 n=1 n=1
wobei

N
blvew = E b,.v ¢,
n=1

gilt. Der angegebene Satz ldsst sich mit Hilfe von Axiom (5.22) und Axiom (5.24) beweisen [Rumm98|,
S.121-124. Wichtig ist in diesem Zusammenhang, dass fiir den Programmausdruck weder das Kommu-
tativgesetz noch das Assoziativgesetz gelten. Die Klammern diirfen nicht weggelassen werden, da die
Reihenfolge der Auswertung von Unterausdriicken gleicher Prioritdt in C nicht definiert ist [Brey96],
[Hero99.

5.5.2 Skalarprodukt mit Feldvariablen

Eine Anweisungssequenz zur Berechnung des Skalarprodukts der Vektoren b(x).v und ¢(y).v mit der
Lénge N und den reellen Koordinaten by (x).v,be(x).v,. .., bn5(z).v,c1(y).v, ca(y).v, ..., cn(y).v lautet

v}
{P}.

alz] = (C---(b_1[x] *c_1[yl)--- )+( bN[x] * cN[y]) (5.42)
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Satz: Eine giiltige Vorbedingung ist

a(z.v)

N N n
V=P } A bn(zv).v cu(y.v).v| < Max b,(z.v).v ¢, (y.v).v| < Max
sy sctye) A @00 cnlg0)0l S Mase A\ |30 (00)0 cuf)0] < My

n=1 n=2 v=1

AN 0<zv<al—1N0<z0v<bl—-1AN0<yv<c.l-1

N N (5.43)
A a.dlyp = float A /\ a.typ = by.typ /\ a.typ = cp typ
n=1 n=1

A 0<zv<Max; A0 <zwv < Max; A0 < y.vo < Max;

AN zl=yl=xl=—-1ANztyp=2x.typ=y.typ = int

wobel
N

b" (z.v).ve(y.v).v = Z by(x.v).v c,(y.v).v

n=1
gilt. Einer der beiden Vektoren kann auch durch einen Vektor mit Konstanten ersetzt werden. In dem
Fall eriibrigen sich die Forderungen an den ersetzten Vektor.
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Kapitel 6

Der Algorithmus

Ziel dieses Kapitels ist es, einen durch formale Methoden verifizierten Algorithmus durch Verkniipfen
von Elementaranweisungen der Programmiersprache C anzugeben, der ein lineares, konstantes MDWDF
fiir ein quaderférmiges Berechnungsgebiet simuliert. Die Anweisungssequenz soll eine Abtastschicht be-
rechnen und einen, geméfl Kapitel 3.5 spezifizierten, Funktionsbaustein des Programmpaketes SPACE
darstellen, [Voll04b].

Inhalt des Kapitels 6.1 ist es, Vor- und Nachbedingungen des Algorithmus anzugeben. Dies entspricht
im Softwareentwicklungsprozess dem Ubergang von der Anforderungsspezifikation zur formalen Spezifi-
kation. Fiir den formalen Korrektheitsbeweis verzichten wir allerdings aus Griinden der Ubersichtlichkeit
auf eine Beriicksichtigung der Laufzeit. In den Kapiteln 6.2 bis 6.7 erfolgt zu den Teilanweisungen die
manuelle Softwaresynthese. Zudem wird die Erfiillung der in Kapitel 6.1 festgelegten Vor- und Nachbe-
dingungen jeweils nachgewiesen. Im Kapitel 6.8 erfolgt schliefSlich eine Zusammenfassung und Bewertung
der Ergebnisse.

6.1 Gesamtanweisung und Nachbedingung

In diesem Unterkapitel werden wir zunéchst die relevanten Ergebnisse der vorherigen Kapitel rekapitu-
lieren, insbesondere die Voraussetzungen fiir die Giiltigkeit der folgenden Ergebnisse wiederholen. Um
einen leichteren Ubergang zur formalen Spezifikation zu erméglichen, werden anschlieBend die Glei-
chungen aufbereitet. Zum einen werden wir die Wellengréflen zu dimensionslosen Grofien normieren
und zum anderen wird die Darstellung der Giiltigkeitsbereiche mittels Allquantoren auf konjunktiv ver-
kniipfte Pradikate umgeformt. Es folgen Definitionen von Pradikaten, die eine einfacherer Schreibweise
ermoglichen. Danach geben wir einen Algorithmus an und illustrieren diesen anhand von Programm-
ablaufplanen. Diesen Grobentwurf zerlegen wir wiederum in sequentiell abzuarbeitende, syntaktisch zu-
sammengehorige Teilanweisungen. Abschlieffend legen wir die im Kapitel 6.2 bis 6.7 benétigten Nach-,
Zwischen- und Vorbedingungen fest.

Das Vorgehen und die Voraussetzungen zur Einbindung mehrdimensionaler linearer konstanter Wel-
lendigitalfilter bei quaderféormigen Berechnungsgebiet in das Programmpaket SPACE nach Kapitel 3
wird wie folgt zusammengefasst :

e Ein Funktionsbaustein stellt den algebraischen Teil eines mehrdimensionalen Wellendigitalfilters
dar und jeder Aufruf eines Funktionsbausteins entspricht der Berechnung einer Abtastschicht des
Wellendigitalfilters und somit dem Fortschreiten der physikalischen Zeit.

e Die Einginge des Funktionsbausteins sind die Quellen-Wellen des Wellendigitalfilters.

e Die Ausginge des Funktionsbausteins sind die Spannungen und Stréme an den Toren des Refe-
renznetzes.
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e Wir gehen davon aus, dass das Verhalten der Feldgrofien am Rand algebraisch modelliert wird.

e Die abgeénderte Schnittstelle fiir Funktionsbausteine des Programmpaketes SPACE nach Kapitel
3.5 wird genutzt.

Die Gleichungen (2.219), (2.221), (2.228) und (3.16) aus den Kapiteln 2.9, 2.10 und 3.5, die ein
mehrdimensionales Wellendigitalfilter beschreiben, lauten in den Variablen p

be(p) = Lgby(p) + Loby(p) + Lebe(pn) V. peg (6.1)
ars(p) = Ab(p) V peg, (6.2)
af(p) = Pucb(n) ¥V (k=1,2,... K —1)A(ne€G)A(u+hy €Go) (6.3)
bi(w+hy) = Pub(p) ¥V (k=12 K)AN(peG)A(u+hys€Q) (6.4)
bi(p+er) = Ra" ™D (u) V (k=1,23A(neG)A(+h.cGy) und (6.5)

Bipter) = Rl (i) V (k=456 A (e G)A(u+h, €Go),

wobei wir der Ubersicht halber die Tilde weglassen und die gestrichenen GréBen in Gleichung (6.1) durch

ungestrichene Groflen ersetzen. Zu beachten ist, dass die Struktur fiir ein beliebiges mehrdimensionales

Wellendigitalfilter mit der in Gleichung (2.49) gewéhlten Transformationsmatrix H gleich ist. Diese Re-

gelméafigkeit ercffnet gerade die Moglichkeit einer strukturierten Programmsynthese und dariiber hinaus

eine systematische und allgemeingiiltige Verifizierbarkeit der Code-Struktur gegeniiber der Spezifikation.
Fiir den Ubergang von dimensionsbehafteten zu dimensionslosen GroBen definieren wir

u
uy = —, up ...Bezugsspannung
up
iy = —, ig ...Bezugsstrom
(2]
R .
Ry =—, Rp ...Bezugswiderstand
Rp
(6.6)
Gy =GRp
b
by = —, bg ...Bezugswelle
b
a
ay = —
N bs

Die Wellengroien sind mit Kirchhoft’schen Grofien itber Gleichung (2.66) miteinander verkniipft. Wir
fordern, dass diese Beziehung fiir normierte Groéfen erhalten bleiben soll, d. h.

av | LI GY' Ry | [y (6.7)
by 2 G}\{Q —R%Z in | '
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al _, |an :bl G\* R’ uy :bl G\’ /up RY?/ig u (6.8)
b B bN B2 G}V{Z _R}\{Q ) Bz . s .

G2 — G%2z_g und RY? — R%Q?—ﬁ . (6.9)

Ihre Multiplikation liefert

b b
1=G7’R"?=G*ZR*E = b3 = upig (6.10)

up 1B
und mit invertierter 2. Gleichung (6.9) liefert die Multiplikation

G=Gy-L = Ry="2. (6.11)
up !B
Somit sind nur 2 der 4 Bezugsgrofien frei wihlbar. Im Folgenden werden wir den Algorithmus in den
normierten Grofen entwickeln. Um die Ubersicht zu wahren, wollen wir allerdings den Zusatz N fiir die
normierten Gréfen in dem Algorithmus weglassen.

Nun werden die Gleichungen (6.3) - (6.5) so umgeformt, dass die Allquantoren verschwinden. Insbe-
sondere ist es das Ziel der folgenden Uberlegungen, festzustellen, in welchen Intervallen die Variablen
1, p2 und pg liegen, wenn die Vektoren g den beiden folgenden Restriktionen unterliegen:

a) (weg) A (p+h, <G

b) (megG) A (n+h,€g)

Diese Bereiche geben uns an, fiir welche Werte der Variablen puq, p2 und pug wir welche Gleichung zu
erfiillen haben.

Gemaf Kapitel 2.4 sind G und Gy durch

neg 0< iy <P, —1N0<puy<P,—1AN0<p3<P,—1und

nweEG : (0> Vu >P, —1)V(O0>uVu>P,—1)V(0>usVus>P~F,—1)

definiert. Zur weiteren Beantwortung der Frage betrachten wir als Voriiberlegung die Koordinate o des
Vektors p, wobei spéter die Koordinaten fiir o = 1,2, 3,4 miteinander verkniipft werden miissen um
das Gebiet zu beschreiben. Hierbei unterscheiden wir danach, ob das Element der Matrix H den Wert
1, —1 oder 0 besitzt.

1. hee =1
a) (0<pp<Pp —DAWO>p+1Vpp+1>P, —1) =p, =P, —1
(6.12)
b) 0<p;, <P, —1)ANO0<pu,+1<P,, —1) =0<jp, <P, —2
2. hye=—1
a) 0<pe <P, —1)ANO>p,—1Vp,—1>PF, —1) =p, =0
(6.13)
b) 0<pu, <P, —-1)AN0<p,—1<P, —1) =1<pu, <P, —1
3. hoy =0

b) <0§/’LU§P$J_1)/\(OSI’LUS‘an_l)E(OSMUSPxo_]‘)
a) Dieser Fall ist wesentlich komplizierter. Wir miissen hier die Félle unterscheiden, in denen die anderen
beiden der ersten 3 Spaltenelemente gleich null sind und die, in denen sie es nicht sind.
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K | Ry a) (LeG) N (p+h,€G)|b) (LeG) A (u+h,eg)
Ll hy=1 1 =P —1 0<u <P, —2
hoy =0 0<p <P, —1 0<pu <P, —1
h3i =0 |0< 3 <P,y —1 0<puz <P, —1
2| hia=0 0<pu <P, —1 0<m <P, -1
has =1 fo = Py, — 1 0<pup < Pp, —2
hso =0 [10< s <P,y —1 0<pus <P, —1
3| hiz=0 0< i <P, —1 0<um <P, -1
hoas=0 [0< pup <Py, —1 0< <P, —1
haz =1 /1/3:ng_1 OSM3SPM—2
4 1 hy=-1 | = 1<m <P -1
hos =0 0<p <P, —1 0<pu <P, —1
has =0 | 0< u3 < P,y —1 0<puz3 <P, —1
5(/hs=0 |[0< <P, —1 0<u <P, —1
hos = =1 | 2 =0 1< <P,—1
has =0 | 0< 3 < P,y —1 0<puz3 <P, —1
6|he=0 |0< <P —1 0<u <P, —1
hog =0 [0< e <P, —1 0<pu <P, —1
hse = =1 | pus =0 1< s <Py —1
har =0 0<pu <P, —1
hsz =0 0<pus <P, —1
0<6< P, PP, — 1

Tabelle 6.1: Grenzen

1) Wir wollen dies am Beispiel x = 1 diskutieren. Hier gilt hy; = 1 und fiir die anderen beiden Spalten-
elemente hio = hy3 = 0. Fiir das Priadikat g + h; € Gy ergibt sich als konjunktive Bedingung

0<pp <Py —1) A< ps< Py —1). (6.14)
Das Pradikat pu + hy € Gy ist mit p € G konjunktiv zu verkniipfen und liefert fiir die Spalten 2 und 3
O0<p<P,—1)ANO0<us<P,—1). (6.15)

Hinzu kommt die konjunktive Verkniipfung mit den in Gleichung (6.12) ermittelten Ergebnissen fiir die
erste Spalte, d.h. g = P, — 1 .
2) Nun betrachten wir das Beispiel x = 7. Hier gilt neben hy7; = 0 auch fiir die anderen beiden Spalten-
elemente h7o = hy3 = 0.

Da G und G fiir ein konstantes py disjunkt sind, gilt

(wegG) AN (u+hreGy) =FALSE (6.16)

Die Bedeutung dieses Resultates ist, dass fiir den in 1) genannten Bereich die Aussage wahr ist und
fiir den in 2) genannten Bereich die Aussage falsch ist.

Fiir jedes x und der Kenntnis von H muss jeweils fiir ein Spaltenelement 0, —1,1 unterschieden
werden. Das ergibt die in der Tabelle 6.1 dargestellten Grenzen.
Bemerkung : Sowohl an (u € G) A (u+h, € Go)V (r €G) AN (u+ h, € G)=p € G (die disjunktive
Verkniipfung wirkt wie eine Vereinigung der Mengen), als auch an den Werten in der Tabelle ist zu



6.1 Gesamtanweisung und Nachbedingung 109

erkennen, dass sdmtliche Punkte, fiir die p € G gilt, abgearbeitet werden. Mit der Tabelle sind wir
spéter in der Lage, den Schleifenanfang und die Schleifenabbruchbedingung in den Variablen i, g1, i3
festzulegen.

Wir wollen nun die Auswirkungen einer Verschiebung des Vektors p nach p + h,; auf § untersuchen.
Konkret méchten wir die wie folgt definierten ¢,, bestimmen

() + 9, =0(p+ hy) . (6.17)
Nach Gleichung (2.230) gilt

0(p) = pu + paPo, + psPo Py =p'c , ¢ =1, Py, Py Py, (6.18)
und es folgt

6 =0(m+h,)—6(pw)=pc+hlc—prec=hlc. (6.19)
Im Einzelnen ergeben sich die folgenden Werte

h=—0=1,0=—05=0PF, ,03=—0= P, P, , 07 =0. (6.20)

Wir fiihren nun eine Reihe von Pridikaten ein, deren Gegenstédnde der Ortspunkt des Sollwertes,

ausgedriickt durch gy, pe, pz und der Ortspunkt des Ist-Wertes ¢ ist. Die Wahrheit eines Prédikates
entspricht der Tatsache, dass der Wert der Programmvariablen (der Ist-Wert) identisch mit dem ge-

forderten Wert (dem Sollwert) ist. Wir benétigen jeweils ein Priadikat fiir die ausfallenden Wellen der
nichtdynamischen Bauelemente

Pfik (M17M27u376) = bek(u’) = bek(é)‘v ) (621)

die Ausgangswellen der Quellen

qu (,UJ1,H27,UJ375) = bqk(p') = bqk(é)v ) (622)

die Ausgangssignale des Funktionsbausteins

Parsr (1,0) = apg(p) = apg(0).v, (6.23)

die einfallenden Wellen der Verzogerer am Rand

Pok (1, pas 13, 0) = agy(p) = ay,.(0).v (6.24)

und die ausfallenden Wellen der Verzogerer

Diese Priadikate nutzen wir, um weitere Pradikate zu definieren. Wir verkniipfen konjunktiv die soeben
definierten Pradikate, ausgewertet an Ortspunkten eines Gebietes, um die Gleichheit von Soll-und Ist-
wert in einem Gebiet auszudriicken. Zunéchst definieren wir Priadikate fiir die ausfallenden Wellen der
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Verzogerer innerhalb des Gebietes (u € G) A (u+ h,, € G)

Pyy =2 Poy—1 Pyg—1 n}

Prllorm = /\ /\ /\ /\ P;k(ﬂl+1vﬂ27ﬂ375+51)

p1=0 p2=0 p3=0 k=1
Poy—1 Poy—2 Pog—1 n2

P1210rm = /\ /\ /\ ng(ﬂhﬂ2+1aﬂ375+52)

p1=0 p2=0 p3=0 k=1
Puy—1 Puy—1 Pyy—2 n

P?lorm = /\ /\ /\ ng(ﬂl,ﬂ2aﬂ3+1,6+63)

M1 =0 p2=0 pu3=0
—1 Ppy—1 Pyg—1

= A A A

=1 p2=0 p3=0
Pyy—1 Ppy—1 Pyy—1

Prom= A AN

p1=0 po=1 p3=0
Puy—1 Puy—1 Ppy—1

Prom= A AN

p1=0 p2=0 p3=1
Py —1 Ppy—1 Ppy—1

Prom= A A\

p1=0 p2=0 p3=0

[SRN)

i
I

Pow(p1—1, pia, i, 6+64) (6.26)

==

B
Il
R

P (p1, o —1, p3, 0+05)

==,

i
I

ng(M17 H2, :U'3_17 5+56)

>

i
I

PZk(M17M2aM375+57) )

=z

B
Il
R

oder kompakt

xr—e—_4h, ny

3 P
/\ /\ /\ Phu (11 + P, pt2 4 how, i3 + e, 0+0,) A

k=1 4= 0 k=1

PI]OI"II]

(6.27)

Phe (i1 4 haw, pro 4 hoy, i3 + haw, 0+6,)

> &

AN,

|

IS

";
??‘
Il
—

Weiterhin definieren wir Préadikate fiir die ausfallenden Wellen der Verzogerer des Gebietes (u € G) A
(/1' + hn € gO)

Pupz, 13) = J\ Phy (0, sz, i, ([0, iz, prs]” /\ Pyi (Poy — 1, 2, 13, 0([Pay — 1, 2, 3] "))
k=1

Py(p1, p3) = /\ Pbk f11, 0, g, 6([p21, 0, Ms /\ Pos (111, Poy — 1, 13, 0([a, Py — 1,M3]T)) (6.28)
k=1 k=1

3 6
ny v

Pz(Mh:UJZ) = /\ ng (Mh:UJZaOv(S([:U“anJZvO]T)) A /\ ng (:U“lvu%an - 176([M17M27P173 - I]T)) .

k=1 k=1

n

Der néchste grofle Block von Pradikatsdefinitionen gilt den einfallenden Wellen der Verzogerer des Ge-
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bietes (u € G) A (u+ h, € Gy)

4
Ny

Pax (12, 113) /\ PLe(Pay = 1, 12yt 6([Pry = 1, g2, ps] ) A\ P (0, a2, 1, ([0, p1z, 3] "))
k=1
n3 ny
ay M17M3 /\ /1/17 17/1/376([M17sz - 17”3]T)) A /\ P /1’170 M376([M1707M3]T))
k=1 k=1
) ng
Paz(Mh:UJZ) = /\ sz(ﬂl,MZ,ng - 175([M17:UJ27PZ3 - I]T)) A /\ ng(ulv:UJ27076([:U“17M270]T)) .
k=1 k=1
(6.29)
Uber die ganzen Randflichen ergibt sich
Pry—1 Proy—
avx - /\ /\ Pax /1/27,u3
pn2=0 p3z=0
Ppy—1 Ppy—1
avy /\ /\ Pay Mlnu'3 (630)
p#1=0 p3=0
Poy—1 Py
avz = /\ /\ Paz ,U'17N2 .
#1=0  p2=0

AuBerdem benotigen wir Pradikate, die genau dann wahr sind, wenn die Werte der Variablen der Quel-
lenwellen

"‘U
—
3
=]

Pq

Pyk (11(0), p2(6), p13(6), 0) (6.31)

>
Il
o
B
Il
R

und die Werte der Verzogerer

P-1

= NA A

i >§

6), u2(9), us(0), 0) (6.32)

den tatséchlichen Werten im gesamten Berechnungsgebiet entsprechen. Im Folgenden werden wir ei-
ne Reihe von héufig verwendeten logischen Pradikaten definieren, die uns spéter bei dem eigentlichen
Korrektheitsbeweis eine einfachere Schreibweise ermoglichen. Hierbei dient

Pdec = Pdecbq A Pdecbv A PdecFB A Pdecuv A Pdecbe A Pdecav (633)
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mit
Piechq = /\ byn-typ = float A P <b,,.1 < Maxi}
n=1
7T ong
Paechv = /\ /\ atyp = float A P < by .1 < Max;]
Pdecbe = /\ en-lyp = float A P <b,,.l < Max;]
(6.34)
PdccaFB = /\ [apg,-typ = float A P < app,,.l < Max; |
Z ny
Piecay = /\ /\ [al,.typ = float A P <al, .l < Max;]
S 3
Piecww = ddyp=int A d.l=—-1A /\ [p . typ = int A p,..l = —1]

k=1

fiir die Deklariertheit von vektoriellen Variablen der richtigen Lénge. Dabei unterscheiden wir zwischen
denen, die vor der Ausfithrung von S,; schon deklariert sind und denen, die noch deklariert werden
miissen. Das wichtigste Priadikat ist das korrekte WDF, welches aus Gleichung (6.1) bis Gleichung (6.5)

entsteht

Pm—e
Pwor =\ be(p) = Lyby (1) + Luby(p) + Lebe (1) A arp(p) = Ab(p)
p=0
3 Pm e—_4hh ny 7 Pm—e nk
/\ A /\b”;ﬁ—h = Pcbe(p /\/\ A Abe+h)
_4p=0 k=1 4H—_—4hnk 1
Ppy—1 Ppy—1

A A\ allw) = Pubi(p) A bi(n+er) = Rlal(p) A = Pry — 1

pn2=0 pu3=0

Py —1 Pyy—1

AN\ al(w) = Pube(p) A bl(pn+er) = RPal(p) Ay = P, — 1

p1=0 p3=0

Ppy—1

Py —1
AN @dw) = Pucb(p) A bl(p+er) = RPaS(p) A s = Pr, — 1

#1=0 p2=0

Pyy—1 Ppy—1

A /\ al(w) = Pucbe(p) A b)(p+ e7) = Roal(p) A pis =0

p1=0 p2=0

Pv“ebe(ﬂ')
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/\ /\lem,—O/\ ||| > | La|| V& A /\ ||| > || R x| ¥ 2A

p=lv=p k=1

Pry—1 Py
N /\ = Puicb(p) A by(p+er) = Rlay(pu) A =0

p2=0 p3=0

Ppy—1 Pry—1
/\ /\ a’i(/"’) = Pv5ebe(p') A bi(u + 87) = R5a12}([1,) A o = 0

#1=0 pu3=0

3
N\ Max; > P, >0 A Py, € N|AP = Py, Py, Py AMax; > P (6.35)

Weiterhin definieren wir ein Pridikat, welches im Zusammenhang mit der Uberschreitung des Werte-
bereichs der abhéngigen Variablen verwendet wird

P—1 ng
maX - /\ Z |bql/ /U|2 + Z |bvl/ /U|2 < MaXf /(/624) ) (636)

6=0 v=1

wobei die Konstante 3 > 0 sich aus

6 = max {max{ Rx,, Gt} (6.37)

ergibt und Ry, Gy, die (normierten) Torwiderstdnde bzw. Torleitwerte sind. Unter Beriicksichtigung
von Gleichung (A.4) gilt # > 1. Somit kann das Radizieren in den Operator hineingezogen werden, so

dass
= max {max { /B, /G | (6:3)

entsteht. Zudem bendtigen wir

Pypy—1 Pry—1 _n':(l] nd ]
Pasemax = N\ /| /\ 100, (5[0, o, ps] )| < Maxe A/ las, (6([Pa, — 1, piz, 3] )| < Maxs |

p2=0 pu3=0 _V:l v=1 ]

=1 Pog— I n; n; 1

Py max = /\ /\ A 1208 ([, 0, a] )] < Maxe A A\, (6([ur, Pry — 1 pa] )| < Maxg |

pn1=0 pu3=0 _1/:1 v=1 ]

Py, —1 Py—1 [ 03 R .
PaVZmaX = /\ /\ /\ |a3u(5([ﬂl,ﬂ2aO]T)| < MaXf A /\ |agu(6([:u17u2v PZs - 1]T)| < MaXf )

pn1=0 p2=0 _1/:1 v=1 ]
Pav max = PaVX max /\ Pavy max /\ Pavz max und

P—1 ne

Poomax =\ /\ [b0,(8).0]26 < Max; .
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(6.39)

Zum Abschluss benttigen wir fiir die korrekte Abbildung des Vektors p ins Eindimensionale das Pradikat

PupED = i + poPry + 3Py Pry = (1) - (6.40)
Im engen Zusammenhang damit steht der folgende

Satz 2 Sei {V} delta = mul + mu2 * P, + mud *x P, x P, ; {P}.
Wenn dazu die Nachbedingung P =P N0 < d.v < P — 1A Py ist, dann ist

0< 10 <Py —1A0< 190 < Py, —1A0 < pig0 < Py, — LAP [f;‘vwﬂpzlﬂs‘vpﬁpw APaec (6.41)

eine giltige Vorbedingung {V}.
Beweis 2

Durch Verwendung von Gleichung (2.233) i.V.m. Gleichung (2.230) erhalten wir

0 < p1.v+ povPy, + p3 0Py Py < P—1AP [fif-sz-val+u3-valeJ A

Pgec A 0.0l =—=1 A 0.typ = int A |p.v] < Maxg A |p1.0 4+ P, po.v| < Max; A (6.42)

3
|10 + Py pio.v + Py, Ppypig.v] < Max; A /\ [l =—1 A p,typ = int] .
I=1

Zunéchst stellen wir fest, dass die auftretenden Typ- und Langenbedingungen abgetrennt werden kénnen,
da sie von Pg.. impliziert werden.

Hinreichend fiir 0 < pi1.v + po.v Py, + p3. 0Py, Py, < P—1mit P = P,, P, Py, ist, wie im Kapitel 2.11
gezeigt

0< mw<P,—1AN0< pov <P, —1AN0< pzv <P, —1 (6.43)

Zudem eriibrigt sich die weitere Betrachtung der Teilsummen, da die Summanden dieses Skalarproduktes
nicht negativ sind. Pge. impliziert die Aussage P—1 < Max;, so dass mit 0 < pq.04p0. 0Py, + 3.0 P, Pry <
P — 1 die Aussage 1.0 + p2. 0P, + pu3.vP,, P, < Max; auch aus Gleichung (6.42) abgetrennt werden
kann.

Wir kommen nun zur eigentlichen Problemstellung zuriick, der Formulierung eines Algorithmus zur
Berechnung eines mehrdimensionalen Wellendigitalfilters, welcher sich in das Programmpaket SPACE
einfiigt. Hierbei beriicksichtigen wir, dass der Aufruf der Funktionsbausteine durch die Ablaufumgebung
erfolgt. Bild 6.1 zeigt den Teil der Ablaufumgebung, der die Funktionsbausteine aufruft. Die d&uflere nicht-
terminierte Schleife stellt die Ablaufumgebung dar, die iiber die Funktionsplangruppen und den Funk-
tionsplanen die einzelnen Funktionsbausteine aufruft. Die diskrete Variable u; des Wellendigitalfilters
entspricht der diskreten Variablen der Ablaufumgebung, d.h. das Fortschreiten von einer Abtastschicht
zur nichsten entspricht dem Aufruf des MDWDF-Funktionsbausteins, wie im Kapitel 3 gefordert. Der
Funktionsplan umfasst den MDWDF-Funktionsbaustein und weitere Funktionsbausteine. Der Teil des
Programmablaufplans innerhalb der gestrichelten Linie ist eine detailliertere Darstellung des mehrdi-
mensionalen Wellendigitalfilters. Hinter dem Anweisungsblock zur Ermittlung der Verzogererwerte der
neuen Abtastschicht verbergen sich die im Bild 6.2 dargestellten Anweisungsblocke, die wiederum spéter
im Detail exemplarisch im Bild 6.5 dargestellt werden. Beim Aufruf des MDWDF-Funktionsbausteins
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¢

pr =0

%

Funktionsbausteine berechnen

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr T e
5—0 MDWDF-Funktionsbaustein :
T
nein
o<P
ja
Wellenvektor b.(d) neu be-
rechnen, Gleichung (6.1) 0= 0+1
A
|
— e => i+ 1
A
=0
v
nein /< o
ja
Ausgangswerte nach
Gleichung (6.2) berechnen 0 == 0+1

| }

Y

Verzogererwerte b, (d)
der neuen Abtastschicht
berechnen (Bild 6.2)

Funktionsbausteine berechnen

Bild 6.1: Einbindung eines MDWDF-Funktionsbausteins in eine Ablaufumgebung
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Y

Eingangswellen der Verzogerer
nach Gleichung (6.3) berechnen

Y

Normale Verzogererberechnung
nach Gleichung (6.4)

Y

Verzogererberechnung am Rand
Gleichung (6.5)

v

Bild 6.2: Verzogererwerte b, (0) der neuen Abtastschicht ermitteln

werden zunédchst die Wellengrofien der nichtdynamischen Elemente nach Gleichung (6.1) berechnet. Im
Anschluss konnen die Ausgangswerte des Funktionsbausteins nach Gleichung (6.2) ermittelt werden.
Darauf folgend berechnen wir die Eingangswellen der Verzogerer am Rand gem#f Gleichung (6.3).

Wir wollen an dieser Stelle noch einen wichtigen Aspekt erldutern. Bis einschliefllich Gleichung (6.3)
wurde nur lesend auf die Ausgangswellen der Verzogerer mpp = b,([e, e, e, 1;.0]") zugegriffen. Nach
Gleichung (6.3) wird nicht mehr lesend darauf zugegriffen, d.h., ab hier werden die Verzogererwerte
der aktuellen Abtastschicht nicht mehr benétigt. Bei der Berechnung der Verzogererwerte der ndchsten
Abtastschicht starten wir mit den Verzogererwellen, die keine Randbehandlung benétigen, d. h. also mit
Gleichung (6.4). Hierbei betrachten wir nun mpp als die Verzogererwerte der niachsten Abtastschicht,
d.h. es gilt mpp = b,([e, e, e v + 1Y) Der Zugriff auf mpp erfolgt nun schreibend. Dass wir die
Verzogererwerte der néchsten Abtastschicht berechnen, erkennen wir daran, dass p;.v immer noch den
gleichen Wert hat und im Argument von b, der Wert pux.v + 1 steht. Insbesondere ist zu beachten, dass
erst nach Inkrementierung von py.v die Beziehung mpg = b,([e, e, e, ,uk.v]T) gilt und erst dann mgp
wieder benutzt werden darf.

Zum Abschluss berechnet man sequentiell die Verzogererwellen des Randes nach Gleichung (6.5).
AufBlerhalb des Funktionsbausteins wird p.v inkrementiert. Fiir den lesenden Zugriff auf b, gilt nun
mpp = b,([e, e, e, p;.0]").

Das erlauterte Vorgehen entspricht einem Grobentwurf, also einer Zerlegung der Gesamtanweisung
Salg in aufeinanderfolgende Teilanweisungen, d. h.

Salg = Sdekl; Sbe; Saus; Sav; Snorm; Srand . (644)

Aus bereits im Kapitel 5 diskutierten Griinden werden wir den Korrektheitsbeweis fithren, indem wir
eine Vorbedingung aus einer vorgegebenen Nachbedingung ermitteln.! Insofern ist es sinnvoll, an die-
ser Stelle die Nachbedingung des Algorithmus formal zu spezifizieren, um auf dieser Basis dann die

!Die Bedingungen stellen Pridikate dar, die von ungebundenen Variablen abhingen. Streng genommen miissten die
Bezeichner der Pridikate mit diesen Gegenstiinden erfolgen. Der Ubersicht halber wollen wir dennoch darauf verzichten.
Beispiel : Sei P(z) = x > 0. Dann schreiben wir anstatt P(z) nur P. Dieses unprézise Vorgehen wirft aber insbesondere
dann Probleme auf, wenn die Ersetzungsregel genutzt wird. Falls im weiteren Verlauf der Arbeit auf ein Pridikat die
Ersetzungsregel angewendet wird, werden wir abweichend von der obigen Vereinbarung die prézise Darstellung wéhlen.
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Teilanweisungen zu entwerfen. Die Nachbedingung an den Algorithmus stellt den Datenzustand des
Programms dar, der nach Ausfithrung des Algorithmus erreicht werden soll. Wir fithren hierfiir weitere
Zwischenbedingungen ein

Bedingung Anweisung Kommentar
{Vv}

Sdekl Variablendeklarationen
{Packi }

She Berechnung des Vektors b,
{Pbe}

Saus Berechnung der Ausgangssignale app
{Paus}

Sov Berechnung der Verzogererwerte a, am Rand
{Pav}

Shorm Berechnung der Verzogerer b, im Normalfall
{Pnorm}

Srand Berechnung der Verzogererwerte b, am Rand
{P}

{V}Sug{P}
{V}Sdekl{Pdekl} {Pdekl} S;)e{H)e} {H)e} Sdus{Paus} {Paus} Sav{Pav} {Pav} Sﬁorm{Pnorm} {Pnorm} AS11zmd{|:3rand}

Bild 6.3: Ubersicht iiber den Korrektheitsbeweis

Im Bild 6.3 ist der Algorithmus und die Zerlegung in sequentielle Teilanweisungen dargestellt. Dieses
Diagramm und die folgenden Diagramme sind so zu verstehen, dass aus der Korrektheit aller unterge-
ordneten Prédikate die Korrektheit des iibergeordneten Pradikats folgt. Die einzelnen Teilanweisungen
werden in den Kapiteln 6.2-6.7 festgelegt. Jede Nachbedingung dieser Teilanweisungen soll aus der kon-
junktiven Verkniipfung der Vorbedingung und einem bestimmten zuséitzlichem Teil bestehen. Um diese
zusétzlichen Nachbedingungen von den Nachbedingungen zu unterscheiden, kennzeichnen wir die Be-
zeichner der Préadikate dieser zusatzlichen Nachbedingungen mit einem ’.

Mithilfe der definierten Priadikate konnen wir nun die zusétzlichen Nachbedingungen der 6 Teilan-
weisungen aus Gleichung (6.44) in der folgenden Tabelle darstellen
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Anweisung | zusétzliche Nachbedingung
Sdekl Pge = Pdecbe A Pdecav A Pdecuv
P—1 ne
She be = A\ /\ Per (12(0), 12(6), 113(8), 8) A Prema
0=0 k=1
P—1 nga
Saus P;us = /\ /\ PaFBk ([.1,((5), 6)
0=0 k=1
SaV P;V = P:ivx A P:ivx A P,avx A PaV max
7
Snorm P;orm = /\ Pgorm
1,;;:2171 Prg—1 Py —1 Ppy—1 Ppy—1 Ppy—1
Srand Piand = /\ /\ PX(IUQ?NQ%) A /\ /\ Py(Ml?M3) A /\ /\ PZ(Ml?MZ)
u2=0 pz=0 #1=0 p3=0 #1=0 p2=0

Die Nachbedingung des Gesamtalgorithmus ist nun die konjunktive Verkniipfung mehrerer dieser Be-
dingungen, d.h.
P=PlsAPiom A Pranax N Prandy A Prands - (6.45)

randx randy randz

Die in der Tabelle auftretenden und nicht in P beriicksichtigten Bedingungen kénnen beispielsweise die
Speicherung von Zwischenwerten fordern.

Bevor wir zur eigentlichen Beweisfiihrung iibergehen, geben wir die Grobiibersicht noch einmal an,
diesmal aber mit den Zwischenbedingungen

Bedingung Anweisung
{V} = PWDF A Pq A Pv A Pdecbq A Pdecbv A PdecaFB A Pname

Sdekl
{Paeiai } = Pwpr A Pdec A Pqg A Py

Sbe
{Pbe} = PWDF A Pdec N Pq A\ PV N P%e

Saus
{Paus} = PWDF A\ Pdec N Pq A\ Pi)e A\ P;us

Sav
{Pav} = PWDF /\ Pdec /\ Pq /\ P{)e /\ P;us /\ P;V

SIIOI‘I’H
{Pnorm} = PWDF A Pdec A P;us A P;v A Pilorm

Srand
{P} = PdeC A P;us A P;lorm A P;andx A P;andy A P;andz

6.2 Berechnung der Verzogererwerte im Randfall
Die Anweisung zur Berechnung der Verzogererwerte im Randfall S;.,q zerlegen wir in
Srand = Srandx; Srandy; Srandz . (646)

Wir werden nur die Anweisung Spanq, ausfithrlich behandeln. Die anderen zwei Anweisungen sind zu
Siandz analog, vgl. Bild 6.4. Die Nachbedingung der Anweisung S;ang, entspricht der des gesamten Al-
gorithmus S,e, also P geméfl Gleichung (6.45). Der Beitrag, den die Anweisung Syang, zu P leistet, ist
die Berechnung der Verzogererwerte am Rand z = const., formal repriasentiert durch die zusétzliche
Nachbedingung P’ Um das geforderte Ziel zu erreichen, nutzen wir den im Bild 6.5 dargestellten

randz*
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Algorithmus. Die Implementierung in C-Code lautet :

Anweisungssequenz {Prandy } Srandz{Prandz }
for(mul = 0 ; mul < P, ; mul=mul+1){
for(mu2 = 0 ; mu2 < P, ; mu2=mu2+1){
mu3 = 0;
delta =

mul + mu2 * P, + mu3 x P, * P, ;

mu3 = P, -1;
delta = mul + mu2 * F,, + mu3 x P, *x P, ;

wobei die Zuweisungsoperationen durch

S, =b_v_3_1 [deltal= r3, *a_v_6_1[deltal+...+r3 ; *a_v_6_nS[deltal;

-v-6_ 1ng *a-V_6_7,

Spr ,=b_v_3 nd[deltal=r3, *a_v_6_1[deltal+...+r3, ;*a_v_6_nl[delta];

-v_3_n, n31¥a-v_6_ ning ¥a_V_6_1,
Sb61 =b_v_6_1 [deltal= 7’?1 *a_v_3_1[deltal+.. .+’f’zfn3 *a_v_l_ng [deltal;

-V == ===

Sy =Db_v_6 nd[deltal=r"

—vV_V_Jb, n
vng

g1¥a_v 3_1[deltal+.. .+Tflgn%*a v_3_n>[deltal;

gegeben sind.

{ Pnorm } Srand { P }

{Pnorm}Srand{Prandx} {PrandX}Srand{Prandy} {Prandy}srand{P}

Bild 6.4: Die Berechnung der Verzogererwerte im Randfall

Wir ermitteln nun die Vorbedingung Prandy. Im Bild 6.6 sind die notwendigen Schritte zum Nachweis
der Korrektheit der Anweisung S;.ng, dargestellt. Bei S;anq, handelt es sich um zwei verschachtelte for-
Schleifen mit den Schleifenbedingungen b, = p1.v < P,, und b; = ps.v < P,,. Dem Bild 6.6 ist weiter zu
entnehmen, dass jeweils 2 Mal Axiom (5.35) und Axiom (5.7) zur Anwendung kommen. Die verbleibende
Aufgabe besteht nun darin, die Korrektheit der im Bild 6.6 dargestellten Anweisungen nachzuweisen.
Vorab wollen wir uns Gedanken iiber die Reihenfolge der Beweisfithrung machen. Wir werden zuerst
die Invariante der dufleren Schleife I, in einem Satz angeben. Im Anschluss daran weisen wir durch die
Initialisierungsanweisung die Vorbedingung

Prandy = PWDF A Pdec VAN PI VAN P;V VAN PI VAN PI VAN PI (647)

aus norm randx randy
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ps =0; 0 = 1 + poPry + 3Py, Pr,

Y

by (1(9)) = Raf(u(9))
L

p3 = Ppy — 15 0 = pn + paPry + p3Pe, Py,

v

bl (1(9)) = R°a(p(9))
L

po2 = p2 + 1

Bild 6.5: Berechnung der neuen Verzogererwerte bf’) und bg an den Grenzflachen ps3 = 0 und pu3 = P, —1
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und iiber die Abbruchbedingung die Nachbedingung P nach. Das Zeigen der Invarianz von |, bzgl. Sy.; Ssa
fithrt uns schliefflich zur inneren Schleife.

{Prandy } Standz{ Prandz }
{Prandy jmu1=0{l,} {la A ba}Ssa; Ssafla} la A =g = Prandz
{la Aba}Sia{Za} {Za}Ssa{la}
(1o A by Jmu2=0{1;} {1 A ;) Siss Sen {1} A b = Z,
{1 A b} Su{Zi} {Zi} Ssi{li}

Bild 6.6: Ubersicht zum Korrektheitsbeweis der Anweisung Srandy.

Satz 3 Der Ausdruck

p1.v—1 Pay—1

la =0 < 1.0 < Py, A Pranay A /\ /\ P, (11, p12) (6.48)

p1=0  p2=0

ist eine giltige Schleifeninvariante der dufleren Schleife.
Beweis 3

Anwenden von Axiom (5.18) auf die Initialisierungsanweisung mu1=0 liefert die Vorbedingung

—1 Ppy-1
0 < Py A Pranay A /\ /\ P,(p1, p2) A0 < Maxy A piy.l =—1 A py.typ = int = Prapay, (6.49)
#1=0 p2=0

da Pranay den Ausdruck p,.typ = int A p.0 = —1 impliziert. Die Nachbedingung bestimmt sich zu

Pry—1 Ppy—1
la A p.v > Pyy = Pranay A /\ /\ P, (11, pio) A p1.v = Pyy = Pranas A pn.v = Py, (6.50)
#1=0 p2=0

und kann geméf Gleichung (5.10) zu Py ang, geschwicht werden, weil der Wert der Variablen mul nicht
weiter benotigt wird. Die Zwischenbedingung der &ufleren Schleife bestimmt sich zu

p1v FPog—1

Z, = 0 < p1.0+1 < Py APrandy A /\ /\ P, (11, p2) A ppv+1 < Maxg A pug.l = =1 A py.typ = int .
u1=0 p2=0
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(6.51)
Wir stéarken die Zwischenbedingung um 0 < py.v zu
Pry—1
Z, =72, NO< .0 = Iy A by A /\ P, (1.0, o) . (6.52)
p2=0

Der Beweis von {l, A b,}S1a{Z,} wird erneut geméf Axiom (5.35) durchgefiihrt, da die Anweisung
Su, die innere for-Schleife ist.
Satz 4 Der Ausdruck

p2.v—1
L=0<pov <Py Ala A by A /\ P, (1.0, 112) (6.53)
p2=0

ist eine giltige Schleifeninvariante der inneren Schleife.
Beweis 4
Anwenden von Axiom (5.18) auf die Initialisierungsanweisung mu2=0 liefert die behauptete Vorbedingung

von Si,
-1
0< P, ANa Aby A /\ P.(u1.v,u9) A0 < Max; A iyl = =1 A pytyp=1int =1, A b, . (6.54)
p2=0
Die Nachbedingung der inneren Schleife lautet
Puy—1

Z.,= i A pov> Py = 10 A by A /\ P, (1.0, j12) . (6.55)

p2=0

Die Zwischenbedingung der inneren Schleife lautet

H2.v
Zi=0< pupv+1< Py, Ay Aby A /\ P.(u1.v, o) A pov+1 < Maxs A iyl = —1 A py.typ = int.
p2=0
(6.56)
Wir stéarken Sie durch 0 < ps.v zu
H2.v
Z=ZAN0< v =0< pov < Py =1 ALy Aby A /\ P.(p1.0,u2) = i A by A PL(p1.v, po.v) . (6.57)
p2=0

Es verbleibt, die Richtigkeit von {l;Ab;} Sxi{Z!} zu zeigen. Wir ermitteln dazu zunéchst die Vorbedingung
der Anweisung Sy . Mit Satz (5.43) erhalten wir die Vorbedingung zu

b8 L (6.v).v . 5
i A b A Pu(pv, pio.v) {”"g ] A |r6 a’ (0.v).v] < Maxg A 0 < v < bgng.l — 1A

’I"Gn6 .CL% (6.v).v nS,e%v
n n (6.58)
/\ 0<dv<al,l—1A /\ bgng.typ =a’, typ AN 6.l =—1 A §.typ = int .

v=1 v=1
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Die Bedingungen an die Beschréanktheit der Teilsummen des Skalarprodukts treten nicht auf, da nur
eine Koordinate von rig,- von null verschieden ist. Das Bestreben ist es im Folgenden, die Teile dieser
Aussage abzuspalten, die Pyangy impliziert. Wir werden dabei mit den hinteren Teilaussagen anfangen,
d.h. mit den Bedingungen an den Datentyp. Die Verwendung von Gleichung (6.48) i.V.m. Gleichung

(6.33) und Gleichung (6.34) liefert

) n
Prandy = bgng.typ = float A /\ a’,typ = float = /\ a, typ = bgng.typ. (6.59)
I=1 1=1

Die Aussage

3
v

/\ a,typ = bgng.typ
=1

n

in Gleichung (6.58) ist somit wahr und kann gemé8 [(A — B) A A] — B abgetrennt werden.

Um in der Vorbedingung Gleichung (6.58), die Bedingungen an die Lénge der Felder abtrennen zu
kénnen, miissen wir uns eine Aussage iiber d.v verschaffen. Dazu nehmen wir zunéchst eine Stérkung
von Gleichung (6.58) um 0 < d.v < P — 1 vor. Wir fordern also zusitzlich, dass d.v innerhalb eines
Intervalls liegt. Zudem nutzen wir Gleichung (6.48) i.V.m. Gleichung (6.33) und Gleichung (6.34) zur
Gewinnung von

n3

Prandy = 0 < P—1<05 0 l—1A NOSP—-1<a}l-1, (6.60)
=1

d.h. die Feldldngen betragen mindestens P. Konjunktive Verkniipfung von Pyangy und 0 < d.v < P —1
liefert

n3

Prandy A0S 00 < P—1=0<0w <, l—1 A \0<dv<a),l-1. (6.61)
=1

Die Aussage

n3

0< 0w <bl—1AN\0<dv<al,l-1 (6.62)
=1

in Gleichung (6.58) ist somit schon in Panay A0 < d.v < P — 1 enthalten und kann entfernt werden.
Zudem gilt

Prandy = 0.0l = —1 A 0 .typ = int . (6.63)

Es verbleibt die Richtigkeit von 0 < d.0 < P — 1 zu zeigen. Die Vorbedingung von Sy; impliziert die
Ungleichungen 0 < .o < Py —1 A0 < pov < P, — 1 und Pypgp. Daher ist nach Satz 6.4 die
Richtigkeit von 0 < d.v < P — 1 schon gezeigt, wenn 0 < ps.v < P,, — 1. gilt. An dieser Stelle kann
allerdings keine weitere Vereinfachung des Ausdrucks vorgenommen werden. 0 < pg.v < P, — 1 wird in
die Vorbedingung iibernommen.

Die Zuweisungsanweisungen in Gleichung (6.58) fordern, dass |rf, ,a(d.v).v| < Max; gilt. Da die

v

Matrizen R™ unitéar beschriankt sind, ist dies dann der Fall, wenn /\Z%:1 la2 ,(6.v).0] < Max; gilt.
Um den in Gleichung (6.58) auftretenden Ausdruck

b8 6 (8.v).v :|

v

P, (111.v, pia.0) [r‘ig a? ()0 (6.64)
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zu vereinfachen, schreiben wir P, (1.0, uo.v) ausfiihrlich auf

PZ(Ml'vvﬂ2-v) = /\ ng (:U’l'vv:U'Z'vv075([M1'U7MQ'U70]T)) A /\
k=1 k=1

PO (1.0, 120, Poy — 1,8([1t1.0, pto.v, Pyy — 1]7)) A Pgng (p1.v, po.v, Py — 1,6([p1.v, pi2.v, Py — 111))

wobel

Py s (1110, 190, Pay=1, 8([p11.0, pro.v, Pog=1]T)) =05 16 (0([101.0, pr0-0, Pay1]"))c0 =05 6 (1110, pr-0, Py 11",
(6.66)

Offenbar erfihrt nur der letzte Konjunktionsterm von P,(j;.v, jto.v) eine Anderung in Gleichung (6.64).
Wir werden im Folgenden diesen untersuchen, d.h.

bgn (8.v).v
bgng (6([/“'1]7 H2.V, Px% - 1]T))'U = bgng([ﬂlﬂa H2.U, PﬂUB - 1]T) [1"65 a? (6.1}).v:| (667)
bestimmen. Dazu stidrken wir allerdings noch die Vorbedingung von Sbe r durch 0.0 = py.v + po. v Py, +

(P, — 1)P,, P,,. Aus dem Teilpriadikat Gleichung (6.67) wird durch Nutzen der Starkung und Ersetzen
des ¢ durch é.v auf der linken Seite

T.0@ (0.0).0 = b3 ([0, po-v, Py — 1]7) (6.68)

Nutzen wir nun die Stéirkung in anderer Richtung, um in a? (6.v).v das d.v durch &([u1.v, po.v, Pry —1]7)
zu ersetzen, so haben wir

r6n6 0 a, (5([/“ v, f2.V st - 1]T))'U = bgk([ﬂl'vvlLZ'U?an - 1]T) . (669)

Wir werden nun die Istwerte der abhéngigen Variablen durch die Sollwerte ersetzen. Dazu nutzen wir
Gleichung (6.48) i.V.m. Gleichung (6.33) und Gleichung (6.35) und ermitteln

Poy—1 Pry—1
Prandy = /\ /\ Pavz (f11, p12) = @ (6([pr.v, pro.v, Poy — 11"))v = @ ([0, pio.v, Py — 1]7) . (6.70)
p1=0 p2=0
Aus Gleichung (6.69) wird dann

rag,oai ([:U“l'vv H2.U, st - 1]T) = bgk([ﬂl'vv H2.U, st - 1]T) : (671)
Diese Beziehung ist offenbar in Pwpr enthalten und kann somit auch aus der Vorbedingung Gleichung
(6.58) abgetrennt werden. Die gestérkte Vorbedingung aus Gleichung (6.58) ergibt sich also zu

ny
LA b ANdw = 1.0+ po.vPy, + (Ppy — )Py Py A 0 < pzv < Py — 1 A /\ la (6.v).v] < Max;
v=1

nS—1

3
/\ Pik (:U'I'U7M2'v7075([M1'U7H’2'U70]T)) A /\ ng (Ml'vvﬂ2'va PZs - 176([M1'U7M2'U7P173 - 1]T)) :
k=1 k=1

(6.72)
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Die aus den Anweisungen Sye , . bis einschlielich Sy resultierenden Vorbedingungen kénnen ebenso
v

vng—1

umgeformt und abgetrennt werden. Als Vorbedingung von Sy ~erhalten wir

i A by A 0w = p1.v+ pevPyy + (Pry — l)nglPI2 ANO<pgv <P, —1A

n3 n

/\ PP (1.0, 2.0, 0, 8([p1.v, po.v, 0] /\\awév)v|<MaXf
k=1 v=1

(6.73)

Die Vorbedingung von delta = mul + mu2 * P, + mu3 * P, * P, ; lautet mit Gleichung
(6.41)

l; /\ bi A p1.v + pvPy, + 3. vPy, Py = p1.0 + po 0Py + (Pry — 1) Py Pry A
n

/\ @, (1.0 + pov Py, + (Pyy — 1) Py, Py,).v| < Max; A /\ P3. (110, p12.v, 0, 8([p1.0, po.v, 0])) A
v=1 k=1
0<mv<P, —1NO0< v <P, -1 N0l pusv <P, —1

(6.74)

Die Vorbedingung von mu3= P,, -1; ergibt sich leicht aus Gleichung (6.74) zu

l; /\ bi A\ p1.v+ p Py + (Pry — 1) Py Poy = p1.v + po.0Py, + (Pey — 1) Py Poy NO< P, — 1A

3

/\ L (v + povPy, + (Pey — 1) Py, Pry).v| < Maxg A /\ P3. (i1, p12.v, 0, 8([p1.v, po.v, 0])) A
v= k=1
0<mv<P, —1N0< pov<P,—-1.

(6.75)

Sowohl die wahren Aussagen, als auch die von I; A b; implizierten Aussagen kénnen abgetrennt werden
und es verbleibt

n

LA b A /\ PPy (110, 2.0, 0, 8([111.0, po.v,0])) . (6.76)
k=1

Es folgen die Anweisungen Sba . bis einschliefllich mu3=0; deren Beweis dhnlich dem vorherigen ist. Fiir

die Vorbedingung der Anwelsung Sy; verbleibt, wie behauptet, I; A b;.

Die Programmablaufpldne und Anweisungssequenzen fiir S;andx und Sranay entsprechen bis auf kleine
Anderungen denen der Anweisungssequenz Seang, und werden hier nicht angegeben. Die Beweise werden
ebenfalls analog zu denen der Anweisung S;.nq, gefiihrt.

6.3 Normalberechnung der Verzogererwerte

Die Anweisung Sporm dient der Berechnung der neuen Verzogererwerte innerhalb des Berechnungsgebie-
tes, d. h., es erfolgt die Berechnung von Gleichung (6.4). Die zu erfiillende Nachbedingung lautet

Pnorm = PWDF A Pdec A P/ A PI A P/ . (677)

aus av norm

Die Anweisung Syorm erfolgt durch Zerlegung in 7 sequentielle Anweisungen von denen jeweils die An-
weisung Sunorm den Vektor by, berechnet. Dazu die folgende Ubersicht



126 Kapitel 6 Der Algorithmus

Bedingung Anweisung
{Pav}

S1norm
{Plorm }

Sanorm

Sénorm

{PS Y =Pwpr A Pacc AP AP’/N/\Pmml

k=1
S7norm
{Pnorm} = PWDF N Pdec N P, A\ P/ N P,

aus norm

Im Bild 6.7 ist der Programmablaufplan fiir die Berechnung des Vektors b dargestellt. Die Grenzen
der Schleifen der Anweisungen Sonorm biS S7norm €rgeben sich aus Tabelle 6.1. Im Bild 6.8 sind die
fir die Beweisfithrung nétigen Schritte fiir die Anweisung Siporm dargestellt. 2 Die Schleifenbedingun-
gen sind b, = v < P, -1 =mv+1< P, —1, by = pov < Py = pov+1 < P, und
bi = ps.v < Py = pig.v + 1 < P,,. Aus dem Programmablaufplan ermitteln wir den C-Code von Sinorm
zZu

BedingungAnweisung Kommentar

{Pav}

for(mul = 0 ; mul < P, -1 ; mul=mul+1){
for(mu2 = 0 ; mu2 < P,, ; mu2=mu2+1){
for(mu3 = 0 ; mu3 < P,, ; mu3=mu3+1){
delta = mul + mu2 *x F,, + mu3d x P, *x P, ;
Shvil Wellen b}, berechnen

Sbvinl Wellen b}m}} berechnen

{ PIIIOI'HI }

mit den Anweisungen
Stwi =b_v_1_1 [delta+1]=p., ,, *b_e_1[deltal+...+p}

Pyletin, *b_e_n, [delta] ;

Sbvn%E b_v_1_n![delta+1]= p}}lenll*b_e_l [deltal+.. .+p11)1€n1n *b_e_n.[deltal;

Der Beweis wird nur fiir die erste der 7 Teilanweisungen gefiihrt, da die Teilanweisungen einander
dhnlich sind.

Satz 5 Der Ausdruck

pr.v—1 Prg—1 Ppg—1 nl

L=0<puv<P,—1APyA /\ /\ /\ /\ Pio (1 +1, po, i3, 6 () +61) (6.78)

p1=0 p2=0 p3=0 k=1

2Eigentlich miissten fiir die hier auftretenden Invarianten I, I;, und Bedingungen b, b; neue Bezeichnungen eingefiihrt
werden, da sie schon im Kapitel 6.2 verwendet wurden. Um die Ubersicht zu wahren, verzichten wir jedoch darauf und
wollen die Giiltigkeit dieser Bezeichner auf die Unterkapitel beschranken.
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0 = pi1 + poPry + 3Py, Py,

bql)(/i((s + 1)) = Pvlebe(u((s))

|
ps=—= s3+1

po=— p2+1

pi= i1 +1

i

Bild 6.7: Berechnung der neuen Verzogererwerte innerhalb des Berechnungsgebietes (Gleichung (6.4))
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{Pav } Stnorm {P1norm }
(P Jmu1=0{l,} {1a A bo }Sta; Ssaf{la} la A =ba = Piorm
{la A ba}Sia{Z0} {Z.} S5 {1}
{la A by }mu2=0{1,, } {ln A By} S Sen{ I I A =y = Z,
{ln A O} Sim{Zin } {Zun} S {1}
{In A by }mu3=0{1;} {1 A B} S S {1} A= = Zoy,
{li A0} Su{Z:} {Z:} S {1}

Bild 6.8: Berechnung der Verzégererwerte b, im Normalfall
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mat
Pav = Plue A Pwpor A PL, APl APy A Pec - (6.79)

st eine giiltige Schleifeninvariante der dufleren Schleife.
Beweis 5

Anwenden von Axiom (5.18) auf die Initialisierungsanweisung liefert die Vorbedingung

—1 Pz2—1 P13—1 n1

v

0< Py =1 AP A N A A\ Phln+1, 13, 6(p)+61) A
p1=0 p2=0 p3=0 k=1 (680)

Pav

0 < Max; A pyl=—1A pytyp =int =Py,

da P,, die Bedingung 0 < P,, — 1 impliziert. Die Nachbedingung bestimmt sich (unter Beachtung von
P, —1<puyvAN0<pywv<P,—-1=0<pyyv="~P, —1)zu

Pyy—=2 Poy—1 Pyy—1

Plow=la AP, —1< v =0< mv="P,—1APsy A /\ /\ /\ /\ Pio (11, g, pi3, 64+61)

H1=0 p2=0 p3=0 k=1

(6.81)
und kann zu P,, A Pl . geschwiicht werden. Die Zwischenbedingung bestimmt sich zu
1.0 P:CZ*I Pzgfl n})
Za = 0 S H1.V + 1 S le —1A Pav A /\ /\ /\ /\ Pék(ﬂ1+1,ﬂz,ﬂs,5(li)+51) A
u1=0 p2=0 p3=0 k=1 (6.82)

o+ 1< Max; A py.l=—1 A py.typ = int.

Starkung um 0 < py.v liefert

Puy—1 Pyy—1 nl

v

Z; = Za A0 < M1V = Ia A ba A /\ /\ /\ Pl%k(ﬂl-v“‘l,li%ﬂsa5([#1-U,H27H3]T)+51) : (683)
pn2=0 p3=0 k=1

Der Beweis von {l, A b, }S1.{Z,} wird geméfl Axiom (5.35) durchgefiihrt, da Sy, die mittlere Schleife
darstellt.

Satz 6 Der Ausdruck

puz.v—1 Prg—1 nl

b =0< v < Poy AlaAba A N\ N\ Poelinv+1, pa, s, (v, pa, is]™) +61) (6.84)
p2=0 p3=0 k=1

ist eine giiltige Schleifeninvariante der mattleren Schleife.

Beweis 6
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Anwenden von Axiom (5.18) auf die Initialisierungsanweisung mu2=0 liefert

—1 Pzg_l n1

v

0<Poy Al Aba A\ NN Polpnvt L iz, s, 6([o, i, ] ") +-61)A (6.85)

pu2=0 p3=0 k=1
0 < Max; A piy.l =—=1 A pytyp=int = I, A b,

da I, die Aussage 0 < P,, impliziert, sodass wir, wie zu zeigen ist, die Vorbedingung von S, erhalten.
Die Nachbedingung bestimmt sich zu

Pry—1 Ppy—1 n}

o APpy <pinv =0 < pig.v =Py Ay A by A /\ /\ /\ Pio (1. v+1, g, s, 0([p1.v, po, i3] ") +61)
n2=0 p3=0 k=1

(6.86)

und stellt nach Abtrennung von 0 < ps.v = P,,, wie behauptet, Z/ aus Gleichung (6.83) dar. Die
Zwischenbedingung bestimmt sich zu

p2v Prg=1 nj

Zn = 0<pupv+1< Py ANly Aby A /\ /\ /\ Pék(,ul.v—l—1,,ug,,u3,5([u1.v,u2,u3]T)+51)
pn2=0 p3=0 k=1

Apgv+1 < Maxis A pig.l = =1 A pytyp = int.

(6.87)
Starkung um 0 < ps.v und Vereinfachung liefert
Pzgfl TL11)
Z = Zu ANO< jugv = Iy A by A /\ /\ Pro (v + 1, pov, s, 6 ([pe1.v, pro.v, pus] ) +01) . (6.88)
p3=0 k=1

Der Beweis von {ly, Aby, }Sim{Z,} wird gemifl Axiom (5.35) durchgefiihrt, da Sy, die innere Schleife
darstellt.

Satz 7 Der Ausdruck

pz.v—1 nlk
L=0< 3.0 < Pey Al A by A /\ /\ Pr (1. v+1, o0, g, 8 ([, pro.v, as] ™) +01) - (6.89)
p3=0 k=1

ist eine giltige Schleifeninvariante der inneren Schleife.
Beweis 7
Zunéchst bemerken wir |y, A by, = 0 < po.v < P, — 1. Anwenden von Axiom (5.18) auf die Initialisie-

rungsanweisung mu3=0 liefert

1
—1 nv

0 S P$3 A Im A bm A /\ /\ P;k(ul.v—i—l,u}v,ug,5([,u1.v,u2.v,,u3]T)+51) A
p3=0 k=1 (6.90)

0 < Max; A pig.l = =1 A pgtyp =int =y, A by, .
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Die Nachbedingung der inneren Schleife lautet

Pug—1 n;

i APy <pzv=0<pusv =Py Aly A by A /\ /\ Pro (041, po.v, pus, 8 ([pe1.v, pro.v, pis] ™) 4-01) .
p3=0 k=1

(6.91)

Einsetzen von I, aus Gleichung (6.84) und by, liefert

pov Peg—1 n}

0 < pu3v=Py N0 < po.v+1 < Py Ay Abg A /\ /\ /\ Pr (1041, o, ps, 6 ([pr.v, po.v, 3] ™) +61)
pn2=0 p3=0 k=1

(6.92)

und ist wegen P,, > 0 die Bedingung Z,, aus Gleichung (6.87). Die Zwischenbedingung der inneren
Schleife lautet

1
p3.vo 1y,

Zi= 0<pusv+1< Py Al A by A /\ /\ Piy (1041, po.v, s, §([11.v, po-v, s ™) +61) A
n3=0 k=1

3.0 +1 < Max; A pg.l =—1 A pg.typ = int.
(6.93)

Starkung um 0 < pz.v und Vereinfachung liefert

nl

Zi=Z N0O<puzv =1 Ab A /\ Pr. (1041, po.v, ps.v, 8([py.v, po.v, p3.0) 7 ) +61) . (6.94)
k=1

Es verbleibt die Richtigkeit von {I; A b;}Syu{Z!} zu zeigen. Zu diesem Zweck bereiten wir Z! weiter auf

1
ny—1

Z. = i Ab A /\ Pio (1041, po.v, psv, S(pv)+61) A P;n%(ul.v+1,u2.v,,u3.v,5(u.v)+51).
k=1

(6.95)

Die Vorbedingung von S, , erhalten wir durch Anwenden von Gleichung (5.43) und Stérkung zu

1 bl ol (8.v401).v
i A b A Py (pav+1, pov, v, (pev) +01) |

pin%v. be (6.v).v
ni—1 Ne
/\ Pio(prv+1, po.v, p3.v, 6(.v)+81) A /\ b, ,(0.v).v] < Maxs A
k=1 . v=1 e (6.96)
0<d0w+06 <byad—1A N 0<ow<byl—1A J\ b typ=Db., typ = float A

=1 k=1
0<dv+d <Max; A 0<dv<Max; Ad.l=—1 A J.typ = int .

Hierbei wurde berticksichtigt, dass n. — 1 Elemente des Zeilenvektors py, , , den Wert null haben und
das verbleibende Element den Wert eins hat. Weitere Vereinfachungen konnen wegen |; = d.typ =
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int A¢.l = —1 vorgenommen werden, indem die in |; enthaltenen Priadikate abgetrennt werden. Gleiches
Vorgehen fiir die Anweisungen S, | ..., S5, b, fithrt zur Vorbedingung von S,

1
ny

o (0.0+01).v Iy
L A b A k/\l P;k(ul.v—l—l,ug.v,Mg.v,é(u.v)+51){ ekkob (16@) v} A /\ b, ,(0.v).v] < Max; A

nl

/\ b1 -typ = b, typ = float A /\ 0<6v+0 <bl—1A /\ 0<d0v<bl—1AN
k=1 k=1 k=1

I >SH

0<dv+0 <Max; A 0<d.v < Max;.
(6.97)

Diese Vorbedingung stéirken wir durch 6.0 = 6(p.v) und erhalten durch Auswertung und Nutzung von
Gleichung (6.25)

v=1

i A b A dw=0(pv) AN Plyab.(6.0).0 = bl (v +hi) A\ [b,(6.0).0] < Maxe A
k=1

) >5H

/\ b, typ = b, typ—float/\/\0<6v—|—51<b l—l/\/\0<5v<b I—1A
k=1 k=1 k=1

OS(S”U—F(Sl §Maxi N OS(S’U S Maxi.
(6.98)

Wir werden zunéchst zeigen, dass |; die in Gleichung (6.98) auftretenden Aussagen bzgl. der Datentypen
impliziert. Die Verwendung von Gleichung (6.89) i.V.m. Gleichung (6.33), Gleichung (6.34), Gleichung
(6.78), Gleichung (6.79) und Gleichung (6.84), liefert

v Ne
L = /\ bl typ = float A /\ b, typ = float. (6.99)
=1 k=1
Alle Datentypen sind somit gleich. Insbesondere folgt daraus -wie behauptet- die Richtigkeit von
ny o me
L = /\ /\ bl typ = b, typ , (6.100)
I=1 k=1

sodass die Forderungen an die Datentypen aus Gleichung (6.97) abgetrennt werden kénnen. Wie im
Folgenden gezeigt wird, impliziert |; auch die in Gleichung (6.98) auftretenden Ausdriicke bzgl. der
Feldliangen.Um dies zu zeigen verwenden wir erneut Gleichung (6.89) i.V.m. Gleichung (6.33), Gleichung
(6.34), Gleichung (6.78), Gleichung (6.79) und Gleichung (6.84). Wir erhalten

LAb = 0<mw<P,—2AN0<ppv<P,—1AN0<pusv<P,—1. (6.101)
Wegen Gleichung (6.40) folgt fiir 0.v die Beziehung
L Ab =0<dw<P-2. (6.102)

Durch mehrfache Anwendung des Kettenschlusses und Gleichung (6.34) folgen die Implikationen
= N\ P<bl<Max, = A\ P<b,.I<Max. (6.103)
k=1 k=1
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Konjunktive Verkniipfung mit 6.102 liefert

inbi= NO0<dv<b,l—2, kiAbi= \0<dv<b,l-2. (6.104)
k=1 k=1

Anschaulich bedeutet diese Aussage, dass der Wert der Variablen ¢ innerhalb eines Intervalls liegt. Nun
betrachten wir die folgenden -offenbar richtigen- Aussagen

1

N1<ov+1<b 10— /\O<5v+1<bkl ,
= k=1
(6.105)

/\ogé.vgbek.z—zl = [/\ogmgbek.l—1

L k=1 k=1

Offenbar sind auch die Aussagen bzgl. der Feldlédnge in Gleichung (6.98) richtig und werden abgetrennt.
Aufgrund von I; = b, .l < Max; folgt aus l; auch I = 0 < d.v 4+ 01 < Max; A0 < dv < Max;, was
ebenfalls in Gleichung (6.98) abgetrennt werden kann.

Da |; die Beziehung A<, |b,,(d.v).v] < Max; impliziert, verbleibt von Gleichung (6.98) noch

i A by A b =d(pv) A /\pek, L(0w)w =bL (v + hy) . (6.106)

Hierin ersetzen wir d.v durch §(p.v). Zudem werden wir im Folgenden die Istwerte durch die Sollwerte
ersetzen. Dazu ermitteln wir zunéchst aus Gleichung (6.89), Gleichung (6.84), Gleichung (6.78), P,y, P
und Py,

| = /\ b, (6).v = b, (u(5)) . (6.107)
6=0

Da diese Gleichung fiir alle § des Berechnungsgebietes gilt, gilt sie auch fiir 0.0 = d(u.v), d. h.
i A 0w =3d(p.v) = b, (0.v).v=>b, (u(dv)) . (6.108)

Somit lautet die um 6.0 = § (u.v) gestarkte Vorbedingung von Sy,

i A by A dw=d(mw) A /\pe,“ L (p(6.0)) = b (v + hy). (6.109)

Mit d.0 = (5([1,1)) N PMDED = [1,((51)) = K.v VAN PMDED haben wir

1
ny

i A b A dw=0(uv) AN Pliab, () = bl (v + hy) . (6.110)
k=1

Mit I; = Pwpr folgt die Wahrheit der letzten Aussage. Durch Abtrennung der wahren Aussage er-
halten wir die Vorbedingung von Sy, letztendlich zu Iy A b; A d.v = §(p.v). Die Vorbedingung von
delta = mul + mu2 * P, + mud * P, * P, ; lautet mit Gleichung (6.41)

i A b A pv+ pevPyy + s vPy, P, = 6(p.v) A
(6.111)
0<mv<P, —1NO0< pv<P, -1 N0l pusv <P, —1
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Wegen |; = Pypep A Paecuy Und EAD =0 < 3.0 < Py —1A0 < v < Py —1A0 < pgv < P, — 1
folgt schliefSlich, wie behauptet,

i A b . (6.112)

Die anderen 6 Anweisungen wollen wir nicht beweisen, da sie dhnlich sind. Die Unterschiede in den
Nachbedingungen liegen darin, dass jeweils P~

rorm hinzukommt.

6.4 Berechnung der Eingangswellen der Verzogerer

Die Nachbedingung von S,, lautet
Pav = PWDF A Pdec A IDq A P{)e N PI N P;v (6113)

aus

und beinhaltet die korrekt berechneten Werte der Wellengréfien a, am Rand. Diese Berechnung leistet

die Anweisung S,,. Wie zuvor erfolgt zunéchst eine Zerlegung S,, in sequentielle Teilanweisungen nach
Sav = Savx; Savy; Savz; - Dazu ist die Ubersicht

Bedingung Anweisung
{Paus} = Pwpr A Pgec APq AP AP
q be aus
SaVX
Pavx} = Pwpr A Pdec A Py A P AP AP
q be aus avx
Savy
{Pasy} = Pwor A Pace APy A Pl APl A Pl APl
SaVZ
{Pav} = Pwor A Pdec A Pq N P{)e A P;us A PZWX A ngy A P;vz

hilfreich. Die Anweisungen Savx, Savy Und Say, sind jeweils zweifach verschachtelte for-Schleifen in den
Variablen 1, 1o und ps, von denen jeweils eine konstant ist. Die verbliebenen zwei unabhéngigen Va-
riablen bilden dann eine Grenzfliche. Innerhalb der Schleifen wird Gleichung (6.3) ausgewertet. Der
zugehorige Programmablaufplan fiir Sy, ist im Bild 6.9 dargestellt. Der C-Code fiir S,,, lautet

Bedingung Anweisung Kommentar

{Pavy}

for(mul = 0 ; mul < P, ; mul=mui+1){
for(mu2 = 0 ; mu2 < P,, ; mu2=mu2+1){
mu3 = 0;
delta = mul + mu2 * F,, + mu3 *x P, *x P, ;
Save Wellen a,g berechnen
mu3 = P, - 1;
delta = mul + mu2 * F,, + mu3 x P, * P, ;
Savs Wellen a,3 berechnen
+
+

{Pav.}

wobei die Berechnungsanweisungen durch

Savi= a_v_1_1 [deltal= Dyioqq ¥b-e_l [deltal+.. ADyioq,. ¥b_e_me [delta];

a_v_1_n![deltal= Pyronip¥b_e_1ldeltal+...+p ., *b_e_n.[deltal;
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A

nein

,M2<Pm2

ja
Y
ps =0; 0 =1 + poPry + 3Py, Pr,

v

ay((9)) = Pyocbe(p(0))
1

ps = Ppy —1; 0 = p1 + poPry + p3 Py, P,

1

a}(p(0)) = Pscbe(p(9))
1

fo = o + 1

Bild 6.9: Berechnung der Wellen, die in der ndchsten Abtastschicht durch die Grenzflichen pug = 0 und
ps = P, — 1 das Gebiet G verlassen (Gleichung (6.3) fir x = 3,6)
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{Pavy}SaVZ{Pavz}
{Pavy jmu1=0{l,} {la A bo}Sia; S3a{la} lo A =b, = Py,
{Ia A ba}S4a{Za} {Za}SBa{Ia}
{la VAN ba}mu2=0{|i} {ll A\ bi}S4i; S3l{|l} Ii N ﬁbi = Za
{i A bi}Su{Zi} {Z:} S5 {li}
Bild 6.10: Berechnung der Eingangswellen der Verzogerer
bis

Sav6= a_v_6_1 [deltal=p ., *b_e_l[deltal+...+p ,, *b_e_n.[deltal;

a_v_6_ng [deltal= pv%ngl*b_e_l [deltal+.. .+pv66ngne*b_e_ne [deltal;

gegeben sind. Zur Ermittlung der Vorbedingung von S,y, ist der Uberblick im Bild 6.10 niitzlich. Hierin
ist by = v < Py = mov+1< P, und b; = pov < P, = pev+1 < P, Wir werden nun die
Beweisfithrung fiir S,,, vornehmen und beginnen mit der dufleren Schleife.

Satz 8 Der Ausdruck

prv—1 Pry—1

IaEOSMLUSPm/\Pa\/y A /\ /\ Paz(,uh/JQ)

H1=0  p2=0

st eine giiltige Schleifeninvariante der dufferen Schleife.

Beweis 8

Anwenden von Axiom (5.18) auf die Initialisierungsanweisung mu1=0 liefert

—1 Ppy—1

0< P, APay A /\ /\ Pas(ft1, pt2) A 0 < Maxg Ayl = =1 A pytyp = int = Py, .

p1=0 p2=0

Die Nachbedingung bestimmt sich zu

Pyy—1 Ppy—1

la A pi1.v > Py = 3.0 = Py APayy A /\ /\ Paz (11, o)

p1=0  p2=0

(6.114)

(6.115)

(6.116)
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und kann um py.0 = P, zu Py, geschwicht werden. Die Zwischenbedingung bestimmt sich zu

p1v FPog—1

Z, = 0< mv+1< Py APayy A /\ /\ Paz (11, pt2) A
p1=0 p2=0 (6117)

v+ 1< Max; A gl =—1 A py.typ = int.

Starkung um 0 < py.v liefert

Poy—1
Z, = Z.AN0< v =1, Aby A /\ Paz (1.0, ) . (6.118)

p2=0

Der Beweis von {l, A b, }Sia{Z.} wird wiederum geméf Axiom (5.35) durchgefiihrt, da Sy, die innere
Schleife darstellt.

Satz 9 Der Ausdruck

p2.v—1
L=0< v <Py Ala Aby A /\ Paz(pt1.v, pi2) (6.119)
p2=0

ist eine giltige Schleifeninvariante der inneren Schleife.
Beweis 9
Anwenden von Axiom (5.18) auf die Initialisierungsanweisung mu2=0 liefert

-1
0< P, ANla A by A /\ Paz(pt1.v, p2) A pov+1 < Maxy A pgl = =1 A pydyp =int =1, A b, .

p2=0
(6.120)
Die Nachbedingung der inneren Schleife lautet
Pry—1
i A o > Py = pgv = Py Ay A by A /\ Paz (1.0, o) (6.121)
p2=0

und ist nach Schwéchung um ps.v = P,,, wie behauptet, Z/, aus Gleichung (6.118). Die Zwischenbedin-
gung der inneren Schleife lautet

H2.v
Z;i =0 < ppv+1 < Py Alg Abg A /\ Paz (1.0, pro) Ao v+1 < MaxiApigl=—1Apy.typ=1int . (6.122)
p2=0
Starkung um 0 < ps.v liefert
Zi=Zi N0 < pgv = i A by A Pay, (1.0, 12.v) . (6.123)

Es verbleibt die Richtigkeit von {I; A b;}Su{Z!} zu zeigen. Dazu zerlegen wir Z! wie folgt

Z = 1A b A a6 a0, 0]7))w = a (1.0, iz, OF) A
(6.124)
a’ (§([p1.v, pov, Poy — 1)) v = a3 ([1.0, po.v, Py — 1]7).
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Zudem wird die Nachbedingung von S,y3 durch
60 =0(pv) A pzv = Ppy — 1 =60 = 0([p1.v, pov, Py — 1] A pizv = Py, — 1 (6.125)

gestéirkt. Fiir die gestéirkte Bedingung Z! notieren wir

ZiANSv=0(pv) AN pgv="P, —1 =1 Ab Adv=0(pv) A pgv= Py — 1A
(6.126)
a; (0([p1v, p2v, 0)).v = af ([u1v, pav, 0) A ag (0.0).v = a3 ([v, pov, Pry —1]1) .
Nach diesen Vorbereitungen gewinnen wir die Vorbedingung von S,y3 zu
/ 3(6.v)w N

Z: [3’3( %) . } Adv=08pv) A pus= P, —1 A /\1 b, (0.v).v] < Max; A

nyome (6.127)
/\ 0<dv<a’,.l—1A /\ 0<dv<b,l—1A /\ /\ al,typ = b, ,.typ A
k=1 =1 k=1

0.v < Max; A 0.l =—1 A 0.typ = int .

Zur Verdichtung des obigen Pridikats werden wir zeigen, dass I; A b; die Pradikate bzgl. der Datentypen
und der Feldldnge impliziert.

Durch Gleichung (6.119) , Gleichung (6.114) , Gleichung (6.113), Gleichung (6.34) und Gleichung
(6.33) erhalten wir fiir die Datentypen

n3

i A b= /\ altyp = float A /\ bey-typ = float . (6.128)
k=1 k=1

Mit dem Prédikatenkalkiil folgt wie behauptet

3
Ny MNe

i = /\ /\ al,typ = b, ,.typ . (6.129)

=1 k=1

Zudem gilt |; = ¢ .typ = int A .l = —1, so dass die Forderungen bzgl. der Datentypen aus Gleichung
(6.127) abgetrennt werden konnen. Nun werden wir zeigen, dass die Bedingungen an die Feldlangen
abgetrennt werden koénnen. Einerseits folgt aus Gleichung (6.119) , Gleichung (6.114) , Gleichung (6.113),
Gleichung (6.34) und Gleichung (6.33)

ntaj Ne
i A b Adw=0(po)Apsv =Py —1= N\ P—1<all—1A\ P-1<b,1-1 (6130

k=1 k=1

und andererseits gilt wegen Z; = Pyprp die Beziehung
ZNOw=0(pv)ANpgv="PFy—1=0<dév<P-—1. (6.131)

Somit erhalten wir
77,13] Ne
i Adv=0(pv) Apusv =Py — 1 = /\ 0<dv<al,l—1A /\ 0<dév<b,l—1. (6.132)
k=1 k=1
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Dies ist der in Gleichung (6.127) vorhandene Teil der Vorbedingung, der somit abgetrennt werden kann.
Die Bedingung |; impliziert

N\ 1be,(6.0).0] < Max; | (6.133)

v=1
Von Gleichung (6.127) verbleibt somit als Vorbedingung

i A by A S =0(pv) A pzv=Pey—1 A al(6([u1.v, p2.0,0%)).0 = ab ([0, pa.v,0]7) A

(6.134)
P, b, (0v)v=a’([uv,pue.v, Py, —1]7) .
Den letzten Konjunktionsterm ersetzen wir mit
b, (0.v).v =>b,(u(6.v)) =b, ([u1.v, p2.v, Pry — 1]7) (6.135)
Al
i A by A dw=0(pv) A pzv = Pey—1 A al(6([u1.v, p2.v,07)).0 = ab ([0, po.v,0]7) A
(6.136)
Pv3e be([lj’l'UnuZ-U?PﬂCB - 1]T) = 0,2 ([/J’I'UHUJQ'U?PEB - 1]T) :
Berticksichtigen wir I; = Pwpr, so haben wir schliellich
i A by A v =0(w) A pzv = P, —1 A al(0([p1.v, pov,0]7))v = al ([pu1.v, pz.v,0]"). (6.137)

Die Vorbedingung der Anweisung delta = mul + mu2 * FP,, + mu3 * P, * P, ; lautet mit
Gleichung (6.41)

i A b A pgv+ Popio.v + Py Prypis.v = 0(pv) A pg.v = Py — 1A

10 < Py — 1A pov < Py — 1 A pzvo < Py — 1A (6.138)

a5 (6([u1-v, p2.0,0")) v = ag ([0, p2.v, 0]7) .

Trennen wir zudem die von |; A b; implizierten Konjunktionsterme ab, so ist die Vorbedingung von mu3=
P, -1

i A by A Ppy—1= Py —1 A a8 (5([p1.v, v, 0)7))v = al ([p1.v, p2.v,0]7) A Ppy —1 < Max; . (6.139)
Beriicksichtigung von |; = P,, < Max; (nach Gleichung (6.34)) liefert schlielich
i A by A al (0([p1v, v, 0]7))v = al ([pur.v, pe.v,0]") . (6.140)

Durch analoge Uberlegungen erreichen wir durch S, eine Abtrennung von aS (§([u1.v, pip.v,0]7)).0 =
al ([p1.v, p2.v,0]7). Wir bekommen als Vorbedingung von S,¢ im Wesentlichen

L A b Adv=46(pv) A pso=0. (6.141)

Durch die beiden zuvor ausgefithrten Anweisungen kénnen d.v = §(p.v) und pz.v = 0 abgetrennt werden.
Die Vorbedingung von mu3=0; und somit auch die von Sy ist, wie behauptet, durch I; A b; gegeben.

Die Vorbedingungen der Anweisungen S,y und Sy, werden in gleicher Weise ermittelt. Auf die
Beweisfithrung wird an dieser Stelle verzichtet.
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{ Pbe } Saus { Paus}

{Ppc}delta=0{l} {I A b}Sy; S{l} [ A =b = Py

{IAD}SH{Z} {Z}S:{1}

Bild 6.11: Berechnung der Eingangswellen der Verzogerer

6.5 Berechnung der Ausgangssignale

Die Berechnung der Ausgangssignale apg des Funktionsbausteins fiir jeden rdumlichen Gitterpunkt
geméfl Gleichung (6.2) erfolgt mittels der Anweisung S,,s. Die Nachbedingung lautet

Paus = PWDF A Pdec A Pq A P]loe A Plus - (6142)

aus

Die Berechnung iiber alle Gitterpunkte erfolgt ebenfalls durch Verwendung einer for-Schleife der Léange
P und der Laufvariablen §. Wir verwenden dazu den folgenden C-Code

Bedingung Anweisung Kommentar

{Pbe}

for(delta=0 ; delta < P ; delta=delta+1){

{1} Invariante
SaFB1 Berechnung von app;
SaFBnaa Berechnung von agpy,,
}

{Paus}

wobei die Berechnungsanweisungen durch
Sarp1 = a_FB_1[deltal= aq; *b_q_1[delta] +...+a,, *b_q_ ng [deltal+
U1p,41  *¥b_v_1_1ldeltal+...+ay, ., *b_v_7_n' [deltal;
Ulngpn,41¥b_e_1ldeltal +...+ay, ., ., *b_e_n. [delta];

bis
SaFBng,= a_FB_ngq [deltal=a, ; *b_q_1[deltal +...+a, ., *b_q_ n, [deltal+
Upoang+1  *¥o_v_1_1ldeltal+...+ap, n in, *b_v_7_n! [delta];
W poungtno+1¥b_e_1ldeltal +...+ap, o ., o, ¥b_e_n. [deltal;

gegeben sind. Im Bild 6.11 ist eine Ubersicht des Beweises (der Ermittlung der Vorbedingung) dar-
gestellt. Hierin ist die Schleifenbedingung b = d.v < P .

Satz 10 Der Ausdruck
0.v—1 nga

1=0< 60 < PAP A N\ Parer(p(9),9) (6.143)

5=0 k=1
mit

Pbe = PWDF VAN Pdec A\ Pq A\ PV VAN P{)e (6144)
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ist eine giltige Schleifeninvariante der Schleife.
Beweis 10

Anwenden von Axiom (5.18) auf die Initialisierungsanweisung delta=0 liefert

—1 naa
0<PAPp Ad.l=—1A 0.typ =1int A /\ /\ Parsr(t(0),d) = Ppe . (6.145)
5=0 k=1
Die Nachbedingung der Schleife lautet
P—1 ngq
I AGv>=P =60=PAPwe AN /\Parsr(p(d),0) (6.146)
5=0 k=1

und ist nach Schwichung um d.v = P und P, die Nachbedingung P, nach Gleichung (6.142). Die
Zwischenbedingung der Schleife lautet

0.V MNaa

Z=0<60+1<PAPA N\ N Parse(pa(6),6) Adw+1 < Maxi Ad.L=—1AG.typ = int . (6.147)
0=0 k=1

Wegen P, = P < Max; kann d.v + 1 < Max; abgetrennt werden. Mit der Starkung um 0 < d.v und
einigen Vereinfachungen erhalten wir

Naa

Z=ZN0<6v=1AbA N Parse(p(dv),00). (6.148)
k=1

Es muss nun die Richtigkeit von {I A b}S4{Z'} mit Sy = Sarpi1; SarB2; - - - SaFBn,, gezeigt werden. Wir
bestimmen die Vorbedingung von S,pp; mit Axiom (5.43) zu

e a (6v).v
A b A 0v).v = 0. ek

k/\laFBk( U)U aFBk(/"’( U)) {ak.[bT(év) blT((SU) b7T((5U)U bT((SU).U]T:|
/\ /\ Zaku g u(00).0 <Maxf/\/\ /\ Zaku g (0-0) U+ZZak* (0.v).v] < MaxA
k=1 |m=1 |pu=1 =1 m=1 |p=1 k=1 p=1
/\ Zakuquév U+ZZak* by, (6.v) U+Zak* b ,(0.v).v gMaxf]/\
m=1 | p=1 k=1 p=1
Naa Ngq 7 nl Ne
/\ /\ |ag b, (0-0).0] < Maxg A /\ /\ |ak*bi}”(5.v).v| < Max; A /\ |ag b, ,(0.0).v] < Maxg | A
k=1 | p=1 =1 p=1 pn=1
Naa 7Ny
/\0<5v<aFBkl—1/\/\O<6v<b /\ A <5v<bmkl—1/\/\0<5v<b -
k=1 k=1 m=1 p=1 k=1

I >§

Naa Nq Ne 7
/\ [/\ apgtyp = byp-typ A /\ apptyp = ey -typ A /\ apg-typ = bgki?ﬂ?] N
=1 Lk=1 k=1 k=1

0.v < Max; A 6.l =—1 A §.typ = int,
(6.149)



142 Kapitel 6 Der Algorithmus

wobei der Wert von * der Ubersicht halber nicht explizit angegeben wird. Zur Verdichtung des obigen
Pradikats werden wir zeigen, dass | die Pradikate bzgl. der Datentypen und der Feldldnge impliziert.
Aus Gleichung (6.143), Gleichung (6.144), Gleichung (6.33) und Gleichung (6.34) folgt

Naa 7 ny
| = /\ appi-typ = float A /\ byi-typ = float A /\ b.,-typ = float A /\ /\ by ..typ = float .
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
(6.150)
Durch Anwendung des Priadikatenkalkiils folgt
Naa Tq Ne 7 ny
/\ /\ app-typ = g -typ A /\ apptyYp = bey typ A /\ /\ app-typ = byp-typ- (6.151)
=1 Lk=1 k=1 k=1 k=1

und letzteres Pridikat kann aus Gleichung (6.149) abgetrennt werden. Ebenso kann aus Gleichung
(6.143), Gleichung (6.144), Gleichung (6.33) und Gleichung (6.34)

Naa

Ng Ne
Inb= N\ P-1<apl—1A \NP-1<byul-1AN\P—1<b,l-1A

= k=1 k=1 (6.152)
AN/ P-1<b,1—1AP<Max
k=1 k=1

gewonnen werden. Mit d.v +1 < P =d.v < P — 1 folgt

IAb = N\ 0<dv<apl—1A /N 0<6v<byl—1A
e L (6.153)
N 0<ov<byl—1A N\ 0<dv <t l—1A6v+1<Max.
k=1 k=1 k=1

Die Priadikate bzgl. der Liange und 6.0 < Max; kénnen somit auch aus Gleichung (6.149) abgetrennt
werden. Ferner gilt

| = d.typ=int AJ.l=—1. (6.154)

Wir zeigen nun, dass aus der Vorbedingung P,,s die Beschréanktheit der Summanden und der Summen
folgt. Da die Matrix A eine spezielle Struktur hat, ergibt sich der (Soll-)Wert eines Ausgangssignals
appi(9) entweder durch

u, = /Ry la, +b,] oder durch i, =+/G,la,—b,] . (6.155)

Zunéchst weisen wir nach , dass jeder Summand beschrénkt ist. Dazu berticksichtigen wir

P—-1 Mg
| = Pue = /\ [/\ b, . (6.v).v[23 < Max /\/\ /\ b5, (6.0).0]28 < Max; /\/\ b, ,(6.0).0]28 < MaXf]

0=0 Lp=1 k=1 p=1 pn=1

(6.156)
und durch Schwéchung

| = Phe = /\ [/i|bquév v\6<MaXf/\/\/\\b (0.v) v\6<MaXf/\/\|b 51}).v|ﬂ§Maxf] )

0=0 Lp=1 k=1 pu=1
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(6.157)
Beachten wir die Definition von 3 nach Gleichung (6.38), so haben wir
P-1 Ng i _
| = Pu = A\ {/\ VRulby ,(6.0).0] < Maxe A /G b, ,(6.v).0] < Maxe| A
§=0 bu=1 - -
M? ny -
/\ \/ |05, (0.0).0] < Maxy A /G by ,(0.).0] < Max| A (6.158)
k=1 p=1 N
A VR, (6.0).0] < Maxe A /b, (5:0)0] < Max| |,
p=1 i i

d.h. die Tatsache, dass jede Welle a, gleich einer Welle b, ist und erhalten mittels Schwéichung den
gesuchten Nachweis der Beschranktheit jedes Summanden.

Wir wollen im Folgenden die Beschrénktheit der Summen nachweisen, d.h.|u, < Max; und [i,| <
Max;. Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir aus Gleichung (6.155)

up| < V Ry llau + 10,1 ligl < \/ Gullay + 0.1 - (6.159)

Wenden wir darauf die Gleichung (6.158) an, so offenbart dies, dass die Betrige der Torspannungen und
Torstrome, die den Ausgangssignalen appx(d) entsprechen, durch

P-1n
Y Max; Maxe| /R Max; Max;| G
/\ /\ |aFBk |_ #|: 5 f—|— 5 f:|— Maxf/\|aFBk |< |: f 5 f:|: #MaXf
A A ICERRRE T Ve R
(6.160)
begrenzt sind. Aus der Definition von 3 folgt nun
VR VG
R, < 3 PMax; < Max; A /G, < <= T’V‘Maxf < Max; . (6.161)
Demnach gﬂt auch
P-1 n
Y VG
A N MaXf < Maxg A Y—"Max; < Max;| . (6.162)
6=0 p=1 6

Konjunktive Verkniipfung von Gleichung (6.160), Gleichung (6.162) und Beachtung von 0 < d.v < P—1
ergibt
A llappr(6.0)] < Max; A |appi(6.0)] < Maxi] . (6.163)
p=1
Es verbleibt somit von Gleichung (6.149)

Naa

A DA /\ ayalby (5.0).0,b," (0.0).0, ..., b (6.0).0,b) (6.0).0]" = apg,(r(6.v)). (6.164)
Mit
I = b,(6v)v=>,(u(bv)) A b, (6v)v=>b,(u(d.v)) A /\ bl (6.v).v = bl (u(d.v)) (6.165)

kénnen wir in Gleichung (6.164) die pradikatenlogischen Variablen b (6.v).v durch die Sollwerte b (p(d.v))
ersetzen. Anschliefend nutzen wir | = Pwpr und trennen die Skalarprodukte ab. Wir erhalten, wie
behauptet, | A D.
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{Paea } Sve{Pbe }

{Pdekl}Sl{I} {l A\ b}S4; S3{|} [ A _|b = Pbe

Bild 6.12: Berechnung der Wellengrofien der nichtdynamischen Elemente

6.6 Berechnung der Wellengréf3ien der nichtdynamischen Ele-
mente

Wir behandeln nun die Anweisung Sy, die die Berechnung der Wellengréflen der nichtdynamischen
Elemente b, durchfiihrt. Nach Gleichung (6.1) sind die WellengroBen b, fiir alle Gitterpunkte des Be-
rechnungsgebietes zu ermitteln. Wir gehen davon aus, dass vor dem Aufruf des Funktionsbausteins zu
jedem Gitterpunkt der Abtastschicht die Wellengré8en b, und b, bekannt sind. Die Nachbedingung von
She lautet

Pbe = PWDF A Pdec A Pq A PV A P{)e' (6166)

Die Auswertung von Gleichung (6.1) erfolgt innerhalb einer for-Schleife mit der Laufvariablen §.v von 0
bis P — 1, sodass sich die Berechnung iiber alle Gitterpunkte der Abtastschicht erstreckt.

Die zusitzliche Nachbedingung P}, besagt, dass die Werte der Variablen fiir die nichtdynamischen
Elemente denen aus Gleichung (6.1) fiir den aktuellen Zeitpunkt py und fir v = 0,1,..., P — 1
entsprechen miissen. Anders formuliert lautet die Nachbedingung Py,

P—1 ne

Poe = Pacis A\ /\ [Ber(0).0 = ber((8)) A b, (6).0[28 < Maxy] . (6.167)

0=0 k=1

Zur Erfiillung der Bedingungen nutzen wir die folgende Anweisung in C-Code

Bedingung Anweisung Kommentar

{Packi }
for(delta=0 ; delta < P ; delta=delta+1){

{I} Invariante
Shel Berechnung von b.q
Shen. Berechnung von b,
+

{Pye}

mit den Zuweisungsanweisungen

She1 = b_e_1[deltal =li; *b_q_1[deltal +...+ly,, *b_q_n, [deltal

+li(n,+1)¥b_v_1_1[delta]+.. .+ll(nq+nv)*b_v_6_n2 [deltal; (6.168)

und fir k=2...n.

Sher = b_e_k[deltal=l;; *b_q_1[deltal +...+ly, *b_q_n, [deltal
+Hling+1)  *b_v_1_1[deltal+...+}(m,4n,) *b_v_6_nb[delta] (6.169)

V== —~="

Hp(ngtn,+1)¥b_e_1ldeltal +.. .+l 1n,+k-1)¥b_e_k—1[deltal; .
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Wir fithren nun den Nachweis der Korrektheit von {Pgex} Sbe {Pre}, vgl. dazu die Ubersicht im Bild 6.12
mit der Schleifenbedingung b =d6v < P=46v < P — 1.

Satz 11 Der Ausdruck

d.v—1 ne
1=0< 0w < PAPga A\ \ [er(8)0 = bei(pa(6)) A [b,1(6).0[28 < Max] (6.170)
6=0 k=1
mat
Packi = Pwpr A Paec A Pq A Py (6.171)

ist eine giltige Invariante der Schleife.
Beweis 11

GeméB Axiom (5.35) konnen wir den Nachweis auf das Zeigen der Initialisierung {Pgea}S1{l}, des
Schleifenendes Ppe = | A =b und der Invarianz {I A b}Sy; S3{l} zuriickfiihren.
Die Vorbedingung von delta=0; ermittelt sich zu

0<PAPaa AN /\ [ber(6)v = ber(1a(8)) A [be4(8)-v|28 < Max] A 6.1 =—1 A §.typ = int .
(6.172)

Dies entspricht der Vorbedingung Pgey, da Pgen die Bedingung 0 < P impliziert. Die Abbruchbedingung
lautet =b = d.v > P, sodass wir als Nachbedingung

P—1 ne
IN60 > P=6v=PAPaah \ /\ Ber(6)v =bu(n(8)) A [b,(8).0[26 < Maxi] (6.173)

6=0 k=1

erhalten, was nach Schwéichung um 6.v = P, den Forderungen geméafi Gleichung (6.167) entspricht.
Fiir den Nachweis von {I A b}Sy4; S5{1} bestimmen wir zunéchst die durch {Z}Ss;{l} definierte Zwi-
schenbedingung Z und bereiten diese durch Nutzen von Gleichung (6.170) zu

0.0 MNe

0<0w+1< P APaa AN\ [ber(6)v = ber(1a(8)) A [b,(6).0]28 < Maxg] A

6=0 k=1

N
Il

d0.v < Max; A d.typ =int A 6.l = —1

d.v—1 ne
= 0<00+1<PAPsaa A\ /\ [er(8).0 = ber(pa(6)) A [b,1(6).v[28 < Maxi] A
60=0 k=1
I\ [ber(6.0).0=ber(1a(8.0)) A b, 1, (6.0).0]28 < Maxe] A 6.v < Max; A typ = int Ad.l = —1
k=1

(6.174)

auf. Wir stérken die Vorbedingung zudem durch 0 < d.v und erhalten nach einigen Vereinfachungen

Te

Z=ZN0<50=1ADA [\ [ber(00)0 = ber(pa(3.0)) A b, (6.0).0[23 < Max] . (6.175)
k=1
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Es verbleibt {I A b}S4{Z'} zu zeigen. Zunichst behandeln wir die Anweisungen Sper, kK = 1,...,n,. Den
Beweis haben wir mit Axiom (5.7) erbracht, wenn wir mit

k—1
Vsbe = TADA N\ [ber(6.0).0 = ben((30)) A b, . (5.0).0]28 < Max(]
k=1
k
Psper = IADA N [ben(6:0).0 = bun(pa(6:0)) A [b,(5:0).0]28 < Max(] (6.176)
k=1

= Vsper A bek(0.0).0 = be(pe(0.0)) A |b,1(6.0).v]20 < Maxg .

die Korrektheit von | A b = Vgper, Z' = Pspen. und {Vsper } Sher{ Psber } nachweisen. Das entspricht dem
Zeigen der Richtigkeit von

{VSbel} Sbel; . Sbene{PSbene} . (6177)
s
Die Giiltigkeit von | A b = Vgpe ist offensichtlich. Weiterhin gilt
Psben, = I AbA /\ [ber(0.0).0 = beg(p(d.0)) A |b, . (0.v).0|20 < Maxg] (6.178)
k=1
und ist Z’' wie zu zeigen war. Es verbleibt {Vsper }Sber{Psber} zu zeigen. Die Vorbedingung von Spe
ergibt sich zu

- be(6.0).v
Vier A bek(0:0)v = ber(p4(0-0)) [lqk b, (0.0).0+ L, b, (50).0+ 1, . b, (5.1;).@} A
bek(é.v)
ben(0:0)-0[28 < Maxt | 5 (5.0).0 4 1.0 by (6:0).0 + 1, 0 by (5:0).0
/\ Zlqk”bq#(év)v < Max¢ A
m=0 | p=1
7 ni, Ng l m
AN D lkubep0)0+> 0> 1,05, (6.0).0) < Maxe A
=1 m=1 |p=1 K= lu 1
/\ Zzw 2 u(0.0) v+221m 5u(00) 0+ ) b, ,(6.0).0] < Maxg A
m=1 |p=1 k=1 p=1 pn=1
7T ny
/\ quu 0 (0V) v‘ < Maxs A /\ /\ {lvk* y 1 (0.0) v{ < Maxy A /\ {leku e (0.0) v‘ < Maxg A
k=1 p=1 pn=1

7 ny
/\ 0<dw <byd=1A NN\ 0<dv<bl—1A /\ 0<60<b,ul—1A
k'= r=1k'=1 k'=1
nq 7 ny k—1
/\ ber-typ = byptyp A )\ /\ ber-typ = b -typ N /\ ber-typ = bepr-typ N

=1 k=1 k'= =1

dv+1<Max; A 6.l =—1 A 6.typ = int .
(6.179)

Zur Verdichtung des obigen Préadikats werden wir zeigen, dass | A b die Priadikate bzgl. der Datentypen
und der Feldldnge impliziert. Mit Gleichung (6.170), Gleichung (6.171), Gleichung (6.33) und Gleichung
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(6.34) erhalten wir zum einen

7T Ny

IAD = /\ b,1-typ = £loat A /\ /\ by ..typ = float A /\ b.typ = float, (6.180)
k=1 k=1 k=1 k=1

was somit aus Gleichung (6.179) abgetrennt werden kann und zum anderen

7 ny
I/\b:>/\P—l<bkl—1/\/\/\P—1<b"“kl—1/\/\P—1<bkl—1/\P<Maxl.
k=1 k=1
(6.181)
Daraus gewinnen wir mit IANb = 0 <dv < P —1
Ng 7 ny
INb = A\O0< 0w <byl—1A /\/\ <6v<b“kl—1/\/\0<6v<b I—1A
k=1 r=1k=1 k=1 (6.182)

0.0 < Max; Ad.typ =int Ad.l = —1,

was wiederum aus Gleichung (6.179) abgetrennt wird. Wir zeigen nun, dass die Beschranktheit der Teil-
skalarprodukte in Gleichung (6.179) durch Pgeq = Pwpr A Piax impliziert wird. Zum Beweis betrachten
wir die Ergebnisse von Gleichung (C.11), Gleichung (C.15) und Gleichung (C.35) (fiir die PL-Variablen
der Programmvariablen), die wiederum durch | impliziert werden. Wir haben somit

P—1 ne Ng m
A A { S Ly ubon (300 324 < Max? A
d.0=0 k=1 m7:0 n;lL 1 . )
A > kb, (6:0) v+ZZlm be,(00)0| 24 < Maxe® A
=1 m=1 |p=1 K= lu 1 )
/i qu,w 2 u(0.0) U+ZZZW 5 (0) U—i—Zlek* ca(Bv)| B4 < Maxf} .
m=1 | p=1 k=1 p=1 pn=1

(6.183)

Wir radizieren jeweils auf beiden Seiten, beachten, dass  nicht kleiner als 1 ist, beriicksichtigen Glei-
chung (A.5) und erhalten dann

Z lqkubqu(é.v).v

S Maxf A\

6.0=0 k=1 m=0 | p=1
7 n
/\ /\ Zlqk# g (00) v+ZZlvk* b u(00).v] < Maxg A (6.184)
=1 m=1 |p=1 K= 1/J, 1
/\ qu,w 2 (0:0) U+ZZZW v L(00) U—i—Zlek* e (00)0] < Maxf] :
m=1 | p=1 k=1 p=1 pn=1

sodass dieser Teil und
|lqk,o bq (6‘/0)‘/0 + lvk,o bv (5'1})'1} + lek,o be ((5’0)’0|2ﬂ S MaXf (6185)
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ebenfalls von Gleichung (6.179) abgetrennt werden kann. Aufgrund der von | implizierten unitéren Be-
schranktheit der Matrix L ist jedes Element der Matrix dem Betrage nach nicht grofier als eins. Folglich
kénnen auch Forderungen an die Beschréanktheit der Summanden des Skalarprodukts aus Gleichung
(6.179) abgetrennt werden. Die Vorbedingung ist somit dquivalent zu

Viek Ao b, (6.0) 0+ Ly o b, (6.0).0+ 1, b, (6.0).0 = bep(p(6.v) . (6.186)
Aufgrund der strikten unteren Dreiecksgestalt von L hat das dritte Skalarprodukt i. Allg. nur k£ — 1
Summanden

Ne k—1
Lopab (6.0).0 =) 14, b,,(00)v=> 1,,b,,(6v)0. (6.187)
v=1 v=1
Mit
ng nly k—1
Vsber =\ byr(00)0 = by (o) A N\ N b5p(6.0).0 =05, (w(60)) A J\ be,(6.0).0 = b, ((5.0))
k=1 r=1k=1 v=1
(6.188)
kann die Vorbedingung durch
Vsber A Lygo by (1(0:0)) + 1,5 0 b, (1(0.0)) + Loy, 0B, (1(0.0)) = b, (p2(0.0)) (6.189)
oder vereinfacht durch
k—1
VSbEk A lqk,o bq ([,L((SU)) + lvk,o bv ([J,((SU)) + Zleku bel/(l"’(é'v)) = bek(:u’(av)) (6190)
v=1

dargestellt werden. Mit | = Pwpr und der Abtrennung der wahren Aussage verbleibt letztendlich von
der Vorbedingung Gleichung (6.179), wie behauptet, nur Vgpey.

6.7 Variablendeklarationen
In den vorangegangenen Kapiteln hatten wir festgestellt, dass Sge die Nachbedingung
Pasi = Pwpr A Paec A Pq A Py (6.191)

haben muss. Durch die Anweisung Sgeq erfolgt die Deklaration der Variablen. Fiir unseren Algorithmus
unterscheiden wie zwei Typen von Variablen. Zum einen haben wir die Variablen, die schon vor dem
Aufruf des Funktionsbausteins deklariert sind und beim Programmaufruf iibergeben werden. Das sind
die Ein- und Ausgangssignale und die Verzogererwerte, d.h. die Variablen, die den Vektoren b,, b, und
app entsprechen. Deren Deklariertheit bildet einen Teil der Vorbedingung V. Zum anderen haben wir die
lokalen Variablen, d.h. Variablen, die innerhalb des Funktionsbausteins deklariert werden. Hierzu gehoren
diejenigen Variablen, die nicht fiir die nachste Abtastschicht verwendet werden, d.h. die Variablen, die
den Vektoren b.,al,... a’ entsprechen und die Laufvariablen der for-Schleifen. Wir fassen nun die
Forderungen an die gesamte Vorbedingung {V} des Algorithmus zusammen. Die Variablen der Verzogerer
b,, der Quellen b, und der Ausgangssignale arp miissen deklariert sein, die Feldlinge P haben und vom
Typ float sein. Zudem miissen die Werte der Variablen fiir die Verzégerer und die Quellen zum aktuellen
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Zeitpunkt 4 und zu jedem Ortspunkt mit den tatséchlichen Werten {ibereinstimmen. Ferner muss ein

giiltiges MDWDF vorliegen. Die Vorbedingung V lautet daher

V = PWDF A IDq A PV A Pdecbq A Pdecbv A PdecaFB A Pbe A Pname

mit
Pname = PaVname /\ Pbename /\ Paname
und
6 ny
Pavname = /\ /\ [al,.name & N A al . .name € B] |
k=1 k=1
Ne
Pbename = /\ b, -name ¢ N Nb, .name € B |
k=1

3
Puvname = d.name ¢ N'A 6 .name € B N\ /\ 11, .name ¢ N A p,, .name € B] .
k=1

Die durch Sge zu erfiillenden Aufgaben kénnen in der zuséatzlichen Nachbedingung

/ _
dekl =— Pdecbe A Pdecav A Pdecuv

(6.192)

(6.193)

(6.194)

(6.195)

zusammengefasst werden. Zur Erfiillung der Bedingungen werden wir den (hier kommentierten) C-Code

Bedingung Anweisung Kommentar
{V} = Pwpr A Pq APy A Paecbg A Pdecby A
PdecaFB A Puvname A Pbename A Pavname
int delta; Deklarationen
int mul; der
int mu2; unabhéngigen
int mu3; Variablen

{Vaekibe} = Pwpr A Pg APy A Paechq A Paecby /A
PdecaFB A Pdecuv A Pbename A Pavname

{Pdekibe} = Pwpr A Pqg APy A Pdechq A Paecby /A
PdecaFB A Pdecuv A Pdecbe A Pavname

fir

float b_e_1[ P ]; Variablendeklarationen
: fiir
float b_e_n.[ PJ; den Vektor b,

float a_v_1_1[ P ]; Variablendeklarationen
: fiir

float a_v_1_n.[ P1; den Vektor a}

float a_v_2_1[ P1; Variablendeklarationen
: fiir

float a_v_2_n’[ P]; den Vektor a?

float a_v_3_1[ P ]; Variablendeklarationen
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float a_v_3_n3[ P]; den Vektor a?
float a_v_4_1[ P ]; Variablendeklarationen
: fiir
float a_v_4_ni[ P1]; den Vektor a?
float a_v_5_1[ P 1; Variablendeklarationen
: fiir
float a_v_5_n3[ P]; den Vektor a?
float a_v_6_1[ P 1; Variablendeklarationen
: fiir
float a_v_6_nS[ P]; den Vektor a?
{Paei} =  Pwpr A Pq APy APdecbg A Pdecby /A
PdecaFB A Pdecuv A Pdecbe A Pdecav

verwenden. Im Folgenden werden wir die Korrektheit des Codes nachweisen. Anwendung von Axiom
(5.15) auf die Deklarationsanweisungen fiir a, liefert die Vorbedingung von float a_v_1_1[P];

6 6 l
a, 1-typ “ n§ typ ay -l “ ng’
Pact [70m | -+ | £t | [#7] -+ |74 | A £108% € DA Pagname A P > 0. (6.196)

Die Ersetzungen, die an Pg4eq vorzunehmen sind, betreffen nur Pgec.y. Der Datentyp float existiert, so
dass float € D eine wahre Aussage ist. Weiterhin beriicksichtigen wir Pgeq = P > 0. Daher wird aus
Gleichung (6.196)

PWDF A Pq A Pv A Pdecbq A Pdecbv A PdecaFB A Pdecuv A Pdecbe A Pavname/\

6 nt
/\/\ [float = float A P < P] .

rk=11=1

(6.197)

Die wahren Aussagen entfallen aufgrund des Priadikatenkalkiils, so dass Gleichung (6.197), wie behauptet,
Pdeklbe darstellt.

Die Vorbedingung zur Anweisung float b_e_1[P]; ergibt sich durch Anwendung von Axiom (5.15)
zu

P beytyp | [benetup] [boyd]
deklbe | £10at float | |P

Mit gleicher Argumentation wie zuvor erhalten wir aus Gleichung (6.198)

[;’D"Z} A £1loat € D A Phename A P > 0. (6.198)

PWDF A Pq A I:)v A Pdecbq A Pdecbv A PdecaFB A Pdecuv/\

e

/\ [float = float A P S P S MaXi] AN Pavname A Pbename .
=1

(6.199)

Die wahren Aussagen entfallen wiederum auf Grund des Pridikatenkalkiils, und es verbleibt von Glei-
chung (6.199), wie behauptet, Vgecpe-
Die eigentliche Vorbedingung V des Algorithmus bestimmt sich durch Anwendung von Axiom (5.12)

7u
vV S.typ| |p1 typ | [p2 typ | |3 typ| |01 prd| (2| [psd
deklbe | int | |[int ||int ||int ||int||int||int||int (6.200)
Aint € D A Pyvname AP >0 .
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Der Datentyp int existiert, so dass int € D eine wahre Aussage ist. Die Ersetzungen, die an Vgepe
vorzunehmen sind, betreffen nur Pgecuy, 8o dass Gleichung (6.200) ausfiihrlich

V = PWDF A Pq A Pv A Pdecbq A Pdecbv A PdecaFB A Puvname A Pbename A Pavname Adint =int A -1 = -1
(6.201)

ist. Die wahren Aussagen entfallen wiederum auf Grund des Pridikatenkalkiils und liefern die Vorbe-
dingung fiir den Algorithmus, wie behauptet, zu

V = PWDF A Pq A Pv A Pdecbq A Pdecbv A PdecaFB A Puvname A Pbename A Pavname . (6202)

6.8 Zusammenfassung

Wir wollen nun die wesentlichen Ergebnisse dieses Kapitels zusammenfassen und bewerten. Es wurde
ein Algorithmus durch Verkniipfen von Elementaranweisungen der Programmiersprache C angegeben,
der ein lineares, konstantes MDWDF fiir ein quaderférmiges Berechnungsgebiet simuliert. Die Anwei-
sungssequenz, die eine Abtastschicht berechnet, ist dabei so geartet, dass sie einen, geméafl Kapitel 3.5
spezifizierten, Funktionsbaustein des Programmpaketes SPACE darstellt. Weiterhin erfolgte die Nie-
derlegung der Anforderungen mittels einer formalen Spezifikation. Durch konsequente Anwendung der
aus der Literatur bekannten und im Kapitel 5 dargelegten Ergebnisse wurde aus der Nachbedingung
und dem Algorithmus eine geeignete Vorbedingung ermittelt. Die Tatsache, dass auch das Nicht-Uber-
schreiten des Rechenbereiches durch eine geeignete Vorbedingung sichergestellt werden kann, hebt dieses
Verfahren gegeniiber anderen hervor. Mit diesem formalen Korrektheitsbeweis ist nunmehr das Gebiet
der numerischen Integration partieller Differentialgleichungen auch fiir sicherheitskritische Anwendungen
erschlossen worden.
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Kapitel 7

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich vornehmlich mit zwei bisher nicht behandelten Aufgabenstellungen
aus dem Bereich der mehrdimensionalen Wellendigitalfilter. Zum einen mit der systematischen Erzeu-
gung von Simulations-Algorithmen, ausgehend von einem System linearer, konstanter partieller Diffe-
rentialgleichungen. Den zweiten bildet der Nachweis der Korrektheit des verwendeten Programmcodes,
der die Simulations-Algorithmen implementiert.

Im Kapitel 2 wurden zunéchst die wichtigsten fiir die vorliegende Arbeit notwendigen Grundlagen der
mehrdimensionalen Wellendigitalfilter wiederholt. Dabei wurde auf eine Darstellungsform Wert gelegt,
die den Aufgaben der folgenden Kapitel Rechnung trégt.

Im Kapitel 3 wurde das Programmpaket SPACE beschrieben und die Einbindung von mehrdimen-
sionalen Wellendigitalfiltern erortert. Dabei zeigte sich, dass die vorhandenen Schnittstellen der einzel-
nen Softwaremodule, des zur Behandlung eindimensionaler Probleme vorgesehenen Programmpaketes
SPACE, ungeeignet fiir unser Ziel sind. Dem Problem sind wir durch Erweiterung der Signale des Pro-
grammpaketes SPACE auf vektorielle Signale (Felder) entgegengetreten. Diese erforderliche Abédnderung
der vorhandenen Schnittstelle und die daraus resultierende Moglichkeit der Einbindung der mehrdimen-
sionalen Wellendigitalfilter sind ebenfalls im Kapitel 3 niedergelegt.

Im Kapitel 4 wurde zunéchst durch Passivitéitsbetrachtungen die Klasse der PDGLn eingeschrénkt,
die behandelt werden. Fiir diese Klasse PDGLn wurde ein Verfahren zur automatischen Synthese von
Referenzschaltung und Wellendigitalfilter entwickelt, welches sich somit auch zur automatischen Code-
erzeugung fiir eine Simulation des zu Grunde liegenden Systems mittels mehrdimensionaler Wellendigi-
talfilter eignet. Aspekte wie die Genauigkeit des eingesetzten numerischen Integrationsverfahrens und
die Effizienz der Implementierung riickten hierbei in den Hintergrund. Vielmehr war es das Ziel ein
numerisches Integrationsverfahren, welches die Moglichkeit der formalen Verifikation bietet, zu erhalten.

Die aus der Literatur bekannten, anerkannten und fiir die vorliegende Arbeit notwendigen Grundlagen
der Software-Verifikation mittels formaler Methoden wurden im Kapitel 5 rekapituliert. Die Definitionen
der notwendigen Programmanweisungen finden sich ebenfalls in diesem Kapitel.

Im Kapitel 6 wurde aus den zu Grunde liegenden Anforderungen eine formale Spezifikation entwickelt.
Im Anschluss daran wurde ein Programmcode zur Simulation des mehrdimensionalen Wellendigitalfilters
festgelegt. Dabei wurde der Entwurf des Codes so durchgefiihrt, dass dieser sich in das Programmpa-
ket SPACE einbinden léasst. Im Anschluss daran erfolgte fiir diesen vorliegenden Programmcode der
Nachweis der Korrektheit mittels formaler Methoden. Es zeigt sich, dass auch bei anspruchsvolleren
Problemstellungen der digitalen Signalverarbeitung eine Beweisfithrung der Korrektheit relativ einfach
durchzufiihren ist. Im Zusammenhang mit der Beschrinktheit der verwendeten Signale hat die Pas-
sivitdt des eingangs betrachteten Systems ein wesentlichen Anteil daran. Viele der fiir dieses Kapitel
notwendigen Berechnungen und Abschéitzungen in Bezug auf die Beschranktheit der verwendeten Si-
gnale, insbesondere im Falle von endlicher Signalwortldnge, wurden in den Anhang ausgelagert.

Durch die vorliegende Arbeit ergeben sich i. W. zwei neue Ergebnisse zur numerischen Integration von
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PDGLn mithilfe mehrdimensionaler Wellendigitalfilter. Zum einen kommt der effizienten Codeerzeugung
in der Praxis eine erhebliche Bedeutung zu, der durch das entwickelte automatische Syntheseverfahren
ermoglicht wird. Auf Basis dieses Verfahrens wird zur Zeit am Lehrstuhl fiir Nachrichtentechnik ein
Werkzeug zur Erzeugung von C-Code entwickelt [BV03]. Nach Vorliegen dieses Simulations-Werkzeugs
wird sich der Anwenderkreis des numerischen Integrationsverfahrens nach der Wellendigitalmethode
erheblich erweitern. Zum anderen ercffnet der gefiihrte formale Korrektheitsbeweis die Méglichkeit der
Anwendung des Integrationsverfahrens in sicherheitskritischen Systemen.

In weiterfithrenden Untersuchungen konnte das vorgestellte Syntheseverfahren auf quasilineare, sym-
metrisch hyperbolische PDGL erweitert werden. Hierbei wird man zunéchst nicht den allgemeinen Fall
behandeln, sondern Einschrinkungen an die PDGL machen, insbesondere in Bezug auf die Abhéngigkei-
ten der Koeffizienten von der Zeit. Ferner konnte geklédrt werden, ob die Fiihrung eines Korrektheitsbe-
weises fiir ein Werkzeug zur automatischen Codeerzeugung maoglich ist. Weiterhin wére eine Skalierung
des Algorithmus, in Teilalgorithmen entsprechend der Teilberechnungsgebiete inklusive Kommunikati-
on zwischen den Rechnern sinnvoll. In diesem Zusammenhang empfehlen sich auch Untersuchungen
zur Behandlung von beliebig gearteten Berechnungsgebieten mit dem vorliegenden Verfahren. Die au-
tomatische Codeerzeugung fiir den nichtlinearen Fall stellt eine weitere interessante Aufgabenstellung
dar. Als besondere Herausforderung diirfte sich in diesem Fall der Nachweis der Korrektheit der zu
implementierenden Algorithmen erweisen, die der Losung der algebraischen, nichtlinearen Gleichungen
dienen.
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Anhang A

Die Operatoren min und max

Die folgenden Sétze erscheinen trivial, ermoglichen aber ermiidungsfreies Arbeiten. a, ( sollen reelle
Zahlen sein und z, x,,, Max; sollen positiv sein.

- )

x max{z, +

i {%} - W (A.2)

min { min xu,xi = ! (A.3)
e Tt

® %

max{az,l} > 1, min {x,l} <1 (A.4)
x T

[ a-z<Maxs A 1<a | = | x<Max; |
(A.5)
{ I’<ﬁ'MaXf/\6§1 ] — [ r < Maxg ]
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Anhang B

Unitar beschrankte Matrizen

Wir wollen eine m x n Matrix S als unitdr beschriankt (oder subunitér) bezeichnen, wenn sie
|Sal® < |lal*Va cC" (B.1)

geniigt. Es ergeben sich fiir die hermitesch konjugierte Matrix S™ und die um die Spalte v reduzierte
Matrix .S die folgenden Eigenschaften

|Sa|?> < |a|*Va|e|D=1-8"S>0|<|/D=1-558">0/<||S"|" <|b|* Vb

4 4 4 ] (B.2)

|7*S_,al® < ||_.al*V _a|<|D >0 D >0|e ||| ST b <[|b|* v b

-V
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Anhang C

Beschranktheit der Wellengréfien

Im Kapitel 6 benotigten wir einige Sétze im Zusammenhang mit der Beschréanktheit der Programm-
variablen. Diese Sétze werden in diesem Anhang nachgeliefert. Um eine iibersichtliche Darstellung zu
gewdhren, ersetzen wir die Programmvariablen durch ihre PL-Variablen. Das Postfix .o entféllt somit
regelmafig.

Ziel dieses Kapitels ist es, unter der Voraussetzung der Beschriinktheit von ||b,||* + ||b, ||, die Be-
schranktheit der Wellen b, und der zur Berechnung von b., benutzten Zwischengréfien nachzuweisen.
Zunéchst wird eine Relation zwischen den oben angegebenen Gréfien fiir die Leistungswellen hergeleitet,
um daraus eine Bezichung fiir die Spannungswellen zu bestimmen. Der Beweis ist dem in [Rumm98|
fiir unitéire Matrizen L’ gefiihrten #hnlich, wobei wir im Folgenden L anstatt L’ schreiben wollen. In
unserem Fall ist L eine unitiar beschrinkte Matrix, was nun gezeigt wird. Dazu bereiten wir zunéchst

P,
LL"=P,S[P, P, (P.P,)] Pgi St p} (C.1)
P, Pl

auf. Mit Py P, =1 und P,P! = 1 erhalten wir
LL"=P,SS" P} . (C.2)

Aus der Passivitit folgt die unitire Beschrinktheit von S. Wegen Gleichung (B.2) ist auch S™ unitéir
beschrankt, d.h. es gilt

2" [1-8S"]z>0 vo. (C.3)
Aufgrund der Unitaritdt von P, ist dies dquivalent zu

"' P,[1-SS"| Ple=a"[1-P,SS"P,]xz>0 Vx. (C.4)
Nutzen von Gleichung (C.2) liefert zunéchst

o' [1-LL"] x>0 Va (C.5)

und bestitigt mit Gleichung (B.2) die behauptete Aussage.
Die Koordinate p aus dem Spaltenvektor b, = L, b, + L, b, + L. b, berechnet sich zu

ber = bapaby + Lupabs + D ey by (C.6)
v=1
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Wir definieren nun den Vektor

mbel

b, = : (C.7)
mbene

dessen Koordinate p aus den ersten ng + n, +m Summanden von b., bestehen soll. Dabei unterschei-

den wir fiir m drei Falle. Zunéchst soll sich die Summation nur auf die gewichteten Quellenwellen
beschréinken, d. h.

m—+ng+ny
"bep = Y Loy bav (C.8)
v=1
wobei hier m =1 —ny —n,,2 —ng —ny, ..., —1 —n,, —n, gilt. Da die Matrix L unitér beschrénkt ist,

gilt dies auch fiir deren Untermatrizen, d. h.

m+ng+ny m+ng+ny

Mol =1 Y lw el < D bl (C.9)

v=1 v=1

Berticksichtigen wir nun

m+ng+ny Max2
f
S bl < oyl ol < (C.10)
v=1
so gilt tatséchlich
myp, 2 Maxf
™benl” < 17 (C.11)

Im zweiten Fall erfolgt die Summation von allen gewichteten Quellenwellen und iiber gewichtete Verzoge-
rerwellen, d. h.

m—+ny
"bey = lgpabg + D o buw (C.12)
v=1
wobei hier m =1 —mn,,2 —n,,...,—1,0 gilt. Da die Matrix L unitir beschréinkt ist, gilt dies auch fiir
deren Untermatrizen, d.h.
m-+ngy m-+ney
m 2
"beul® = gpoby + D Lo bunl® < 1Bl + > bl - (C.13)
v=1 v=1

Berticksichtigen wir nun

m—+ny 2
Maxf
184l + > [l < all* + 10 < =5 (C.14)
v=1
so gilt tatsichlich auch im zweiten Fall
M 2
b2 < —1 (C.15)
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Der dritte Fall ist der komplizierteste. Fiir ihn gilt

mbe,u = lq,u,obq + lvu,obv + Z le,uz/ bel/ ) (016)
v=1
wobei m hier die Werte 1,2,...,n, annehmen darf.

Wegen der strikten unteren Dreiecksgestalt von L. gilt l.,, = 0 fiir v > p. Nutzen wir dies fiir die
Berechnung von b, aus, so lautet Gleichung (C.6)

bere = bapaby + Lupabs + D ey by (C.17)

Sinnvoll ist es hier, zwei Fille zu unterscheiden

pn—1
pn—1 Z ley,l/ bel/ fiir m > n— 1
bep = Lgpuobgtlupebut Y lepw bew = Lypabytlypebst4 7! -
v=1 Z le bey+z leyw bey firm < p—1.
v=1 v=m-+1

(C.18)
Fiir die Teilsummen gilt entsprechend
ey fUrm > p—1

b
(C.19)
be,y fiirm < p—1 (und fiir m > p—1).

e pv

e v

pn—1
>
"bep = lgpebg + Ly peby + ¢ V51
>
v=1

Die Differenz aus Gleichung (C.18) und Gleichung (C.19) lautet

0 firm>p—1
bey —"be, = Pl C.20
i i Z leyw bey fiirm < p—1. ( )
v=m-+1

Offenbar stimmen die ersten m + 1 Koordinaten der Vektoren b, und ™b, iiberein, d. h.

bel mbel
: = bzw. []-m-i-l O]be = [1m+1 0] mbe . (021)

bem+1 mbem—i—l

Umbenennung der Indizes von p nach v liefert ™b,, = b,, fiir v < m+ 1. Somit kénnen wir in Gleichung
(C.16) jede Welle b, durch ™b,, ersetzen d.h.

"De = lgpabg + Lopabo + > Loy b (C.22)
v=1

Zu beachten ist, dass diese Gleichung fiir alle ;1 und m gilt, da die Voraussetzung v < m + 1 sich nur
auf den lokalen Summenindex v bezog. Auf den ersten Blick mag diese Formel verwundern, da auf der
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rechten Gleichungsseite nun auch die Teilsummen auftreten. Dies liegt daran, dass zur Berechnung von
"be,, die Wellen be; bis be,, benotigt werden. Diese Wellen sind aber mit den Teilsummen ™b.; und "be,,
identisch. Somit héngt "b.,, auch nur von "b.; bis "b.,, ab.

Gleichung (C.22) kann auch in Matrixschreibweise ermittelt werden. Ausgehend von Gleichung (C.16)
firp=1,...,n¢

1, Op™

"b, = Lyby + Ly b, + L. b (C.23)
0 0

wenden wir die aus Gleichung (C.21) unmittelbar folgende Gleichung [1,, 0j¢™™|b. = [1,, 07<~™] b,
an und erhalten

1, O™
"b, = L,by+ Ly b, + L. ", . (C.24)
0 0

Von dieser Gleichung betrachten wir nun nur die ersten p Zeilen, d. h.

1, One™
[1, 05<"]™b,=[1, 0 "][Lyb,+ L,b,]+[1, 05 "]L, b, . (C.25)
0 O
Wir wollen nun zeigen, dass
" beul* < [1glI* + [160]1” (C.26)

gilt. Dazu betrachten wir zunéchst den Fall m < py—1< m+1 < p. Fir m < p— 1 gilt offenbar

[ "ber | [ b1 ]
1, O™ 1, 0% : 1, oLt :
mp, — mhn | = "o | (C.27)
0 0 0 o 5 0 o :
L "ben. L mbeufl i
so dass aus Gleichung (C.25)
Fmy
bel ]-m Oﬁl—l—m
=[1, O]J[L,b,+ L,b,)+[1, O]L. "bem (C.28)
"bes 0 O :
L mbeufl J

wird. Um diese Gleichung iibersichtlicher schreiben zu kénnen, fithren wir die Vektoren

mbel bq
"hh, = : , My = b, (C.29)
e b,

und die Matrix #™L als die linke obere Untermatrix von L mit p Zeilen und ng + n, + 1 — 1 Spalten,
d.h.

L, O '™
“L =1, 0 [Lq L, Le[om 0" ” (C.30)
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ein. Damit erhalten wir Gleichung (C.28) zunéchst in der Form

pn—1l—m
i, = [1, 0][Lyb, + Luby] +[1, o]LeHm o ] m=1p, (C.31)
und weiter
pn—1l—m
(1, o[t 1 L[ B ] e g e, 0

Wegen der unitédren Beschranktheit von L ist nach Gleichung (B.2) auch die Teilmatrix #™L unitir
beschrankt, d. h.

| mmp matp|? < |pretp|? v e, (C.33)
Setzen wir ™#b, = F™ML ™1 aus Gleichung (C.32) ein, so haben wir
- 2 e
D el < bl + 1Bl + D ™0 2, (C.34)
v=1 v=1

also das gewiinschte Ergebnis

MaXf2

452 7

die gesuchte Obergrenze von |"b.,|, welche fiir y, m mit m + 1 < p giiltig ist .
Wir zeigen nun, dass sie auch fiir m + 1 > p giiltig ist. Gleichung (C.22) lautet in Matrixform

™ Deal® < 116g* + 1001, 0e,l* < (C.35)

_ b, -
"be1 1nq+nu+u71 0 1nq+nv+ll71 b,
: | =[1, 0]L b=[1, O]L "ber . (C.36)
" Beps 0 0 0 :
L e i1 d

Die unitére Beschranktheit der ersten po Zeilen und der ersten n, + n, 4+ ¢ — 1 Spalten von L liefert

) b, 1I° Te ]I
mhy Loy notpet b, b,
: =||[1, O]L be1 < be1 , (C.37)
mbe’u 0
| by | | "bep |

was wieder Gleichung (C.35) aber diesmal giiltig fiir m + 1 < pu, darstellt.
Um dieses Resultat auf die Spannungswellen zu iibertragen, nutzen wir die Beziehung

b = ldiag {G;/Z, G}/Q, Gi/z}b' und ersetzen die Leistungswellen in Gleichung (C.35)

2

"B < |[(ReuG )20 + || (ReuG) 28, (C.38)
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Anhang D

Auswirkungen endlicher
Rechengenauigkeit

Anhang C ging von unendlicher Rechengenauigkeit aus (ideale Rechenoperationen). Bekannt ist, dass
passive Bauelemente auch bei endlicher Rechengenauigkeit durch Auswahl eines geeigneten Rundungs-
verfahrens noch passiv sind, [FM75], [Fett78], [Fett90]. In diesem Abschnitt werden praxisgerechte Im-
plementierungen der Arithmetik fiir verschiedene Zielsysteme vorgestellt. Die zentrale Frage ist, wie
die Subunitaritdt der Streumatrizen nichtreaktiver Bauelemente unter realen Bedingungen gewihrlei-
stet werden kann. Untersuchungen zu diesem Thema, bei Benutzung von Festkomma-Arithmetik, finden
sich in [Meer79]. In dieser Arbeit steht die Gleitkomma-Arithmetik im Mittelpunkt und wird in diesem
Anhang ausschliefilich betrachtet. Dazu werden nur WDF-Realisierungen eines (im Idealfall energie-
neutralen) Zweitors untersucht, da jede unitéare Streumatrix auf eine Realisierung zuriickgefithrt werden
kann, die aus eben diesen Zweitor-Streumatrizen besteht, vgl. Kapitel 2.8.1. Die Untersuchungen werden
fiir die gédngigen Rundungsarten des Betragsschneidens und des Gitterpunktschneidens durchgefiihrt. Es
werden fiir beide Rundungsarten Realisierungen angegeben, die unter realen Bedingungen passiv sind.

D.1 Zahlendarstellungen und Rundungsfehler

Darstellung von Gleitkommazahlen
Wir legen fiir diese Arbeit die Darstellung einer Gleitkommazahl (Floating-Point-Number) nach dem

Standard IEEE 754-1985 zu Grunde. Die Menge aller von null verschiedenen Gleitkommazahlen wird
durch

p—1
21' = (—1)81[1 + fi2_p+1] 26i_v ) fz - ZbiVZV_l ) biz/ S {07 1} (D]')
v=1

gebildet. Hierin ist das Zahlensystem durch
e die Anzahl der Bits fiir den Betrag der Mantisse p — 1,
e die Anzahl der Bits fiir den Exponent ¢,
e die Gesamtzahl der Bits p + ¢ und

e der Verschiebung v = 2771 — 1
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bestimmt. Fiir Zahlen einfacher Linge (Datentyp float in der Programmiersprache C) gilt p = 24 und
q = 8. Eine konkrete Zahl # 0 ist dann zum einen bestimmt durch die Mantisse (—1)%[1 + f;277!]
bestehend aus dem Vorzeichenbit s; € {0,1} und dem informationstragenden Teil des Betrages (der so
genannten Charakteristik) f; und zum anderen durch den Exponenten 247 mit 0 < ¢; < 2041 =27—1.
Die Null wird durch e; = 0 A f; = 0 dargestellt. Der Maximalwert von f; ist

= R
frwe =D 27N =) 2= 5 =27 - L (D2)
v=1 v=0

fi ist somit eine ganze Zahl aus dem Intervall 0 < f; < fiax-

Fiir die folgenden Uberlegungen bzgl. der Rundung nehmen wir an, dass keine Uberlaufeffekte auf-
treten. Ist z das Ergebnis einer idealen Rechenoperation und nicht durch eine Gleitkommazahl des
verwendeten Zahlensystems darstellbar, so entsteht bei der realen Rechenoperation der Rundungsfehler
z — Z. Gebrauchliche Rundungsarten sind

e Rundung in Richtung 0 (Betragsschneiden), d.h. Z = sgn(z)[|z|], wobei sich hier die Gauf$-
Klammern auf das Zahlenraster und nicht auf die ganzen Zahlen beziehen,

e Rundung mit minimalem Betrag des Fehlers, d.h. |z — Z| = min,
e Rundung in Richtung oo, d.h. Z = | z],
e Rundung in Richtung —oo, d.h. Z = [z].

Wir werden nur die ersten beiden betrachten.
Maximaler Fehler bei der Addition und Subtraktion zweier Zahlen

Wir betrachten das Ergebnis der idealen Addition zweier Gleitkommazahlen z; = Z; und 2z, = 29

23 =21 + 29 (D.3)
und der realen Addition

Z3=21D 25 . (D.4)

Zunéchst untersuchen wir das Betragsschneiden. O.E.d.A. nehmen wir z; > z; und s = s = 0 an.
Der maximale betragliche relative Fehler tritt genau dann auf, wenn 25 gleich der grofiten Zahl ist, die
keinen Beitrag zu Z3 liefert, d.h. Z3 = 2z; und z3 die kleinstmogliche Mantisse hat. Dann gilt offenbar
23— 23 = 21 + 23 — 21 = 23 = Z3. Die oben gemachten Uberlegungen besagen, dass die Mantissen von z;
durch f; = 0 und von z, durch fs = fiax bestimmt sind. Damit z; keinen Beitrag zu Z3 liefert, miissen
die Exponenten von z; und z; gerade um p differieren. Bei Festkommazahlen tritt bei der Addition
iiberhaupt kein Fehler auf, da die Exponenten gleich sind. Der maximale Betrag des relativen Fehlers
bezogen auf z3 ist

max {

und bezogen auf Z3

max {

25 — Z3 Zo 1 fuoae- 27PN 227 10w !

= — I _ _ 1-p
} zZ3 1+0-2-ptL 20 P op—1 op—1 2 (D5)

z3

2 — 2-rtHl 1-277
2. _ = 2/ = . (D.6)

23—5’3 B B B
%3 m—z l—2/zy 22 —242PF 21 14 2P

N

A

3
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Beispiel : Sei p = 4 und es gelten die folgenden Zahlenwerte

21=(1+0-27140-27240-272). 2= (1-2240-22+0-224+0-21) =16
zp=(1+1-2714+1.-27241.273).20=1,875

23=(1-2240-2240-2240-2' +1-2°41-271 +1.27241.279) (D.7)
Z3=(1-224+0-2240-22+0-2Y) =2 .
Der relative Fehler ist
23 — 23 22 1,875 1 -2
=== = ~0,1172 . D.8
23 % 16 9i-1 ’ (D.8)
Zum Vergleich der abgeschétzte relative Fehler
BT 98 20,125, (D.9)
Z3
Im Bild D.1 ist die fehlerhafte Addition dargestellt.
e1—v=4 21
} ¢+ . ° . ° . ° .
0 16 18 20 22 24 26 28 30
€y — UV = 0 Z9
} —v\ ~So } >
0 1™ RN 30
\\\\\ \\\\\\ 62—1]:0 22
! N e—o—0—0—0—0—0—0= ! >
0 1 1,5 2
Z3 %3 23, 23
l d
1 * —o—o——+—o———>
0 16 17,875

Bild D.1: Zahlenraster zu dem Beispiel der fehlerhaften Addition.

Im Fall der Rundung zum néchsten Gitterpunkt halbiert sich der relative Fehler bezogen auf z3 zu

max {

Die unterschiedlichen Vorzeichen des Fehlers z3 — Z3 und von z3 legen eine Ober- und eine Untergrenze
fest, welche im Folgenden unter Zuhilfenahme der Abkiirzung

23 — 23

op

1—-277?
} = < 27P, (D.10)
Z3

o {21_” fiir Betragsschneiden, (D.11)

277 fiir Gitterpunktschneiden.

ermittelt werden soll. Beide Schneideoperationen bewirken, dass die Vorzeichen von z3 und z3 gleich
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5/ -2t
a) ///
Z3 -
7,7 |23, 23|
! { ° ° $ ° ° >
" ¢
0 22 24 ’§3| 28 30

|25|(1-277)  (1-277)| 2]
b) e h

—ploes—v 7
ﬂiﬂ» %/Zf% |23, | 23]

1427 127
Bild D.2: Fehler bei der Addition  a) Betragsschneiden  b) Gitterpunktschneiden

sind, d.h. Z3z3 > 0. Dann ergibt sich

23— 2 . < .
| 3|Z | 3| <e & E[|z| - |5]] <elz| © || —|Z] > |z & |z|[1Fe] > 2] (D.12)
3

Dieses Ergebnis konnen wir zu

Z 1 1
[1—5]<%<[1+5] — 123
<3

D.13
1+e |z3] 1-—¢ ( )

zusammenfassen. Beim Betragsschneiden gilt zusétzlich die schéirfere Bedingung % < 1 und folglich

_ Z3| | 23] 1
1—21P<|—<1 — 1< D.14
|Z3| - - |23| 1_21—17 ( )

Fiir das Gitterpunktschneiden hingegen gilt

[1-277] < % <[1+27 = . +12p < IZ: <7 _12p : (D.15)
Im Bild D.2 sind die Fehler in beiden Féllen dargestellt.
Maximaler Fehler bei der Multiplikation zweier Zahlen
Das Ergebnis der idealen Multiplikation zweier Gleitkommazahlen z; = Z; und 2z, = 25 ist

23 =21 2 (D.16)

und bei realer Multiplikation

23 =21 ® 2. (Dl?)
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Wir betrachten den Fall f; = fo = fiax (lauter Einsen in der Bindrdarstellung der Mantisse), da dies
die maximale Mantisse bei z3 liefert. O.E.d.A. nehmen wir z1, 23 > 0 an,

23 =229 = [1 + fmax217p]2 2€1+6272v — [2 _ 217[3]2 2614’62721} — [1 _ 27p]2 22+61+€272'v

_ [1 o 2 . 2—p + 2—2p] 22+el+52—2v — [1_2—p+1 +2—2p] 22+61+62—2U

p—2 p—2
_ [21713 Z v 4 272p] 22+e1+6272v _ [Z 21+1/7p + 272p] 22+61+6272v
v=0 v=0
p—3 2p—1
_ [1 + Z 92+v—p 4 2172p] glterter—2v _ [1 4+ ol=2p Z bgyzl/fl] gltertes—2v
v=0 v=1
2p—1 P p—1
— [1 + 21—17 Z b3V2V—1—p] 21+e1+62—2v — [1 + 21—17 Z b3y2y—1—p + 21—]7 Z b3ll+p2y_1] 21—}—61—}—62—21)‘
v=1 v=1 v—1

(D.18)

Es gilt e3 —v = 1 4+ e; + eo — 2v. Die Lénge der Charakteristik ist offenbar von p — 1 auf 2p — 1
angestiegen. Presst man eine Zahl mit Mantissenldnge 2p auf einen Gitterpunkt eines Zahlensystems
mit Mantissenlénge p, so ist der Betrag des dadurch entstehenden maximalen Fehlers dann gegeben,
wenn b3, = 1 fiir v = 1,2,...p gilt. Der maximale Fehler in der Mantisse ist also bei Rundung mittels
Betragsschneiden

P p—1
23— 33 = 91-2p Z gv—1lglteirtes—2v _ 92-2pterter—2v Z o 22—p+51+52—2v(1 N 2—p) . (Dlg)
v=1 v=0

Der grofite relative Fehler bezogen auf ein z3 entsteht, wenn z3 die kleinste Mantisse hat, zu

23 — 23 227p+€1+62721}(1 _ 27p)
23 < 21+51+62—2v

=271 —27P) < 21, (D.20)

Der relative Fehler ist also nicht grofer als das letzte Bit der Mantisse von zz, d.h. 217P 2677,
Bei Rundung zum néchsten Gitterpunkt ist hingegen der Fehler nicht grofier als die Hélfte des letzten
Bits von z3, d.h. 27P27", Die relativen Fehler bezogen auf z3 sind dann bei beliebigen Zahlen durch

e bei der Rundung mittels Betragsschneidens durch

23 — 23

< 2Pt (D.21)

z3

e und bei Rundung zum néchsten Gitterpunkt durch

23 — 23

<277 (D.22)

z3

beschrinkt. Die maximalen Fehler, die bei der Addition und der Multiplikation entstehen sind zwar
nicht exakt gleich, aber die angegebenen oberen Abschitzungen Gleichung (D.5) bzw. Gleichung (D.10)
und Gleichung (D.21) bzw. Gleichung (D.22) sind bei beiden Rechenoperationen gleich. Da wir ein z3
mit kleinster Mantisse angenommen haben, gilt die Abschéitzung auch fiir den relativen Fehler bezogen
auf Z3, d. h.
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e bei der Rundung mittels Betragsschneidens

23 — 23

< 2Pt (D.23)

Z3
e und bei Rundung zum néchsten Gitterpunkt

23 — 23

<27P. (D.24)

Z3
Beispiel Erneut gilt p = 4 und die Zahlenwerte lauten

21=(1+0-27141-27241.273).23 =23 421 120 =11

Zp=(1+1-27"40-22+41-273).22=23+22+20=13. (D.25)
Die Berechnung liefert

2250 1 0 1 1 0 0 0

2220 0 1 0 1 1 0 0

220 0 0 0 0 1 0 1 1 (D.26)

23 1 0 0 0 1 1 1 1

oder in Dezimaldarstellung z3 = 143. Bei Abrundung haben wir Z3 = 27 = 128 und bei Aufrundung
Z3 = 27+ 2% = 144. Die relativen Fehler 15/143 = 0,104895 bzw. 1/143 = 0,006993 sind, wie behauptet,
durch die Obergrenzen 2771 = 0,125 bzw. 277 = 0, 0625 begrenzt.

Die unterschiedlichen Vorzeichen des Fehlers von z3 legen die Ober- und die Untergrenze fest. Bereits
ermittelt wurde

23 — 23

(D.27)

1-27 < }~—‘ <1 fiir Betragsschneiden,
<E= _ 2] _ . : .
[1—277] < 2 < [14+277] fiir Gitterpunktschneiden.

z
3 |23]

D.2 1Idealer und realer Zweitor-Parallel-Adaptor

Wir werden nun Untersuchungen zu einem Zweitor-Parallel-Adaptor durchfithren, der energieneutral ist
und im realen Fall passiv sein soll. Die Berechnungsgleichungen im idealen Fall sind

b=[T"~1a , T=[y,%" , m,”2>0 , T'T=2. (D.28)
Die Bestimmung von b; und by soll durch
ap = Y101 + Y202 , bi=y00—a1 , by="Yay—as (D.29)

erfolgen. Das Bild D.3 zeigt das Signalfluss-Diagramm des idealen und Bild D.4 das des realen Zweitor-
Adaptors. Im realen Fall kann die reale Operation (Multiplikation/Addition) durch die ideale Operation
und einem Reformatierungsbaustein dargestellt werden. Die Untersuchungen in Bezug auf den Fehler
betreffen 4 Punkte :

1. die ersten zwei Multiplikationen,

2. die erste Addition,
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Bild D.3: Signalfluss-Diagramm eines idealen Zweitor-Parallel-Adaptors.

3. die zweiten zwei Multiplikationen und
4. die zweiten zwei Additionen.

Dabei wird jeweils die Untersuchung fiir die Rundungsart a) Betragsschneiden als auch fiir b) Gitter-
punktschneiden durchgefiihrt.

Im weiteren Verlauf werden wir die Passivitdt an manchen Stellen dadurch garantieren, dass anstelle
der unitiren Matrix S die unitdr beschrinkte Matrix S’ = IV, I aT — 15 verwendet wird, wobei sich die
Vektoren I'V, und I'V, durch Kiirzung des Vektors I' ergeben, d.h. es gilt I'V,||T|| = T'||TV,||, T'y||T|| =
LT, 1T < |7 und [|TV]| < ||T||. Wir miissen nun noch zeigen, dass die Eigenwerte die fiir die
unitire Beschrinktheit notwendigen und hinreichenden Bedingungen |[N)| <1 A |A;| < 1 erfiillen. Dazu
berechnen wir explizit die Eigenwerte

det[1oA—87]= det[1oA— T/} + 15] = det[1o(A + 1) — TV} = (A + 1)2det[1y — T/} /(A + 1)]

— (A D21 = TPT(0+ 1) = A+ DA+ 1-T7IT%) = (A 1A+ 1= [T [T ]

(D.30)
Beide Eigenwerte
Xp=—1 und X, = [ [[IT%)| - 1 (D.31)
sind unimodular beschrénkt. Fiir A} sieht man das wie folgt
IT Tl < T2 = 26 Ay = [T - 1< 1. (D.32)

Da der Betrag einer Zahl nicht negativ sein kann, ist ) natiirlich auch nicht kleiner als —1.
1. Die erste Multiplikation

Die reale Multiplikation v, ® a; entspricht (fiir feste Faktoren ; und a;) der idealen Multiplikation von
a; mit einem modifiziertem 7;, d. h.

23 =M ®a = ’Mylal . (D33)
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Bild D.4: Signalfluss-Diagramm eines realen Zweitor-Parallel-Adaptors.

Entsprechendes gilt fiir 72 ®az. In Matrixform lautet dies b= [Ff‘T —1yJa = Sa. Aus Passivititsgriinden
muss S unitér beschréinkt sein. Die Passivitét ist geméf Gleichung (D.32) genau dann gegeben, wenn
[IT|] < ||| gilt. Nehmen wir an, vo ® ay sei fehlerfrei, so folgt 4; < 7, und somit

M lar] < laq] - (D.34)
Da die Multipliziererkoeffizienten positiv sein sollen, konnen sie in die Betragsoperation gezogen werden.

171 a1] < |y a1l - (D.35)
Mit Gleichung (D.33) haben wir

1 ©@ar| < |y a . (D.36)

Die Passivitéit fordert also, dass das Ergebnis der realen Multiplikation nicht gréfler als das der idealen
Multiplikation ist.

a) Rundung mittels Betragsschneiden
Bei Verwendung des Betragsschneidens ergibt sich das Ergebnis der realen Multiplikation durch Abrun-
dung des Betrages aus der idealen Rechnung. Ohne weitere Eingriffe ist Gleichung (D.36) erfiillt und

die Passivitét sichergestellt.

b) Gitterpunktschneiden
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Bei Verwendung des Gitterpunktschneidens existieren hingegen Félle, die Gleichung (D.36) verletzen.
Abhilfe schafft fiir diese Rundungsart ein Stauchen der Multipliziererkoeffizienten. Nach Gleichung
(D.27) ist mit z3 = y1a1 und Z3 = v; ® a; der Fehlerbereich nur durch

71 ©aq

1-277] <
Y101

<[1+27 (D.37)

eingeschréinkt, was Gleichung (D.36) zur oberen Schranke hin, wie eingangs behauptet, verletzen kann.
Um dem zu begegnen, wird in der realen Multiplikation der Koeffizient v, durch ] = 7, /[14277] ersetzt.
Dann haben wir

7O a

/

[1-277] <
Ta1

<1427, (D.38)

Setzen wir v; = 71/[1 + 277] ein, so folgt

‘[1+2p]'}/1 ®a1

Y1a1

<1427 <= |y ©a1| < |naq] . (D.39)
Offenbar wird nun Gleichung (D.36) immer erfiillt.

2. Die erste Addition

a) Rundung mittels Betragsschneiden

Wir nehmen nun an, dass die ersten beiden Multiplikationen exakt ausgefiihrt wurden. Anstatt der
idealen Addition ag = vyya;1 + Y202 = I'"a haben wir im realen Fall o = Y101 B Y2ao. Wir werden zeigen,
dass ein Betragsschneiden von ag die Passivitdat des realen Zweitor-Paralleladaptors sicherstellt. Dies
ist ein bemerkenswertes Ergebnis (welches tibrigens auch fiir n-Tor-Serien- und Paralleladaptoren giiltig
ist), da ag im Gegensatz zu aq, as, by, b nicht mehr als eine Leistungsgrofie interpretiert werden kann.

Setzen wir zudem voraus, dass die weiteren Operationen auch ideal durchgefiihrt werden, so berech-
nen sich die Ausgangswellen im realen Fall durch

b=Ta—a . (D.40)
Die ,reflektierte Leistung” des Adaptors ist das Normquadrat von b und lautet

18] = l|ao T|* — 2a@ T a + ||a||* = 2aoldo — ao] + ||a|* < [|bl* - [la* = 2do[ao — ao] (D.41)
Die Passivitdtbedingung lautet in dem vorliegenden Fall

161 < lla]|* & [[b]* — [|lal* < 0. (D.42)

Offenbar ist aglap—ao] > 0 notwendig und hinreichend fiir die Passivitit. Diese Beziehung wird durch ein
Betragsschneiden von ag nach ag erfiillt, wie im Folgenden gezeigt wird. Das Betragsschneiden impliziert
das Nichtédndern des Vorzeichens, d.h. |ag|sgn(ag) = |ao|sgn(ag). Mit ag = |ag| sgn(ae) erhalten wir
dann

aolao—ao| = |ao|[sgn(ao) ap—sgn(ao) ao| = |ao|[sgn(ao) ao—sgn(ao) ao] = |aol[|ac| —|ao|] > 0 <= [ao| > |ao|
(D.43)
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Bild D.5: Wellengroien eines realen und eines idealen Zweitor-Paralleladaptors

Der Vorgang des Betragsschneidens und der Berechnung von b und b ist im Bild D.5 fiir ||a|® = 1W
gezeichnet.

b) Gitterpunktschneiden

Wie wir im vorherigen Abschnitt festgestellt haben, ist aglag — ao] > 0 notwendig und hinreichend fiir
die Passivitat. Durch das Gitterpunktschneiden kann natiirlich die Situation ag > a¢ > 0 auftreten, die
die obige Bedingung verletzt.

Wir werden dieses Problem erneut dadurch 16sen, dass wir statt der ersten Multipliziererkoeffizienten
' die Multipliziererkoeffizienten I'' = oI’ (mit den Koordinaten 74 = y1a und 74 = 7o) mit 1 > o > 0
verwenden. Der Wert aj, = Z3 der realen Addition berechnet sich nun durch

ay = Z3 = Y101 ® Y50z , (D.44)

mit den angenommenen Summanden z; = yja; > Yhas = 2o > 0. Somit ergibt sich der Ausgangsvektor
zu

~/

b =Ta,—a. (D.45)

Nun stellt sich die Frage, wie grofl die Stauchung sein muss. Die Antwort ergibt sich aus der Passivitats-
~/
bedingung. Demnach darf fiir beliebige Eingangsvektoren a die Ausgangsleistung ||b ||? nicht gréfer als
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die Eingangsleistung ||a||* sein. Hinreichend und notwendig dafiir ist |aj| < |ao|. Wir miissen nun den
fehlerhaften Wert a;, durch ag, p und « ausdriicken und die Bedingung nach o auflésen. Der Fehler wird
durch die Ungleichung D.15 mit

z3 = afy = yia1 + Yhay = ayia; + apay = al'Ta = aaq (D.46)
Al
] -
[1—2p]<m<[1+2p] (D.47)
0

eingegrenzt. In Bezug auf die Passivitit ist die Aufrundung des Betrages, d.h. die Obergrenze

ag) < lapl[1 + 277 (D.43)
entscheidend. Setzen wir hier aj = a ag ein, so haben wir

|ag| < aao|[1+277] . (D.49)

Im schlimmsten Fall darf |a;| gerade so gro wie |ag| sein, d.h. |ag| > |ag|. Aus der in Gleichung (D.49)
bestimmten Obergrenze von |ag| erhalten wir den gesuchten Wert fiir o

_ 1 _

Somit wurde der Nachweis der Passivitdt bei Stauchung der Multiplizierer und Anwendung des Gitter-
punktschneidens fiir die erste Addition erbracht.

3. Die zweite Multiplikation

Wir gehen hier von einem korrekt berechnetem ay aus und betrachten die ideale Multiplikation in
by = ya¢ — ay. Das Ergebnis der realen Multiplikation v; ® ag ist gleich der idealen Multiplikation mit
einem modifiziertem 4, d. h.

Z3 =71 ®ag =" ag - (D.51)
GeméB Gleichung (D.32) ist fiir die Passivitét

7 <m (D.52)
notwendig. Somit auch

Filao| < y1laol (D.53)
und mit 1,7 >0

[T1aol < |v1a0] - (D.54)
Verwenden von Gleichung (D.51) liefert dann

71 © aol < |mao - (D.55)

Dies bedeutet, dass das Ergebnis der realen Multiplikation dem Betrage nach kleiner als das Ergebnis
der idealen Multiplikation sein muss, um die Passivitéit zu gewéhrleisten.
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a) Rundung mittels Betragsschneiden

Bei Verwendung des Betragsschneidens ergibt sich das Ergebnis der realen Multiplikation durch Abrun-
dung des Betrages einer idealen Rechnung. Ohne weitere Eingriffe ist Gleichung (D.55) erfiillt und die
Passivitét sichergestellt.

b) Gitterpunktschneiden

Bei Verwendung des Gitterpunktschneidens existieren hingegen Fiélle, die Gleichung (D.55) verletzen.
Abhilfe schafft fiir diese Rundungsart ein Stauchen der Koeffizienten. Nach Gleichung (D.27) ist der
relative Fehler bei der Multiplikation mit z3 = y1a9 und zZ3 = Y109 = 1 © a¢ durch

|71 © ag

1-27<
|71a0|

<1427 (D.56)

eingeschriankt. Das bedeutet, dass der Fall |y, ® ag| > |y1a0| auftreten kann und Gleichung (D.55), wie
eingangs behauptet, verletzt. Um dem zu begegnen, wird in der realen Multiplikation der Koeffizienten
71 durch v; = 71 /[1 4+ 277] ersetzt. Dann haben wir aus Gleichung (D.27) die Fehlerschranke

/
1—2—P<w<1+2—1’, (D.57)
71@0
d.h.

[L+2717 © ao

|71a0|

<1427 <= |y ® ao| < |nao . (D.58)

Offenbar wird nun Gleichung (D.55) immer erfiillt.
4. Die zweite Addition

Hier wird der Rundungsfehler beriicksichtigt, der bei der Berechnung von b; und b, auftritt. Die idealen
Additionen lauten by = y1a9 + (—ay) und by = Yeag + (—as), die realen Additionen by = yag ® (—aq)
und by = voa9 @ (—ap). Fiir die Passivitit muss ||b|| < [|a|| = ||b|| gelten, was durch |by| < |b1] und
|by| < |bo| gewidihrleistet ist.

a) Rundung mittels Betragsschneiden

Im Falle der Anwendung des Betragsschneidens gilt [by| < |by] und |by| < |bo|. Die Passivitiit an dieser
Additionsstelle ist nicht gefihrdet, da b; und by Energiegrofien sind.

b) Gitterpunktschneiden

Im Falle von Gitterpunktschneiden ist dies aber nicht sichergestellt. Im Gegenteil, wir werden zeigen,
dass das System selbst dann aktiv ist, wenn wir den Vektor T’ stauchen.
Der Fehler bei der Berechnung von b; = —ay; + y1a¢ durch by = —a; ® a9 ist geméafl Gleichung
(D.15) durch
A

1-277P< o <1+277 (D.59)
1
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eingeschriankt. Somit ist auch

ba] < [bi] = —[baf® < — o (D.60)
moglich. Die aufgenommene Leistung berechnet sich dann durch

b= llal* =11l = lal* = [b]* = ool < [la]* = [b2]* = b2]* = [l@]|* = [|b]* = 0 (D.61)

und ist negativ. Das System ist folglich aktiv.

Die Streumatrix S wird nun durch 8§’ = IT'T"" — 1, ersetzt, wobei aI' = I und T''T" > I"'I" gils.
Wir legen die Bezeichnung b’ = S’ ® a fiir die reale Matrixmultiplikation (hier nur mit fehlerhafter
Addition bei den Skalarprodukten) fest. Wie wir eben gesehen haben, kann sich " maximal durch die
zweite Addition auf b[1 + 2'7P] vergréBern. Dieser Fehler bei der realen Multiplikation mit der Matrix
S’ entspricht dem der idealen Multiplikation mit der Matrix S'[1 + 2'77], d. h.

b=S[1+2""7a=S0a. (D.62)
Das Ergebnis der realen Multiplikation soll aber gerade der Passivitdtsbedingung
161 =" @al < |al? (D.63)

geniigen. Das heiBit, der neue Vektor T muss nun so geartet sein, dass S’[1 + 2!7P] unitér ist. Die
Eigenwerte diirfen dem Betrag nach nicht grofler als eins sein, d. h.

det[1oA — [1 +2177]8"] = det[1oA — [1 + 21P|['T'T — 1)) = det[1o(\ + 1 + 2177) — [1 + 21 2)T'T'"]
= (A+1+2"7P)2det[1y — [1+ 2" PIT'T /(N + 1 4 2177)]

=(A+1+2"P)[(A+1+2"7) = 1+ 27T
(D.64)

Offenbar ist ein Eigenwert A = —1 — 27 und somit vom Betrag her grofier als eins, ganz gleich wie wir
I wihlen.

Als Ergebnis halten wir zum einen fest, dass wir fiir das im Bild D.4 dargestellte Signalflussdiagramm
bei Verwendung des Betragsschneidens eine passive Realisierung gefunden haben. Hingegen waren wir bei
Verwendung der Gitterpunkt-Rundung nicht in der Lage, ein Signalflussdiagramm passiv zu realisieren.
Abschliefend sei erwidhnt, dass sich die gefundenen Ergebnisse auf Serienadaptoren verallgemeinern
lassen.

D.3 Direkte Umsetzung einer Zweitor-Adaptor-Streumatrix

Leider sind die meisten C-Compiler (aufgrund des Zielsystems) auf Gitterpunktschneiden eingerichtet.
Wie in D.2 nachgewiesen wurde, fithrt dies dazu, dass die Implementierung nicht mehr passiv ist. Ein
Betragsschneiden miisste daher softwareseitig implementiert werden. Dies ist zwar moglich, stellt sich
aber als zu rechenaufwendig heraus und ist fiir die Praxis vollig ungeeignet. Als Alternative bietet sich

die direkte Umsetzung der Streumatrix mit gestauchten Koeffizienten an. Die Berechnung erfolgt im
idealen Fall durch

by = Siia1 + Si2as 5 by = Syia1 + Sxpas (D.65)
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Bild D.6: Signalflussdiagramm eines realen Zweitor-Paralleladaptors bei direkter Umsetzung.

und im realen Fall durch
512511®a1€9512®a2 ; 6225'216)@1@522@@2, (D.66)

wobei auch hier Punkt- vor Strichrechnung gilt. Im Bild D.6 ist das Signalflussdiagramm eines realen
Zweitor-Paralleladaptors bei direkter Umsetzung dargestellt.
Die Berechnung erfolgt im realen Fall mit gestauchten Koeffizienten |S],| < [S,,| fiir p, v = 1,2 durch

V=58,0a6®S,0a ; b==S)®a®S,oa. (D.67)

Wir miissen zunéchst eine Stauchung aufgrund der fehlerhaften Multiplikation vornehmen. Der Fehler
bei der Multiplikation kann geméf Gleichung (D.27) durch

151 © a1

1-27P <
=2 < A

<[1+27] (D.68)

eingegrenzt werden. Nehmen wir den schlimmsten Fall an, dass alle 4 Multiplikationen eine Erhohung der
Leistung bewirken, so gilt fiir die Norm der Ausgangswellen ||b’|| < (1 +277)|[b'||. Setzen wir b = S’a
ein, so ergibt sich

10| < (1+277)]|S"al| . (D.69)

Fiir die Passivitit muss ||b|| < ||a|| gelten. Diese Bedingung wird von 8" = §/(1 4 277) erfiillt, wie
durch Einsetzen in Gleichung (D.69) nachpriifbar ist

1] < (L+277)[[S"all = (1 +277)[|Sa/(1 +277)|| = ||Sal| = ||al| - (D.70)

Desweiteren miissen wir eine Stauchung der Matrixelemente aufgrund der fehlerhaften Addition durch-
fithren, da durch die reale Addition eine Erhthung der Leistung auftreten kann. Mit

V=Sl a1 & Syas (D.71)
gilt die Eingrenzung nach Gleichung (D.15)

|S’i1a1 D S{2a2|
|S{1a1 + S{1a2|

1-277] < <[1+4+277]. (D.72)

Der zur Erhshung der Ausgangsleistung fiihrende Fall ist durch |S7,a1® S]yas| < |[S7;a1+ S as][1+277]|
beschrinkt. Bewirken beide Additionen eine Erhchung der Leistung, so gilt

16| < (1+277)]|S"al| . (D.73)
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Fiir die Passivitit muss ||b|| < ||a|| gelten. Dies ist dann erfiillt, wenn sich die modifizierte Streumatrix
zu S' = S/[1 + 27P] berechnet, denn auch hier ergibt sich durch Einsetzen

171l < (1 +27)]|S"al| = (1+277)||Sa/(1 +277)]| = ||Sal| = ||al| - (D.74)

Fassen wir die Anderungen wegen fehlerbehafteter Multiplikationen und Additionen zusammen, so be-
rechnet sich insgesamt die modifizierte Streumatrix zu

s 5 w7

Zum Leistungsvergleich berechnen wir mit b’ = S’a = Sa/[1 + 277]* die Didmpfung in dB

Jal? 1+27P|jal . 127
A =101 =201 =201 1+277)7) ~ 201
woE (Hb’H2 *\lisal o0 ({14277 = 20bo8o {5

1+277 1
2 ( 2 ) 20 (2-277) = 0 920~ ptr

"1 \1=27) T 1o T 10

(D.76)

Fiir p = 24 ergibt sich Aqg ~ 272°dB ~ 1000~2dB = 1udB.

Wir wollen festhalten, dass sich die Ergebnisse auch hier auf Serienadaptoren verallgemeinern lassen.
Zum Abschluss fassen wir das Vorgehen zur Bestimmung der Multipliziererkoeffizienten bei direkter
Implementierung nach Bild D.6 zusammen

1. Berechnung von S
2. Stauchung der Streumatrix zu S’ = S/[(1 + 277)]?]

3. Quantisierung der Elemente von S’ durch Betragsschneiden.
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