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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Einfiihrung

Numerische Simulationsprogramme sind in den letzten Jahren zu unverzichtbaren
Werkzeugen in vielen Bereichen der Ingenieurwissenschaften geworden. Simulationen
ermoglichen beschleunigte Designoptimierung, ersparen haufig den Bau von Prototy-
pen und entsprechen damit dem grundsétzlichen Trend zu immer kiirzeren Entwick-
lungszyklen. Zudem ermoglicht die Simulation héufig Einblicke in Zusammenhénge,
die aufgrund der Miniaturisierung in dieser Form messtechnisch gar nicht mehr er-
fasst werden konnen.

Einen besonders dynamischen Bereich stellt in diesem Zusammenhang die elektro-
magnetische Feldsimulation mit gitterbasierten Methoden dar. Dies beruht insbeson-
dere auf dem rasanten Fortschreiten der Informationstechnologie in allen Bereichen
der Technik und des alltdglichen Lebens sowie der damit einhergehenden Verwen-
dung immer hoherer Frequenzen in elektronischen Schaltungen.

Immer hoher werdende Frequenzen haben in zweierlei Hinsicht Einfluss auf den Si-
mulationsprozess: Zum Einen erfordern die kiirzeren Wellenldngen die feinere raum-
liche Abtastung von Strukturen und fithren auf immer gréfere Gleichungssysteme,
die im Rahmen der Simulation gel6st werden miissen. Zum Anderen erhalten Feld-
effekte auch immer gréfere Bedeutung in Bereichen, die bis vor kurzem komplett
der Schaltkreissimulation zugerechnet wurden. So gewinnen Effekte wie Laufzeit-
verzogerungen, Nebensprechen oder Abstrahlung auch in klassischen Netzwerken
oder sogar in einzelnen Teilen wie Chipzuleitungen und Steckverbindungen zuneh-
mend an Bedeutung.

Da es auch in néchster Zukunft nicht moglich sein wird, ganze logische Schaltun-
gen komplett durch Feldsimulationsprogramme zu erfassen, bleibt als Alternative
die Verkopplung zweier separat arbeitender Simulationsprogramme zur Netzwerk-
und zur Feldsimulation. Eine weitere und komfortablere Moglichkeit stellt die Ge-
nerierung so genannter Makromodelle dar, welche das Verhalten des feldbehafteten
Bauteils im interessierenden Frequenzbereich durch ein System moglichst niedri-
ger Ordnung beschreiben. Diese Modelle konnen beispielsweise in Form eines Er-
satzschaltbildes in das Netzwerksimulationsprogramm einbezogen werden, womit
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zur Simulation des Gesamtsystems schliellich nur eine einzige Simulationsplattform
bendtigt wird.

Dass ein solches Modell mit stark reduzierter Modellordnung iiberhaupt existiert,
wird anschaulich klar, wenn man bedenkt, dass das diskretisierte Modell Tausende
bis hin zu Millionen von Unbekannten hat, wihrend das Ubertragungsverhalten im
interessierenden Frequenzbereich oft nur eine kleine Anzahl von Polstellen besitzt.

Insbesondere wenn allein das Ubertragungsverhalten einer feldbehafteten Struktur
von Interesse ist, konnen Modelle reduzierter Ordnung jedoch auch direkt zur Losung
des diskretisierten Problems innerhalb der Feldsimulation herangezogen werden. An-
statt das Modell zu 16sen, das sich aus der Diskretisierung ergibt und das héufig bis
zu Millionen von Unbekannten hat, kann zunéchst ein Reduzierungsschritt vorange-
stellt werden. Geldst wird dann schliellich nur das System mit geringer Ordnung.
Ein solches Vorgehen wird auch als Fast Frequency Sweep bezeichnet. Es ist offen-
sichtlich, dass in diesem Fall die Rechenzeit zur Erstellung des Modells kleiner sein
sollte als die Rechenzeit zur Losung des unreduzierten Systems.

Makromodelle finden auch im Optimierungsprozess Anwendung, da das Verhalten
bereits optimierter oder unverénderlicher Bereiche der Struktur durch ein nur ein-
malig zu erstellendes Modell erfasst werden kann, wéihrend der verbleibende Rest
durch die Simulation beschleunigt optimiert werden kann. Auch wenn eine Teilstruk-
tur innerhalb eines grofleren Rechengebiets mehrfach vorkommt, kann der Einsatz
eines Makromodells sinnvoll sein.

Es wird somit deutlich, dass je nach geplantem Einsatz des Modells die Schwer-
punkte der Reduzierung unterschiedlich gewichtet sind: Soll das Modell fiir einen
Fast Frequency Sweep verwendet werden, ist neben der Genauigkeit des Modells
vor allem die Rechenzeit interessant, die zur Reduzierung benétigt wird. Wird das
Modell jedoch nur ein einziges Mal erzeugt, um dann viele Male beispielsweise in
einem Optimierungsprozess eingesetzt oder mit anderen Simulatoren verkoppelt zu
werden, ist eine moglichst geringe Modellgréfie und die Erhaltung physikalischer Ei-
genschaften wie Stabilitdt und Passivitéit von vorrangigem Interesse. Rechenzeit ist
in diesem Fall nur von zweitrangiger Bedeutung.

Zum Auffinden eines reduzierten Modells wird im Rahmen dieser Arbeit ein sehr
allgemeiner Projektionsansatz beschrieben und untersucht. Dieser ermoglicht un-
terschiedliche Varianten zur Wahl der Projektionsmatrizen. Als besonders geeignet
erweisen sich dazu einzelne Feldlosungen, Eigenvektoren der betrachteten Polstel-
len, Taylormomente oder so genannte Krylov-Unterraum-Vektoren. Diese Varianten
unterscheiden sich zum Teil deutlich in Rechenaufwand und resultierender Modell-
grofe.

Besonders die Kombination einer so genannten partiellen Realisierung basierend auf
Krylov-Unterraum-Vektoren und einem momenten-basierten Verfahren zeigt sich als
sehr effizient, was sowohl Rechenzeit als auch Modellgrée betrifft. Der unter dem
Namen Two-Step-Lanczos (TSL) in dieser Arbeit vorgeschlagene Algorithmus erhélt
fiir resonante Systeme zusétzlich Stabilitdt und Passivitat, lauft vollstdndig auto-
matisiert ab und das resultierende Modell ldsst sich auf einfache Weise als Ersatz-
schaltbild interpretieren.
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Als alternatives Vorgehen wird ein Verfahren untersucht, bei dem das System zu-
néchst mit einem sehr effizienten Zeitbereichsloser teilweise berechnet wird. Da bei
resonanten Systemen die Signalamplitude jedoch nur sehr langsam abklingt, wird die
Rechnung schlieBlich abgebrochen und das Ubertragungsverhalten aus dem bereits
berechneten Zeitsignal mittels moderner Signalverarbeitungsmethoden geschétzt.

1.2 Ubersicht

Im Anschluss an diese Einleitung wird im Kapitel 2 die Methode der Finiten In-
tegration vorgestellt. Da dieses Verfahren grundlegende physikalische Eigenschaften
der kontinuierlichen Maxwellschen Gleichungen auch im Diskreten beibehélt, ist es
fiir die spatere Modellgenerierung besonders geeignet.

In Kapitel 3 werden die diskretisierten Modelle als Systeme betrachtet. Hierbei kom-
men klassische sowie erweiterte Zustandsraumdarstellungen zur Anwendung. Wich-
tige Systemeigenschaften wie Kausalitét, Stabilitdt und Passivitédt werden ebenso be-
trachtet wie die Zusammenhénge zwischen den Impedanz- und den Streuparameter-
Ubertragungsfunktionen.

Kapitel 4 stellt den Kern der Arbeit dar und beschreibt den Prozess der Reduzie-
rung der Ordnung mit Hilfe verschiedener Projektionsverfahren. Aus den jeweili-
gen Vorteilen einer partiellen Realisierung und einer momente-erhaltenden Padé-
Approximation wird schliefSlich der Two-Step-Lanczos-Algorithmus abgeleitet und
untersucht.

Verfahren zur Spektralschétzung aus Zeitsignalen werden als alternative Moglichkeit
zur schnellen Berechnung des Ubertragungsverhaltens einer Struktur in Kapitel 5
vorgestellt.

Kapitel 6 befasst sich mit unterschiedlichen Methoden, aus der Zustandsraumdar-
stellung des reduzierten Modells tatséchlich ein Netzwerk abzuleiten, das als Ersatz-
schaltbild verwendet werden kann. Das reduzierte System wird hierzu als Knoten-
analysemodell interpretiert oder in eine Pol-Residuen-Darstellung iiberfiihrt.

Die Vor- und Nachteile der verschiedenen Verfahren werden schliellich in Kapi-
tel 7 anhand von vier praxisrelevanten Beispielen aus dem Hochfrequenzbereich ver-
glichen. Dies sind zwei resonante Filterstrukturen, ein Antennenbeispiel sowie ein
Chipgehéuse mit einer groflen Zahl von Anschliissen.

Die Arbeit schliefit mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick.
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Kapitel 2

Die Methode der Finiten
Integration

Die Mazwellschen Gleichungen und die zugehdrigen Materialbeziehungen bilden die
Grundlage der klassischen Elektrodynamik. Die Methode der Finiten Integration, die
in diesem Kapitel vorgestellt werden soll, stellt eine Transformation dieser Gleichun-
gen in einen diskreten Gitterraum dar, die wichtige physikalische Eigenschaften der
Mazwellschen Gleichungen erhdlt.

Zundchst wird die Grundidee der Methode mit der Diskretisierunng der Gleichun-
gen sowie der Materialbeziehungen beschrieben. Besondere Aufmerksamkeit erhalten
frequenzabhdingige Zusammenhdnge wie dispersive Materialien und komplexe Beran-
dungen des Rechengebiets wie Impedanzwdinde oder absorbierende Rdnder, da diese
bei der Interpretation des Modells als System von entscheidender Bedeutung sind.

2.1 Die Maxwellschen Gleichungen

Friitheste Beobachtungen sowohl elektrischer als auch magnetischer Phénomene rei-
chen bereits in die Antike zuriick. Erste quantitative Untersuchungen erfolgten je-
doch erst im 18. Jahrhundert auf dem Gebiet der Elektrostatik durch H. Cavendish
(1773) und C. A. de Coulomb (1785). Die Verkopplung elektrischer und magnetischer
Felder wurde erstmals 1826 von A.-M. Ampere in einer ersten Fassung des Durch-
flutungsgesetzes erfasst, 1831 folgte M. Faraday durch Aufstellung des Induktions-
gesetzes. James Clark Maxwell erweiterte schliefllich 1873 die bestehenden Ansétze
zu einer einheitlichen elektromagnetischen Theorie [1]. Sein wesentlicher Beitrag
hierbei war in Deutung der Ableitung der elektrischen Flussdichte als Stromdichte
im Durchflutungsgesetz. Die vier - heute nach ihm benannten - Gleichungen bilden
seitdem die Grundlage der klassischen makroskopischen Elektrodynamik.

Die Maxwellschen Gleichungen verkniipfen fiinf vektorielle GrundgroBen!, die elek-
trische Feldstiarke F, die eleljtrische Flussdichte D, die elektrischg Stromdichte J,
die magnetische Feldstédrke H sowie die magnetische Flussdichte B und die skalare

1Ein Verzeichnis der verwendeten Symbole und Schreibweisen findet sich im Anhang.

5
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Raumladungsdichte p. Die ersten beiden Gleichungen setzen jeweils die zeitliche Ab-
leitung einer Flussgrofie iiber einer beliebigen Flache A mit der iiber ihren Rand 0A
abfallenden Spannung in Verbindung, wéihrend die anderen beiden Gleichungen die
in einem Volumen V eingeschlossene Ladung mit den Fliissen durch deren geschlos-
sene Oberfliche JV in Beziehung setzen, bzw. die Nichtexistenz der Ladung zeigen.
Fiir eine ausfiihrliche Darstellung siehe z.B. [2, 3]. Unter der Annahme ruhender
Medien lauten die Gleichungen:

fﬁ(ﬁ t)-ds = _/aBg, P VA C IR?, (2.1.1a)
0A A

H(7t) - d5 = / <8D(§7;, H + J(7, t)) -dA VA C IR, (2.1.1b)
0A A

B 1) - di = /p(f, £ dv WeRE, (21.10)
oV 1%
?fé(f, £)-dA =0 WeR. (21.1d)

Nach ihren Urhebern werden Gleichung 2.1.1a auch als Faradaysches, Gl. 2.1.1b als
Amperesches und Gl. 2.1.1c als GauBsches Gesetz bezeichnet.

Die elektrische Stromdichte

—

J(Ft) = Jo(Fot) + Ji(F,t) + Ju(7,t) (2.1.2)

in GI. 2.1.1b stellt die Summe aus einer von auflen eingeprigten Stromdichte Jz, der
sich aufgrund einer Leitfdhigkeit im elektrischen Feld einstellenden Leitungsstrom-
dichte j;, sowie der Konvektionsstromdichte jk, hervorgerufen durch von elektro-
magnetischen Kréften bewegten Ladungen, dar.

Durch Anwendung der Integralsétze von Gaufl und Stokes lassen sich die Gleichun-
gen in die inhaltlich identische differenzielle Darstellung iiberfiihren:

rot £ 1) = ~ 200 (2.1.30)
rot H(7,t) = oD g b J(7,1), (2.1.3b)
div D(7,t) = p(7. 1), (2.1.3¢)
div B(7,t) = 0. (2.1.3d)

Die differenzielle Form der Maxwellschen Gleichungen ist nur vollstindig, wenn
zusétzlich die Stetigkeit der Vektorgroflen an Grenzflachen zwischen elektrisch oder
magnetisch unterschiedlichen Medien eingehalten wird. Die entsprechenden Bedin-
gungen lauten mit dem zur Grenzfliche normalen Vektor 7715, der Oberflichenladung
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or und dem Oberflachenstrom T I

—

ﬁlg X ( 9 — El) 0 7_2:12 X (HQ — Hl) = JF7 (214&)
iy (Dy — Dy) = op, i1y - (By — By) = 0. (2.1.4b)

2.1.1 Materialeigenschaften

Eine Verkopplung der Maxwellschen Gleichungen und damit die Moglichkeit sie zu
16sen ist erst gegeben, wenn zusétzlich zu den Gln. 2.1.1 oder 2.1.3 die Beziehun-
gen zwischen den Feldstédrken und Flussdichten bekannt sind. Diese sind materi-
alabhéngig und fiir den allgemeinen inhomogenen und anisotropen Fall durch die
folgenden Materialgleichungen beschrieben:

D(7,t) = D(E(7,t)) = eoE(F, t) + P(E, 7, 1), (2.1.5a)
B(7,t) = B(H(7\t)) = poH (7, t) + poM (H, 7, t), (2.1.5b)
J(7 1) = J(E(Ft)) = kE(Ft). (2.1.5¢)

Eine Flussgrofle setzt sich demnach aus einem linearen Anteil des Vakuums zur
Feldstiarke sowie einem im Allgemeinen komplexen Einfluss des Materials zusam-
men, der durch die Polarisation P und die Magnetisierung M beschrieben wird.
Hierbei wird zwischen dispersiven, anisotropen, nichtlinearen und frequenzabhéngi-
gen Effekten unterschieden. Fiir den linearen hysteresefreien Fall lassen sich die
Materialeinfliisse mittels elektrischer und magnetischer Suszeptibilitétstensoren Y,
und Y,, angeben:

P(Ft) = eo X (7 t) % E(7,t) + P.(F), (2.1.6a)
M(7,t) = X,,(F\t) % H(F,t) + M, (7). (2.1.6b)

Die Ausdriicke P. und M, beschreiben eine permanente Polarisation bzw. Magneti-
sierung, wie sie beispielsweise in Elektreten oder Permanentmagneten auftreten, sie
sollen im Folgenden als Null angenommen werden. Die Faltungsausdriicke? tragen
der Zeitabhéngigkeit der Materialparameter Rechnung und lassen sich durch einen
Ubergang in den Frequenzbereich® in multiplikative, komplexwertige Ausdriicke?
umwandeln

D(F,t) = eo E,(F ) E(F,w), (2.1.7a)

Fiir die im Allgemeinen tensoriellen und komplexen relativen Permittivitdten und
Permeabilitaten gilt €, = X, +1 und g, = X,, + 1. Das frequenzabhéingige Verhalten

2Der Faltungsoperator * reprisentiert die Vorschrift f(t) f_ g(t —7)dr.

8Als Frequenzbereich wird das Ergebnis der Fourlertransformatlon H ( ) = ffooo h(t) e=i@tdt
betrachtet.

4Da sich weite Teile dieser Arbeit mit Frequenzbereichsbetrachtungen befassen, wird auf eine
spezielle Markierung komplexer Groflen verzichtet. Sind Verwechslungen nicht ausgeschlossen, wird
der komplexe Term mit einem hochgestellten () markiert.
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wird durch Wechselwirkungen auf atomarer oder molekularer Ebene unter Einfluss
eines eingeprigten Feldes hervorgerufen. Auf Basis der verschiedenen Mechanismen
lassen sich wiederum makroskopische Beschreibungen finden.

Fiir den Fall von Orientierungspolarisation, der auftritt, wenn die zugrundeliegen-
den Molekiile eine Dipolstruktur aufweisen, ergibt sich mit der materialabhéngigen
Relaxationszeit 7 die relative Permittivitat zu

er(w) = €00 + (2.1.8)
wobel £, und e, die Permittivititen im statischen Fall und fiir den Grenzwert
unendlich hoher Frequenzen beschreiben. Dieser Polarisationseffekt wird haufig auch
als Debye-Dispersion bezeichnet.

Fiir unpolarisierte Medien wirkt der Mechanismus der elektronischen Polarisation,
der mit der ebenfalls materialabhéngigen Dampfung 6 und der Resonanzfrequenz wy
durch die so genannte Lorentz-Dispersion beschrieben wird

(2.1.9)

Fiir Plasmen ergibt sich mit der Kollisionsfrequenz v, und der Plasmafrequenz w,
die Drude-Dispersion zu

w
jwr, — w
Eine ausfiihrliche Darstellung dispersiver Materialien findet sich in [2, 11, 12]. Neben
der eigentlichen Materialdispersion werden die genannten Modelle auch haufig einge-
setzt, um andere physikalische Phdnomene zu beschreiben. Beispiele hierfiir sind die
so genannten Metamaterialien [15], mikroskopische Resonatorstrukturen, die makro-
skopisch betrachtet in gewissen Frequenzbereichen negative Werte fiir die Permitti-
vitdt und die Permeabilitidt annehmen und sich ebenfalls durch Lorentz-Dispersion
beschreiben lassen. Eine Naherung fiir Substratmaterialien, die einen frequenzun-
abhéngigen Verlustwinkel aufweisen, léasst sich durch ein angepasstes Debye-Modell

finden.

In vielen Féllen kann jedoch einfach von frequenzunabhéngigen und isotropen Ma-
terialien ausgegangen werden, die sich durch die einfachen Materialbeziehungen dar-
stellen lassen, wobei €, und g, in Gl. 2.1.7 skalare zeitunabhéngige Werte annehmen:

D =¢oeE, (2.1.11a)
B = pouH. (2.1.11D)

2.2 Diskretisierung der Maxwellschen Gleichun-
gen

Mit den Maxwellgleichungen und den Materialbeziehungen ist eine Gesetzméfig-
keit gegeben, mit der unter Kenntnis aller aktuellen elektrischen und magnetischen
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GroBlen sowie aller Quellen die entsprechenden zukiinftigen Werte eindeutig be-
stimmt werden konnen. Dies gilt auch fiir einzelne Raumteile, sofern die Feldwerte
am Rand im betrachteten Zeitraum bekannt sind. Die geschlossene Losbarkeit der
gegebenen Gleichungen ist allerdings auf einfache geometrische Anordnungen be-
schrankt.

Abhilfe hierbei schaffen numerische Verfahren, die es ermoglichen, die Feldverteilung
bei komplexen Geometrien niaherungsweise zu l6sen, indem sie die Komplexitét der
kontinuierlichen Feldgroflen durch eine endliche Anzahl von Zustandsgrofien model-
lieren. Hierbei werden grundsétzlich unterschiedliche Ansétze verfolgt. Randelement-
methoden (engl.: Boundary Element Method, BEM) [6] diskretisieren beispielsweise
die Oberflichen leitender Strukturen innerhalb homogener Materialien und l6sen
numerisch eine dquivalente Formulierung der Maxwellgleichungen als Randintegral-
gleichung. Volumenbasierte Verfahren wie die Methode der Finiten Elemente (FEM)
[7] hingegen schrinken die Anzahl der Zustandsgrofien gleich in doppelter Hinsicht
ein: Zunéchst wird nur ein Teilgebiet des Gesamtraums als Rechengebiet definiert,
dann werden in dessen Inneren durch ein Gitter Stiitzstellen fiir die einzelnen Feld-
werte festgelegt.

Die im Rahmen dieser Arbeit verwendete und im Folgenden néher beschriebene Me-
thode der Finiten Integration (engl. Finite Integration Theory, FIT) zahlt ebenfalls
zu den volumendiskretisierten Verfahren und basiert auf der direkten Anwendung
der Maxwellgleichungen in ihrer integralen Form (Gl. 2.1.1) auf die durch Diskre-
tisierung entstandenen Grundelemente im betrachteten Gebiet. Dies hat zur Folge,
dass wichtige physikalische Eigenschaften der kontinuierlichen Feldlosungen direkt
auf die numerischen Losungen {ibertragen werden kénnen. Das Verfahren wurde be-
reits 1977 erstmals von T. Weiland in [8], die heutige Notation mit Spannungen und
Fliissen in [13] vorgestellt. Die folgende Darstellung orientiert sich an [9, 10, 12, 14].

2.2.1 Die Gitter-Maxwellgleichungen

Ausgangspunkt bei der numerischen Berechnung elektromagnetischer Felder nach
der Methode der Finiten Integration ist eine geeignete liickenlose und iiberschnei-
dungsfreie Zerlegung des Rechengebiets, so dass die Struktur im Inneren geniigend
gut approximiert wird®. Dies gelingt durch die Definition eines dreidimensionalen
Gitters G, wie in Abb. 2.1 fiir den kartesischen Fall dargestellt. Die Wahl des Gitter-
typs lasst zahlreiche Varianten zu, beispielsweise allgemeine nichtorthogonale Gitter
[14] oder Tetraedergitter (fiir eine Klassifizierung siehe [17]), die vorliegende Ar-
beit beschrinkt sich jedoch ausschliellich auf einfach strukturierte Gitter parallel
zu kartesischen oder kreiszylindrischen Koordinatensystemen.

Zur einfacheren Strukturierung werden die einzelnen Zellen entlang der Koordina-
tenrichtungen durchgezahlt. Zu jedem Punkt P, konnen damit eindeutig ein Zell-
volumen V', drei Zellfldichen A,,, A,, und A,, sowie drei Kantenléngen L., Ly,

SDie Dichte des Gitters bei dynamischen Feldsimulationen hingt neben der Gréfie von Struk-
turdetails auch von der Frequenz des Feldes ab, das innerhalb des Rechengebiets betrachtet werden
soll.
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Abbildung 2.1: Darstellung eines kartesischen Gitters zur Diskretisierung einer
Struktur sowie die Indizierung der Primdrfiguren. Fir eine Fliche wird die Allo-
kation der elektrischen Spannungen und des magnetischen Flusses hervorgehoben.

und L, zugeordnet werden®, wobei die jeweils in positive Koordinatenrichtung lie-
gende Elementarfigur dem Punkt zugerechnet wird (siehe ebenfalls Abb. 2.1). Bei
den vektoriellen Gréflen A und L, wird auch die Richtung des Vektors in positive
Koordinatenrichtung angenommen. Mit der Anzahl von Punkten I, J und K in
den drei Raumrichtungen und den zugehorigen Indizes ¢, j und £ ergibt sich fiir die
Np =1 J K Gitterpunkte eine die Nummerierung in der Form

n(i,j, k) =i+ (G — DI+ (k—1)1J. (2.2.1)
Die Diskretisierung der Maxwellgleichungen soll nun fiir eine beliebige Zellflache (sie-
he auch Abb. 2.1, rechts) veranschaulicht werden. Mit der Definition der elektrischen

Spannung €, mit p € {u,v,w} als Integral des elektrischen Feldes E iiber die Kan-
tenlénge L, und des magnetischen Flusses b, als Flachenintegral der magnetischen

Flussdichte B iiber die Fliche Ay

@m@mz/ﬁda ?N@Mz/ﬁdi (2.2.2)
LP(i’j)k) AP(i’j’k)
ergibt Gl. 2.1.1a fiir die Flache A, (1,7, k)
d =
Culi, o R) + i+ 1,0, K) = @i g + L k) = (i, k) = =2 bu(i k). (2.23)

Durch die Verwendung der integralen Gréflen ist diese Darstellung exakt, also frei
von Niherungen. Werden alle elektrischen Spannungen in einem Vektor € sowie
alle magnetischen Fliisse im Vektor b zusammengefasst, lisst sich Gl. 2.2.3 fiir alle
Flachen des Rechengebiets in einem Gleichungssystem darstellen:

d =

Cé=——b. 2.2.4
e=—- (2.2.4)

SPunkten am Rand des Rechengebiets werden dabei nicht existierende Volumen, Flichen und
Léngen zugeordnet, die meist zur Beibehaltung der Indizierung jedoch nicht eliminiert werden.
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Die Matrix C hat dieselbe Bedeutung wie der Rotationsoperator in Gl. 2.1.3a (engl.
curl-operator). Sie enthélt hierbei, wie in Gl. 2.2.3 zu erkennen, pro Zeile zwei Ein-
tridge +1 sowie zwei —1. Sie hat folglich rein topologischen Charakter und ist sehr
diinn besetzt, dariiberhinaus ist die Matrix singulir. Werden die Vektoren € und b
nach GIl. 2.2.1 zunéchst in u-, dann in v- und zuletzt in w-Richtung sortiert, hat C
eine Bandstruktur. Definiert man die Hilfsmatrizen”

-1 p=gq
[Puvwlpg = I« p=gq+r (2.2.5)
0 : sonst

mit den Fallen P, : =1, P,: r=1und P, : r = IJ, lasst sich C wie folgt
angeben®:

o -P, P,
c=(pr, 0 -P,|. (2.2.6)
-P, P, 0

Auf entsprechende Weise wie in Gl. 2.2.3 kann auch die Nichtexistenz magnetischer
Ladungen nach GIl. 2.1.1d diskretisiert werden. Betrachtet man das Oberflichenin-
tegral iiber eine einzelne Zelle, ergibt sich

(i3, k) + bo(i,j + 1K)
(i, 5, k) + bu(i, g,k +1) = 0. (2.2.7)

—bu(i,j k) + bu(i+1,j,k) — b,
— by
Bezogen auf das ganze Gitter resultiert daraus

Sb=0 mit S=(P,P,P,). (2.2.8)

Die Matrix S ist ebenfalls rein topologischer Natur und nur sehr diinn besetzt. Sie
entspricht dem Divergenzoperator (engl. source-operator) in Gl. 2.1.3d.

~

G:2h, ?/ +

v

I
|
e A
o |k
(Y ek wlale -—
e * / Abbildung 2.2: Darstellung des dua-
X ‘- — len Gitters G (schwarz) relativ zum
primdren Gitter G (grau) sowie die
G20 Allokation der integralen Grifien auf

~

beiden Gittern.

"Diese Matrizen kénnen als diskretes Analogon zu den partiellen Differentiationsoperatoren
interpretiert werden.

8Formell miissen die Hilfsmatrizen an den Réndern angepasst werden. Es zeigt sich aber, dass
obige Definition in Verbindung mit den Randbedingungen, die spéter beschrieben werden, ebenfalls
auf korrekte Losungen fiihrt.
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Die Diskretisierung der verbleibenden Maxwellgleichungen erfolgt nach derselben
Grundidee wie oben beschrieben, die Allokation aller Gréflen erfolgt jedoch auf ei-
nem zweiten, dem so genannten dualen Gitter? G [16]. Hierbei durchstoft jede Kante
des dualen Gitters eine Fliche des priméren Gitters (und umgekehrt) senkrecht und
jede Zelle des einen Gitters nimmt genau einen Knoten des anderen auf. Alle auf
das duale Gitter bezogenen Gréflen und Operatoren werden im Folgenden mit einer
Tilde gekennzelchnet In Analogie zu elektrischen Spannungen werden magnetische
Spannungen h, als _exakte Integralg tiber die duale Kante L, definiert, ebenso die
elektrischen Fliisse d und Strome 7, iiber die duale Fléche A,. Elektrische Ladun-
gen g werden als Volumenintegral der Raumladungsdichte iiber eine duale Gitterzelle
bestimmt.

Werden nun die Umlaufintegrale aus den Gln. 2.1.1b und 2.1.1c auf dem dualen
Gitter ausgewertet, die lokalen Komponenten erneut in Vektoren h, d j und q
zusammengefasst und die entsprechenden Operatoren C und S deﬁmert, lassen sich
Gitter-Mazwellgleichungen als diskrete Formulierung der kontinuierlichen Maxwell-
gleichungen fiir das Rechengebiet angeben:

d =

Ce=——b 2.2.9
d = =

Ch=—d+j 2.2.9b

Sd =q, (2.2.9¢)

Sb =0. (2.2.9d)

Eine Eigenschaft dieser Diskretisierung, der spéter bei der Betrachtung von Stabi-
litdt und Passivitét eine wesentliche Bedeutung zukommt, ist die Dualitétsbeziehung

c'=cC (2.2.10)

zwischen den numerischen Rotationsoperatoren auf dem priméren und dualen Git-
ter. Auch fiir die Maxwellgleichungen grundlegende vektoranalytische Beziehungen
gelten in vollem Umfang ebenfalls fiir das diskrete Analogon [9, 10]:

SC=SC=0 &  divrot =0 (2.2.11a)
cST=Cs" =0 & rot grad = 0. (2.2.11b)

Wirbelfelder sind folglich stets divergenzfrei und Gradientenfelder!'® stets wirbelfrei.
Diese Beziehungen gewihrleisten somit zugleich, dass wichtige physikalische Eigen-
schaften wie Energie- und Ladungserhaltung, Giiltigkeit der Kontinuitétsgleichung
und des Poyntingschen Satzes sowie die Eindeutigkeit des Losungsraums auch im
diskreten Modell erhalten bleiben.

Die meisten Ansétze der klassischen Elektrodynamik wie beispielsweise Potential-
ansétze lassen sich daher direkt auf den diskretisierten Fall iibertragen. Es sei auch

9In Verbindung mit dem Leapfrog-Zeitintegrationsverfahren ist FIT auf kartesischen Gittern fiir

transiente Simulationen damit dquivalent zum Finite Difference Time Domain (FDTD)-Verfahren.

105 kann gezeigt werden, dass die Gradientenoperatoren auf dem priméren bzw. dualen Gitter
durch —S7 und —S7 reprisentiert werden.
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erneut betont, dass durch die Diskretisierung lediglich der Giiltigkeitsbereich der
Maxwellgleichungen auf den Gitterraum eingeschréinkt wurde, jedoch keinerlei Nédhe-
rungen gemacht wurden.

2.2.2 Materialdiskretisierung

Die in jedem numerischen Verfahren unvermeidlichen N&herungen werden durch die
Definition der Gitter-Materialgleichungen in das diskrete System eingebracht. Diese
vervollstéandigen die FI-Methode, indem die Beziehungen zwischen Fluss- und Span-
nungsgrofen definiert und zugleich eine Kopplung zwischen primédrem und dualem
Gitter eingefiihrt wird. Entsprechend den Gln. 2.1.11 konnen die Materialbezie-
hungen fiir lineare Materialien ohne permanente Polarisation wie folgt angegeben
werden, wobei j,. eingeprigte Stréme beschreibt:

d=M.e (2.2.12a)
j=M,e+ je, (2.2.12b)
h=M,'b. (2.2.12¢)

Fiir dual orthogonale Gittersysteme ist jede Spannungsgrofie direkt einer Flussgrofie
zugeordnet, die Matrizen M., M,, und M, haben daher in der Standardformulie-
rung Diagonalgestalt. Die Berechnung der Eintrédge erfolgt in zwei Schritten. Zum
einen miissen Spannungs- und Flussgrofien in Feldstédrken und Flussdichten umge-
wandelt werden, zum anderen miissen die im Allgemeinen ortsabhéngigen und un-
stetigen Materialeigenschaften im Berechnungspunkt, dem Schnittpunkt von Kante
und Flache, geeignet gemittelt werden. Diese Schritte konnen nicht nédherungsfrei
durchgefiihrt werden, es muss aber zumindest sichergestellt sein, dass das Verfahren
fiir beliebig feine Diskretisierung gegen die kontinuierliche Losung konvergiert.

Zudem ist zu fordern, dass die tangentiale Stetigkeit des elektrischen Feldes und die
normale des magnetischen Flusses an Materialgrenzen gewéhrleistet wird. Dies lasst
sich am einfachsten erfiillen, indem die Zellvolumina des priméren Gitters homogen
gefiillt werden. Werden die Felder und Flussdichten als konstante Mittelwerte {iber
die entsprechenden Léngen und Flachen angenommen, folgt fiir die Materialbezie-
hungen mit einer Materialverteilung

 edA - KdA
(ME)ZLP = pr—a (Mn)p,p = pr—, (2213&)
L, L,
Jg, v ds
71 . D
(M, )pp = T (2.2.13b)

Haben die betrachteten Permittivitdten dispersiven Charakter, muss analog zum
Vorgehen in Gl. 2.2.13 auch (g5 — €4) diskretisiert werden, was auf ein frequenz-
abhéngiges M, (w) fithrt. Dieses ldsst sich mit den Diagonalmatrizen M., und M.,
als

1
ap + jwag + (jw)?

M. (w) = M. + M., (2.2.14)
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angeben. Die Parameter g, a; und die Eintrdge der Diagonalmatrizen M., und
M_,; kénnen je nach Dispersionsmodell nach den Gln. 2.1.8-2.1.10 bestimmt werden.

Erweiterungen, die eine verbesserte Strukturapproximation erméglichen, bilden Drei-
eckszellen, Tetraederfiillungen oder so genannte Adapterzellen [17]. Eine deutliche
Verbesserung des Verfahrens bringen teilgefiillte Zellen, bei denen idealleitende Ge-
biete als spannungs- und flussfrei angenommen werden und folglich nicht in den
Mittelungsprozess Gl. 2.2.13 einflieflen [18].

Zusammenfassend sollen erneut die beiden entscheidenden Eigenschaften, die fiir
spétere Betrachtungen und die Effizienz von Losungsstrategien von Bedeutung sind,
betont werden:

e Die Materialmatrizen M, und M, sind fiir den betrachteten Gittertyp diago-
nal, sie sind folglich trivial zu invertieren.

o Alle Matrixeintrége sind positiv, M, bzw. M., und M, sind somit positiv
definit, M, sowie M_.4 positiv semi-definit.

Materialbeziehungen hoherer Ordnung werden in [19] beschrieben. Hierbei muss je-
doch wie auch bei nichtorthogonalen Gittern [14] die Diagonalgestalt der Material-
beziehungen aufgegeben werden.

Um die Zuverldssigkeit einer numerischen Methode einschétzen zu konnen, ist es
von elementarer Bedeutung, die durch Naherungen verursachten Fehler abschétzen
zu konnen. Eine ausfiihrliche Fehlerbetrachtung und Konvergenzuntersuchung findet
sich beispielsweise in [12, 14].

2.2.3 Randbedingungen und Anregung des Rechengebiets

An der Berandung des Rechengebiets sind nur die Operatoren C und S des nor-
malen Gitters definiert, wihrend die entsprechenden Operatoren des dualen Gitters
C und S auf Komponenten zugreifen, die auflerhalb des Rechengebiets liegen. Die
entsprechenden Umlédufe und Oberflachenintegrale kénnen folglich am Rand nicht
geschlossen werden.

Analog zur kontinuierlichen Feldtheorie miissen daher Randbedingungen definiert
werden, die das Verhalten der Felder am Rand beschreiben bzw. die Wirkung des
AuBlenraums modellieren. Dabei wird zwischen geschlossenen Berandungen wie idea-
len elektrischen oder magnetischen Réndern, bei denen kein Energieaustausch mit
dem Auflenraum stattfindet, und offenen Randbedingungen unterschieden, wobei
verlustbehafteten elektrischen Réndern eine Zwischenstellung zukommt. Zunéchst
werden die geschlossenen Rénder betrachtet.

2.2.3.1 Magnetische Randbedingungen

Bei magnetischen Berandungen wird formal eine unendliche magnetische Leitfihig-
keit angenommen, wodurch die tangentialen magnetischen Spannungen sowie die
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normalen elektrischen Fliisse verschwinden. Dieser Zustand stellt sich automatisch
ein, wenn die fehlenden dualen Kanten in der Umlaufmatrix C sowie die fehlenden
dualen Fléchen in der Quellenmatrix S einfach unberiicksichtigt bleiben.

Auch wenn zu dieser Randbedingung kein physikalisch sinnvolles Pendant existiert,
kommt ihr in der Praxis dennoch grofie Bedeutung als Symmetriebedingung in Struk-
turen mit symmetrischem Feldverlauf zu.

2.2.3.2 Elektrische Randbedingungen

Ebenfalls idealisiert, stellt die elektrische Randbedingung eine unendliche elektrische
Leitfahigkeit dar, wodurch analog alle tangentialen elektrischen Spannungen und
alle normalen magnetischen Fliisse zu Null werden. Die entsprechenden priméren
Kanten und Fléchen werden entbehrlich und die entsprechenden Zeilen und Spalten
konnen daher in C und S eliminiert werden. Haufig soll jedoch die Bandstruktur
dieser Matrizen aufrecht erhalten werden, weswegen alternativ die entsprechenden
Eintriige der Materialmatrizen M. und M, zu Null gesetzt werden'!. Die elektrische
Randbedingung findet sowohl zur Simulation von Strukturen in leitfahigen Gehédusen
als auch als Symmetrieebene Verwendung.

2.2.3.3 Impedanz-Randbedingungen

Nicht immer ist die Annahme unendlicher Leitfihigkeiten fiir Metalle zuldssig. Bei-
spielsweise bei der Giiteberechnung hochresonanter Filter kénnen die Verluste, die
durch die tatséchliche Leitfahigkeit des Gehéuses entstehen, von entscheidender Be-
deutung sein. Zwar ist es moglich, mit Hilfe eines Storansatzes [4] die Giite oder
Déampfung eines Resonators aus den mit idealer Berandung gewonnenen Ergebnis-
sen nachtraglich zu berechnen, in bestimmten Fillen ist es jedoch wiinschenswert,
die entstehenden Verluste direkt bei der Rechnung zu erfassen.

Soll Metall hingegen als klassisches Material modelliert werden, zeigt sich fiir die
Wellenldnge A\ einer ebenen Welle der Frequenz w im Leiter mit der Leitfahigkeit
K> we

5:5+iz—ji, (2.2.15a)
Jjw w
L
k = wy/IE ~ # (1-j) = TJ (2.2.15b)
2m
A= ~ 216 2.2.1
Re(k) <™ (22.15¢)

wobei § = ,/ u%m als dquivalente Leitschichtdicke bezeichnet wird. Damit verkiirzt

sich beispielsweise die Wellenlédnge einer Welle mit der Frequenz 1 GHz von etwa

U Hierbei ist zu beachten, dass die Matrizen in diesem Fall nicht mehr invertierbar sind. Bei
Bedarf muss eine Pseudoinverse gebildet werden, bei der nur Eintrdge ungleich Null invertiert
werden.
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30 cm im Vakuum auf etwa 0.6 ym in Kupfer. Es wird offensichtlich, dass diese
Wellenlénge nicht ohne grofien Aufwand vom Gitter abgetastet werden kann.

Zugleich wird deutlich, dass die Welle im Metall stark gedampft wird. Im Allgemei-
nen wird 6 < Az im Leiter gelten, womit die Amplitude ~ e~*/? innerhalb einer hal-
ben Gitterschrittweite Az /2 auf nahezu Null abgeklungen sein wird. Wird zusétzlich
der schrige Einfall einer ebenen Welle auf den gut leitfahigen Halbraum betrachtet,
zeigt sich nach dem Brechungsgesetz fiir den Ausfallswinkel ¢, in Abhéngigkeit des
Einfallswinkels ¢, (jeweils zur Flachennormalen)

1
1+ A

Jwe

sin(p,) = sin(pe) = 0 fiir k> we. (2.2.16)
Die Welle breitet sich demnach unabhéingig vom Einfallswinkel im Metall nahezu
senkrecht zur Leiteroberflache aus. Damit kann das Verhalten des Feldes im Metall
durch ein Oberflichenimpedanzmodell [20] unter den folgenden Annahmen beschrie-
ben werden:

e Die normalen Komponenten der magnetischen Flussdichte sind im Metall und
aufgrund der Stetigkeit auch im angrenzenden Material Null.

e Im Gegensatz zur ideal elektrischen Randbedingung werden elektrische Kom-
ponenten in der Grenzfliche zugelassen.

e Die aufgrund der gedampften Welle im Metall auftretende Stromdichte kann
unter Verwendung von Gl. 2.2.15b durch eine dquivalente Oberflichenstrom-
dichte jp in der Grenzschicht modelliert werden. Es wird eine senkrecht (in

w-Richtung) in das Metall einfallende ebene Welle (siche auch Abb. 2.3) an-
genommen:

e [T i gy [ e L [EE
JE Au HAU/O ‘ v 2wu( j)AU Jw \ p Av

(2.2.17)

Abbildung 2.3:  Feldkompo-
nenten am Ubergang zwi-
schen mnicht- und gut leiten-
dem Gebiet (links) und dqui-
valente Anordnung mit Ober-
flachenstrom (rechts).

Damit ergibt sich fiir den in Abb. 2.3 dargestellten Umlauf unter der vereinfachten
Annahme homogener e- und x-Verteilung

~ 1 r Au
B P e 2.2.1
1Y oA € * Vijw \/;AU ¢ ( 8)
M. M
c K
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oder unter Beriicksichtigung der Materialverteilung in allgemeiner Matrixschreib-
weise:

~ - 1
h=juM.e+—K._ €. 2.2.1
C JjwM;, e + o Ke e ( 9)
Die Eintrage in M. beriicksichtigen hierbei in den Randzellen zur Integration nur
den nichtleitenden Fléchenanteil, die Eintrdge der Matrix entsprechen demnach de-
nen, die sich bei ideal magnetischen Randbedingungen ergeben wiirden. Bei der
Matrix K, handelt es sich um eine Diagonalmatrix, die nur an den Stellen Eintréige
hat, deren zugehorige Komponente e transversal in einer Impedanzwand liegt. Die
Diskretisierung des Induktionsgesetzes (Gl. 2.2.9a) bleibt unverdndert im Vergleich

zu ideal elektrischen Randbedingungen.

Vergleicht man in Gl. 2.2.18 die Beitrige der beiden Summanden zu h,, zeigt sich,
dass der Anteil des Oberflichenstromes wesentlich grofler als der Beitrag des Ver-
schiebungsstroms ist, fiir typische Beispiele im Hochfrequenzbereich ergibt sich ein
Verhiltnis von iiber 108. Dieser Unterschied fiihrt zu einer schlechten Konditionie-
rung von Gl. 2.2.19, die die Erzeugung von Modellen reduzierter Ordnung erheblich
erschwert.

Abbildung 2.4: Dieselbe Konstellation wie Abb. 2.3
rechts, jedoch mit um 90° gedrehtem Koordinaten-
system. Betrachtung eines normalen Umlaufs vor
der Impedanzwand.

Es erweist sich daher als vorteilhaft, anstelle einer hohen elektrischen Leitfidhigkeit
im Metallrand eine dquivalente kleine magnetische Leitfdhigkeit in der ersten Zell-
schicht innerhalb des Rechengebiets in Verbindung mit einer ideal elektrischen Rand-
bedingung anzunehmen. Vernachléssigt man den Anteil des Verschiebungsstroms in
Gl. 2.2.18 und betrachtet nach Abb. 2.4 den Umlauf

Wby = —Ey+ Cur — Cuwl + Cus (2.2.20a)
. A, ~ . Av ~
—jquTu hy =/ jw \/gfu hy+ €p2 — €1 + Euw2, (2.2.20b)

A, AvY -
—jw (“N + -2 T”) Py = Bys— Pt + Bua, (2.2.20¢)
Au JWK Ay

[ J/
-~

My

lasst sich ein dquivalentes komplexes M, angeben:

uAu( 1 1 1 )
" Au Viw Aw \/pk ( )
K,

Die rechte Seite in Gl. 2.2.20c entspricht hierbei tatsédchlich einem Umlauf unter
Annahme eines idealen elektrischen Randes, der Imaginérteil von M, entspricht
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einer magnetischen Leitfahigkeit. Neben M, wird in der Praxis hdufig auch der
inverse Term M, ! benétigt. Da der rechte Summand in Gl. 2.2.21 wesentlich kleiner
als Eins ist, lasst dieser sich ndherungsweise bestimmen:

Au 1 1 1
M1le =22 (1 . 92.2.29
g MAu( Viw Aw \//“{) ( )

Bei Betrachtung des gesamten Rechengebiets ergibt sich eine Diagonalmatrix K,,.
Mit dieser lassen sich mit den Gln. 2.2.21 und 2.2.22 komplexe frequenzabhéngige
Diagonalmatrizen

K,,) und (2.2.23a)
K,.) (2.2.23b)

angeben.

2.2.3.4 Offene Randbedingungen

Die im vorigen Abschnitt beschriebenen elektrischen bzw. Impedanz-Randbedingun-
gen setzen voraus, dass sich die betrachtete Struktur stets in einem ideal oder endlich
leitfihigen Gehéuse befindet. Wihrend diese Annahme fiir Filter oder Schaltun-
gen, die aus Griinden der elektromagnetischen Vertréglichkeit gekapselt sind, erfiillt
ist, ist es hdufig wiinschenswert, auch freie Abstrahlung in den als unendlich ange-
nommenen Freiraum zu simulieren. Typische Beispiele hierfiir sind u.a. Antennen,
aber auch Verbindungsstrukturen innerhalb integrierter Schaltungen (engl. Inter-
connects), die eine von der Simulation zu beriicksichtigende parasitire Abstrahlung
aufweisen. Aufgrund der finiten Gréfle des Rechengebiets ist bei solchen Féllen in
Kombination mit idealen Randbedingungen mit unphysikalischen stehenden Wellen
zu rechnen.

Die Modellierung des Freiraums im Zusammenhang mit FIT ist auf drei grundsétz-
lich unterschiedliche Arten moglich.

e Das FIT-Rechengebiet kann in Form einer Hybridmethode mit einer Randele-
mentmethode gekoppelt werden.

e Durch die Losung eines 2D-Eigenwertproblems auf einer Oberfldche des Re-
chengebiets werden die Feldbilder eines oder mehrerer Moden berechnet. Wer-
den diese Modenbilder am Rand eingeprégt, kann die unendliche homogene
Fortsetzung der 2D-Struktur als Wellenleiter simuliert werden.

e Das Rechengebiet kann mit einem absorbierenden Material umgeben wer-
den, in das jede Welle reflexionsfrei eindringt und in dem sie anschlieffend
vollstandig gedampft wird. Das absorbierende Material kann daher wieder mit
einer idealen Randbedingung abgeschlossen werden. Dieser Ansatz soll im Wei-
teren genauer betrachtet werden.
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Erste offene Randbedingungen (engl. Absorbing Boundary Condition, ABC'), basie-
rend auf absorbierenden Halbraumen, wurden als Mur Randbedingung [21] bekannt.
Ein Durchbruch auf diesem Gebiet wurde durch die so genannte Perfectly Matched
Layer Randbedingung (PML) erzielt. Hierbei wird ein unphysikalisches Medium ein-
gefiihrt, in das Wellen theoretisch unabhéngig von ihrer Frequenz, Polarisation und
ihrem Einfallswinkel refexionsfrei eindringen kénnen. In der urspriinglichen Formu-
lierung von Berenger [22] miissen dazu die Feldkomponenten innerhalb des PML-
Materials aufgespalten werden, um die Zahl der Freiheitsgrade zu erhchen. Neuere
Formulierungen lassen die Interpretation des PML-Mediums als anisotropes verlust-
behaftetes Material zu. Seine Materialeigenschaften € und y sind wie folgt definiert:

c, 0 O
g=¢ecgN und g =peA mit A= 0 ¢ O . (2.2.24)
0 0 ¢

Es ldsst sich zeigen [23], dass in eine Schicht, die in w-Richtung an das Rechengebiet
angefiigt wurde, bei einer Wahl von

= Cp = —. 2.2.25

Cu=C - ( )
eine ebene Welle unabhéngig von der Polarisation und vom Einfallswinkel reflexions-
frei in das Medium eindringen kann.

Bei der Wahl von ¢, ,, muss nun beachtet werden, dass Re(c, ) > 1 gewéhlt werden
sollte, um die Dampfung evaneszenter Wellenanteile beizubehalten, und Im(c,,)
einen negativen Wert annehmen muss, um die ausbreitungsfahigen Wellen im PML-
Material ebenfalls zu ddmpfen. Fiir den einfachsten Fall wird in [23] daher

Cup = —J (2.2.26)

mit Konstanten a und 3 vorgeschlagen. Hierbei ist jedoch zu beachten, dass es
sich um ein rein mathematisches Modell handelt, das einem komplexen frequenz-
unabhéngigen € und p entspricht. Fiir die Simulation im Frequenzbereich (d.h. der
Betrachtung eines stationér eingeprigten Anregungssignals bestehend aus einer har-
monischen Schwingung mit fester Frequenz) kann dieses Material effizient eingesetzt
werden, bei einer Simulation im Zeitbereich (mit beliebigen transienten Verldufen
des Anregungssignals) treten jedoch unphysikalische Ergebnisse auf!?. Daher wird
in der Literatur haufig ein frequenzabhéngiger Zusammenhang bevorzugt [24]

Con(w) =1+ 2 (2.2.27)

Jw

Das resultierende, perfekt angepasste und absorbierende Material entspricht da-
mit in transversaler Richtung einem elektrisch wie magnetisch leitfahigem Medium

12Voraussetzung fiir einen reellen Zusammenhang im Zeitbereich ist, dass Re(c) eine gerade und
Im(c) eine ungerade Funktion von w darstellt. Wird mit der Signumfunktion c¢(w) = a— jsgn(w) 8
gewihlt, ergibt sich im Frequenzbereich fiir positive w-Werte dasselbe Ergebnis wie mit Gl. 2.2.26
bei gleichzeitig reellen Werten fiir £ (¢) und u(t). Fiir eine Zeitbereichsrechnung eignet sich die
Formulierung dennoch nicht, da € () und 7 (¢) in diesem Fall nichtkausale Medien beschreiben.
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(abhéngig von p) mit der Permittivitdt und Permeabilitit des Vakuums. Es lasst
sich zeigen, dass sowohl c als auch % die Kramers-Kronig-Bedingung zwischen Real-
und Imaginérteil erfiillen [25], das Medium damit kausal ist und somit sowohl im
Zeit- als auch im Frequenzbereich physikalische Resultate liefert!s.

PML-Realisierung in FIT

Obwohl theoretisch jede Welle in das im vorigen Abschnitt hergeleitete PML-Medi-
um reflexionsfrei eindringen kann, ist dies im diskreten Modell dennoch nur bedingt
erfiillt, da an Grenzflichen zwischen groflen Materialvariationen trotz Wellenan-
passung aufgrund der Gitterdispersion'® [20, 13] Reflexionen auftreten. Um diesen
Effekt gering zu halten, werden anstelle eines homogenen Absorbermaterials mehre-
re, typischerweise vier bis acht, angepasste Absorberschichten an das Rechengebiet
angefiigt, wobei die Leitfahigkeiten von Schicht zu Schicht nach einem vorgegebe-
nen Dampfungsprofil vergroflert werden. Als Profil wird hierbei neben geometrischen
Funktionen meist eine Potenzfunktion [22]

|
) mit e = 5o 1T (R (2.2.28)

o(w) = T ( 2w N

mit dem Exponenten ¢, der Anzahl der PML-Schichten NVj, und dem minimal er-

reichbaren Reflexionsfaktor R = exp (% f05 o(w) dw) gewidhlt, der sich fiir eine senk-

recht auf das Medium einfallende Welle aus der endlichen Dicke § des Absorberma-
terials ergibt. Eine ausfiihrliche Studie iiber die Wahl dieser Parameter findet sich in
[26]. Die Werte p in Gl. 2.2.27 ergeben sich damit fiir jede Schicht durch Integration
von Gl. 2.2.28 iiber die jeweilige Gitterschrittweite. Hierbei wird im Fall der elek-
trischen Verluste iiber die normale Zelle (Aw), fiir die magnetischen Leitfahigkeiten
iiber die duale Zelle (K@E) integriert. Der schematische Aufbau der resultierenden
Anordnung, die das Verhalten des offenen Raumes in FIT fiir eine Raumrichtung
realisiert, ist in Abb. 2.5 zusammengefasst.

elektrischer Rand
Abbildung  2.5:  J-Schichten-
/I Fldachen-PML mit ansteigendem
,/ Leitfihigkeitsprofil.  Das PML-
/ Medium selbst wird mit einer
- elektrischen Randbedingung ab-
Rechengebiet PML-Medium geschlossen.

131n [25] wird a(w) = 14 (pB)/(1 + jw B) vorgeschlagen, das fiir niedrige Frequenzen (w — 0) ein
giinstigeres Verhalten erzielt und ebenfalls ein kausales Medium darstellt. Um die Komplexitét fiir
den spiteren Ordnungsreduktions-Prozess geringer zu halten, wird in dieser Arbeit jedoch die Be-
ziehung 2.2.27 verwendet. Beide Formulierungen weisen fiir hohe Frequenzen denselben Grenzwert
auf.

1Gelbst innerhalb homogenen Materials treten bei inhomogenen Gittern an groBen Gitter-
spriingen Reflexionen aufgrund der Gitterdispersion auf.
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PML-Absorber héherer Ordnung

Wird das Rechengebiet in mehrere Raumrichtungen durch PML-Material abge-
schlossen, ergeben sich in den Uberschneidungszonen Bereiche, in denen neue Mate-
rialien auftreten, die wiederum reflexionsfrei an die angrenzenden Absorbermateria-
lien angepasst sein miissen. Man unterscheidet daher insgesamt (siehe Abb. 2.6) die
Absorbertypen fiir Flichen-PML, Kanten-PML und Ecken-PML. Es lasst sich zeigen
[23], dass der sich ergebende Operator A, in & und zi im Uberschneidungsbereich
eines PML-Materials in u- und in w-Richtung als

Ay = diag {C—“’ Co Cas C—“} — AA, (2.2.29)

U Cw

dargestellt werden kann. Analog ergibt sich A, fiir das Material der Ecken-PML
zu

Ay = diag { Cy Cw7 Cy Cw7 Cu Cv} = A A A, (2.2.30)
Cy Cy Cw

Kanten-PML ECll<en-PML

e

Flachen-PML

Abbildung 2.6: Auftreten wvon
PML-Absorbern  hoherer  Ord-

nung in Uberschneidungszonen
der Flichen-PML.

AVAN

N

2.2.3.5 Wellenleiterrandbedingung

Eine besondere Bedeutung zur Berandung aber insbesondere auch zur Anregung
des Rechengebiets kommt den so genannten Wellenleiterports zu. Diese basieren
auf der Tatsache, dass innerhalb eines Hohlleiters nur spezielle Wellenformen die
Randbedingungen erfiillen und sich folglich ausbreiten kénnen. Unter Annahme ei-
ner unendlichen Ausdehnung des Wellenleiters lassen sich die entsprechenden Mo-
den alleine durch die Feldbilder in einer beliebigen Querschnittsfliche sowie die
frequenzabhéngige Ausbreitungskonstante k& beschreiben. Die zugehorigen Phasoren
Em und Flm sind im Fall eines transversal homogenen und verlustfreien Materials
frequenzunabhéngig. Die Feldbilder unterschiedlicher Moden sind zudem nach einem
geeigneten Skalarprodukt zueinander orthogonal [3].

Ubertragen auf das diskrete Modell lisst sich ebenfalls jedes Feldbild innerhalb eines
Wellenleiters durch die Superposition aller Moden darstellen, wobei jeder Mode in
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einen hin- und einen riicklaufenden Anteil mit den Amplituden a und b getrennt
werden kann, hier fiir die Ausbreitungsrichung w angegeben:

/('_Dl
&
I
M=
o)

m (ame 7" 4+ betihe) | (2.2.31a)

3
[}

]
M=
=

h(w) tm (ame_jkw“’ — bty (2.2.31b)

3
Il

Die Phasoren €;,, und ﬁt,m sind hierbei 2D-Vektoren, die nur die transversalen
Elemente € und h des Modes m beinhalten, analog sind auch &(w) und h(w) auf
die transversalen Komponenten beschréinkt. Die Berechnung der Phasoren bzw. 2D-
Moden €, in lingshomogenen Strukturen mit Hilfe der Methode der Finiten In-
tegration soll an dieser Stelle nur kurz skizziert werden. Eine erste Darstellung fin-
det sich bereits in [28], eine ausfiihrliche Herleitung in [14] und [27]. Durch den
Grenziibergang Aw — 0 lésst sich ein Gleichungssystem der Dimension 2 - I - J in
der folgenden Form angeben [14]:

(B.'A, —w’B. ') &, = ki €. (2.2.32)

Wird die Frequenz w beispielsweise auf den Mittelwert des interessierenden Fre-
quenzintervalls festgelegt, entspricht dies einem einfachen Eigenwertproblem mit
den Losungen fiir €;,, und k. ,,. Die zugehorigen magnetischen Spannungen Hnm
konnen iiber das Induktionsgesetz einfach bestimmt werden.

Mit dem diskreten Operator N,,

0 I o~ —h,
e (0 ) wEe () eewm

gelten die folgenden Entsprechungen mit dem Kontinuierlichen:
e xH — —  Nyh, (2.2.34a)
- (ExH)=FE - (—(fi, x H)  — e, (—N,)h,. (2.2.34b)
Die frei wahlbare Amplitude der Phasoren wird damit iiblicherweise so festgelegt,

dass die durch den Wellenleiter flieende Leistung derl Wert 1 W annimmt. Fir das
Integral iiber den Poyntingschen Vektor [ 7, - (E' x H)dA folgt im Diskreten also

&, (~Ny)h,, = 1. (2.2.35)

Mit den Vektoren €, ,, und ﬁt,m ist es nun moglich, einen offenen Wellenleiterrand zu
konstruieren, iiber den Energie das Rechengebiet verlassen, aber auch zur Anregung
eingebracht werden kann. Fiir genauere Beschreibungen siehe [13, 14, 20].

2.2.3.6 Das Aquivalenzprinzip

Anstelle eines wirklich offenen Wellenleiterrandes kann die unendliche Fortsetzung
des Hohlleiters aber auch durch ein dquivalentes geschlossenes Problem mit ein-
gepragtem Randstrom modelliert werden. Dies entspricht einer Modellierung des
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kontinuierlichen Aquivalenzprinzips Jp = i x H im Diskreten. Durch die Allokation
der magnetischen Komponenten auf dem dualen Gitter ist jedoch das Magnetfeld
in der Randebene selbst nicht bekannt, was durch einen Korrekturterm beriicksich-
tigt werden kann. Betrachtet man jeweils den Umlauf um die grau markierte duale
Flache in der Originalanordnung (Abb. 2.7a) und der dquivalenten Anordnung (Abb.
2.7b), folgt fiir j

~ 1,- —~
J :é(hzﬂL ha). (2.2.36)
a) w=-Az w=0 w=Az b) w=0 w=Az
T ) I /‘\ I
I S LS P S S _ FEC A |
724-1 d® jﬁz 42,7® thz
I I_____-k\____l ______ - _*-A____l _____ B
1 h] 1 h]/Z 1

Abbildung 2.7: Originalanordnung a) und dquivalente Anordnung b) zur Herleitung
der Wellenleiterrandbedingung durch Stromeinprdgung.

Wird diese lokale Betrachtung auf ganze Vektoren erweitert, bedeutet die Drehung
der Orientierung die Anwendung der Kreuzprodukts Jpr =17 x H.

je= %Nw (E (%) +h (—%)) . (2.2.37)

Sinnvoll ist an dieser Stelle zusétzlich die Definition verallgemeinerter Stréme i und
Spannungen u in der Randflache nach:

1,

u=7"(a+b), a=3 (2;*u+21%). (2.2.384)
. 1,

i=2Z,"(a—b), b= (le/zu - zlL/21> . (2.2.38b)

Die Vektoren a und b enthalten im Fall mehrerer Moden oder Ports alle Eintrage a,,
und b, aus Gl. 2.2.31. Durch die symmetrische Normierung mit ZlL/ 2= diag(\/Zr.m)
wird erreicht, dass fiir die Leistung eines Ports fiir den reflexionsfreien Fall (a,, = 1,
by, = 0) ebenfalls gilt: wu,, - i,, = 1. Die Wahl der Eintrége der Diagonalmatrix Zj, ist
hierbei zunéchst beliebig, im Fall von Mehrleitermoden ist es jedoch naheliegend,
die tatsdchlichen Leitungswiderstdnde zu wéhlen.

Die w-Abhiingigkeit eines einzelnen Modes h, ergibt sich nach GI. 2.2.31b schlielich
zu

h(w) = hy (ae 7" — pelrv) (2.2.39a)
1~ U . U )
—~h i\/7 —Jkww _ — iz Jhww 2.2.
9 t (< —ZL —+1 L) e < _ZL 1 L) € ) ( 39b)
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sin(k;ww)) : (2.2.39¢)
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Die bisherige Betrachtung von h(w) gilt fiir die in einer 2D-Ebene unter der An-
nahme Aw — 0 berechneten Moden Et(w). Durch den Ubergang auf das 3D-Gitter
muss nun die 2D-Ausbreitungskonstante k,, an den Dispersionsfehler des 3D-Gitters
angepasst werden, um einen Energiefehler zu vermeiden. Diese ergibt sich nach [14]
zu

kwsp = & arcsin (k“’ QA“’) . (2.2.40)

Fiir den Anregungsvektor ergibt sich nach den Gln. 2.2.37 und 2.2.39c:
Te,m =i /ZLm c08(kwspAw/2) Ny, (2.2.41a)
= Um \/ ZLm coS(kyspAw/2) b,: b2P), (2.2.41b)

Der Kosinusterm korrigiert folglich den Energiefehler, der entsteht, da die Normie-
rung 2.2.35 der Portmoden in derselben Ebene w = 0 erfolgt, wihrend die Groflen
tatséchlich auf raumlich getrennten Gittern allokiert sind. Fiir feine Diskretisierun-
gen ist der Korrekturfaktor cos(k,spAw/2) jedoch meist sehr nahe an Eins und
kann hédufig vernachléssigt werden.

Der Anregungsvektor Ji ist zunéchst noch allein in der 2D-Ebene definiert und muss
noch auf das 3D-Gitter erweitert Werden was durch einen portabhéngigen Operator
L, erfolgt. Die Anregungsvektoren Je m bzw. by, werden damit wie folgt eingefiihrt:

2/

Jem Lk.]ema bm = LkbgD . (2242)

Erfolgt die Anregung bei wyax, muss das Vorzeichen entsprechend geédndert werden.

Aufgrund der Orthogonalitit der Moden lésst sich mit den Definitionen GIl. 2.2.38
und der Normierung Gl. 2.2.35 auch die verallgemeinerte Portspannung u,, angeben:

U =/ Z1m (Am + bm) = \/Z1.m DL ©. (2.2.43)

Die Ein- und Auskopplung am Wellenleiterrand ist also bis auf den Korrekturfaktor
symmetrisch.

Frequenzabhingige Referenzimpedanzen

Die Moden in GIl. 2.2.31 lassen sich in drei Grundtypen TE, TM und TEM ein-
teilen, wobei die Buchstaben E (elektrisch) und M (magnetisch) diejenigen Kom-
ponenten beschreiben, die ausschliellich in transversaler Richtung existieren. Es
ist zu beachten, dass die beiden erstgenannten Typen nur oberhalb einer gewissen
Grenzfrequenz w,. ausbreitungsfahig sind, wihrend TEM-Moden fiir alle Frequenzen
existieren, dafiir aber getrennte Hin- und Riickleiter voraussetzen.

Die Normierung nach Gl. 2.2.35 ist nur breitbandig giiltig, wenn die Portimpedanz
Zy, = ET/HT frequenzunabhiingig ist. Dies ist im Fall von TEM-Moden exakt,
fir Quasi-TEM-Moden (z.B. Mikrostreifenleiter) néherungsweise erfiillt. Fiir TE-
und TM-Moden kann jedoch eine einfache Korrektur erfolgen, da die Portimpedanz
analytisch bekannt ist, sie lautet

W kuwm

Zwrp = 1 D = o, 2.2.44
re= s D=0 (2.2.44)
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Mit der Cutoff-Kreisfrequenz we ,,, die mit Hilfe der Dispersionsgleichung bestimmt
werden kann, ergibt sich die frequenzabhéngige Ausbreitungskonstante ky, ,(w) aus
dem fiir den Wert wy durch Losung der Eigenwertgleichung bestimmten kg, m,

(w2 - wc2,m) k2,w,m
ke m(w) = \/ e wgmo) . (2.2.45)

Damit ergibt sich der Korrekturfaktor F' schlieflich zu:

Wo kw,m o w kO,w,m o 1
) TM —

= (2.2.46)

w kO,w,m Wo kw,m FTE

Die Korrektur muss fiir jeden betrachteten Frequenzpunkt gesondert berechnet wer-
den. Zur Bestimmung wird die 2D-Ausbreitungskonstante k,, herangezogen.

2.2.3.7 Electromagnetic-Circuit-Element-Randbedingungen

Die oben beschriebenen Wellenleiterrandbedingungen bilden die physikalische Rea-
litat fiir diverse Wellenleitertypen im diskreten Modell sehr genau ab. Dazu gehort
insbesondere auch, dass Welleneffekte auftreten. Wegunabhéngige Spannungen und
Stromfliisse ausschliefSlich durch Metallkontakte, wie in der klassischen Kirchhoff-
schen Theorie gefordert, existieren daher nur fiir den TEM-Fall sowie ndherungsweise
fiir Quasi-TEM-Wellen wie beispielsweise Mikrostreifenleiter. Soll das diskrete Mo-
dell mit einem klassischen Kirchhoffschen Netzwerk verbunden werden, besteht die
Moglichkeit, eindeutig definierte Strome und Spannungen mit Hilfe der so genannten
FElectric-Circuit-Element, ECE Randbedingung [29] grundsétzlich zu erzwingen.

Hierzu wird die einfach geschlossene Oberflidche > der betrachteten Struktur in einen
isolierenden Anteil Sy sowie in K nichtiiberlappende Kontaktstellen Sy mit k=1...K
zerlegt (siche Abb. 2.8).

Abbildung 2.8: Ein FElectromagne-
tic-Circuit-Element mit zweir Kon-
L =8,US8US, taktflichen.

Auf der Oberfldche miissen die folgenden ECE-Bedingungen gelten:

/ Edrf=0, fiir jede Kurve C C S, k=1... K, (2.2.47)
C
/ EdrF=0, firjedes S C ¥, (2.2.48)
oS
Hdi =0, fiir jedes S C S,. (2.2.49)
oS

Diese Beziehungen bedingen
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e cin konstantes Potenzial innerhalb der Kontaktflichen,

e magnetische Entkopplung sowie eine eindeutige Definition der Spannung auf

der Oberflache,

e den alleinigen Stromfluss durch die Kontaktflachen.

Ist aulerdem ein Kontakt geerdet, womit ein Referenzpotenzial fiir die gesamte
Oberflache definiert ist, und werden alle Feldkomponenten im Anfangszustand E
und H als Null angenommen, hat das Feldproblem mit den Anregungen

u(t) = / Edf, k=1...K, bzw. (2.2.50)
CkCSO

)= | Hdf, k=K +1...K—1 (2.2.51)
0Sk

eine eindeutige Losung. Die Kurve C wird wie in Abb. 2.8 dargestellt gewahlt.

Eine ausfiihrliche Darstellung, wie die ECE-Randbedingungen mit Hilfe zweier dua-
ler Baume auf der Oberfliche des Rechengebiets mit der FIT-Formulierung verkop-
pelt werden konnen, findet sich in [99]. Praktische Vergleiche haben gezeigt, dass
fir TEM- und Quasi-TEM-Wellenleiter mit ideal leitenden Kontaktflichen ECE-
Randbedingungen und die klassischen Wellenleiterrénder nahezu identische Ergeb-
nisse liefern.

2.2.3.8 Diskrete Ports

Mit den Wellenleiter- und den ECE-Randbedingungen wurden bereits zwei Mo6glich-
keiten beschrieben, das Rechengebiet vom Rand aus anzuregen. Héufig ist es jedoch
auch wiinschenswert, im Inneren des Rechengebiets eine Anregung zu definieren, die
einer Strom- oder Spannungsquelle bzw. einer Dipolantenne entspricht. Grundsétz-
lich kann hierzu jede Feld- oder Flussgrofie auf beliebigen normalen, bzw. dualen
Kanten oder Flidchen (auch Kombinationen dieser) auf vorgegebene Werte gesetzt
werden. Man unterscheidet zwischen harter Anregung, bei der dieser Wert auf der
entsprechenden Elementarfigur fest eingeprégt wird, und weicher Anregung, bei der
das Anregungssignal zum bestehenden Feld oder Fluss lediglich addiert wird. In
Anlehnung an die physikalische Realitéit beschrankt man sich {iblicherweise auf das
Einpragen von Strémen, Spannungen oder Wellenamplituden.

Wird eine einzelne primére Kante oder ein zusammenhéngender Pfad von Kanten
zur Anregung genutzt, spricht man von einem diskreten Port. Dem Pfad wird hierbei
eine Impedanz zugeordnet und es kann wahlweise eine Spannung oder ein Strom!®
vorgegeben werden. Aus praktischen Erwagungen wird hierbei meist eine Stromein-
pragung bevorzugt.

5Im Falle der Stromeinprigung erfolgt diese nicht auf der primiren Kante, sondern auf der
zugehorigen dualen Fliche. Da fiir dual orthogonale Gitter die Flichennormale auf der priméren
Kante liegt, kann dieser Strom auch als durch die primdre Kante flieffend interpretiert werden.



Kapitel 3

FIT in Systemdarstellungen

Mt der Methode der Finiten Integration wurde im vorhergehenden Kapitel ein leis-
tungsfihiges Verfahren zur Berechnung elektromagnetischer Felder vorgestellt. Hau-
fig sind jedoch gar nmicht die kompletten Feldlésungen, sondern nur das Verhdltnis
definierter Eingangs- und Ausgangsgrofien von Interesse. Der FI-Methode kommt in
diesem Zusammenhang die Rolle eines Systems zu, das diese Grioffen miteinander
verbindet.

Es existieren wvielfiltige Moglichkeiten, dieses System zu definieren. Abhdngig vom
Charakter der Anrequngsgroffen wird zundchst zwischen Impedanz- und Streupara-
meterdarstellungen unterschieden, wobei beide Formulierungen ineinander tberfiihrt
werden konnen. Zudem variieren die Darstellungen in der Anzahl der betrachteten
inneren Zustande und damit zugleich im Grad der zugehorigen Differentialgleichung.
Hierzu sollen verschiedene Varianten beschrieben werden.

Grof$e praktische Bedeutung kommt auch speziellen Systemeigenschaften wie Kausa-
litat, Stabilitit, Passivitdt, Steuer- und Beobachtbarkeit zu. Diese sollen fiir unter-
schiedliche Systeme anhand der Systemmatrizen untersucht werden. Die aufgestell-
ten Systeme bilden die Grundlage fiir ordnungsreduzierte Modelle, die im ndchsten
Kapitel ndher beschrieben werden.

3.1 Zustandsraumdarstellung der Impedanz

3.1.1 Klassischer Zustandsraum
Kombiniert man die ersten beiden Gitter-Maxwellgleichungen in Gl. 2.2.9 mit den

Materialbeziechungen GI. 2.2.12 zu einem gemeinsamen System mit sémtlichen Ein-
triagen aus € und h als Unbekannten, ergibt sich ein in der Frequenz lineares System:

w%<§>:_(1\g _06><§>+(%)- (3.1.1)

M
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Die Systemordnung ist hierbei n = n, + n;'. Den verbleibenden Gitter-Maxwell-
gleichungen kommt die Rolle von Nebenbedingungen zu. Durch die Beziehungen
Gl. 2.2.11 werden sie bei geeigneten Verfahren, exakter Rechnung und konsistenter
Anregung ebenfalls erfiillt.

Multipliziert man GI. 3.1.1 mit der invertierten Matrix M1, was aufgrund der
Diagonalgestalt trivial moglich ist, setzt C = C? nach Gl 2.2.10 und fiihrt die
normierten Feldstirken? & = M;/ & mit M;/ 21\/[2/ 2 M. und entsprechend h' =
M,l/ ’h ein, erhélt man die Systemmatrix A, die im verlustfreien Fall M,, = 0 schief-
symmetrisch ist. Die normierten Feldstdrken haben damit zudem den Vorteil, dass
€ und h' und somit der gesamte Vektor der Unbekannten die gleiche physikalische
Einheit (1/V As/m) besitzen. Wird die zu simulierende Struktur an m Eingangsports
angeregt, kann zusétzlich eine Einkoppelmatrix R’ mit M_L/? ‘Ts =M:"’Ri=R'i
definiert werden, die den Zusammenhang zwischen den verallgemeinerten Stromen
der Ports, représentiert durch den m-zeiligen Vektor i, und dem Stromvektor j,
darstellt. Schlieflich ergibt sich:

d e\ _ [ MMM SMCTPCM, ) (e (R,
d\n )\ M Pem: 0 b’ o))"
——  N—

N J/

X X X B

(3.1.2)

Analog zu R/ kann auch eine Auskoppelmatrix L' = L M, Y2 definiert werden, die
an [ Auskoppelports die [ dquivalenten Spannungen u aus dem normierten Span-
nungsvektor & nach

~/
u=L'&  oderdquivalent u= (L 0) ( °, ) (3.1.3)
H/—/ h

extrahiert. In kombinierter Schreibweise der Gln. 3.1.2 und 3.1.3 entspricht dies von
der Struktur der klassischen Zustandsraumdarstellung?® [34, 35]

% = —Ax + Bi (3.1.4a)
u = Cx + Di. (3.1.4Db)

Hierbei stellt x den n-dimensionalen Zustandsvektor und A die n x n Systemmatrix
dar. Die Einkoppelmatrix B und die Auskoppelmatrix C haben die Dimensionen
n x m und [ X n und die Matrix D schliellich [ x m. Diese Dimensionen werden
bildlich auch in Abb. 3.1 verdeutlicht. Fiir diesen speziellen Fall nach GIl. 3.1.3 gilt
D = 0, es besteht also keine direkte Kopplung zwischen Eingang und Ausgang.

In der Standardformulierung gilt n, = nj;. Unter Umstéinden kann es aber sinnvoll sein, die
durch ideale Randbedingungen entstandenen Nullzeilen und Spalten des System zu eliminieren,
was auf ne # ny, fiihrt.

2 Aufgrund der Diagonalgestalt der Materialmatrizen lassen sich die Wurzelmatrizen sehr einfach
durch Radizieren jedes einzelnen Diagonaleintrags bilden.

3In Abweichung zu einigen Lehrbiichern wird die Matrix A hier negativ definiert.



3.1 Zustandsraumdarstellung der Impedanz 29

Abbildung 3.1: Bildliche Darstellung der Matriz- und Vektordimensionen der Zu-
standsraumgleichungen Gl. 3.1.4.

Eine alternative Moglichkeit einen Zustandsraum fiir eine diskretisierte Struktur
aufzustellen, basiert auf der Idee der ECE-Randbedingungen. Dies erfordert die Auf-
stellung zweier zueinander dualer Baume auf der Randoberflache. Eine detaillierte
Darstellung hierzu findet sich in [99].

Als Losung des Systems folgt fiir den allgemeinsten Fall mit den Anfangswerten des
Zustandsvektors x(0) fiir ein kausales Eingangssignal i(t):

u(t) = Ce Ax(0) 4+ C / t e AIBi(7)dr + Di(t). (3.1.5)

Wird nun generell D = 0 und x(0) = 0 angenommen und das System durch einen
Dirac-Impuls angeregt, folgt als Impulsantwort des FIT-Systems

h(t) = Ce™'B = i %t’“ B(—A)*C. (3.1.6)

k=0

Die Koeffizienten der Reihendarstellung B(—A)*C werden auch als Markovpara-
meter bezeichnet und erhalten spéter im Rahmen der Ordnungsreduzierung einige
Bedeutung.

Neben der Losung im Zeitbereich ist haufig das Systemverhalten fiir harmonische
Anregungen interessant. Sind alle vorkommenden Signale harmonischer Natur, kann
x durch einen komplexen Phasor und damit x durch jw x dargestellt werden. Dies
ermoglicht die Eliminierung des Zustandsvektors, was auf die Ubertragungsfunktion
H mit

u(jw) = H(jw)i(jw), (3.1.7a)
H(jw) = C(jwl+A)"'B (3.1.7b)

fithrt. Die Gleichungen 3.1.6 und 3.1.7b bilden somit auch ein Transformationspaar
der Fouriertransformation.

Ublicherweise erfolgt Anregung und Signalauskopplung an denselben Ports, womit
m = [ gilt. Zudem ist es stets moglich, die Ports auf eine Weise zu definieren, dass
C = BT gilt, was das System Gl. 3.1.4, bzw. 3.1.7b zusitzlich symmetrisiert. Mit
der Normierung nach Abschnitt 2.2.3.5 ergibt sich damit R = LT = [by,...,b,],
bei diskreten oder ECE-Ports hat jede Spalte von R nur genau einen Eintrag.



30 Kapitel 3: FIT in Systemdarstellungen

H(jw) bildet in diesem Fall eine Impedanzfunktion Z(jw):
Z(jw) = BT (jwl+ A)'B, (3.1.8)
die die verallgemeinerten Spannungen nach
U;

Zy; = — (3.1.9)
Ui lip=0V k#j

verkoppelt. Diese normierte Impedanz bildet die Basis fiir die Modelle reduzierter
Ordnung im weiteren Verlauf der Arbeit. Z entspricht jedoch im Allgemeinen nicht
der physikalischen Impedanzmatrix des Bauteils, da die Bezugswiderstdnde der Ports
und diverse Korrekturfaktoren unberiicksichtigt sind. Die Bezugswiderstdnde wer-
den durch die Diagonalmatrix Z; = diag(Zy ) beschrieben, fiir Wellenleiterports
werden hierbei typischerweise die Feld- (TE, TM) oder Leitungswiderstande (TEM)
gewdhlt, fiir diskrete Ports die Innenwiderstande der Quelle.

Ebenso miissen im Fall von Wellenleiterréindern bei TE- oder TM-Anregung die
Energie-Korrekturfaktoren nach Gl. 2.2.46 in Form von F = diag(F},,) beriicksichtigt
werden, wobei die Eintrage fiir TEM-Wellen oder diskrete Ports Eins sind. Letzter
zu betrachtender Faktor ist die diagonale Gitterkorrekturmatrix Dg, deren Eintrége
die Kosinusterme nach GI. 2.2.41b enthalten, die ebenfalls nur fiir Wellenleiterréinder
ungleich Eins sind. Fiir die physikalische Impedanzmatrix Z, gilt damit schlie8lich:

Z.(jw) = Z;*F? BT (jul + A)"'BFY?Z)/° D,
= Z)PF? Z(jw)F? 2} Dy (3.1.10)

3.1.2 Curl-Curl-Formulierung

Eine Alternative zum linearen System? findet sich, wenn einer der Vektoren € oder h
in GI. 3.1.1 eliminiert wird. In Anlehnung an die kontinuierliche Wellengleichung mit
den beiden Rotations- oder englisch Curl-Operatoren wird das resultierende System
auch als Curl-Curl-Formulierung bezeichnet. Von der Struktur her entspricht das
System nicht dem klassischen Zustandsraum, viele Zustandsraumverfahren koénnen
aber in leicht abgewandelter Form dennoch auch auf dieses verwandte System an-
gewendet werden. Wéhlt man € als verbleibenden Unbekanntenvektor, ergibt sich

das Curl-Curl-System zu

M @ o M s C'T™M 'Ce = 4 R;
gﬁe+ g © +~_,”_/e = ERI (3.1.11a)
A/
cc

u=Le + Di. (3.1.11Db)

Die Anzahl der Unbekannten wird hierbei auf n = n. in etwa halbiert, was einen
bedeutenden Vorteil dieser Formulierung darstellt. Erneut lédsst sich das System

4Im Folgenden wird unter einem linearen System stets eine in der Frequenz lineare Formulierung
verstanden.
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mit CT = B = M:?R = R’ und durch Einfiihrung eines neuen Zustandsvektors
x = MY?& symmetrisieren. Mit D = 0, Acc = Mz Y? AL M: % und K = MZ1M,
folgt im Frequenzbereich

((jw)’ I+ jwK + Acc) x = (jw)Bi (3.1.12a)
u = Cx. (3.1.12b)

Die Impedanzfunktion ergibt sich fiir Curl-Curl-Systeme damit zu:
Z(jw) = (jw)B” ((jw)’T + jwK + Acc) ' B. (3.1.13)

In diese Darstellung kann auf einfachem Wege auch der Term fiir Impedanzwinde
aus Abschnitt 2.2.3.3 eingebracht werden. Dies fithrt mit dem komplexen M;l aus

Gl. 2.2.22 auf ein A(CC)C =Acc — ﬁp mit P = M;1/2CTM;1KmCME—1/2 auf

1 ~1
Z(jw) = (jw)BT ((jw)QI + jwK — —P + ACC> B. (3.1.14)
Viw
Alle beschriebenen Impedanzen entsprechen wieder einer normierten Impedanz, fiir
die tatsdchliche Impedanz miissen Korrekturfaktoren entprechend Gl. 3.1.10 hinzu-
gefiigt werden.

Es ist zu beachten, dass neben der Eliminierung von Unbekannten umgekehrt auch
durch Hinzufiigen von inneren Zustédnden ein Curl-Curl-System in eine lineare For-
mulierung transformiert werden kann. Transformiert man Gl. 3.1.12 (erneut ohne
den Beitrag der Impedanzwénde) in den Frequenzbereich und wihlt y = -Lx mit
einer zunéchst beliebigen Konstante ¢, ergibt sich ein System der Gestalt

j”(}y():_<—121 ilABCC)(i)JF(E)i. (3.1.15)

A
Dieses System beschreibt dasselbe dynamische Verhalten wie auch Gl. 3.1.2, A hat
folglich dieselben dynamischen Eigenwerte wie A aus Gl. 3.1.2, obwohl die Symme-
trieeigenschaften von Gl. 3.1.2 in Gl. 3.1.15 nicht erhalten sind. Die Konstante ¢

sollte so gewahlt werden, dass alle Blocke in A; etwa dieselbe Norm aufweisen. Es
zeigt sich, dass mit ¢ = \/||Acc|| eine gute Konditionierung erreicht werden kann.

3.1.3 Systeme hoheren Grades

Die im vorigen Abschnitt vorgestellte Curl-Curl-Formulierung Gl. 3.1.13 entspricht
einem System zweiten Grades. Mit zunehmend komplexeren Materialmodellierungen

treten allgemein auch Systeme hoheren Grades auf, die sich im Frequenzbereich
durch

N4 Ng
D (W) Arx = (jw) Ryi (3.1.16a)
k=0 k=0

u=Lx (3.1.16h)
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oder in Impedanzformulierung durch

Z(jw) =L (Z(jw)kAk) > (jw) Ry, (3.1.17)

k=0 k=0

beschreiben lassen. Hierbei stellt max(Ng4, Ng) den Grad des Systems dar. Die Ge-
samtordnung des Systems ergibt sich aus der Multiplikation des Grades mit der
Dimension des Zustandsvektors x. Je nach Anwendungsfall kann x hierbei entwe-
der allein elektrische Feldkomponenten x = € oder elektrische und magnetische
x = (€, h)” enthalten. Grundsitzlich lassen sich Systeme beliebigen Grades ent-
sprechend Gl. 3.1.15 stets in lineare Systeme umwandeln, in denen die Dimension
des Zustandsvektors der Gesamtordnung entspricht. Dies soll im Folgenden fiir zwei
wichtige Falle einer Anordnung mit dispersiven Material und einer PML-berandeten
Struktur verdeutlicht werden.

3.1.3.1 System mit dispersivem Dielektrikum

Alle in Abschnitt 2.1.1 auftretenden dispersiven dielektrischen Materialien lassen
sich nach Gl. 2.2.14 als M. (w) darstellen. Wird dieser Zusammenhang in Gl. 3.1.11
eingesetzt, ergibt sich im Frequenzbereich:

1
Qo + Jjwaq +

(jw)? (Mm + (jw)2M6d) e+C'M,'Ce=jwRi (3.1.18a)

u=R"e.  (3.1.18Db)

Die Diagonalmatrix M., hat stets vollen Rang und enthélt die Beitrédge aller nicht-
dispersiven Dielektrika sowie die Grenzwerte der Permittivitiat des dispersiven Ma-
terials fiir Frequenzen gegen Unendlich. Die ebenfalls diagonale Matrix M.y enthélt
nur fiir die Komponenten Eintréage, die im dispersiven Material liegen. Treten in der
Struktur mehrere dispersive Dielektrika auf, erfordert dies die Summierung mehrerer
Matrizen M_.g4;, worauf an dieser Stelle nicht weiter eingegangen werden soll. Wird
Gl. 3.1.18a nun mit (o + jway + (jw)?) multipliziert, fiihrt dies auf ein System nach
Gl. 3.1.16 mit Ny = 4 und Np = 3.

Das System kann jedoch auch in ein lineares iiberfithrt werden. Dies erfordert die
Definition neuer Zusténde nach

x; = M. €, (3.1.19a)
JwXo = X3, (3.1.19Db)
jwxs = —pXs — a1X3 + M4 €, (3.1.19¢)
Jwxy = Xj. (3.1.19d)
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Mit x = (xF x2 xI' xI)T ergibt sich schlieBlich das lineare System

0 -1 0  —ALcM R
Jer= MedMs_olo —OéoI —alI 0 X+ 0 1 (3120&)
Al disp
u=(R"000)x. (3.1.20b)

Im allgemeinen Fall hat das lineare System also die vierfache Ordnung des Sys-
tems nach Gl. 3.1.18. Es ist aber zu beachten, dass die Zustdnde in x; und x3
nur dort Werte ungleich Null annehmen kénnen, wo M., ungleich Null ist. Die zu
Nullzustdnden gehorigen Zeilen des Systems nach Gl. 3.1.20 und die entsprechen-
den Spalten der Matrix A; 4isp konnen folglich gestrichen werden, was die Ordnung
des Systems unter Umstédnden massiv reduziert, falls nur einzelne Teilgebiete der
Struktur dispersive Eigenschaften aufweisen. Ist die Beschreibung des dispersiven
Materials nur erster Ordnung, z. B. ein Debye-Modell, wird der Zustandsvektor x»
vollstiandig entbehrlich. Dieser Fall wird ausfiihrlich in [98] betrachtet.

Das entsprechende systematische Vorgehen fiir dispersive magnetische Materialien
sowie Modelle hoherer Ordnung oder die Kombination mehrerer unterschiedlicher
dispersiver Materialien wird ausfiihrlich in [11] beschrieben.

3.1.3.2 System mit PML-Randbedingungen

In der Praxis ebenfalls sehr grofle Bedeutung haben Strukturen mit offenen bzw. per-
fekt angepassten absorbierenden Réndern. Diese werden beispielsweise zur Berech-
nung von Antennen benétigt. Wird das absorbierende Material nach der Relation
Gl. 2.2.26 gewdhlt, kann ohne weitere Verdnderungen ein in der Frequenz linea-
res oder ein Curl-Curl-System nach den Gln. 3.1.2 oder 3.1.12 aufgestellt werden.
Allerdings sind die Materialparameter innerhalb des PML-Materials nun komplex,
was auf ebenfalls komplexe Systemmatrizen fithrt. Solche Systeme fithren zwar auf
korrekte Frequenzbereichsergebnisse, haben aber keinen physikalischen Sinn im Zeit-
bereich.

Um ein gleichermaflen im Frequenz- und im Zeitbereich nutzbares Modell zu erhal-
ten, wird iiblicherweise die Materialrelation nach GIl. 2.2.27 verwendet. Dies fiihrt
jedoch auf eine kompliziertere Frequenzabhéngigkeit des Systems verglichen zu einer
ideal berandeten Struktur. In géingigen kommerziellen Frequenzbereichslosern [30]
wird dieses Problem meist umgangen, indem fiir jeden betrachteten Frequenzpunkt
die Systemmatrix neu aufgestellt wird. Fiir den spéteren Zweck der Berechnung
ordnungsreduzierter Modelle ist es jedoch erforderlich, die Frequenzabhingigkeit
des Systems korrekt zu erfassen [56]. Zerlegt man die Materialmatrizen des aniso-
tropen PML-Materials nach Frequenzabhingigkeit in die konstanten Matrizen M,,,
M, und M, bzw. M., M, und M,,, lassen sich die Maxwellgleichungen im Fall
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reiner Flachen-PML wie folgt formulieren [56]:
1 —
— (I + _—M(,e) Ce = (jwM, + M,) h, (3.1.21a)
Jw
1 ~
(I + ,—Mm) C'h = (juM. + M,,) e. (3.1.21b)
Jw

Diese beiden Gleichungen lassen sich erneut in Matrixform bringen, was auf ein
System zweiten Grades

((jw)* T+ jwA; + Ag)x = jwB (3.1.22a)
u=B"x. (3.1.22b)
mit den Systemmatrizen
0 ~M:'’M,..CM,,'/? R
. ( M, /*M, CTM; 2 0 - B={o ) 12

< ME_I/QMHME_I/Q _M€—1/2CTM;1/2 ) ( M;l/Qé
Al = s X =

~ |. (3.1.23b
M;UQCM;UQ M;l/QMaM;UQ MM1/2h> ( )

fithrt. Da der zugehorige Zustandsvektor x sowohl € als auch h als Unbekannte
enthélt, handelt es sich von der Struktur um kein System in Curl-Curl-Formulierung.
Es ist aber ebenfalls zweiten Grades und kann somit auch nach GI. 3.1.15 in ein linea-
res System umwandeln lassen. Hierbei weist A; zahlreiche Nullspalten auf, welche
erneut eliminiert werden konnen. Die Ordnung wird im Verhéltnis zum linearen Sys-
tem daher nicht verdoppelt, sondern nur um die tatsédchliche Anzahl neuer Zustande
im PML-Medium vergroéfert.

Bei zusétzlicher Beriicksichtigung von Kanten- und Flédchen-PML treten in Gl. 3.1.21
noch hohere Potenzen von jw auf, die auf entsprechende Weise linearisiert werden
konnen.

Die Bildung eines Curl-Curl-Systems mit ausschliellich € als Unbekanntenvektor ist
ineffizient, da das Ausmultiplizieren der benétigten Matrix M ' (w) auf ein Polynom
deutlich hoheren Grades fithrt, abhéngig von der Anzahl der PML-Schichten.

3.2 Systemeigenschaften

Im vorigen Abschnitt wurden unterschiedliche mathematische Systeme zur Losung
von Feldproblemen fiir einige wichtige Materialeigenschaften und Anwendungsfille
formuliert. Diese Systeme sind stets konzentriert, haben also eine endliche Zahl von
Zustandsvariablen, sind zeitinvariant, d.h. die Systemmatrizen &ndern sich nicht
mit der Zeit und sind linear (engl. linear time-invariant, LTI). Linear ist in diesem
Zusammenhang nicht auf den Grad des Zustandsraums bezogen, sondern beschreibt
die Tatsache, dass die Amplitude des Ausgangssignals u stets linear von der des
Eingangssignals i abhéngt. Im Weiteren sollen weitere wichtige Systemeigenschaften
untersucht werden. Diese sind Kausalitdt, Stabilitdt, Passivitdt sowie Steuer- und
Beobachtbarkeit.
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3.2.1 Kausalitit

Unter Kausalitat wird die Eigenschaft eines Systems verstanden, dass die Antwort
auf ein Signal nicht vor dessen Beginn startet®. Setzt man den Startpunkt auf den
Zeitpunkt ¢t = 0 muss fiir die Reaktion h(t)

h(t)=0 fir t<0 (3.2.1)

gelten. Fiir alle existierenden physikalischen Systeme ist die Kausalitit stets ge-
geben. Auch die kontinuierlichen Maxwellgleichungen beschreiben Feldvorgénge als
kausales System.

Zu Verletzungen des Kausalitétsprinzips kann es jedoch kommen, wenn das Uber-
tragungsverhalten im Frequenzbereich definiert wird. Ein bekanntes Beispiel stellt
im diesem Zusammenhang der ideale Tiefpass dar, dessen Impulsantwort fiir Zeit-
punkte ¢ < 0 ungleich Null ist. Da die Methode der Finiten Integration (Gl. 2.2.9)
Kausalitat grundsétzlich erhélt, muss nur gezeigt werden, dass die im Frequenz-
bereich definierten Ubertragungsfunktionen, z.B. konstitutive Materialbeziehungen,
ebenfalls kausal sind. Dies kann auf unterschiedliche Arten erfolgen: Es zeigt sich,
dass Real- und Imaginérteil der Frequenzreprisentation eines kausalen Systems nicht
unabhéngig voneinander sind, sondern in fester Beziehung zueinander stehen. Das
Verhéltnis kann fiir dispersive Materialien mit Hilfe der Kramers-Kronig-Relationen
[2], im allgemeinen Fall mit der verwandten Hilbert-Transformation [34] iiberpriift
werden. Sofern die Fourierriicktransformierte f(t) = &= [*° F(jw) e dw einfach
bestimmbar ist, kann diese mit Gl. 3.2.1 direkt auf Kausalitéit tiberpriift werden.

Bisher wurde in drei Féllen ein Verhalten im Frequenzbereich definiert, deren Kau-
salitdt an dieser Stelle gezeigt werden soll:

e dispersive Materialien: Es lasst sich zeigen [2], dass die Kramers-Kronig-
Bedingungen erfiillt sind. Dies wird auch insbesondere anschaulich, da die
in Gln. 2.1.8 - 2.1.10 beschriebenen Zusammenhénge durch einfache RLC-
Schwingkreise modelliert werden kénnen [11].

e Oberflichenimpedanzen: Hier findet sich die direkte Fourier-Transforma-
tionskorrespondenz mit der Sprungfunktion g(t):

K K
—=g(t) o—e —(—. (3.2.2)
Vv
e PML-Randbedingungen: Wie bereits in Abschnitt 2.2.3.4 angesprochen,
hiangt die Kausalitédt von der Wahl des Faktors ¢, , in Gl. 2.2.24 ab. Fiir eine
Wahl nach Gl. 2.2.27 wurde die Kausalitdt in [25] gezeigt.

Es bleibt zu beachten, dass bei reinen Frequenzbereichsbetrachtungen auch nicht-
kausale Systeme wie Gl. 2.2.26 physikalisch sinnvolle Ergebnisse liefern konnen. Im
Falle transienter Simulationen ist Kausalitdt jedoch eine entscheidende Vorausset-
zung.

SKausalitit wird an dieser Stelle im Sinne eines Netzwerks interpretiert und beriicksichtigt keine
Laufzeiten und Ausbreitungsgeschwindigkeiten.



36 Kapitel 3: FIT in Systemdarstellungen

3.2.2 Stabilitat

Eine elementare Eigenschaft aller Systeme ist die Stabilitédt. Dabei werden grund-
sitzlich zwei Arten unterschieden:

e Die Ubertragungsstabilitit fordert, dass das Ausgangssignal eines ent-
spannten Systems (d.h. x(¢ = 0) = 0) im Fall einer endlichen Anregung stets
endlich bleibt. Héufig wird auch von BIBO-Stabilitiat (engl.: bounded input-
bounded output) gesprochen. Fiir die Impulsantwort h(t) gilt folglich:

/OO |h(t)|dt < M < oo. (3.2.3)

e Die interne Stabilitidt untersucht das Systemverhalten im anregungsfreien
Fall x(t) = Ax(t). Ausgehend von einem beliebigen endlichen Anfangszustand
x(to) aller inneren Variablen wird das Verhalten fiir grofie Zeiten ¢ — oo un-
tersucht. Klingen hierbei alle Zustandsgrofien auf Null ab, wird von asympto-
tischer Stabilitdt gesprochen. Konvergieren ein oder mehrere Zusténde nicht
gegen Null, bleiben aber fiir alle Zeitpunkte mit |z;| < M; < oo begrenzt, wird
dies als marginale Stabilitdt bezeichnet. Die interne Stabilitét ist die tiefer-
greifende Forderung, da auch Instabilititen aufdeckt werden, die durch das
Eingangssignal moglicherweise nicht angeregt werden.

Durch die Superposition beider Félle ldsst sich jedes System unter beliebiger Anre-
gung auf Stabilitéat iiberpriifen.

3.2.2.1 TUbergang zur komplexen Laplace-Ebene

Zur Untersuchung der Stabilitédt und spéter auch der Passivitdt eines Systems ist es
vorteilhaft, die Kreisfrequenzvariable w zu einem komplexen Frequenzparameter s,
auch als Laplace-Variable bezeichnet®, zu erweitern

s=jw+o, (3.2.4)

um zur Systemanalyse auf funktionentheoretische Ansétze zuriickgreifen zu kénnen.
Formell bedeutet dies den Ubergang von der Fourier- zur Laplace-Transformation
mit den korrespondierenden Transformationsvorschriften [34]:

F(s):/f(t)e_“dt o f(t):%j / F(s)e ds. (3.2.5)

8Formell entspricht f der Frequenz, w der Kreisfrequenz und s der Laplace-Variablen. Solange
jedoch keine Verwechslungsgefahr besteht, werden im Folgenden der Einfachheit halber alle als
Frequenz bezeichnet.
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Fiir diese einseitige Laplace-Transformation mit der unteren Integrationsgrenze Null
in Gl. 3.2.5 wird unmittelbar die Kausalitit des Zeitsignals vorausgesetzt.

Sofern eine (Fourier-)Frequenzbeschreibung ebenfalls eine kausale Zeitfunktion re-
prasentiert, kénnen in vielen Féllen s und jw direkt ausgetauscht werden. Es ist aber
zu beachten, dass dies nur giiltig ist, wenn die imaginére Achse jw innerhalb der
Konvergenzebene von F'(s) liegt. Diese Forderung entspricht im Zeitbereich der Be-
dingung, dass f(¢) quadratisch integrabel ist. Ein Gegenbeispiel liefert die Funktion
x(t) = sin(t) g(t), deren Fouriertransformierte zwei Polstellen auf der imaginéren
Achse aufweist, wobei die jw-Achse zugleich den Rand der Konvergenzebene bildet.
In diesem Fall lassen sich Laplace- und Fourier-Transformation nicht ohne weiteres
ineinander iiberfiihren. Fiir eine genauere Betrachtung dieser Sonderfélle sei erneut
auf [34] verwiesen. Fiir alle im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Frequenzbereichs-
reprasentationen ist der direkte Austausch von jw und s méoglich.

Nach Ubergang in den komplexen Frequenzbereich lassen sich beide oben genannten
Arten von Stabilitédt direkt durch die Lage der Polstellen untersuchen. Die Ubertra-
gungsfunktion Gl. 3.1.4 ldsst sich mit der adjungierten Matrix [42] wie folgt schrei-
ben:

1

Z(s) = mC[Adj(sI + A)|B. (3.2.6)

Es wird offensichtlich, das jeder Pol von Z(s) ein Eigenwert von —A ist. Stabilitét
lasst sich damit folgendermaflen definieren [34, 35]

e Ein System ist intern asymptotisch stabil, wenn alle Eigenwerte von —A einen
7

negativen Realteil aufweisen’.

e Das System ist intern marginal stabil, wenn alle Eigenwerte von —A einen
Realteil kleiner oder gleich Null besitzen. Die Eigenwerte auf der imaginéren
Achse miissen zudem einfache Nullstellen des charakteristischen Polynoms
det(sI 4+ A) sein.

e Ein System ist iibertragungsstabil, wenn alle Eigenwerte von —A (Nullstellen
des Nenners), die nicht durch Kiirzung mit Nullstellen des Zahlers wegfallen,
einen negativen Realteil haben. Kiirzen sich keine Nullstellen (das System wird
dann steuerbar genannt), entspricht dies asymptotischer Stabilitét.

3.2.2.2 Eigenwerte in FIT-Systemen

Grundlegende Aussagen iiber die Lage der Pole des Systems, bzw. der Eigenwerte
der Systemmatrix, lassen sich direkt aus der Matrixstruktur ableiten. So handelt
es sich bei der Systemmatrix A; des linearen Systems im verlustfreien Fall um eine
schiefsymmetrische reelle Matrix, wobei die Pole iiber s; = —\; mit den Eigenwer-
ten zusammenhéngen. Es lisst sich leicht zeigen [42], dass eine solche Matrix nur

"Da nach [36] auch kausale Systeme keine Pole in der rechten Halbebene haben diirfen, wird in
[25] aus der Kausalitdt des PML-Mediums nach Gl. 2.2.27 auf dessen Stabilitét geschlossen.



38 Kapitel 3: FIT in Systemdarstellungen

rein imaginére, konjugiert komplexe Eigenwerte enthélt. Zudem z&hlen schiefsym-
metrische Systeme zur Klasse der diagonalisierbaren Matrizen, zu einem n-fachen
Eigenwert gehoren damit stets n zueinander linear unabhéngige Eigenvektoren. Je-
der n-fache Eigenwert geht damit nur als einfache Nullstelle in das charakteristische
Polynom der Matrix ein, was gleichbedeutend mit der Forderung ist, dass System-
pole auf der imagindren Achse nur einfach sein diirfen.

Verlustfreie Systeme sind somit garantiert intern marginal stabil, jedoch nicht ge-
nerell {ibertragungsstabil, da die Anregung mit beispielsweise einem harmonischen
Signal, dessen Frequenz einer Resonanzfrequenz auf der imaginéren Achse entspricht,
auf ein unbegrenztes Ausgangssignal fiihrt.

Addiert man zur schiefsymmetrischen Matrix eine positiv semidefinite Diagonal-
matrix wie im verlustbehafteten System, verschiebt das die Eigenwerte der Matrix
ausschlielich in die rechte s-Halbebene [42], was wiederum Polen in ausschliefllich
der linken Halbebene entspricht.

Entsprechende Aussagen lassen sich auch fiir die Curl-Curl-Formulierung finden. In
diesem Fall gilt fiir die Systempole s; = v/ —\;. Wird die symmetrische Systemmatrix
A e wie folgt umformuliert,

Aco = (ME—1/2(~3M;1/2)(ME—1/26M;1/2)T (3.2.7)

zeigt sich unmittelbar, dass diese positiv semi-definit [10, 31] ist, also nur Eigenwerte
A; > 0 besitzt. Da auch symmmetrische Matrizen diagonalisierbar sind, fithrt auch
diese Formulierung stets auf imagindre konjugiert komplexe Pole, die nur einfach
auftreten.

Wie bereits im Rahmen der Kausalitét festgestellt, gilt auch fiir instabile Systeme,
dass Frequenzbereichsrechnungen trotz gewisser Instabilitdten sinnvoll sein konnen.
Dies gilt beispielsweise, wenn allein das Ubertragungsverhalten fiir einzelne Frequen-
zen gesucht ist, das System aber aufgrund der numerischen Umformungen (nicht
physikalisch bedingte) Instabilitdten aufweist. Zeitbereichssimulationen fiihren je-
doch auch bei geringen Instabilitdten meist zu unbrauchbaren Ergebnissen.

Wenn auch fiir die Stabilitit nicht von Relevanz, ist fiir die effiziente Implementie-
rung numerischer Loser eine Klassifizierung der auftretenden Eigenwerte interessant.
Grundsétzlich wird zwischen statischen und dynamischen Moden unterschieden [31].

Die statischen Moden haben einen Eigenwert von Null und treten aufgrund der denk-
baren Ladungen im Rechengebiet auf. Thre Anzahl ist in Curl-Curl-Formulierung
folglich auf die Anzahl der nicht innerhalb leitfdhiger Gebiete liegenden Gitterpunk-
te begrenzt, es gilt Ng &~ Np mit der Gitterpunktzahl Np. Die zugehorigen Felder,
die durch die Eigenwerte représentiert werden, sind rotationsfrei und kénnen daher
leicht detektiert werden, da Ceg = 0 gilt.

Die dynamischen Moden hingegen sind divergenzfrei und lassen sich durch Sd p=0
erkennen. Thre Anzahl entspricht etwa Np =~ 2Np. Eine Kombination der beiden
beschriebenen Félle bilden die so genannten Mehrleitermoden, die die Felder zwi-
schen leitenden, voneinander isolierten Korpern beschreiben. Diese Felder sind so-
wohl rotations- als auch divergenzfrei. Ihre Anzahl entspricht der isolierter leitfiahiger
Korper minus Eins.
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Da fiir die Beschreibung des dynamischen Verhaltens eines Systems allein die dy-
namischen Moden ausschlaggebend sind, wird deutlich, dass die Dimension des
mathematischen Systems um rund ein Drittel gesenkt werden konnte, ohne das
Ubertragungsverhalten einer Struktur zu verindern. Dies bildet damit einen ersten
Ansatz, ein ordnungsreduziertes Modell zu erzeugen, auch wenn ein resultierendes
Modell der Grofle = 2Np noch nicht wirklich niedriger Ordnung wére. Ein auf ei-
ner Tree-Cotree-Eichung beruhender Ansatz wird hierzu in [27] beschrieben. Auch
sogennannte Block-Jakobi-Vorkonditionierer [47] zur iterativen Losung des Systems
basieren auf dieser Idee. Bei der iterativen Berechnung der technisch interessanten
niederfrequentesten dynamischen Eigenwerte, die ebenfalls durch die Existenz der
statischen Moden erschwert wird, behilft man sich wiederum mit einem so genann-
ten Grad-Div-Term [10], der die statischen Eigenwerte in hohere Frequenzbereiche
verschiebt.

3.2.3 Passivitidt von Impedanzfunktionen

Neben der Stabilitdt kommt der Passivitédt bei Systembetrachtungen eine bedeu-
tende Rolle zu. Unter Passivitit wird im allgemeinen verstanden, dass ein System
nicht mehr Energie abgeben kann, als es zuvor aufgenommen hat, es also keine Ener-
gie generiert. Fiir die Energie w(t) gilt folglich mit den Portvektoren u und i der
Zusammenhang

t
w(t) = / u’ (1)i(r)dr >0 (3.2.8)
fiir jeden beliebigen Zeitpunkt ¢. Dieser Eigenschaft kommt eine besondere Bedeu-
tung bei der Verkniipfung von Schaltgruppen zu. Wéhrend bei der Zusammenschal-
tung zweier stabiler Bauelemente die Stabilitdt des Gesamtsystems nicht generell
garantiert werden kann, ist das Ergebnis einer Verschaltung zweier passiver Sys-
teme grundsétzlich ebenfalls passiv. Da Passivitiat, wie unten gezeigt wird, auch
Stabilitat beinhaltet, kann somit die Stabilitit des Gesamtsystems in jedem Fall
erreicht werden. Ein einfaches Beispiel fiir eine instabiles System aus der Verschal-
tung zweier stabiler Schaltungen bildet ein invertierender Verstérker mit sehr hoher
Verstarkung K — oo in Verbindung mit einem stabilen aber nicht phasenminimalen
Zweipol H(s), der Nullstellen in der rechten Halbebene aufweist. Die resultierende
Ubertragungsfunktion ergibt sich zu 1/H (s) und ist folglich trotz der Stabilitéit bei-
der Komponenten instabil.

Auch im Rahmen transienter Simulationen bietet die Passivitat des diskreten Mo-
dells entscheidende Vorteile. Werden unterschiedliche numerische Verfahren, z.B. zur
Berechnung linearer und nichtlinearer Teilbereiche, auf Simulatorebene verkoppelt,
ist Passivitét eine hinreichende Bedingung fiir die Vermeidung numerischer Instabi-
litdten [37].

Da Passivitét eine Figenschaft ist, die von den meisten elektromagnetischen Bautei-
len in der Realitét erfiillt wird, ist es folglich wiinschenswert, diese Eigenschaft auch
im diskretisierten Modell und dariiber hinaus auch in einem Makromodell reduzier-
ter Ordung zu erhalten. Fiir idealberandete FIT-Systeme wurde die grundsétzliche
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Passivitit bereits in [32] gezeigt, sie soll wegen IThrer Bedeutung im Rahmen dieser
Arbeit aber in einem allgemeineren Rahmen dargestellt werden.

Betrachtet man die Forderung GIl. 3.2.8 im Frequenzbereich, lautet die dquivalente
Passivitédtsbedingung Re{u*i} = 0.5 (i*(Z+ Z*)i) > 0. Wird einer der Vektoren u(t)
oder i(t) vorgegeben und sind alle seine Eintrége quadratisch integrabel, muss auch
das Integral {iber die Energie endlich bleiben, folglich muss auch die abhéangige Grofie
quadratisch integrabel sein. Aus den Eigenschaften der Laplace-Transformation folgt
damit, dass Z(s) keine Pole in der rechten Halbebene Re{s} > 0 haben darf, Pas-
sivitat beinhaltet damit folglich Stabilitdt. Als weitere Bedingung ergibt sich, dass
im Zeitbereich die Impulsantwort der Impedanz reell sein muss. Dies erfordert, dass
auch Z(s) fir reelle Werte von s ebenfalls reell bleiben muss.

Diese Bedingungen fiir die Passivitéit einer Impedanz Z(s) lassen sich damit durch
die folgenden drei Punkte notwendig wie hinreichend definieren:

e Jedes Element von Z(s) ist analytisch fiir Re{s} > 0. (3.2.9a)
o Z(s") =Z"(s) fiir Re{s} > 0. (3.2.9b)
o Z"(s)+Z(s) > 0 fiir Re{s} > 0. (3.2.9¢)

Eine Matrix, die diese Forderungen erfiillt, wird auch positiv reell genannt. Das
Konzept wurde erstmals von O. Brune 1930 aufgestellt. Eine genaue funktionen-
theoretische Herleitung dieser Beziehungen sowie ausfiihrliche Beschreibungen der
Eigenschaften, die sich damit fiir positiv reelle Systeme ergeben, sind in [36, 38]
angegeben. Insbesondere einige der Eigenschaften in [39] sind fiir die Untersuchung
der Passivitét fiir die oben hergeleiteten Systeme von entscheidender Bedeutung:

e Theorem 1: Ist V eine reelle konstante m x n-Matrix und G(s) eine positiv
reelle m x m-Matrix, dann ist auch VI'G(s)V eine positiv relle n x n-Matrix.

e Theorem 2: Sind F(s) und G(s) positiv relle Matrizen, so ist auch F(s)+ G(s)
positiv reell.

e Theorem 3: Wenn G(s) positiv reell und G (s) + G(s) > 0 fiir Re{s} > 0 ist,
dann existiert G™!(s) und ist ebenfalls positiv reell.

Solange sich ein FIT-diskretisiertes System in der Form
Z(s) =BT (Yi(s) + Ys(s) +...)'B (3.2.10)

darstellen lisst®, kann die Passivitit hinreichend getestet werden, indem alle Y,
auf positive Reellheit iiberpriift werden. Die ersten beiden Bedingungen sind hierbei
iiblicherweise direkt erfiillt. Es bleibt folglich nur die dritte Bedingung zu iiberpriifen.
Da bei der Standard-FIT-Formulierung alle Materialmatrizen diagonal sowie positiv
semi-definit sind, dariiberhinaus aufgrund der Symmetrien auch AZ. + Acc > 0,

8Streng genommen ist dies aufgrund der Korrekturmatrix Dy in Gl 3.1.10 nicht moglich. Fiir
eine geniigend feine Diskretisierung gilt allerdings Dg ~ I. Im Fall einer symmetrischen System-

matrix A kann mit D[13/ 2 auch eine symmetrische Korrektur angewendet werden.
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AL+ AL, > 0und A + A; > 0 gilt, reduziert sich die Untersuchung auf die
Passivitiat der speziellen Abhéngigkeit der Laplace-Variablen s = jw + ¢ innerhalb
der Materialdefinition. Im Curl-Curl-Fall Gl. 3.1.12 ergibt sich beispielsweise

1 " 1
Y)Y +Y(s) = (SI + K+ EACC) + <SI + K+ EACC> (3.2.11a)

o .
Genauso kann zur Uberpriifung der Passivitit dispersiver Systeme nach Gl. 2.1.8
- 2.1.10 vorgegangen werden, indem die Positivitat von sM.(s) nach Gl. 2.2.14
getestet wird. Es zeigt sich auch hier, dass es sich um passive Systeme handelt.

Auch fiir Systeme mit Flidchen-PML-Randbedingungen kann die Passivitit ohne
weiteres gezeigt werden. Wird jedoch das Kanten-PML-Material in der Uberschnei-
dungszone zweier Flichen-PML betrachtet, ergibt sich nach Gl. 2.2.29 ein Materi-
altyp mit der Abhéngigkeit ¢, = cucp = (14 04 /5)(1 + 04 /s). Fir den Grenzwert
o — 0 ergibt sich

20,00

Copw + Cowy = 2 — (3.2.12)

2
Das Material ist also nur passiv, wenn o,0,, < w? gilt. Da in praktischen Anwendun-
gen die Werte des Dampfungsprofils o durchaus in der Grélenordnung von w liegen,
konnen tatsdchlich aktive Elemente auftreten. Da im Allgemeinen jedoch das damp-
fende Verhalten der iibrigen Komponenten {iberwiegen wird, ist davon auszugehen,
dass sich das System dennoch passiv verhilt, zumal die Uberpriifung nach Gl. 3.2.10
nur eine hinreichende, nicht aber notwendige Bedingungen darstellt. Die Passivitét
miisste folglich im Einzelfall durch die Uberpriifung der Positivitit der Eigenwerte
der Matrix A 4+ A; nach Gl. 3.1.23b erfolgen. Aufgrund der Matrixgréfie wird dies
im Allgemeinen allerdings schwer realisierbar sein.

Auch die Passivitidt der Impedanzwinde mit der Abhingigkeit 1/4/s in Gl. 2.2.19
kann gezeigt werden, nicht jedoch die von 1/(s+/s) der Gln. 2.2.20c bzw. 3.1.14, da
diese einen doppelten Pol bei s = 0 aufweist. Dies beruht auf der angewandten Néhe-
rung von Gl. 2.2.21 nach Gl. 2.2.22. Auch hier ist jedoch davon auszugehen, dass die
Passivitdat dennoch erhalten ist. Zur Erstellung eines Ersatzschaltbilds muss der Zu-
sammenhang 1/(s+/s) ohnehin durch eine passive rationale Funktion approximiert
werden.

Abschlieflend ldsst sich sagen, dass die FI-Technik aufgrund des Zusammenhangs
CT = C und positiv semi-definiten Materialmatrizen in den meisten Fillen auf posi-
tiv reelle und folglich passive Systeme fiihrt. Dies ist keineswegs eine Selbstverstand-
lichkeit und wird von zahlreichen anderen Simulationsverfahren, wie beispielsweise
einigen FDTD-Erweiterungen (z. B. bestimmten Untergittern) nicht erfiillt.

3.2.4 Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit

Weitere in der Regelungstechnik sehr bedeutende Systemeigenschaften sind die Steu-
erbarkeit und Beobachtbarkeit interner Zustande. Unter Steuerbarkeit wird anschau-
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lich verstanden, dass ein System von einem beliebigen Anfangszustand x, iiber ein
endliches Eingangssignal i(t) in einen definierten Endzustand x. gebracht werden
kann. Unterschiedliche Moglichkeiten, die Steuerbarkeit nachzuweisen, bieten die
folgenden Punkte [35]:

1. Die nxnp Steuerbarkeitsmatrix C = [B, AB, A?B, ..., A" 'B] hat den vollen
Zeilenrang n.

2. Die n x (n+ p) Matrix [A — \¢I, B] hat fiir jeden Eigenwert A, der Matrix A
vollen Rang.

3. Die Gramsche Steuerbarkeitsmatrix W mit AWeo + WeAT = —BB7 st
positiv definit.

Die Erfiillung eines Punktes bedingt auch die Erfiillung aller iibrigen. Ein System
wird zudem beobachtbar genannt, wenn bei Kenntnis aller Eingangs- i(t) und al-
ler Ausgangssignale u(t) eindeutig auf den Anfangszustand x, zuriickgeschlossen
werden kann. Aufgrund einer Dualitédtsbeziehung kann die Beobachtbarkeit gezeigt
werden, indem die Steuerbarkeit des Matrizenpaars (AT, CT) nachgewiesen wird
(35].

Ist ein System sowohl voll steuerbar als auch voll beobachtbar, enthélt es keine ent-
behrlichen Zustédnde und wird auch als minimale Realisierung bezeichnet. Wie be-
reits in Abschnitt 3.2.2.2 im Rahmen der Eigenwertbetrachtung dargestellt, enthélt
die Systemmatrix den ~ Np-fachen Eigenwert 0. Dies widerspricht folglich der obi-
gen Bedingung 2, weswegen FIT-Systeme grundsétzlich keine minimalen Realisie-
rungen darstellen. Nach Anwendung einer Tree-Cotree-Fichung kann das System
jedoch als minimale Realisierung aufgefasst werden. Auch Modelle reduzierter Ord-
nung, auf deren Berechnung im néchsten Kapitel eingegangen wird, sollten stets mi-
nimale Realisierungen darstellen. Das Reduzierungsverfahren Balanced Realization
nutzt direkt die Steuer- und Beobachtbarkeits-Gramians aus Punkt 3 und erzeugt
ein reduziertes Modell allein aus den am Besten erreichbaren Zusténden. Verfahren,
die auf Krylov-Unterrdumen basieren, besitzen wiederum eine enge Verbindung zur
Steuerbarkeitsmatrix in Punkt 1.

3.3 Streuparameter

3.3.1 Grundlagen

Alle bisherigen Betrachtungen bezogen sich stets auf Impedanzmatrizen, die verall-
gemeinerte oder auch tatséchliche Strome und Spannungen miteinander verkoppeln.
In der Praxis der Hochfrequenztechnik kommt den Streuparametern S, die die Wel-
lenamplituden a und b nach

Al ap=0V k#j
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in Relation setzen, jedoch haufig eine gréflere Bedeutung zu. Dies basiert zum Grof3-
teil auf der messtechnischen Notwendigkeit, wonach sich ideale Leerldufe oder Kurz-
schliisse, wie zur Bestimmung der Impedanz bzw. Admittanz notwendig, fiir Fre-
quenzen im Mikrowellenbereich aufgrund von Abstrahlung und parasitéiten Effekten
nur schwer realisieren lassen. Der zur Bestimmung der Streuparameter erforderliche
reflexionsfreie Abschluss ist hingegen messtechnisch weit einfacher zu erzielen. Der
Umstand, dass zur Berechnung der Streuparameter ein offenes System verwendet
wird, ist auch fiir Zeitbereichssimulationen ein entscheidender Vorteil, da einmal
ins Rechengebiet eingespeiste Energie auch im verlustfreien Fall iiber die Ports ent-
weichen kann. Fiir Frequenzbereichsrechnungen bietet jedoch die Impedanzdarstel-
lung giinstigere Matrixeigenschaften und wird daher haufig bevorzugt. Ein weiterer
Vorteil bei Verwendung von Streumatrizen besteht darin, dass diese in jedem Fall
existieren, wiahrend dies fiir Impedanz- oder Admittanzmatrizen nicht grundsétzlich
gewahrleistet ist.

In Matrixschreibweise fiir alle Ports ergibt sich fiir die Streu- oder kurz S-Matrix
b =Sa. (3.3.2)

Die S-Matrix weist zahlreiche charakteristische Eigenschaften auf, die im Folgenden
kurz zusammengefasst werden sollen:

e Der Betrag jedes Eintrags der S-Matrix kann fiir passive Systeme Werte zwi-
schen Null und Eins annehmen. Die Diagonaleintrige Sii représentieren den
Reflexionsfaktor des Ports k, die iibrigen Elemente Sy; die Transmission von
Port [ zu Port k.

e Im iiblichen reziproken Fall ist die S-Matrix symmetrisch, es gilt folglich ST =
S.

e Die S-Matrix verlustfreier Systeme ist zusitzlich unitir ST = S~1. Als Ener-
giebilanz ergibt sich daraus fiir die I. Spalte Y, [Si|? = 1. Im Zweiportfall gilt
dariiberhinaus |S11| = |Saz|.

Aquivalent zu positiv reellen Matrizen, die die Passivitdt von Impedanz- oder Ad-
mittanzmatrizen mathematisch erfassen, lédsst sich die Passivitdt von Streumatrizen
durch die Theorie begrenzt reeller Matrizen beschreiben. Wahrend die Reellwer-
tigkeits- und Stabilitdtsforderung erhalten bleiben, wird die Positivitdtsbedingung
(Gl. 3.2.9¢) durch die Begrenzungsvorschrift

I-S"(s)S(s) >0 fiir Re{s}>0 (3.3.3)

ersetzt [39].

Der klassische Weg, S-Parameter in einer Feldsimulation zu bestimmen, erfolgt iiber
die Analyse der elektrischen oder magnetischen Feldkomponenten in zwei unter-
schiedlichen Gitterebenen. Da die Signallaufzeit e 7% 2% aus der Ausbreitungs-
konstanten des Wellenleiterrands bekannt ist, konnen die Wellenanteile a; und b
nach Gl. 2.2.31a bestimmt werden, sieche auch Abb. 3.2. Wihrend dieser Ansatz
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Anregung Auswertung Rechengeb.
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whiy = w2 Abbildung 3.2: Bestimmung der Wel-
: ‘b_ : lenamplituden a und b durch Auswer-
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Uik (2w tung des elektrischen Feldes in zwei
e " ! unterschiedlichen Gitterebenen.

bei Zeitbereichssimulationen sehr erfolgreich verwendet wird, fithrt er bei Frequenz-
bereichsrechnungen (mit abgeschlossenen Ports) héufig zu numerischen Problemen
aufgrund schlechter Konditionierung. Es erweist sich daher haufig als robuster, die
S-Parameter aus der Impedanz zu bestimmen.

3.3.2 Streuparameter aus Impedanzmatrizen

Sofern die Impedanzmatrix existiert, kann die S-Matrix direkt daraus berechnet
werden. Mit der Referenzimpedanzmatrix der Anschliisse Zy ldsst sich allgemein
die normierte Impedanz Z bestimmen

Z=2,""7.7;"" (3.3.4)

Der Zusammenhang fiir die Streumatrix S ergibt sich damit zu
S=(Z-1)(Z+1)", (3.3.52)
—1-2(Z+1)". (3.3.5h)

Im Gegenzug lasst sich auch die Impedanz aus den Streuparametern berechnen:

Z, =7,/ 1+S)(I-S)"z/ (3.3.6)

Sollen die Streuparameter direkt aus der normierten Impedanz nach Gl. 3.1.8 be-
stimmt werden, sind die Referenzimpedanzen bereits Eins, es muss aber zusétzlich
der Gitterkorrekturterm Dg berticksichtigt werden, was zu

S=(Z-D;') (Z+D;") . (3.3.7)

fiihrt. Es ist beachtenswert, dass bei der Bestimmung der S-Parameter {iber den Im-
pedanzansatz demnach die Portimpedanzen an keiner Stelle explizit benotigt wer-
den, sondern implizit durch die Normierung der Portmoden einflieflen.

Da die numerische Berechnung der Impedanz nach der Methode der Finiten Inte-
gration niemals fehlerfrei erfolgen kann, ist es erforderlich zu iiberpriifen, wie sich
der Fehler der Impedanzdarstellung auf die Streuparameter fortpflanzt. Dies erfolgt
durch Bildung des absoluten Integrals in Gl. 3.3.5 bzw. Gl. 3.3.7. Besonders an-
schaulich ist die Fehlerbetrachtung im Einportfall. Fiir den absoluten Fehler AS des
S-Parameters gilt mit dem relativen Fehler §Z = AZ/Z der normierten Impedanz

2AZ | |20Z-Z
(1+2)2]  [(1+2)?

AS = ‘ . (3.3.8)
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Es ist leicht zu zeigen, dass AS damit sein Maximum fiir den reellen Widerstand
Z =1 und damit fiir Z, = Z; annimmt, wobei AS = §Z gilt, der absolute Fehler des
Streuparameters also dem relativen Fehler der Impedanz entspricht. Fiir alle iibrigen
Werte von Z ist der Fehler AS stets kleiner als §Z. Der absolute Fehler ist fiir drei
Impedanzen auch in Abb. 3.3 dargestellt. Fiir groBe Werte von Z, z. B. in der Nihe
von Singularititen, gilt gar AS ~ 287 /Z. Da insbesondere in der Nihe von Pol-
stellen groflere Fehler in der Impedanz auftreten, werden diese bei der Umrechnung
in Streuparameter deutlich verringert.

1x107° —
. i imagindre Impedanz Z,
8x107" 7 -~~~ reelle Impedanz Z ]
3 6x1074 [ - S komplexe Impedanz Z +Z. |
4 1 :
4x107 1
2x107 ! e T
0 T T T T T T T T
0 2 2z, 6 8 10

Abbildung 3.3: Der absolute Fehler des Streuparameters S fir drei Impedanzen Z:
eine rein 1magindre, eine rein reelle und eine komplexe mit betragsgleichem Real-
und Imagindrteil. Der relative Fehler der Impedanz 67 betrigt dabei jeweils 1079,

Teilt man Gl. 3.3.8 durch den Wert von S, dessen Betrag zwischen 0 und 1 liegt,
ergibt sich der relative Fehler 5 zu

207 -7
—1+ 22|
Fiir kleine Betrédge von S kann der Fehler 0S folglich grolere Werte als AS anneh-
men, fiir S = 0 bzw. Z = 7 sogar Unendlich. Im in der Praxis bedeutsamen Fall

verlustarmer Systeme mit nahezu rein imaginéren Werten von Z gilt jedoch ||S|| ~ 1
und damit 65 ~ AS < §Z.

Im Mehrportfall ist die Fehlerbetrachtung weit aufwendiger und von einer grofleren
Anzahl von Impedanzwerten Z;; und deren Fehlern abhingig. Es lisst sich jedoch
auch im Zweiportfall zeigen, dass AS < max(§Z;;) gilt. Praktische Tests fiir reso-
nante Mehrportsysteme zeigen, dass der relative Fehler der Streumatrizen rund 0,5
bis 2 Gréflenordnungen unterhalb des Impedanzfehlers liegt.

(55:’

(3.3.9)

3.3.3 Zustandsraumdarstellung der Streuparameter

Anstelle der Berechnung der Streuparameter aus der Impedanzmatrix ist es alter-
nativ auch méglich, direkt eine Zustandsraumdarstellung der Streumatrix anzuge-
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ben. Aus Gl. 3.3.5 lésst sich nach [40] der Zustandsraum der Streuparameter mit
den Matrizen des linearen Impedanzzustandsraums (Gl. 3.1.4) wie folgt direkt im
Laplace-Bereich angeben

sx = —Agx + Bga (3.3.10a)
b=Csx—1 (3.3.10Db)
mit Ag=A —-BC, Bg=B und Cg=2C. (3.3.10c)

Es ist zu beachten, dass dieser Zustandsraum in jedem Fall iiber eine Matrix Dg =
—1I verfiigt. Zudem ist offensichtlich, dass das System selbst fiir C = BT seine
Symmetrie verliert Cg # BZ. Eine entsprechende Formulierung findet sich fiir das
verlustfreie Curl-Curl-System:

$?x + sKgx + Agex = sBga (3.3.11a)
b= Cgex — I (3.3.11b)
mit Kg=BC, B¢ =B und Cg = 2C. (3.3.11c¢)

Die Matrix Ky stellt hierbei keine Verluste im ohmschen Sinne dar (das betrachtete
System ist verlustfrei), sondern beschreibt die Energie, die durch die Ports austritt.

Alle Methoden zur Reduzierung der Ordnung, die im folgenden Kapitel vorge-
stellt werden, konnen somit gleichermafien auf eine Zustandsraumdarstellung der
Impedanz oder der Streuparameter angewandt werden. Aufgrund der einfacheren
Matrixstruktur, insbesondere im Fall verlustfreier Systeme in Verbindung mit ei-
ner Curl-Curl-Formulierung, wird jedoch im Standardfall die Impedanzformulierung
verwendet. Zudem ist meist die Bedingung positiv reeller Funktionen einfacher zu
iiberpriifen als die begrenzt reeller Matrizen und die bedeutsame Eigenschaft der
Passivitatserhaltung bei Projektion nach Theorem 1 gilt nur fiir positiv reelle aber
nicht fiir begrenzt reelle Systeme.

Einen sinnvollen Einsatz kénnen die Systeme Gln. 3.3.10 und 3.3.11 jedoch nach der
Reduzierung der Modellordnung finden, beispielsweise zur Berechnung der Streupa-
rameter-Ubertragungsfunktion anstelle von Gl. 3.3.5 in einem Frequencysweep oder
zur Bestimmung der Giite einzelner Resonanzen in Filterstrukturen. Eine mdégliche
Vorgehensweise zur Giiteberechnung lautet dabei folgendermafien: Ein verlustfreies
System wird in Curl-Curl-Formulierung in der Ordnung reduziert, das reduzierte
Curl-Curl-Modell wird nach GI. 3.1.15 in ein lineares Impedanzsystem transformiert
und dieses wiederum nach Gl. 3.3.10 in Streuparameterdarstellung gebracht. Die
Eigenwerte dieser Systemmatrix Ag enthalten nun den Einfluss der Kopplung zu
den Ports. Aus Real- und Imaginérteil dieser Eigenwerte s; lasst sich die Giite eines
Modes nach [33] mit

Qk - Im{sk}

= Refs] (3.3.12)

angeben. Dieses Verfahren kann als Erweiterung des in [33] angegebenen Ersatz-
schaltbildes auf den Mehrportfall gesehen werden und hat insbesondere bei hohen
Giiten Vorteile gegeniiber Verfahren, die diese aus dem Spektrum bestimmen.



Kapitel 4

Reduzierung der Modellordnung

Die im vorigen Kapitel aufgestellten Systeme beschreiben das Verhalten einer elek-
tromagnetischen Struktur im Rahmen der Diskretisierungsfehler vollstindig, sie sind
fiir realistische Beispiele jedoch meist von sehr hoher Ordnung, die im Bereich von
Millionen von Unbekannten liegen kann.

Es zeigt sich jedoch, dass das Ubertragungsverhalten im interessierenden Frequenzbe-
reich meist mit Funktionen weit geringerer Ordnung beschrieben werden kann. Das
folgende Kapitel zeigt mit Hilfe eines sehr allgemeinen Projektionsansatzes verschie-
dene Mdéglichkeiten, solche Modelle reduzierter Ordnung vollstindig automatisiert zu
erzeugen. Im Mittelpunkt stehen hierber so genannte partielle Realisierungen sowie
Ansdtze, die auf Taylormomenten bzw. Padé-Approximationen beruhen. Wihrend
momentenbasierte Verfahren in vielen Bereichen der numerischen Simulation ver-
breitet sind und daher ein starkes FEcho in wissenschaftlichen Verdffentlichungen
finden, sind partielle Realisierungen bisher weit weniger beachtet. Dies liegt zum
einen an der grifseren resultierenden Modelldimension, zum anderen aber daran,
dass sich die besondere Effizienz des Verfahrens nur unter der Bedingung entfal-
tet, dass die Materialmatrizen leicht zu invertieren sind. Dies ist bei FIT-Systemen
gegeben, bei vielen FE-Verfahren oder numerischen Schaltkreissimulationen jedoch
nicht gewdhrleistet. Die Verkniipfung der beiden Ansdtze fiihrt schliefllich auf den
Two-Step-Lanczos (TSL) Algorithmus, der sowohl im Hinblick auf Rechenzeit als
auch auf die Modellgrofie besonders effizient ist.

Die engen Verkniipfungen zwischen den unterschiedlichen Ansdtzen werden in der
folgenden Einfiihrung genauer betrachtet.

4.1 Einfiihrung

Zur Losung der in den vorigen Kapiteln vorgestellten FIT-Systeme existiert ei-
ne Vielzahl von Losungsstrategien. Insbesondere explizite Zeitintegrationsverfah-
ren, auf die spéter kurz eingegangen werden soll, stellen extrem effiziente Verfah-
ren dar, da fiir jeden folgenden Zeitschritt nur eine Matrix-Vektor-Multiplikation
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durchgefithrt werden muss. Auch frequenzabhingige Ergebnisse wie Ubertragungs-
funktionen konnen mit Hilfe einer diskreten Fouriertransformation einfach aus den
Zeitsignalen berechnet werden. Eine bedeutende Einschréankung stellt allerdings die
maximale Grofle des zu wihlenden Zeitschritts dar: Um die Stabilitdt der Methode
zu garantieren, muss der Zeitschritt das Courant-Friedrichs-Levi-Kriterium erfiillen,
wodurch das Verfahren auf hochfrequente Anwendungen beschrankt wird, in denen
die Bauteilabmessungen in der Gréflenordnung der betrachteten Wellenldngen lie-
gen. Fiir niedrigere Frequenzen muss auf implizite Verfahren zuriickgegriffen werden,
bei denen pro Zeitschritt ein lineares Gleichungssystem zu l6sen ist. Doch selbst bei
Erfilllung des Stabilitétskriteriums kann es bei hochresonanten Systemen wie bei-
spielsweise Filtern zu Problemen kommen, da die Energie im Rechengebiet nur sehr
langsam abklingt und die Zeitsignale folglich {iber lange Zeitrdume berechnet werden
miissen.

Alternativ kann das System auch fiir eine harmonische Anregung im Frequenz-
bereich gelost werden. Dies erfordert pro Frequenzpunkt ebenfalls die Losung ei-
nes linearen Gleichungssystems, das bis zu Millionen von Unbekannten beinhal-
ten kann. Um scharfe Resonanzen im Ubertragungsverhalten zu lokalisieren, kann
zudem die Anzahl der Frequenzpunkte grofie Werte annehmen. Zur Losung des
Gleichungssystems werden {iiblicherweise Methoden verwendet, die zunéchst einen
Krylov-Unterraum K(A,b) aus der Systemmatrix A und dem Anregungsvektor b
aufstellen. Es zeigt sich, dass sich die Systemmatrizen fiir unterschiedliche Frequen-
zen im Fall von FIT lediglich durch eine diagonalen Term unterscheiden, und Krylov-
Unterrdume, wie unten naher gezeigt wird, invariant zu diagonalen Verschiebungen
K(A — sI,b) = K(A,b) sind. Unter Vernachlissigung moderner Vorkonditionierer
muss also grundsétzlich fiir jeden Frequenzpunkt stets derselbe Unterraum erneut
erzeugt werden, da es bedauerlicherweise selbst fiir Probleme mittlerer Grofie nicht
moglich ist, den betreffenden Unterraum im Speicher zu halten. Ist allerdings allein
das Ubertragungsverhalten von Interesse, ermoglicht es der Lanczos-Algorithmus
[48], ein spezielles Krylov-Unterraumverfahren, auf das ebenfalls noch genauer ein-
gegangen wird, ein Modell reduzierter Ordnung durch Projektion des Originalsys-
tems auf den betreffenden Unterraum zu erzeugen. Dies erfolgt erneut ausschliefSlich
durch Matrix-Vektor-Multiplikationen und Orthogonalisierungsschritte. Nur die An-
zahl der notwendigen Iterationsschritte stellt zunéchst eine Unbekannte dar. Modelle
dieser Art werden als partielle Realisierungen bezeichnet und ihre speziellen Eigen-
schaften in Verbindung mit Taylormomenten der Originaliibertragungsfunktion sind
seit rund 20 Jahren bekannt [57]. In [58] und [60] wurden partielle Realisierungen
auch bereits im Zusammenhang mit elektromagnetischen Simulationen betrachtet.

Verwendet man die gleiche Anzahl von Iterationsschritten in einem Krylov-basierten
Eigenwertloser, zeigt sich, dass iiblicherweise alle Eigenwerte im betrachteten Fre-
quenzintervall gut approximiert sind. Dies bestétigt erneut, dass die essentielle spek-
trale Information des Originalsystems von dem Krylov-Unterraum erfasst wird und
ermoglicht es, ein Abbruchkriterium iiber die Konvergenz der Eigenwerte des re-
duzierten Modells zu definieren. Zudem rechtfertigt es ein als Modalanalyse [27]
bezeichnetes Vorgehen, bei dem anstelle des groflen Krylov-Unterraums direkt die
Eigenvektoren verwendet werden, die zu den im interessierenden Frequenzband lie-
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genden Eigenwerten gehoren. Diese wesentlich kleinere Matrix kann ohne Weiteres
im Speicher gehalten werden, was neben der reinen Ubertragungsfunktion auch die
Berechnung von Feldlosungen ermoglicht. Allerdings zeigt sich, dass die vollstéandi-
ge Vernachlédssigung der hcheren Moden auf einen Offset-Fehler fiihrt, der geeig-
net kompensiert werden muss. Durch eine Kombination von Krylov-Unterrdumen
und Methoden der Eigenwertberechnung wie beispielsweise die Anwendung von
Tschebyscheff-Beschleunigungspolynomen lésst sich ein nahezu flieBender Ubergang
zwischen den angesprochenen Verfahren finden.

Einen auf den ersten Blick vollig unterschiedlichen Ansatz liefern Verfahren zur
Ordnungsreduktion, die auf der Anpassung von Taylormomenten (engl.: moment
matching) basieren und zu einer Padé-Approximation [51] der Ubertragungsfunk-
tion um einen oder mehrere Entwicklungspunkte fithren. In der Regelungstechnik
werden explizite Moment-Matching-Verfahren bereits seit rund 30 Jahren verwendet
[61] und erfuhren im Bereich der Netzwerk- und Feldsimulation durch ein Verfahren
namens Asymptotic Waveform Evaluation (AWE) [62] groBe Aufmerksamkeit. Eine
wesentlich effizientere implizite Formulierung fiihrt erneut zu Krylov-Unterrdumen,
diesmal auf die invertierte Systemmatrix angewandt. Diese Verbindung wurde in den
spéten achtziger Jahren erkannt und hatte vor rund zehn Jahren ihren Durchbruch
mit einem Padé Via Lanczos (PVL) [63, 64, 66] genannten Algorithmus. Dieses Ver-
fahren sowie dazu verwandte wie das passivititserhaltende PRIMA [65] haben sich
in der Praxis als &uflerst robust erwiesen, erfordern jedoch die numerisch aufwendige
Inversion der Systemmatrix oder alternativ erneut die Losung zahlreicher linearer
Systeme.

Der im Rahmen dieser Arbeit vorgeschlagene und intensiv untersuchte Two-Step-
Lanczos (TSL) Algorithmus beruht auf der sukzessiven Anwendung von partieller
Realisierung und Padé-Approximation in Kombination mit einer vollautomatischen
Steuerung. Im Zusammenhang mit FIT und seinen im iiblichen Fall dual orthogo-
naler Gitter einfach zu invertierenden Materialmatrizen fiihrt dies auf ein besonders
effizientes Verfahren zur schnellen und passivitiatserhaltenden Erzeugung eines ord-
nungsreduzierten Modells, insbesondere fiir resonante Systeme. Zudem wird eine
Erweiterung des Algorithmus fiir leicht verlustbehaftete Systeme betrachtet.

Ein letztes Verfahren zur Ordnungsreduktion soll zum Abschluss des Kapitels kurz
vorgestellt werden: Balanced Truncation [67]. Es basiert auf der Theorie von Steuer-
und Beobachtbarkeit. Das Originalsystem wird durch eine Aquivalenztransformation
in ein System iiberfiihrt, in dem jeder Zustand gleich gut bzw. schlecht gesteuert und
beobachtet werden kann. AnschlieSfend werden die schwer erreichbaren Zustédnde
eliminiert. Dieses Verfahren hat den Vorteil, iiber den gesamten Frequenzbereich
einen Maximalfehler garantieren zu konnen.

Bei der Bewertung aller Verfahren sollen stets die beiden Hauptanwendungsfélle der
reduzierten Modelle betrachtet werden. Diese sind:

e Die schnelle Berechnung des Ubertragungsverhaltens (engl.: Fast Frequency
Sweep): Neben der Genauigkeit ist die Rechenzeit zur Erzeugung des Modells
von primérem Interesse.
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e Makromodellierung oder Ersatzschaltbildgenerierung: Das Modell soll unter
Umsténden héufig wiederverwendet werden, weswegen die Modellgrofle ent-
scheidend ist. Zudem sollen Stabilitdt und Passivitdt des Originalsystems er-
halten bleiben, Rechenzeit ist hingegen zweitrangig.

4.2 Mathematische Grundlagen

4.2.1 Ordnungsreduktion durch Projektion

Wie im vorigen Abschnitt bereits angeklungen, ist das primére Ziel bei der Erstel-
lung ordnungsreduzierter Modelle, ein System von bedeutend geringerer Ordnung im
Vergleich zum Originalsystem zu erzeugen, das die Ubertragungsfunktion in einem
vorgegebenen Frequenzband approximiert.

Nahezu alle modernen Reduktionstechniken kénnen grundsétzlich als Projektion des
Originalsystems auf zwei rechteckige Matrizen V und W der Dimension n X p mit
p < n interpretiert werden. Mit V wird zunéchst ein neuer reduzierter Zustands-
vektor y nach der Relation

% =Vy (4.2.1)

definiert, im Anschluss wird die Systemgleichung von links mit W7 multipliziert.
Es ergibt sich das reduzierte System, hier beispielhaft fiir das verlustbehaftete Curl-
Curl-System (GI. 3.1.12) angegeben:

(s"W'V + sW'KV + WIAV) y = sW'Bi (4.2.2a)
u = CVy + Di. (4.2.2b)

Entsprechend ergibt sich die Ubertragungsfunktion des reduzierten Systems, eben-
falls fiir das verlustbehaftete Curl-Curl-System formuliert:

Zroa(s) = sCV(s°W'V + sWITKV + WIAV)'W'B. (4.2.3)

Der Effekt der Reduktion wird anschaulich auch in Abb. 4.1 dargestellt.
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Abbildung 4.1: Reduzierung der Systemordnung durch Projektion auf die Matrizen
V und W.

Die Wahl von V und W ist in diesem Zusammenhang zunéchst grundsétzlich frei.
Um jedoch ein Modell niedriger Ordnung auf zuverlédssige Weise zu erhalten, miissen
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die von den beiden Projektionsmatrizen aufgespannten Unterrdume mit bestimmten
Eigenschaften des interessierenden Frequenzbereichs verkniipft sein. Im einfachsten
Fall kann bereits eine gewisse Anzahl von Feldlosungen an unterschiedlichen Fre-
quenzen zu einem befriedigenden Ergebnis fithren. Dieses Verfahren entspricht einer
rationalen Interpolation. Die Qualitit der Approximation ist hierbei jedoch stark
von der Auswahl der Frequenzpunkte abhéngig und damit schwer vorhersehbar.

Fiir die Methode der Balanced Truncation werden die Hankel-Singuldrvektoren zur
Projektion herangezogen, im Fall der Modalanalyse sind es die Eigenvektoren zu
den im interessierenden Frequenzintervall liegenden Eigenwerten. Partielle Reali-
sierung und Padé-Approximation verwenden Krylov-Unterrdume der Systemmatrix
bzw. ihrer Inversen.

Auch wenn die Projektion nach Gl. 4.2.3 die groBtmogliche Flexibilitéit in der Aus-
wahl von Systemcharakteristiken bietet, werden im Allgemeinen Stabilitédt und Pas-
sivitdt nicht erhalten. Um diesen Nachteil zu umgehen, kann die Projektion nach
Theorem 1 in Abschnitt 3.2.3 auf eine symmetrisch reelle beschrankt werden, was
unter Umstédnden die Dimension des reduzierten Modells jedoch vergrofiert, bzw. bei
gleicher Grofle die Genauigkeit verringert:

V=W, VecR™?», (4.2.4)

Eine symmetrisch reelle Projektion erhélt die Passivitdt immer dann, wenn alle
zugrundeliegenden Systemmatrizen positiv reelle Matrizen nach den Gln. 3.2.9 dar-
stellen. Dies ist fiir die meisten der im letzten Kapitel beschriebenen Formulierungen
gewihrleistet, Ausnahmen bilden jedoch die PML-Systeme nach GIl. 3.1.23a sowie
linearisierte Systeme nach den GI. 3.1.15 und 3.1.20.

Aus Griinden der numerischen Stabilitdt ist es zusétzlich empfehlenswert, die Un-
terriume orthonormal VIV = I, bzw. biorthogonal WTV = I zu wihlen.

4.2.2 Krylov-Unterraum-Verfahren

Wie in der Einfiihrung bereits erwidhnt, spielen so genannte Krylov-Unterrdume
eine zentrale Rolle bei der Erstellung ordnungsreduzierter Modelle. Unter einem
Krylov-Unterraum wird der Raum verstanden, der durch wiederholte Anwendung
einer Matrix A auf einen Startvektor b entsteht:

K,(A,b) = span{b, Ab, A’b,..., A?"'b}. (4.2.5)

Fiir den Rang von IC, gilt: rank(/C,) < rank(A) < n. Aus 4.2.5 lisst sich leicht
zeigen, dass Krylov-Unterrdume invariant gegeniiber Matrixskalierungen und diago-
nalen Verschiebungen sind

K,(tA — sLb) = K, (A, b). (4.2.6)

Die Definition lasst sich auch auf mehrere Startvektoren erweitern. Dies fithrt mit
B = [b; ... b,,] zu Block-Krylov-Unterrdumen

Kpm(A,B) = span{B,AB, A’B,..., A”"'B}. (4.2.7)
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Im Gegensatz zur eindimensionalen Definition kann bei der Blockformulierung der
Fall auftreten, dass ein linear abhéngiger Vektor auftritt, ohne dass der Unterraum
vollstandig ausgeschopft ist. Dies fithrt dazu, dass die betroffene Spalte in B elimi-
niert werden kann, wiahrend die iibrigen m — 1 Spalten den Krylov-Unterraum weiter
aufbauen. Dieser Vorgang wird Deflationierung genannt.

Die Formulierung fiir ICp,, (A, B) entspricht genau der Definition der Steuerbarkeits-
matrix und entsprechend KC,,, (AT, CT) der Beobachtbarkeitsmatrix des Systems in
Abschnitt 3.2.4. Die Projektion auf Krylov-Unterrdume bedeutet folglich in system-
theoretischer Interpretation die Projektion auf auf die ersten p Vektoren der Steuer-
und/oder Beobachtbarkeitsmatrizen. Dies bedeutet zugleich, dass auf diese Weise
erzeugte reduzierte Modelle stets minimale Realisierungen sind.

Grundsétzlich zeigt sich bei den oben angegebenen Krylov-Unterrdumen, dass die
Vektoren mit hoher Matrixpotenz zunehmend gegen den groBiten Eigenvektor von
A konvergieren, was die Vektoren numerisch nahezu linear abhingig macht. Es ist
folglich ratsam, die Vektoren bei ihrer Erstellung unmittelbar zu orthogonalisieren,
um die volle Information des Unterraums zu erhalten. In den folgenden Abschnitten
werden drei Algorithmen vorgestellt, die iterativ orthonormierte Krylov-Unterrdume
erstellen und implizit die Matrix A darauf projizieren.

4.2.2.1 Der symmetrische Lanczos Algorithmus

Das 1950 von C. Lanczos vorgeschlagene Verfahren [48] fiihrt iterativ die Tridiago-
nalisierung einer symmetrischen bzw. hermiteschen Matrix A durch. Dies geschieht
durch die implizite Projektion der Matrix A auf den iterativ aufgebauten und or-
thonormalisierten Krylov-Unterraum V!. Nach p Iterationsschritten folgt damit:

VIAV, =T, (4.2.8)

Nach p = n Schritten sind die Matrizen A und T, zueinander &hnlich, d.h. sie
besitzen dieselben Eigenwerte. Der durchschlagende Erfolg des Verfahrens beruht
aber auf der Erfahrung, dass gewisse Eigenwerte der Matrix T, auch Ritz Werte
genannt, bereits fiir p < n Iterationsschritte gute Approximationen der entspre-
chenden Eigenwerte des Originalsystems A bilden.

Dieser Effekt lisst sich erkldaren, indem das charakteristische Polynom Pr der Matrix
T, betrachtet wird. In [44] wird gezeigt, dass beim Lanczos-Verfahren mit der Matrix
A und dem Startvektor b fiir das Polynom Pr im Vergleich zu allen méglichen
Polynomen derselben Ordnung stets gilt:

| Pr(A)bl| = min. (4.2.9)

Wird der Vektor b als Uberlagerung der Anteile aller n Eigenvektoren x,(n=1...n)
der Matrix A dargestellt

b=> ax,, (4.2.10)
n=1

1Streng genommen bildet V eine Basis des Krylov-Unterraums K. Aus Griinden der Einfachheit
soll im folgenden V aber auch direkt als Krylov-Unterraum bezeichnet werden.
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zeigt sich, dass die Aussage in 4.2.9 gleichbedeutend mit der Forderung ist, dass

= min (4.2.11)

Z oy Pr(A,)xy,
n=1

gilt. Das Polynom Pr muss folglich an den Stellen jedes Eigenwerts der Matrix A
einen kleinen Wert annehmen. Dies kann auf zwei Arten erfolgen: Entweder nimmt
das Polynom generell im Frequenzintervall, in dem alle Eigenwerte liegen, geringe
Werte an, was bedeutet, dass die Nullstellen des charakteristischen Polynoms etwa
Tschebyscheff-verteilt [46] sind. Die andere Moglichkeit ist, dass Pr an der Stelle des
Eigenwerts von A eine Nullstelle und T, folglich selbst einen Eigenwert hat. Sind
die Eigenwerte der Matrix A in etwa Tschebyscheff-verteilt, tritt primér der erste
Fall in Kraft und der Lanczos-Algorithmus wird nur langsam gegen die Eigenwerte
von A konvergieren. Sind die Eigenwerte jedoch anders verteilt, z. B. stérker oder
schwécher separiert, was in praktischen technischen Systemen meist der Fall ist, tritt
der zweite Fall ein, und die Eigenwerte von T),, konvergieren entsprechend schnell
gegen die entsprechenden von A. Ist ein Eigenwert besonders stark separiert, fiithrt
dies gar auf geometrische Konvergenz.

Zugleich wird offensichtlich, dass das Lanczos-Verfahren nur Eigenvektoren finden
kann, deren Eigenwerte in b enthalten sind. In vielen Anwendungen erfolgt die
Anregung daher mittels Zufallsvektoren. Dieser Effekt kann aber gezielt ausgenutzt
werden, indem das Verfahren mit einem divergenzfreien Vektor angeregt wird. In
diesem Fall werden die ca. Np statischen Eigenwerte nicht beriicksichtigt.

Zahlreiche Details zu Implementierungen des klassischen Lanczos Algorithmus fiir
einzelne Startvektoren finden sich in [43, 45]. Da im Rahmen dieser Arbeit meist
Mehrportsysteme betrachtet werden, soll an dieser Stelle unmittelbar eine Band-
variante des Verfahrens vorgestellt werden, die in Abb. 4.2 in einfacher Notation
aufgefithrt ist. Sie unterscheidet sich von einer Blockimplementierung, indem pro
[terationsschritt nur ein einzelner Vektor anstelle der Block-Matrix prozessiert wird.
Mathematisch sind beide Varianten identisch, die Bandversion ermoglicht jedoch ei-
ne flexiblere Deflationierung linear abhéngig gewordener Vektoren. Wird eine Block-
grofle von m Vektoren angenommen, bekommt T, die Gestalt einer Block-Tridiago-
nalmatrix mit m Bandern ober- und unterhalb der Hauptdiagonale, fiir m = 1 ergibt
sich der eindimensionale Standardalgorithmus. Die jeweils m neusten Unterraum-
vektoren werden als Hilfsvektoren v, ...V, gebraucht, bevor sie nach vollstandiger
Orthonormierung zu reguldren Lanczos-Vektoren werden. Mit ihnen folgt fiir das
Verfahren:

AV, =V, T,+[0...0 v,...V,], (4.2.12a)
p—m
VIV, =1, VI[¥i...v,]=0. (4.2.12b)

Zur Initialisierung des Algorithmus werden die Hilfsvektoren gleich der Rechte-Seite-
Matrix gesetzt [Vy...V,,] = B. In jedem Iterationsdurchlauf wird im Folgenden ein
neuer Krylov-Vektor durch eine Matrix-Vektor-Multiplikation mit A erzeugt und
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gegeben: A, B = (by,...,b,), p

fort=1:p+m Erzeuge Krylov- und Hilfsvektoren
ifi<m
vV, = bz
else
Vi=AVion
end
Jo = max(1,i — 2m) Orthonormalisierung
for j =jg:i—1
tj,i = VjTVi
VvV, =V; — tj,ivj
end
tii = ||vill2
v, =V;/ti;
end
B, = [t1 p1.m) endgiiltige Lanczos-Matrizen

Tp = [tl..p,m—i-l.;m—i-p]

V=V, (V=100 vVyi1 pim])

Abbildung 4.2: Bandlanczos-Algorithmus.

durch das modifizierte Gram-Schmidt-Verfahren zu den bestehenden Vektoren or-
thonormalisiert. Unter Ausnutzung der Symmetrie ist es ausreichend, jeden neuen
Vektor allein zu den vorhergehenden m Vektoren zu orthogonalisieren. Die Erfahrung
im Zuge dieser Arbeit hat jedoch gezeigt, dass sich aufgrund endlicher Rechengenau-
igkeit Rundungsfehler in diesem Fall stark akkumulieren und das Ergebnis innerhalb
von oft weniger als 500 Iterationen zur Ordnungsreduktion vollstdndig unbrauchbar
wird. Das Verfahren erweist sich hingegen als erheblich robuster, wenn stattdes-
sen, trotz mathematischer Redundanz, iiber 2m Vektoren orthogonalisiert wird. Ein
vergleichbarer Effekt wurde im Zusammenhang mit dem verwandten Bi-Lanczos
Verfahren bereits in [49] erkannt und beschrieben.

Zeigt sich, dass ein Vektor zum bestehenden Unterraum linear abhéngig ist, wird
dieser zur Deflationierung aus der Liste der Hilfsvektoren gestrichen. Die Blockdi-
mension m verringert sich damit formal um Eins.

Durch die Orthogonalisierung iiber 2m Vektoren ist die Symmetrie der Matrix T,
bei endlicher Rechengenauigkeit nicht mehr exakt gegeben. Diese kann jedoch durch

1
T, = 5(T,? +T,) (4.2.13)
wieder erreicht werden.

Neben T, liefert der Algorithmus auch eine Matrix B, = Vf B. Die Matrix V), selbst
wird damit in einigen Féllen, auf die spéter genauer eingegangen wird, im Projek-
tionsprozess nach Gl. 4.2.3 entbehrlich, was einen entscheidenden Vorteil des Lanczos
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Algorithmus darstellt. Von der Matrix V,, der Grole n x p miissen zum Fortschritt
des Algorithmus nur die zur Gram-Schmidt-Rekursion erforderlichen letzten 2m + 1
Vektoren tatsdchlich im Speicher gehalten werden. Dies ermdoglicht es, das Verfahren
auch bei grolen Iterationszahlen zu verwenden. Wird V,, nicht komplett gespeichert,
ist es allerdings unmoglich, nach der Projektion durch GIl. 4.2.1 Riickschliisse auf
den Losungsvektor x, beispielsweise den Feldvektor, zu ziehen.

Auch trotz des beschriebenen erhohten Orthogonalisierungsaufwands zeigt sich je-
doch, dass der Unterraum seine Orthogonalitit mit steigender Iterationszahl verliert.
Wurde der Eigenvektor eines dominanten Eigenwerts bis auf Rechengenauigkeit ap-
proximiert, sollte dessen Anteil in den folgenden Vektoren nicht mehr enthalten sein.
Aufgrund von endlicher Rechengenauigkeit und Rundungsfehlern tritt diese Raum-
richtung allerdings erneut auf, wenn zunichst auch nur in kleinen Betrdgen. Im
Laufe der folgenden Iterationen werden diese aufgrund der Dominanz des zugehori-
gen Eigenwerts verstirkt, bis der Eigenvektor von Neuem im Unterraum auftritt.
Bei hohen Iterationszahlen ist es daher ein typisches Verhalten des Lanczos Algo-
rithmus, dass dominante Eigenwerte mehrfach in T, enthalten sind. Sie werden als
Geistereigenwerte bezeichnet.

Dieser Effekt ldsst sich verlangsamen, indem der Gram-Schmidt Algorithmus dop-
pelt ausgefithrt wird, wahlweise in jedem Iterationsschritt oder nur, falls sich die
Norm eines Vektors durch die Orthogonalisierung stark @ndert, da in solchen Féllen
das Gram-Schmidt Verfahren zu Ungenauigkeiten neigt. Alternativ wurden Metho-
den entwickelt [52], die mehrfache Eigenwerte zunéchst hinnehmen und diese nach
der Berechnung detektieren, um sie von tatséchlichen mehrfach vorkommenden ent-
arteten Eigenwerten zu unterscheiden.

Im Zusammenhang mit der Ordnungsreduktion im Rahmen dieser Arbeit zeigt sich,
dass mehrfach vorkommende Eigenvektoren in den Projektionsmatrizen V,, das Er-
gebnis nicht beeintrichtigen. Der Aufwand der doppelten Orthogonalisierung ist im
Vergleich zur nur leicht verbesserten Konvergenz meist nicht gerechtfertigt.

4.2.2.2 Der Arnoldi Algorithmus

Handelt es sich bei der Matrix A um eine unsymmetrische oder nicht-hermitesche
Matrix, ist die resultierende Matrix nicht mehr (Block-)tridiagonal wie in Gl. 4.2.12a,
sondern erhélt eine obere (Block-)Hessenbergform. Die Orthonormalitétsbeziehun-
gen gelten auch weiterhin:

AV, =V,H,+[0...0 V... V], (4.2.14a)
p—m
VIV, =1, VI[¥.. .¥,]=0. (4.2.14b)

Die Berechnung erfolgt analog zum Bandlanczos-Algorithmus (Abb. 4.2), wobei
die Orthogonalisierung eines neuen Krylov-Vektors nicht auf die vorangegangenen
m oder 2m Vektoren beschrinkt werden kann, sondern grundsétzlich iiber den
vollstdandigen, bereits aufgestellten Unterraum erfolgen muss. Damit iiberwiegt bei
einer groflen Zahl von Iterationsschritten schnell der Orthogonalisierungsaufwand
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iiber den der Matrix-Vektor-Multiplikation, der numerische Aufwand wéchst néhe-
rungsweise quadratisch mit O(p?) an. Schwerer als der numerische Aufwand wiegt
in der Praxis jedoch meist der Nachteil, dass die Matrix V,, tatsdchlich komplett im
Speicher gehalten werden muss, was fiir grofe Systemmatrizen und hohe Iterations-
zahlen oft nicht moglich ist.

Dieses Verfahren wurde erstmals 1951 von W.E. Arnoldi [50] formuliert. Die Eigen-
schaften zum Auffinden von Eigenwerten sind #hnlich denen des Lanczos Algorith-
mus. Die Methode findet auch bei der Losung unsymmetrischer linearer Gleichungs-
systeme Verwendung, ein bekanntes Verfahren nennt sich Quasi-Minimale-Residuen,

QMR [43].

Fiir den Fall symmetrischer Matrizen fallt der Arnoldi Algorithmus formell, wie
bereits angedeutet, mit dem Lanczos Algorithmus zusammen. Wird bei nicht exak-
ter Arithmetik jedoch die Orthogonalisierung iiber alle vorhergehenden Arnoldi-
Vektoren beibehalten, stoppt dies den Orthogonalitéitsverlust, der beim Lanczos
Verfahren héufig beobachtet wird. Ein Auftreten von Geistereigenwerten ist daher
nahezu ausgeschlossen, allerdings um den Preis eines deutlich erhhten numerischen
Aufwands.

4.2.2.3 Der Bi-Lanczos Algorithmus

Um die Vorteile der kurzen Rekursion des Lanczos Verfahrens auch fiir unsymmetri-
sche Matrizen erhalten zu konnen, kann alternativ zum Arnoldi Algorithmus auch
eine unsymmetrische (Block-)Tridiagonalisierung durchgefiihrt werden. Diese fiihrt
mit den bi-orthogonalen Unterrdumen V, und W, auf

WAV, =T,  mit W!'V,=L (4.2.15)

Das Verfahren wird als Bi-Lanczos Algorithmus bezeichnet [43]. Die Matrizen V,,
und W, spannen mit den Startmatrizen B und C jeweils die Krylov-Unterrdume
K,(A,B) und K,(Af,C*) auf. In einer Band-Formulierung koénnen die Blockdi-
mensionen m und [ der Startmatrizen unterschiedlich gewahlt werden, was zusétz-
lich die Deflationierung erméglicht, da linear abhéngige Vektoren in beiden Krylov-
Unterrdumen nicht grundsétzlich im selben Iterationsschritt auftreten werden. Selbst
bei gleichen Startmatrizen kénnen folglich im Verlauf des Algorithmus unterschied-
liche Blockgréflen auftreten. Mit zwei Séatzen Hilfsvektoren vy ...V, und wy ... W,
ergeben sich die Relationen:

AV, =V, T,+[0...0 V... V,], (4.2.16a)
p—m

AW, =W, T +[0...0 w;...w]. (4.2.16D)
p—1

Neben der Matrix T, erzeugt der Algorithmus auch zwei Matrizen B, = WgB und
C, = CV,. Ein Problem des Bi-Lanczos Verfahrens ergibt sich, wenn die Vekto-
ren v, und w,, deren Produkt w/'v, auf Eins normiert werden muss, zueinander
orthogonal sind. Dies wird als ernster Zusammenbruch (engl.: serious breakdown)
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bezeichnet [43, 53] und kann auftreten, ohne dass die Krylov-Unterrdaume selbst aus-
geschopft sind. Abhilfe schafft eine vorausschauende Technik (engl.: look-ahead), die
bei drohendem Zusammenbruch auf die vektorweise Orthogonalisierung verzichtet
und alternativ v, und w,, in Blocken mit dynamisch angepasster Grofle orthogona-
lisiert. Dies éndert lokal die Bandstruktur in T,. Fiir nédhere Details siehe [53]. Die
praktische Erfahrung zeigt jedoch, dass Zusammenbriiche dieser Art extrem selten
auftreten.

Erneut erweist sich, dass eine Realisierung mit zusétzlichen Orthogonalisierungs-
schritten numerisch robuster ist. Die Rekursionsldange betragt m—+[+1 Vektoren. Der
numerische Aufwand des Verfahrens bleibt damit linear mit der Systemgrofie und
ist im Vergleich zum symmetrischen Lanczos (unter Annahme von [ = m) nahezu
exakt verdoppelt. Eine einfache Variante des Algorithmus findet sich in Anhang A,
ein detaillierter Band-Bi-Lanczos Algorithmus mit Deflationierung und look-ahead
findet sich, mit im Vergleich zu dieser Darstellung leicht verdnderter Notation, in

53, 64].

4.3 Verfahren zur Reduktion der Modellordnung

4.3.1 Partielle Realisierungen

Unter einer partiellen Realisierung des Systems Z(s) wird ein System Z,(s) mit
p < n verstanden, dessen erste 2p Markov-Parameter im Einportfall mit denen des
Originalsystems iibereinstimmen. Fiir allgemeine Mehrportsysteme mit m Eingangs-
und [ Ausgangsports miissen sich mit m,, = floor(p/m) und [, = floor(p/l) minde-
stens my, + [, Markov-Parameter decken.

Fiir in der Frequenz lineare Systeme koénnen die Markov-Parameter m;, = C(—A)*B
nach Gl. 3.1.6 als Taylormomente der Impulsantwort des Systems zum Zeitpunkt
t = 0 angesehen werden. Im Frequenzbereich ergibt sich mit der geometrischen Reihe

Z(s)=C(sI+A)"'B (4.3.1a)
_ i c(_A)kBsik = i % . (4.3.1b)

Verlustfreie Curl-Curl-Systeme mit M, = 0 lassen sich durch die Transformation
s’ = 52 ebenfalls mit den Methoden eines linearen Systems beschreiben.

4.3.1.1 Partielle Realisierungen durch Krylov-Unterrdume

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass die Projektion eines linearen Systems auf die
Matrizen V,, und W, des beschriebenen Bi-Lanczos Algorithmus, die die Krylov-
Unterrdume K,(A,B) und K,(A¥, CH) aufspannen, einer partiellen Realisierung
des Originalsystems entspricht. Das reduzierte System lautet analog zu 4.2.3 fiir
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den allgemeinen Fall eines linearen Systems:

Z,(s) = CV, (sWIV, + WIAV,) " WI'B (4.3.2a)
=C,(sI+T,) 'B, (4.3.2b)
= 1
=3¢, (-T,)"B, - (4.3.2¢)
k=0

Zur Beweisfithrung wird zunéchst erneut Beziehung 4.2.16a betrachtet. Mit der Hilfs-
vektorenmatrix einschlieBlich der Nullvektoren V.= [0...0 vy ...V,,] gilt:

AV, =V,T.+ VI + AV ? ...+ A"V, (4.3.3)
.\_/.

hier exemplarisch fiir ¢ > 2 aufgeschrieben. Mit der Bandstruktur von T, und der
Struktur von V lisst sich zeigen, dass die Summanden in V keine Eintrige in den
ersten m Spalten haben. Diese Eigenschaft ist grundsétzlich fiir 0 < i < m,, giiltig.
Zudem gilt durch die Initialisierung des Bi-Lanczos Algorithmus B = V,B,,, wobei
B, nur im oberen m x m Block Eintrége ungleich Null hat. Wird nun 4.3.3 von
rechts mit B, multipliziert, fithrt dies auf:

AB=V,T.B, fir 0<i<m,. (4.3.4)
Analog lésst sich aus 4.2.16b
CA'=C,T;W,/ fir 0<i<l, (4.3.5)

herleiten. Multipliziert man schliefSlich 4.3.4 und 4.3.5 miteinander, ergibt sich mit
der Biorthogonalitétsbeziehung Wf V,=1

CA"A"B=CA'B=C,T!B,

) ) fir 0<i< my, + lp — 1. (4.3.6)
- C(—A)’B = Cp<_Tp)pr

Diese Beziehung lasst sich nach [64] fiir ¢ = m, + [, — 1 ebenfalls beweisen, womit
Z(s) und Z,(s) tatséchlich die ersten m, + [, Markov-Parameter gemeinsam haben.
Z,(s) nach Gl 4.3.2c ist demnach eine partielle Realisierung von Z(s).

Da s* anstelle des Bruchs in 4.3.1b eine Taylorreihe um s = 0 bilden wiirde, wird bei
partiellen Realisierungen in Anlehnung auch von moment-matching um Unendlich
gesprochen. Uberraschend mag zunéchst erscheinen, dass eine partielle Realisierung
auch fiir niedrige Frequenzen gute Approximationseigenschaften zum Originalsystem
aufweist, obwohl die geometrische Reihe nur fiir ||A||/|s| < 1, also fiir Frequenzen
oberhalb des betragsgrofiten Eigenwerts von A und damit weit auflerhalb des tech-
nisch interessanten Bereichs, definiert ist. Eine partielle Realisierung stellt aber keine
Taylorreihe dar, deren Konvergenzradius stets nur bis zur néchstgelegenen Polstelle
reicht, sondern bildet eine gebrochen rationale Funktion mit derselben Struktur wie
die Originalfunktion, lediglich mit deutlich verringerter Ordnung. Eine solche gebro-
chen rationale Funktion, die in einem oder mehreren Entwicklungspunkten eine An-
zahl von Taylormomenten mit der Originalfunktion gemeinsam hat, wird allgemein
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auch als Padé-Approzimation [51] bezeichnet. Zu den grundlegenden Eigenschaften
dieser Klasse von Approximationen gehort es, Funktionen auch iiber Polstellen hin-
weg anzunahern. Partielle Realisierungen stellen mit einer Entwicklungsfrequenz von
Unendlich lediglich einen Sonderfall einer solchen Padé-Approximation dar.

Da alle benétigten Matrizen in Gl. 4.3.2b durch das Bi-Lanczos Verfahren direkt be-
rechnet werden, entspricht der Aufwand zur Erstellung der partiellen Realisierung
exakt dem Aufwand des Algorithmus, also primér 2 Matrix-Vektor-Multiplikationen
und 2(m+I+1) Orthogonalisierungsschritte pro Iterationsschritt. Uber die benétigte
Modellgrofle lassen sich im Voraus keine Aussagen machen, da diese von der Grofe
des Originalsystems aber auch von dessen innerer Dynamik (d.h. der Lage der Pol-
stellen) abhangt. Typische Werte fiir p liegen zwischen 500 und 5000 Iterationen.

Die obige Herleitung ist sehr allgemein gehalten. Ublicherweise werden Eingangs-
und Ausgangsports identisch sein, womit auch bei unsymmetrischen Systemen C =
BT gelten wird.

Eine wichtige Untergruppe bilden zudem die symmetrischen Systeme mit AT = A
wie das verlustfreie Curl-Curl-System, da in diesem Fall der symmetrische Lanczos
Algorithmus verwendet werden kann. Dies ist auch bei schiefsymmetrischen Syste-
men AT = —A wie dem verlustfreien linearen System méglich, da mit der Skalie-
rungsbedingung 4.2.6 K(AT ,B) = K(—A,B) = K(A, B) gilt. Die Verwendung der
symmetrischen Methode halbiert zundchst den numerischen Aufwand zur Erstellung
des Modells. Als entscheidender Vorteil zeigt sich aber vor allem, dass die Projektion
symmetrisch reell wird und damit die Stabilitdt und Passivitdt des Originalsystems
auch im reduzierten Modell erhélt. Dies kann fiir unsymmetrische Systeme bei Pro-
jektion nach 4.3.2a nicht garantiert werden und muss im Einzelfall iiberpriift werden,
was die Verwendung als Makromodell einschrankt.

Eine symmetrische und somit passivititserhaltende Projektion auch im Fall unsym-
metrischer Systeme ist nur moglich, wenn die Matrix V,, wiahrend des Algorithmus
komplett im Speicher gehalten und die Projektion im Anschluss explizit symmetrisch
durchgefiihrt wird oder indem anstelle des Bi-Lanczos der Arnoldi-Algorithmus ver-
wendet wird, der die symmetrische Projektion implizit durchfiihrt. In beiden Féllen
ist die Anzahl der iibereinstimmenden Markov-Parameter im Vergleich zur unsym-
metrischen Version halbiert, da nur Gl. 4.3.4 und nicht GIl. 4.3.5 erfiillt ist. Beide
genannten Varianten sind jedoch fiir grofle Systemmatrizen in der Praxis meist auf-
grund von Speicherproblemen nicht durchfithrbar, was die passive Ordnungsreduk-
tion mittels partiellen Realisierungen de facto zunéchst auf symmetrische Systeme
beschrankt.

Diese stellen in Form verlustloser Systeme wie beispielsweise Filterstrukturen tat-
séchlich einen haufigen Anwendungsfall partieller Realisierungen fiir einen Fast Fre-
quency Sweep dar, da deren spektrale Auswertung sowohl mit Zeitbereichs- als auch
mit Frequenzbereichsmethoden sehr aufwéindig ist. Mit der schiefsymmetrischen li-
nearen und der symmetrischen Curl-Curl-Formulierung stehen zwei konkurrierende
Ansiétze zur Verfiigung, deren Aufwand néher verglichen werden soll.

Grundsétzlich ist die Dimension des linearen Systems etwa doppelt so grof3 wie die
des zugehorigen Curl-Curl-Systems. Zugleich besitzt die lineare Systemmatrix aber
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nur vier Eintrége pro Zeile, wéhrend dies bei der Curl-Curl-Matrix 13 sind (Rand-
zellen jeweils ausgenommen), jede Matrix-Vektor-Multiplikation hat demnach den
rund 1, 5-fachen Aufwand im Vergleich zum linearen Fall. Eine Einsparung an Mul-
tiplikationen kann erzielt werden, wenn in jedem Aufruf anstelle des Produkts mit
der Systemmatrix die Operatormatrizen C und C? sukzessive ausgefiihrt werden. In
diesem Fall kénnen die Curl-Operatoren direkt durch je vier Additionen ausgefiihrt
werden und es bleiben nur zwei, bzw. drei Multiplikationen mit den Materialmatri-
zen pro Zeile fiir die lineare bzw. die Curl-Curl-Formulierung.

Jeder Orthogonalisierungsschritt, die Anzahl ist bei beiden Formulierungen iden-
tisch, erfordert je ein volles Vektor-Vektor-Produkt und eine Vektor-Vektor-Sub-
traktion. Bei halber Systemgroéfie im Curl-Curl-Fall ist der Aufwand hierfiir eben-
falls halbiert. Als Abschitzung des Gesamtaufwands ergibt sich mit der Dimension
des Curl-Curl-Systems N und der Portzahl m pro Iterationsschritt:

lineares System: 2N(4AM +3A+ 2m+ 1M + (2m+1)A4), (4.3.7a
Curl-Curl-System: N(13M + 124+ 2m +1)M + (2m+1)A), (4.3.7b
lineare Operatoren: 2N(2M 4+ 4A+ 2m+ 1)M + (2m + 1).A), (4.3.7¢c
Curl-Curl-Operatoren: N(3M +8A+ (2m + 1)M + (2m + 1)A). (4.3.7d

M steht fiir Multiplikationen, A fiir Additionen, die linken Angaben in der Klammer
beschreiben jeweils den Aufwand fiir die Matrix-Vektor-Multiplikation, die rechten
den fiir die 2m + 1 Orthogonalisierungsschritte. Es zeigt sich beispielsweise, dass
der Aufwand pro Iterationsschritt bei Verwendung der Systemmatrizen fiir m = 2
Ports nach Anzahl der Multiplikationen in beiden Féllen nahezu identisch ist. Bei
Verwendung der Operatoren ist die Curl-Curl-Formulierung nach Multiplikationen
stets weniger aufwendig. Zudem ist bei Operatorverwendung der Aufwand fiir die
Orthogonalisierung meist grofer als der fiir das Matrix-Vektor-Produkt.

)
)
)
)

Ausschlaggebend fiir die Entscheidung ist aber vielmehr die Anzahl der benttigten
[terationsschritte. Diese kann, wie schon gesagt, nicht deterministisch bestimmt wer-
den, die Erfahrung zeigt jedoch, dass im linearen Fall rund doppelt so viele Schritte
erforderlich sind wie im Curl-Curl-Fall, um dieselbe Approximationsgiite zu erzie-
len. Dies ist anschaulich nachvollziehbar, weil im linearen Fall sowohl der positive
als auch der negative Anteil des Spektrums betrachtet wird und damit auch die dop-
pelte Anzahl von Polstellen approximiert werden muss. Die Modellgenerierung aus
der Curl-Curl-Formulierung erweist sich damit in der Summe als nur etwa halb so
aufwendig wie im linearen Fall. Ein weiterer erheblicher Vorteil des Curl-Curl-Falls
ergibt sich, wenn die partielle Realisierung nur als Zwischenergebnis genutzt und
durch eine Padé-Approximation weiter reduziert wird, worauf spéter eingegangen
werden soll.

4.3.1.2 Abbruchkriterium

Einen bislang unbeachteten Punkt stellt die Frage des Abbruchs der Iteration dar,
nach wie vielen Iterationsschritten also davon auszugehen ist, dass mit der partiel-
len Realisierung eine Approximation ausreichender Genauigkeit im interessierenden
Frequenzintervall vorliegt.



4.3 Verfahren zur Reduktion der Modellordnung 61

Sofern die Ubertragungsfunktion Z(s;) des Originalsystems an einem oder mehreren
Frequenzpunkten bekannt ist, kann dies mit der Definition einer Fehlerschranke e,
erfolgen. In periodischen Abstéinden wird die numerisch wenig aufwendige Losung
des reduzierten Systems Z,(s;) an denselben Frequenzpunkten berechnet und

1Z(si) — Z(si)|

6Zz ”Z(SZ)H < &y (438)
iiberpriift. Diese Vorgehensweise ist jedoch nur bedingt zuverldssig, da einige Teile
des Spektrums moglicherweise bereits gut angenédhert sind, wahrend andere Teile des
betrachteten Frequenzbereichs, insbesondere die Polstellen, noch nicht approximiert
sind. Da zur Berechnung von Z(s;) meist ebenfalls Krylov-Unterraumverfahren her-
angezogen werden, liegt zudem der Aufwand zur Berechnung dieser Referenzlésung
im gleichen Bereich wie der zur Berechnung der gesamten partiellen Realisierung.

Als Richtwert ldasst sich sagen, dass die Iterationszahl der partiellen Realisierung
mit der maximalen Unterraumgrofle aller iterativen Rechnungsdurchlédufe einer Fre-
quenzbereichsrechnung iiber den interessierenden Frequenzbereich iibereinstimmen
sollte. Wird das reduzierte Modell fiir einen Fast Frequency Sweep verwendet, mochte
man sich allerdings genau diese Frequenzbereichsrechnung ersparen, weswegen die
maximale Zahl im Allgemeinen unbekannt ist.

Eine alternative Herangehensweise bietet die Untersuchung der Polstellen. Insbeson-
dere bei resonanten Systemen zeigt sich, dass die Ubertragungsfunktion gut approxi-
miert ist, wenn deren Polstellen gut angenédhert sind. Es bietet sich daher an, ein Ab-
bruchkriterium iiber die Eigenwerte des Systems zu definieren. Der enge Zusammen-
hang zwischen Eigenwert- und Ubertragungsapproximation unter Verwendung von
Krylov-Unterrdumen wird schon deutlich, da sich diese Klasse von Verfahren sowohl
zur iterativen Losung von Gleichungssystemen als auch zur Eigenwertabschétzung
mit grofem Erfolg verwenden lasst. Die Eigenwert- Approximationseigenschaften der
Krylov-Verfahren liefern damit neben den Markov-Parametern eine zweite Erkldrung
fiir die Qualitat der partiellen Realisierungen.

Der Eigenwertfehler kann fiir den Eigenwert \; mit

_ i = Adll

OB
: 1Al

< Egi 4.3.9
: (

definiert werden. Da die Bestimmung der Referenzeigenwerte wiederum ein nume-
risch aufwendigeres Problem darstellt, das ohnehin meist ebenfalls {iber Krylov-
Unterraumverfahren gelost wird, ist es vorzuziehen, die Eigenwerte wahrend der
Berechnung der partiellen Realisierung direkt mitzubestimmen. Hierzu wird der
Lanczos-Algorithmus beginnend nach einer Startiterationszahl p, in periodischen
Absténden gestoppt, die Eigenwerte bzw. Ritz-Werte der Matrix T, werden mit
klassischen Methoden? bestimmt, was aufgrund der Bandstruktur der Matrix nur

2Direkte Methoden im engeren Sinne zur Bestimmung von Eigenwerten existieren nicht, da
das Auffinden von Eigenwerten &hnlich der Nullstellensuche von Polynomen stets iterativ erfolgen
muss. Allerdings werden sehr schnell konvergierende Verfahren wie der QR Algorithmus [43] hiufig
als direkte Methoden bezeichnet.
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geringen numerischen Aufwand erfordert. Zur Analyse der Genauigkeit der Eigen-
werte existieren zwei Moglichkeiten:

e Eine Abschétzung der Konvergenz eines Eigenwerts A, ldsst sich mit dem
zugehorigen Ritz-Vektor 6, , und der Hilfsmatrix V angeben [54]:

VOi,| < ceig- (4.3.10)

e Eis kann ein relativer Fehler der Eigenwerte im Vergleich zur letzten Berech-
nung durchgefiihrt werden

/\i - )\z
_l ,p+||A; j ol oy (4.3.11)
1,p

Bleiben die Eigenwerte konstant bzw. die Differenz unter einer Schwelle &s4;g,
werden sie als auskonvergiert betrachtet.

Op;

Die Iteration des Lanczos Algorithmus zur Modellgenerierung wird endgiiltig ge-
stoppt, wenn alle im interessierenden Frequenzintervall liegenden Eigenwertfehler
unterhalb der Grenze s, liegen. Die Anzahl der Eigenwerte, die im betrachteten
Frequenzbereich liegen, muss dabei wihrend der Eigenwertberechnung dynamisch
bestimmt werden. Sollte kein Eigenwert im Frequenzbereich selbst liegen, werden
die néachstgelegen auflerhalb betrachtet.

Die Wirkungsweise des Abbruchkriteriums wird anhand eines Beispiels verdeutlicht.
Es handelt sich hierbei um eine verlustlose Filterstruktur, die {iber zwei Ports ange-
regt wird und im betrachteten Frequenzbereich von 350 MHz bis 650 MHz zwei Pole
aufweist. Die Diskretisierung ist mit 2400 Unbekannten in Curl-Curl-Darstellung
verhéltnisméafig grob gewahlt, so dass die exakte Losung noch mit einem direk-
ten Verfahren bestimmt werden kann. Dasselbe Beispiel soll auch in den folgenden
Abschnitten zur Veranschaulichung herangezogen werden.
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Abbildung 4.3: Aufbau und Streuparameter des verwendeten Testbeispiels.

In Abb. 4.4 werden drei Kurven gezeigt: Dies sind zum einen der Fehler der Impedanz
0z, gemittelt iiber 1000 Frequenzpunkte, die dquidistant im gewéhlten Frequenzbe-
reich liegen, der gemittelte Fehler der beiden Eigenwerte dr sowie die gemittelte
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Differenz der Eigenwerte dp im Vergleich zur vorherigen Berechnung. Die Auswer-
tung erfolgt alle 10 Iterationen. Die Losungsgenauigkeit des Eigenwertlosers betragt
107'2. Es zeigt sich, dass alle drei Kurven proportionales Verhalten aufweisen. Bei
der Wahl von &y = 10~® hiitte das Kriterium nach 380 Iterationen gegriffen und
die Tteration gestoppt. Es zeigt sich, dass das Ubertragungsverhalten eine gewis-
se Stagnation bei 7 - 107! aufweist. Der zugrundeliegende Fehler entsteht bei der
Approximation der Polstellen, ist aber fiir praktische Anwendungen bedeutungslos.

100 ] -
3
5 1077 .
s
o
% 1010 Impedanzfehler \ ]
L {----- Eigenwertfehler W\
{ === Eigenwertdifferenz '\_‘ o ::_ ___ ]
10_15- T T T T T T T \'\' |\'\)
0 100 200 300 400 500 600
Iterationszahl p

Abbildung 4.4: Der Fehler der approximierten Impedanzfunktion 65, der gemittelte
Fehler aller im interessierenden Frequenzintervall liegenden Eigenwerte og und die
Differenz der Eigenwerte dp im Vergleich zum vorhergehenden Test einer partiellen
Realisierung durch den Lanczos-Algorithmus.

Das Abbruchkriterium erweist sich in der Praxis als sehr verldsslich und robust.
Dennoch muss auf einige Eigenschaften hingewiesen werden, die das Verhalten er-
schweren konnen. Den entscheidenden Freiheitsgrad stellt die Wahl von €5, dar.
Wiihrend bei nichtresonanten Strukturen bereits bei einer Fehlerschranke von 1073
bis 10~* eine sehr gute Ubereinstimmung des Ubertragungsverhaltens erkennbar ist,
umgekehrt aber auch ein Fehler von 10710 erreicht werden kann, ist die Situation
bei hochresonanten Systemen mitunter komplizierter. Wird die Fehlerschranke zu
grofziigig gewahlt, wird diese moglicherweise bereits von allen dominanten Eigenwer-
ten erreicht, bevor tatsdchlich alle im Frequenzband liegenden Eigenwerte erschie-
nen sind. Dieser Effekt kann insbesondere auftreten, wenn eng beieinanderliegende,
geclusterte Eigenwerte vorhanden sind, die erst verhéaltnisméafig spét ,,gefunden*
werden. Wird die Fehlerschranke zu streng angesetzt, zeigt sich im Gegenzug, dass
vor Erreichen des geforderten Fehlers Geistereigenwerte die dominanten Eigenwerte
verdoppeln. Das Kriterium kann in diesem Fall erst wieder greifen, wenn auch diese
auskonvergiert sind. Dies fiihrt nicht zum Versagen des Kriteriums, fithrt aber zu
einem Modell von unnétiger GroBe. Fehlerschranken zwischen 1076 und 10~7 haben
sich als guter Kompromiss fiir zahlreiche Testbeispiele bewéhrt.

Weitere wéhlbare Parameter sind die Differenz zwischen zwei Eigenwertiiberpriifun-
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gen Ap und die Iterationszahl der ersten Berechnung pg. Je grofler beide gewéhlt
werden, je weniger Figenwertberechnungen sind erforderlich, es steigt aber auch das
Risiko, dass die ideale Modellgrofle {ibersprungen wird. In beide Werte gehen sowohl
die Systemgrofie als auch die Portzahl als Einflussfaktoren ein. Da insbesondere die
ersten Eigenwertberechnungen wenig numerischen Aufwand erfordern, sollte py eher
vorsichtig gewéhlt werden, bewédhrte Werte liegen zwischen 200 und 500 Iteratio-
nen. Da aufgrund des Blockalgorithmus zum Teil periodische Schwankungen in den
Eigenwerten im Abstand von m erkennbar sind (siehe Abb. 4.5), sollte Ap ein ganz-
zahliges Vielfaches von m bilden, typischerweise mit Faktor 5 bis 20.

169244, ]
16.923 1 —+— Konvergenz des Eigenwerts ]
16.9221 '
16.9211
16.920-
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Abbildung 4.5: Konvergenzverhalten eines Eigenwerts bei vier Startvektoren (Ports).
Es zeigt sich ein periodisches Verhalten.

Zur Berechnung der Eigenwerte aus dem Reduktionsprozess soll zum Abschluss noch
auf einen Aspekt eingegangen werden. Wahrend Krylov-Unterraum-Methoden zur
Bestimmung von Eigenwerten iiblicherweise mit Zufallsvektoren gestartet werden,
von denen ausgegangen wird, das sie alle moglichen Raumrichtungen des Systems
enthalten, werden die Algorithmen in Verbindung mit Modellreduktion mit den
Matrizen B bzw. sowohl B als auch C gestartet. Damit werden die auffindbaren Ei-
genwerte von vornherein auf jene beschriankt, die von den Ports aus ,,sichtbar* sind,
die folglich von den Ports angeregt werden kénnen und die umgekehrt auch in die
Ports auskoppeln. Dies fiihrt insbesondere dazu, dass divergenzbehaftete statische
Moden von den divergenzfreien Portmoden nicht angeregt werden. Dieser Zusam-
menhang ist auch trotz endlicher Rechengenauigkeit gut erfiillt, wie in Abb. 4.6 fiir
das obige Beispiel gezeigt. Wahrend die Divergenz direkt nach der Multiplikation
mit der Systemmatrix noch nahezu Null ist, wird durch die Orthonormierung des
Lanczos-Vektors nach und nach eine Divergenz eingefiihrt. Diese steigt mit der Ite-
rationszahl jedoch in der Folge an. Die Startdivergenz der Vektoren wird von dem
auf 107! genau berechneten Portmode eingefiihrt. Da der Abbruch bereits bei 380
[terationen erfolgt wire, liegt der Divergenzanteil der Vektoren jedoch bei lediglich
10~7. Auf Methoden wie die Einfithrung eines Grad-Div-Terms, die aus der klassi-
schen Eigenwertberechnung bekannt sind und die die statischen Moden zu hoheren
Frequenzen verschieben, kann in Verbindung mit partiellen Realisierungen demnach
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verzichtet werden. Eine solche Verschiebung wire ohnehin nur unter der Bedingung
sinnvoll, dass die statischen Moden nach der Verschiebung auflerhalb des interessie-
renden Frequenzbandes liegen.

10°1 ' ' '
N ]
£ 1071
51
A ! Divergenz nach Orthonorm.
2 10710 : ]
= |
.Q 1 ' i
g 1015 I E Divergenz vor Orthonorm. 1
& T ki .

0 500 1000 1500
Iterationszahl p

Abbildung 4.6: Die Divergenz der Lanczos-Vektoren wéihrend der Iteration vor und
nach dem Orthonormierungsschritt.

4.3.1.3 Schwach verlustbehaftete Systeme

Mit der partiellen Realisierung durch Krylov-Unterraum-Verfahren wurde im vo-
rigen Abschnitt ein sehr effizientes Verfahren zur Reduzierung der Modellordnung
vorgestellt, welches allerdings nur auf eine einzelne Systemmatrix angewandt werden
kann. Im Zusammenhang mit der Curl-Curl-Formulierung (Gl. 3.1.12) ist es jedoch
wiinschenswert, auch Verluste beriicksichtigen zu konnen, also zugleich die Matrizen
Acc und K zu betrachten. Zwar ist es moglich, auf das lineare System zuriickzu-
greifen, dies erhoht jedoch den Aufwand deutlich und die Passivitit des reduzierten
Modells ist nicht gewéhrleistet.

Eine Nédherungslosung ergibt sich, wenn zur Erstellung des Unterraums die ebenfalls
symmetrische aber komplexe Matrix A(C% = (Acc + soK) verwendet wird und die
Matrizen Acc und K im Anschluss separat auf das resultierende V), projiziert wer-
den. Fiir sy wird iiblicherweise die Mittenfrequenz des interessierenden Spektrums
multipliziert mit 27, also ein rein imaginédrer Wert, gewéahlt. Dieses Vorgehen ist
vergleichbar zu dem Ansatz eines komplexen Dielektrikums zur Modellierung von
Verlusten mit £(9 = & + x/(jwy). Als Folge wird das reduzierte Modell komplex-
wertig, was bei Verwendung als Fast Frequency Sweep nicht storend ist. Fiir die
Erzeugung eines Ersatzschaltbilds ist es jedoch wiinschenswert, das System reell-
wertig zu halten.

In vielen Fiéllen sind die Verluste jedoch rein parasitdrer Natur und so gering, dass
sie das elektromagnetische Feldbild innerhalb der Struktur im Vergleich zum ver-
lustfreien Fall nicht nennenswert &ndern. Unter diesen Umsténden ist es daher meist
ausreichend, den Projektionsunterraum wie zuvor allein mit der verlustfreien reellen
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Systemmatrix Acc zu bestimmen und im Anschluss die Verlustmatrix K eben-
falls symmetrisch darauf zu projizieren. Dieses Vorgehen entspricht der Power-Loss-
Methode [2] in der klassischen Feldtheorie. Das reduzierte Modell ergibt sich zu

Zy(s) = sBT (21 + sVIKV, + T,) ' B,. (4.3.12)

Es ist leicht zu erkennen, dass das System reell und symmetrisch bleibt und somit
Stabilitdt und Passivitdt nach Abschnitt 3.2.3 erhalten werden. Zwar entsprechen
sich durch dieses Vorgehen die Momente von Original- und reduziertem System
nicht mehr exakt, erfahrungsgeméf ergeben sich aber sehr gute Ubereinstimmungen
fiir Verlustwinkel bis tand = 0.1, ein weit hoherer Wert als typische Dielektrika
aufweisen.

Nachteil des Verfahrens ist aber zweifelsohne, dass die Matrix V,, mit nxp Eintrégen
komplett im Speicher gehalten werden muss. Sollte dies nicht mdoglich sein, gibt es
die folgenden Alternativen zur Berechnung von K, = VgKVp:

e Die Matrix V,, wird abgesehen von den letzten 2m 4 1 Spalten innerhalb des
Lanczos Algorithmus nicht gleichzeitig ben6tigt. Die Vektoren konnen daher in
periodischen Absténden auf Festplatte gespeichert und zur Projektion erneut
geladen werden.

e Hiufig sind nur einzelne Bereiche der Struktur verlustbehaftet, beispielsweise
Dielektrika, wahrend andere Materialien wie z. B. Luft als verlustfrei ange-
nommen werden kénnen. In diesem Fall hat die Diagonalmatrix K nur wenige
Eintriige ungleich Null und es geniigt, die diinnerbesetzte Matrix K’ = K/2V,,
abzuspeichern und daraus K, = K"K’ zu berechnen.

e Die Matrix K, zeigt, auch wenn sie nicht diagonaldominant ist, doch eine
Betonung der Werte um die Diagonale. Bei simultaner Projektion auf eine
feste Anzahl von Spalten in V,, werden genau diese inneren Werte berechnet.
Der sich ergebende Fehler ist bei 50 bis 100 Spalten meist sehr gering, es
ist allerdings schwierig, eine Abschéitzung fiir ihn anzugeben. Typischerweise
ist er geringer als bei Verwendung einer komplexen Systemmatrix, die die
Leitfdhigkeit bei der Mittenfrequenz fixiert.

Leider lassen sich die genannten Punkte nicht ohne Weiteres auf den Fall von Im-
pedanzwénden iibertragen. Zwar lisst sich ebenfalls nach Gl. 3.1.14 die Projektion

1 -1
Zpi(s) = 5B, <s2I + %VZPV,, + T,,) B,. (4.3.13)

bilden, allerdings weist die Matrix P nach Gl. 3.1.14 eine weit komplexere Bandstruk-
tur als K auf. Sie ist nicht diagonal und auch die projizierte Matrix P, = VgPVp
weist keine Diagonalbetonung auf. Es ist also die volle Matrix V,, zur Projektion zu
verwenden.
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4.3.1.4 Konvergenzbeschleunigung fiir partielle Realisierungen

Obwohl es einer der Hauptvorteile der partiellen Realisierung durch Krylov-Unter-
raume ist, dass der entsprechende Unterraum selbst nicht gespeichert werden muss,
sondern die Projektion implizit erfolgt, sind doch bereits mehrfach Punkte angeklun-
gen, in denen die Kenntnis der Matrix V,, sehr niitzlich wére. Diese sind, wie gerade
beschrieben, die schwachen Verluste, insbesondere die Impedanzwandverluste, die
symmetrische Projektion unsymmetrischer Systemmatrizen sowie die Berechnung
von Feldlosungen, deren Losungsvektor iiber Gl. 4.2.1 mit der fiir sich aussagelosen
Losung y des reduzierten Systems verkoppelt ist. Die sich stellende Frage lautet al-
s0, ob es moglich ist, das Verfahren in einer Form zu variieren, dass der Unterraum
eine geringere Dimension erhélt und auch fiir grofle Beispiele im Speicher gehalten
werden kann.

Wegen der engen Zusammenhénge von Ordnungsreduktion, linearen Gleichungslo-
sern und Eigenwertberechnung, jeweils basierend auf Krylov-Unterrdumen, bietet es
sich an, daraus bekannte Techniken auf die Ordnungsreduktion zu {ibertragen. So
geht linearen Gleichungslosern meist eine so genannte Vorkonditionierung voraus,
bei Eigenwertlosern werden Verfahren wie Beschleunigungspolynome oder interne
Neustarts (engl. Implicit Restarts) verwendet. Diese drei Punkte sollen im Weiteren
genauer untersucht werden.

Vorkonditionierung:

Ziel der Vorkonditionierung ist es, die Systemmatrix vor Start des Unterraum-
Verfahrens so zu verdndern, dass die Losung fiir einen vorgegebenen Startvektor
innerhalb von moglichst wenig Iterationsschritten konvergiert. Hierbei werden unter
anderem sehr komplexe Algorithmen wie das Mehrgitter-Verfahren [55] angewandt,
die das System durch Transformationen auf unterschiedlich feine Gitter mehrfach
mit nur grober Genauigkeit 16sen, bevor die endgiiltige Losung auf dem feinsten Git-
ter erfolgt. Solch komplexe Verfahren greifen tief in die Struktur des Systems ein und
lassen sich nicht ohne grofien Aufwand in das hier beschriebene Projektionsverfahren
integrieren, sie sollen daher im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter verfolgt werden.
Dasselbe gilt fiir die Klasse der Successive Over-Relazation, (SOR)-Verfahren [45],
die die Diagonale sowie obere und untere Dreiecksmatrix verwenden, um die Inverse
von A nachzubilden. Wahrend die genannten Matrizenteile fiir Gleichungsloser nur
fiir eine Riickeinsetzung genutzt werden, miissten sie im Fall der Ordnungsreduktion
tatséchlich invertiert werden, was fiir grofe Systeme nicht moglich ist. Zudem wirken
diese Verfahren nur schmalbandig, was die breiterbandige Nutzung des reduzierten
Modells nicht gewéhrleistet.

Ein verhiltnisméBig einfaches Verfahren, die Jakobi-Vorkonditionierung [45], ska-
liert das System lediglich mit der Diagonale der Systemmatrix. Die Effizienz hingt
von der Formulierung des Systems ab. Da die Systemmatrix des linearen verlust-
freien Systems auf der Diagonalen nur Nulleintrage besitzt, ist eine derartige Vor-
konditionierung in diesem Fall nicht moglich. Fiir Curl-Curl-Systeme wurden zwei
Formulierungen eingefiihrt: A¢ = CTMlle oder Ace = M;l/QCTM;1CM;1/2,
diese unterscheiden sich gerade durch die Diagonalmatrix M.. Die Effizienz der
Jakobi-Vorkonditionierung ist fiir beide Félle in Tabelle 4.1 anhand der benétigten
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Iterationszahl und Rechenzeit® zur Losung eines Frequenzpunkts mit dem Lanczos-
basierten BiCG-Verfahren fiir ein Beispiel mit ~ 30.000 Unbekannten dargestellt.

Formulierung ohne Jakobi VK mit Jakobi VK
Iter. | CPU [s] Iter. | CPU [§]
Ao = CTMIIIC > 10.000 > 1.500 3.346 3883
Acc =M PC™™M; oM 730 119 3.328 880

Tabelle 4.1: Vergleich des Aufwands zur Lisung eines Systems mit und ohne Jakobi-
Vorkonditionierung fiir unterschiedliche Curl-Curl-Formulierungen. Betrachtet wer-
den die Iterationszahl (Iter.) und die Rechenzeit (CPU).

Es zeigt sich, dass die Vorkonditionierung nur im ersten Fall eine nennenswerte Ver-
besserung bringt, wihrend sie im zweiten Fall eine Verschlechterung bewirkt. Anders
formuliert bedeutet dies, dass die Matrix M. bereits einen besseren Vorkonditionie-
rer darstellt als die Diagonale der Systemmatrix. Da {iblicherweise die Formulierung
A e gewidhlt wird, lasst sich durch diagonale Vorkonditionierung folglich keine Ver-
kleinerung des Modells erzielen.

Polynombeschleunigung:

Einen in der Eigenwertberechnung erfolgreich verwendeten Ansatz bilden Beschleu-
nigungspolynome wie beispielsweise Tschebyscheff-Polynome. Bei wiederholter An-
wendung in Verbindung mit dem Neustart des Unterraum-Verfahrens wird von Ez-
plicit Restarts [45] gesprochen. Im Zusammenhang mit der Ordnungsreduktion sollen
die Polynome jedoch nur einmalig auf die Startmatrix B angewendet werden.

Wird der Vektor b,, erneut entsprechend Gl. 4.2.10 als Uberlagerung der Eigen-
vektoren dargestellt, fithrt die Anwendung eines Matrix-Polynoms Pk (A) mit den
Wurzeln rj, auf:

bpol = {ﬁ(A — TkI)} bm = i Qy {ﬁ()\n - TkI)} Xn (4314&)

k=1 k=1

= ayPr(\y)x. (4.3.14b)
n=1

Mit der richtigen Wahl der Polynomnullstellen r lassen sich also die Anteile ein-
zelner Eigenvektoren in by, betonen, wéhrend andere, meist die zu Eigenwerten
weit aulerhalb des interessierenden Bereichs gehorigen, stark unterdriickt werden
konnen.

Eine geeignete Wahl bilden Tschebyscheff-Polynome [46] mit der Eigenschaft, dass
sich der Funktionswert im Bereich der Nullstellen nur zwischen 1 und —1 bewegt,
jenseits der Randnullstellen aber sehr steil ansteigt. Die Polynomnullstellen werden
so gewihlt, dass der unbeachtete Anteil des Spektrums stark geddmpft wird. Ein
Beispiel fiir ein Tschebyscheftf-Polynom ist in Abb. 4.7 gezeigt.

3Die Rechnungen erfolgten auf einem 731 MHz PC.
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Abbildung 4.7: Tschebyscheff-Polynom, das das zwischen 0,8 und 2 GHz liegende
Spektrum ddmpft.

Wird der Lanczos Algorithmus mit den Vektoren by, anstelle von b, gestartet,
konvergieren die Eigenwerte des reduzierten Systems deutlich schneller und das
Abbruchkriterium wird bereits mit einer kleineren Anzahl von Unterraumvektoren
erfiillt. Je groBer die Ordnung K des Polynoms gewéhlt wird, je weniger Iterationen
werden im Lanczos Algorithmus benétigt, was einen nahezu liickenlosen Ubergang
zur reinen Modalanalyse ermoglicht, die direkt die Eigenvektoren verwendet und im
folgenden Abschnitt erldutert wird. Eine Abschétzung fiir die benotigte Anzahl von
Polynomnullstellen ist in [68] gegeben.

Bei Betrachtung der Gesamtrechenzeit zur Erstellung der reduzierten Modelle zeigt
sich, dass diese durch Beschleunigungspolynome unterschiedlicher Ordnung nahezu
konstant bleibt. Die im Lanczos Verfahren eingesparte Zeit wird fiir die zusétzlichen
Matrix-Vektor-Multiplikationen des Polynoms in etwa aufgewogen. Das Ziel, die
Matrixgrofle von V,, zu verringern, wird also ohne Vergréfierung der Rechenzeit
problemlos erreicht.

Es ist zu beachten, dass bei Verwendung eines Beschleunigungspolynoms die Matrix
B, = VZAB explizit berechnet werden muss, da durch die Polynomanwendung fiir
die implizit entstehende Matrix des Lanczos-Algorithmus gilt: B4 = Vg 4By #
VZAB. Es soll zudem betont werden, dass es sich bei den resultierenden Modellen
nicht mehr um partielle Realisierungen im engeren Sinne handelt, da keine Markov-
Parameter mehr iibereinstimmen. Die Approximationseigenschaften bleiben aber,
zumindest bei geméaBigter Unterdriickung héherer Moden, gut erhalten. Werden die
hoheren Moden sehr stark gedampft, wird das Fehlen ihrer Anteile jedoch im Spek-
trum durch einen Offset-Fehler in der Impedanz erkennbar. Dieser Fehler ist aus der
Modalanalyse bekannt und kann durch einen Korrekturterm ausgeglichen werden.
Das genaue Vorgehen wird im Rahmen der Modalanalyse im néchsten Abschnitt
beschrieben.
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Implicit Restarts:

Das Verfahren wird ebenfalls mit Erfolg bei der Eigenwertberechnung [54] angewen-
det und wurde in [58, 59] bereits in Verbindung mit Ordnungsreduktion gebracht.

Das Verfahren beruht zunéchst auf dem Standard-Lanczos- oder Arnoldi-Algorith-
mus, der nach k + p Iterationen gestoppt wird. Nach einer Eigenwertzerlegung der
Matrix T, werden die k + p Eigenwerte s; in k gewiinschte (im interessierenden
Frequenzbereich liegende) und p unerwiinschte getrennt. Insbesondere fiir den un-
symmetrischen Fall, in dem instabile Pole auftreten kénnen, kénnen diese zu den
unerwiinschten gerechnet und so beseitigt werden. Anschlieend wird der Einfluss
der ungewollten Eigenwerte bzw. -vektoren durch p Durchléufe der folgenden Befehle
mit einer QR-Zerlegung eliminiert:

i=1...p: Qi, Ri] = ¢r(T, — s1), (4.3.15a)
TP = QzTTPQz: Vp = Vsz', (4315b)
v=v'Q,. (4.3.15¢)

Die Matrix T, veréndert hierdurch ihre Struktur nicht und kann im Folgenden
auf den linken oberen k x k-Block beschnitten werden. Entsprechend wird V,, auf
die linken k Vektoren begrenzt. Der Lanczos-Algorithmus kann nun erneut fiir p
[terationen gestartet werden, bevor das obige Vorgehen erneut angewendet wird.

Das Verfahren kann ebenfalls als interne Anwendung eines Beschleunigungspoly-
noms interpretiert werden. Es ist daher auch moglich, andere Wurzeln des Poly-
noms zu wéahlen als die ungewollten Eigenwerte, beispielsweise erneut Nullstellen
eines Tschebyscheff-Polynoms.

Praktische Tests haben jedoch gezeigt, dass das Verfahren fiir grofle Ausgangssys-
teme aufgrund der zahlreichen QR-Zerlegungen deutlich rechenaufwendiger ist als
die oben beschriebene Polynombeschleunigung. Zudem sind die Parameter k£ und p
fiir einen optimalen Ablauf schwer vorher bestimmbar und es zeigt sich, dass bereits
eliminierte Anteile durch numerisches Rauschen immer wieder neu angeregt und
spater erneut eliminiert werden, was die Effizienz des Verfahrens einschrankt.

4.3.2 Korrigierte Modalanalyse

Werden zur Projektion anstelle der Krylov-Vektoren eine Anzahl von Eigenvektoren
verwendet, spricht man von Modalanalyse [27, 69]. Die Eigenvektoren werden zuvor
mit einem geeigneten Verfahren, meist ebenfalls einem Unterraumverfahren, explizit
berechnet.

Nach Abschnitt 3.2.2.2 bildet der volle Raum der Eigenvektoren x,,n = 1...n
im verlustlosen Fall eine orthogonalisierbare bzw. orthonormalisierbare Basis der
Systemmatrix

A = XAX" mit X '=XT (4.3.16)
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Fiir das verlustfreie Curl-Curl-System gilt fiir die Eigenwerte dabei
A = diag(),) = diag(—s;). (4.3.17)

Wird 4.3.16 anstelle von A in Gl. 3.1.12 eingesetzt, folgt fiir die Impedanz

Z(s) = sBT (s’T+ XAX") ' B (4.3.18a)
= sBTX (s’I+A) " X'B (4.3.18b)
= sB"X diag (52 — 52> X"B. (4.3.18c)

n

Mit dieser Formulierung lésst sich jeder Eintrag Z;; von Z(s) auch als Summe iiber
die Beitrédge aller n Eigenvektoren schreiben

n

Zij(s) = Y (xbi)(xby) 5 = > ZI(s). (4.3.19)

n=1

Zur Ordnungsreduktion wird die obige Summe nach dem Term p abgebrochen. Mit
dem Korrekturterm, der die iibrigen Moden modelliert, ergibt sich

p n
Zij(s) = Z ZZ-(S) + ZZ.C]?’”(S) mit fo”(s) =~ Z Z;]j(s), (4.3.20)
n=1

n=p+1

oder wieder in der gewohnten Projektionsschreibweise
Zy(s) = sBTX, (s’ + A,) " XIB + Zeon(s). (4.3.21)

Es ist offensichtlich, dass auch durch diese symmetrische Projektion Stabilitat und
Passivitat im reduzierten Modell erhalten werden.

Die Giite der Approximation héingt stark von der Auswahl der Eigenwerte sowie
vom Korrekturterm ab. Es ist offensichtlich, dass zumindest alle zu den im interes-
sierenden Frequenzband liegenden Eigenwerten gehorigen Eigenvektoren verwendet
werden sollten. Es zeigt sich folglich eine enge Analogie zum Abbruchkriterium der
partiellen Realisierung (Abschnitt 4.3.1.2). Dennoch konnen auch aufferhalb des Fre-
quenzintervalls dominante Eigenwerte mit groflem Einfluss auf das Ergebnis liegen.
In [41] wird daher ein Dominanzma$ fiir Eigenwerte definiert. Dieses beriicksichtigt
letztlich die GréBe der Residuen (x]'b;)(x]'b;). Da aus systemtheoretischer Sicht
jeder Eigenwert mit einem inneren Systemzustand verkoppelt ist, sind die Residuen
ein Ma# fiir die Steuer- und aufgrund der Symmetrie zugleich der Kontrollierbarkeit
des zugehorigen Zustands. Eine Auswahl anhand des Residuums bewertet folglich
die Zustdnde/Moden anhand ihrer Erreichbarkeit von den Ports. Nach demselben
Prinzip arbeitet die Methode Balanced Truncation, auf die spéater noch ausfiihrlicher
eingegangen wird.

Um die Vorteile des kleinen Projektionsunterraums beizubehalten und somit die
Zahl der Eigenvektoren nicht zu sehr durch Hinzunahme aller dominanten Eigenwer-
te ansteigen zu lassen, besteht ein alternativer Ansatz darin, nur eine Mindestanzahl
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von Eigenvektoren, beispielsweise die im betrachteten Frequenzbereich liegenden, zu
verwenden und den Fehler in der Approximation der Impedanz durch den Korrek-
turterm auszugleichen.

Eine sehr aufwendige Ableitung eines solchen Korrekturterms wurde in [69] vorge-
schlagen, wo durch die Losung eines komplementéren Eigensystems mit ausgetausch-
ten Randbedingungen an den Ports eine Approximation der Admittanz Y,(s) =
Z,'(s) berechnet wird. Aus dem Zusammenhang der Pole und Nullstellen von Y, (s)
und Z,(s) ergibt sich schlieBlich eine sehr genaue Approximation des Korrekturterms

Lo (S).

Eine wesentlich einfachere Herleitung, eingefiihrt in [70] und ausfiihrlich untersucht
in [27], beruht auf der exakten Losung des Systems an einem oder wenigen Frequenz-
punkten. Fiir Moden, deren Eigenfrequenz weit vom interessierenden Frequenzspek-
trum liegt, gilt

fur |s| < |sy. (4.3.22)

_ 22
5n 5n

52
Folglich kann die Summe aller nichtbeachteten Moden durch eine lineare Funktion
mit den exakten Losungen als Stiitzwerten bestimmt werden. Der zusétzliche Auf-
wand fiir die exakte Gleichungslosung ist typischerweise gering, da sich durch die
niederdimensionale Losung y des reduzierten Systems Gl. 4.3.21 mit x;, = X,y ein
guter Startvektor fiir das Originalsystem angeben lésst.

Die Erfahrung zeigt, dass dieser Typ von Korrektur zu sehr genauen Approximatio-
nen der Ubertragungsfunktion fiihrt. Es sei erneut darauf hingewiesen, dass derselbe
Korrekturterm auch in Verbindung mit polynombeschleunigten partiellen Realisie-
rungen verwendet werden kann.

Der numerische Aufwand der korrigierten Modalanalyse ist mit dem der partiellen
Realisierungen nur schwer vergleichbar, da er grofitenteils von Typ und Parameter-
satz des verwendeten Eigenwertlosers abhéngig ist. Die Erfahrung zeigt jedoch, dass
er meist hoher ist als fiir partielle Realisierungen.

Vorteil des Verfahrens ist aber zweifelsohne die geringe Grofie des Projektionsraums.
Werden nur die innerhalb des interessierenden Frequenzbereichs liegenden Eigenwer-
te beriicksichtigt, kann die Modellgréfle als minimal angesehen werden. Zudem ist
die Berechnung von Feldlosungen nach Gl. 4.2.1 einfach durchfiihrbar und analog zu
Abschnitt 4.3.1.3 kénnen schwache Verluste ebenfalls auf die Eigenvektoren proji-
ziert werden, mit dem Vorteil, dass die Matrix X,, wesentlich leichter zu handhaben
ist als die deutlich groflere V,,.

4.3.3 Padé-Approximationen

Mit denselben Methoden und Algorithmen, die in den vorigen Abschnitten im Zu-
sammenhang mit partiellen Realisierungen zur Ordnungsreduktion beschrieben wur-
den, lassen sich auch Taylorkoeffizienten bzw. Momente um vorgegebene Entwick-
lungsfrequenzen bestimmen. Dies fithrt auf klassische Padé-Approximationen [51].
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Da der Entwicklungspunkt direkt in den interessierenden Frequenzbereich gelegt
werden kann und er nicht wie bei partiellen Realisierungen im Unendlichen liegt,
ist es zu erwarten, dass diese Modelle eine wesentlich geringere Ordnung haben als
partielle Realisierungen. Neben den Vorteilen eines kleinen Modells erméglicht die
kleine Ordnung auch, dass die Projektionsmatrizen V, und W, weit einfacher im
Speicher gehalten werden kénnen, was beispielsweise die Berechnung von Feldlosun-
gen wesentlich vereinfacht.

4.3.3.1 Padé-Approximationen durch Krylov-Unterrdume

Die Entwicklungsfrequenz sy fliefit durch folgende Umformung in das System ein,
hier allgemein fiir das lineare System dargestellt:

~

~\ —1
Z(s)=C <I + (s — so)A> B (4.3.23a)
mit A = (A+s,0)7}, B=AB. (4.3.23b)

Ein entscheidender Nachteil dieser Vorgehensweise wird aus Gl. 4.3.23b unmittel-
bar deutlich: die Matrix (A + soI) muss invertiert werden. Da auf diese Weise die
Bandstruktur von A verloren geht, ist dies aufgrund der Matrixdimension selbst fiir
Systeme mittlerer Grole aus Griinden des benétigten Speichers nicht méglich, vom
numerischen Aufwand der Inversion ganz abgesehen.

Alle Anwendungen von A fiir Matrix-Vektor-Multiplikationen Ax = y miissen daher
alternativ durch Losen eines linearen Gleichungssystems Solve{(A + soI)y = x} be-
handelt werden. Sofern sich eine diinnbesetzte LU-Zerlegung [43] bilden lésst, kann
dies verhéltnisméfig einfach durch zwei Riickeinsetzungen in Dreiecksmatrizen erfol-
gen, fiir groBere Systeme scheitert aber auch die LU-Zerlegung an Speichermangel,
weswegen iterative Gleichungsloser, hdufig auf Krylov-Unterraum-Verfahren basie-
rend, verwendet werden miissen.

Wird das Bi-Lanczos-Verfahren nun mit den Matrizen A, B und C gestartet, um
die Krylov-Unterriume K(A,B) und K(A”, CT) aufzubauen, ergibt sich analog zu
4.3.2a ein reduziertes Modell der Form

~ -1 ~
Z,(s) = CV, (W;-j V, + (s — sO)WgAVq> W'B (4.3.24a)
= C,(I+(s—s0)T,) ' B, (4.3.24b)
Um Verwechslungen zu vermeiden, werden die Krylov-Matrizen W, V und T, die aus

dem invertierten System generiert wurden, im Weiteren mit dem Index q versehen,
wéahrend diejenigen aus der direkten Anwendung weiterhin mit p indiziert werden.

Der Vorteil des Verfahrens zeigt sich unmittelbar, wenn 4.3.23a als geometrische
Reihe geschrieben wird:

=Y C(—A)"B (s — s0)* ZMks—so . (4.3.25)
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Die Werte My, = C(—A)kB entsprechen Taylorkoeffizienten um die Kreisfrequenz
so und werden in Anlehnung an die Mechanik héufig auch als Momente bezeichnet.
Entsprechend der Argumentation in Abschnitt 4.3.1 ldsst sich direkt zeigen, dass
auch bei dieser Projektion mit m, = floor(q/m) und [, = floor(q/l) bei m Eingangs-
und [-Ausgangsports

M; = C(—A)'B = C,(-T,)'B, fir 0<i<my+1l,—1 (4.3.26)

gilt, und somit folglich die ersten m, + [, Momente von Original- und reduziertem
System iibereinstimmen. Das reduzierte Modell 4.3.25 stellt demnach eine Padé-
Approximation dar, bei der die maximal mogliche Anzahl von Taylorkoeffizienten
um sg identisch ist.

Diese Zusammenhénge wurden erstmals in [61] vorgestellt, vor nahezu zehn Jah-
ren wurden sie unabhéngig voneinander in [58] und [63] erstmals im Rahmen der
Netzwerkanalyse fiir groflere Systeme erfolgreich angewandt. Insbesondere die Na-
mensgebung Padé Via Lanczos, PVL aus [63] wurde sehr geldufig.

4.3.3.2 Ausnutzung von Symmetrien

Erneut wurde die obige Herleitung sehr allgemein gehalten und es wird iiblicherweise
C = B” und damit m, = [, gelten. Auch im Fall symmetrischer Systemmatrizen A
lasst sich zunéchst jedoch nicht der symmetrische Lanczos-Algorithmus verwenden,
da zwar AT = A, aber auch B # B gilt.

Dennoch kann man sich die Symmetrie AT = A innerhalb des Bi-Lanczos-Algorith-
mus zunutze machen, da das Verhéltnis der Startmatrizen iiber B = AB bekannt
ist. Fiir zunéchst reelle Extraktionsfrequenzen s, gilt damit fiir die links- und rechts-
seitigen Krylov-Unterrdume

span{V,} = K(A,B) = K(A,AB) = AK(A,B)  und (4.3.27a)
span{W,} = K(AT,B) = K(A,B). (4.3.27D)
Es gilt folglich auch fiir die Krylov-Vektoren
wy, = A7, = (A + soI)vy,. (4.3.28)
Fiir allgemeine komplexe sy bleibt A komplex symmetrisch und es gilt
K(AY B) = (IC(AT,B))*. (4.3.29)
Der Vektor w, muss damit ebenfalls konjugiert werden:

w, = ((A+ sI)v,)". (4.3.30)

Insbesondere wenn die neuen Vektoren {iber ein numerisch aufwendiges Gleichungs-
losungsverfahren gewonnen werden miissen, geniigt es, nur die Vektoren v, auf diese
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Weise zu bestimmen, wihrend die Vektoren w, durch eine einfache Matrix-Vektor-
Multiplikation daraus generiert werden, was den numerischen Aufwand des Verfah-
rens in etwa halbiert.

Diese Einsparung kann nicht allgemein auf schiefsymmetrische Systeme, beispiels-
weise das verlustfreie lineare System, iibertragen werden, da aus AT = —A nicht
die Schiefsymmetrie von AT # —A folgt. Fiir den in der Praxis wichtigen Son-
derfall einer reell schiefsymmetrischen Systemmatrix A und einer rein komplexen
Entwicklungsfrequenz sq lisst sich jedoch zeigen, dass A = —A# gilt. Mit der Ska-
lierungsrelation Gl. 4.2.6 kann IC(AH, B) = IC(—A, B) = IC(A, B) gezeigt werden,
womit w, auch nach Gl. 4.3.28 bestimmt werden kann.

Wihrend die gerade beschriebene Vereinfachung fiir alle reellen schiefsymmetrischen
Systeme giiltig ist, kann fiir lineare FIT-Systeme ein Vorteil aus der speziellen Ma-
trixstruktur gezogen werden. Dazu ist eine Blockstruktur, wie beispielsweise im li-
nearen System Gl. 3.1.2, erforderlich. Insbesondere darf B, wie dort beschrieben,
nur im oberen Block Eintrige haben, es muss folglich B = (R’, 0)7 gelten. Unter
diesen Umsténden kann eine den Blockgrofien n. und n; entsprechende Matrix

E = ( 0o ) (43.31)

definiert werden, mit der sich das System folgendermafien umstellen lésst

Z(s) = BT (AE + sE) ' B, (4.3.32a)
— B” <I +(s— sO)A>_ B, (4.3.32b)
mit EB=B, A=AE, A= (AE+ 5E)"!, B=AB. (4.3.32¢)

Da nun sowohl AE als auch E symmetrische Matrizen sind, ist auch die invertierte
Systemmatrix A fiir das lineare System symmetrisch, was selbst im Fall von Verlus-
ten erfiillt bleibt. Fiir die zugehdrigen Krylov-Unterrdume gilt nun vergleichbar zu
oben:

span{V,} = K(A,B) = K(AE,AB) = AK(EA,B) und (4.3.33a)
span{W,} = K(A" B) = (/C(AT,B))* — (K(EA,B))". (4.3.33D)

Damit gilt entsprechend Gl. 4.3.30 grundsétzlich fiir alle symmetrisierbaren linearen
FIT-Systeme w, = ((AE + soE)v,)" und es geniigt, nur ein Gleichungssystem pro
[terationsschritt zu losen. Dieser Zusammenhang gilt auch fiir Matrizen der Netz-
werkanalyse, das beschriebene Vorgehen wurde in dhnlicher Weise in [64] angewandt.

Es zeigt sich somit, dass, obwohl der symmetrische Lanczos-Algorithmus nicht direkt
angewendet werden kann, in den iiblichen Féllen dennoch eine einzige Systemlosung
pro Iterationsschritt ausreichend ist. Dies gilt fiir reelle symmetrische oder schief-
symmetrische Systemmatrizen, also beispielsweise die Curl-Curl-Formulierung, aber
auch fiir das verlustbehaftete lineare System.
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4.3.3.3 Stabilitidt und Passivitit

Da die Generierung einer Padé-Approximation durch Krylov-Unterrdume stets auf
einer unsymmetrischen Projektion auf die Matrizen V, und W, erfolgt, kann die
Erhaltung von Stabilitdt und Passivitdt nicht grundsétzlich gewéhrleistet werden.
Auch in den beschriebenen Sonderfillen, in denen der numerische Aufwand auf ei-
ne Gleichungslosung pro Iterationsschritt begrenzt wird, wird dennoch eine Matrix
W, # V, bestimmt und die Projektion erfolgt ebenfalls unsymmetrisch. Wéhrend
die Moglichkeit von Instabilitdten die reine Verwendung des Modells fiir einen Fast
Frequency Sweep nicht beeintréachtigt, muss zur Nutzung als Makromodell zumindest
Stabilitét, besser noch Passivitit, garantiert werden kénnen.

Die Erfahrung zeigt, dass meist nur einzelne Eigenwerte der reduzierten System-
matrix T, tatséchlich in die rechte ,instabile” Laplace-Halbebene wandern. In [58]
wird der bereits beschriebene Implicitly-Restarted-Arnoldi-Algorithmus vorgeschla-
gen, um gezielt diese Eigenwerte in einem impliziten Neustart zu eliminieren und
somit Stabilitdt zu erzielen. Durch die Herausnahme einzelner Eigenwerte stimmen
die Momente zwar nicht mehr exakt mit denen des Originalsystems iiberein, es han-
delt sich demnach nicht mehr um eine Padé-Approximation im strengen Sinne, aber
wenn nur wenige Eigenwerte betroffen sind, bleiben die Approximationseigenschaf-
ten dennoch sehr gut.

Ein von der Grundidee #hnliches Verfahren wird unter dem Namen PVL7 in [71]
vorgestellt. In einem Postprocessing-Schritt werden hierbei Nullstellen und Pole des
reduzierten Systems berechnet und jene in der rechten Halbebene liegenden an der
imagindren Achse gespiegelt. Die Anzahl der identischen Momente reduziert sich
dabei genau um die Zahl der gespiegelten Pole und Nullstellen. Das Verfahren ist
jedoch auf eindimensionale Ubertragungsfunktionen beschrinkt und daher fiir den
typischeren Mehrportfall ungeeignet.

Wird entsprechend dem Vorgehen im Fall partieller Realisierungen nur die Matrix
V, genutzt oder anstelle des Bi-Lanczos- der Arnoldi-Algorithmus verwendet, fithrt
dies auf eine symmetrische Projektion [74]

~ -1 ~
Zy(s) =B"V, (VIV,+ (s - s0)VIAV,)  VIB, (4.3.34a)
=BV, (I+ (s — so)H,) "' B,. (4.3.34b)
Allerdings werden auch hierdurch Stabilitat und Passivitdat nicht garantiert, da das

Grundsystem 4.3.23a selbst mit B # B nicht symmetrisch ist. Projiziert man jedoch
alternativ das Originalsystem Gl. 3.1.2 auf obige Matrix V,, generiert aus A und

B, ergibt sich
Z,(s) =BTV, (sI+ VTAV,) " VIB, (4.3.35a)
=B/ (sI+A,) B, (4.3.35b)
Es ist direkt erkennbar, dass diese einseitige Projektion fiir reelle sq € IR Stabilitét

und Passivitdt erhélt. Diese Formulierung wurde erstmals in [65] vorgestellt und
der Name Passive Reduced-Order Interconnect Macro-Modelling Algorithm, PRIMA
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geprigt. Es ist zu beachten, dass B, # VqTB gilt, folglich B tatséchlich auf V,
projiziert werden muss, und nicht das B, aus dem Lanczos-/Arnoldi-Algorithmus
verwendet werden kann.

Untersucht man die Approximationseigenschaften, zeigt sich fiir die Momente M,
des reduzierten Modells nach 4.3.35 mit A = (VI AV, + sI)~":

M; = B A""'B! (4.3.36a)
M, =M, fir 0<i<m,— L (4.3.36h)

Das Modell stimmt im Allgemeinen folglich nur in der Hélfte der méglichen Momente
mit dem Originalsystem {iberein. Eine solche Approximation wird auch als Padé-
Typ-Approximation bezeichnet. Ein ausfiihrlicher Beweis der Aussagen 4.3.36 findet
sich fiir die Entwicklungsfrequenz sy = 0 in [65] und allgemein in [72]. Der Preis
fiir die garantierte Erhaltung von Stabilitdt und Passivitdt ist somit ein Modell,
dessen Genauigkeit eingeschriankt ist. Allerdings handelt es sich bei der Anzahl der
Momente nur um eine Abschitzung fiir die tatséchliche Approximationsgiite und in
vielen Féllen zeigt sich, dass nicht wirklich die doppelte Modellgroie erforderlich ist,
um dieselbe Genauigkeit zu erhalten.

Fiir den Fall der symmetrischen Curl-Curl-Systeme lisst sich dariiberhinaus zeigen,
dass fiir die Padé-Approximation mit A" = A = (Acc + s5I)~', B = AB und
damit W, = A~V gilt:

N ~ N -1 ~
Z,(s) = BTV, (WqT Vi, + (2 — W7 AVq> WTB, (4.3.37a)
~ A N N -1 .
=BV, (8*VIV,+ VIAccV,) VIB. (4.3.37b)

Vq wurde hier zur spéateren Unterscheidung iiberdacht. Es bestétigt sich erneut, dass
die Matrix W, im Reduktionsprozess redundant ist. Vorallem zeigt sich aber, dass
Formulierung Gl. 4.3.35 im Fall symmetrischer Systeme mit der Padé Approximation
Gl. 4.3.37a iibereinstimmt, also trotz einseitiger Projektion in einer Maximalzahl
von Momenten identisch ist und, ein reelles s vorausgesetzt, zudem Stabilitit und
Passivitit gewédhrleistet. Wird durch eine QR-Zerlegung Vq = V,U orthonormiert,
folgt mit VI'V, =I:

Z,(s) =BTV, (sT+ VT AccV,) " VIB. (4.3.38)

Derselbe Unterraum V, lésst sich auch direkt durch Verwendung des symmetrischen
Lanczos- oder des Arnoldi-Algorithmus berechnen.

4.3.3.4 Mehrfache Entwicklungspunkte

Alle bisherigen Beschreibungen gingen stets von einem einzelnen Entwicklungspunkt
aus. Gerade die Formulierung nach den Gln. 4.3.35 und 4.3.38 lassen jedoch eine
sehr bequeme Erweiterung des Verfahrens auf mehrfache Entwicklungspunkte (engl.
multipoint Padé) zu. In diesem Fall wird zur Projektion eine Matrix

~

V,=(V1, Vs, ..., V) (4.3.39)
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verwendet, in der jede der I Untermatrizen V; eine Anzahl von r; < ¢ Unterraum-
vektoren um die I Entwicklungspunkte sg; enthélt. Die Unterraumdimension r; kann
dabei fiir jeden Punkt sg; unterschiedlich gewéhlt werden. Im Grenzfall konnen al-
so an I Entwicklungsfrequenzen jeweils ein Unterraumvektor bestimmt werden, der
gerade der Systemldsung in diesem Punkt entspricht. Dies fiithrt somit erneut auf
rationale Interpolation. Um die Bedingung Vqu = I zu erhalten, muss Vq erneut

mit Vq = V,U orthonormiert werden, was bei typischen Unterraumgrofien aber
keinen nennenswerten zusétzlichen Aufwand verursacht.

Auch fiir die klassische Padé Approximation, basierend auf Gl. 4.3.23a, existieren
Erweiterungen fiir mehrere Entwicklungspunkte. Die verwendeten Algorithmen, die
dem Lanczos- bzw. Arnoldi-Verfahren dhneln, werden als rationale Krylov-Algorith-
men bezeichnet. Untersuchungen hierzu im Zusammenhang mit Ordnungsreduktion
finden sich beispielsweise in [59].

Zum numerischen Aufwand ist grundsétzlich zu bedenken, dass jeder weitere Ent-
wicklungspunkt erneut die Inversion der Systemmatrix erfordert. Erfolgt dies iiber
eine LU-Zerlegung, miissen folglich I Zerlegungen berechnet werden, was den Auf-
wand fiir grofere Systeme um den Faktor I anwachsen ldsst. Erfolgt die Berechnung
der Unterrdume jedoch durch die Losung von Gleichungssystemen, ist der Mehrauf-
wand fiir mehrere Entwicklungspunkte marginal, da vorhandene Ergebnisse ohnehin
nicht ausgenutzt werden koénnen.

Erfahrungsgeméf lédsst sich bei den interessierenden Frequenzbereichen elektrodyna-
mischer Simulationen, die im Vergleich zu dem von den Eigenwerten abgedeckten Ge-
samtspektrum meist sehr schmalbandig sind, kein grofier Gewinn in der Modellgrofie
durch mehrere Entwicklungspunkte erzielen. Es kann jedoch erreicht werden, dass
der Fehler gleichméBiger iiber den Frequenzbereich verteilt wird, wie in Abb. 4.8 zu
erkennen. Es wird der Approximationsfehler in Abhéngigkeit der Frequenz fiir eine
einfache Padé Approximation achter Ordnung sowie einer Multipoint-Padé Appro-
ximation um drei Entwicklungsfrequenzen, die insgesamt ebenfalls achter Ordnung
ist, dargestellt.

In vielen Féllen zeigt sich aber, dass auch eine einzelne Extraktionsfrequenz ausrei-
chend ist.

4.3.3.5 Abbruchkriterium und Wahl der Entwicklungsfrequenz

Das Abbruchkriterium fiir Padé-Approximationen kann vollig analog zu dem in
Abschnitt 4.3.1.2 fiir partielle Realisierungen vorgeschlagenen definiert werden. In
Abb. 4.9 ist der gemittelte Fehler der Impedanzfunktion dz, der Eigenwertfehler
0g sowie die Eigenwertdifferenz ép relativ zum vorherigen Iterationsschritt fiir eine
Padé-Approximation mit einem Entwicklungspunkt in der Mitte des interessieren-
den Frequenzintervalls dargestellt. Erneut zeigt sich ein proportionales Verhalten
der drei Kurven. Auffillig ist jedoch, dass die benétigte Iterationszahl ¢ zum Er-
reichen einer Fehlertoleranz von 6p = 10~® im Vergleich zur partiellen Realisierung
wesentlich geringer ist, bereits acht Iterationen erweisen sich als ausreichend. Das
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Abbildung 4.8: Approximationsfehler zweier Padé-Approximationen achter Ord-
nung. Die erste bestimmt alle acht Momente um die Mittenfrequenz 0,5 GHz, die
zweite ermittelt zwei Momente um 0,4 GHz sowie je drei um die Entwicklungsfre-
quenzen 0,5 und 0,6 GHz.

Stufenverhalten der Kurven kann mit der Blockformulierung des Algorithmus erkléart
werden, wobei dieses Beispiel m = 2 Ports besitzt.
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Abbildung 4.9: Der Fehler der approximierten Impedanzfunktion 6z im Vergleich
zum gemittelten Fehler aller im interessierenden Frequenzintervall liegenden Figen-
werte 0 und deren Differenz dp fiir eine Padé-Approximation.

Alternative Vorschlige fiir Abbruchkriterien [59, 73] schétzen den Fehler der Uber-
tragungsfunktion ab, indem der Einfluss des (2g 4+ 1)ten Moments, also des ersten
nicht beachteten, untersucht wird. Die Iteration wird abgebrochen, wenn das Maxi-
mum dieses Schétzwerts unterhalb einer vorgegebenen Toleranz liegt.

Die Anzahl der benétigten Iterationen ¢ zum Erreichen eines vorgegebenen Feh-
ler hingt generell auch maBgeblich von Wahl der Entwicklungsfrequenz(en) ab. Es
erscheint hierbei intuitiv sinnvoll, einen Entwicklungspunkt innerhalb des interes-
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sierenden Frequenzbands zu wihlen. Insbesondere fiir die Curl-Curl-Formulierung
ist eine solche Wahl attraktiv, da sich fiir einen rein imaginidren Punkt sy ein re-
elles s2 als Verschiebung in 4.3.37a ergibt. In Verbindung mit einer symmetrischen
Projektion ist dies Voraussetzung fiir die Erhaltung der Passivitét.

Fiir die Wahl innerhalb des Frequenzintervalls bieten sich zwei grundséatzliche M6g-
lichkeiten an:

e die Mitte des interessierenden Frequenzintervalls, so = jm( fuin + fmax),

e der Schwerpunkt der K Polstellen s, im betrachteten Frequenzbereich, falls
diese bekannt sind, so = + >, Sk

In Abb. 4.10 ist der Approximationsfehler der Padé-Approximation fiir Modelle
fester Ordnung (¢ = 6,8, 10,12) in Abhéngigkeit der rein imagindren Entwicklungs-
frequenz aufgetragen. Die Reduzierung erfolgt in Curl-Curl-Formulierung. Zur Mit-
telung des Fehlers wurden nur die Werte innerhalb des interessierenden Frequenzbe-
reichs von 0,35 - 0,65 GHz beachtet (in der Abbildung grau hinterlegt). Die beiden
Polstellen liegen mit 0,6 und 0,61 GHz am Rand des Intervalls.
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Abbildung 4.10: Approzimationsfehler einer Padé-Approzimation in Curl-Curl-For-
mulierung mit festgelegten Modellgrofien q in Abhdngigkeit einer imagindren Ent-
wicklungsfrequenz.

Es zeigt sich, dass sich ein minimaler Approximationsfehler tatséchlich in der Mit-
te des betrachteten Frequenzbereichs, leicht in Richtung der Polstellen verschoben,
einstellt. Ein Entwicklungspunkt in zu unmittelbarer Ndhe der Pole verschlechtert
unter Umstdnden sogar den Gesamtfehler. Auch die Erfahrung mit anderen Bei-
spielen zeigt, dass die Mittenfrequenz meist die verlésslichere Schéatzung fiir den
Entwicklungspunkt im Vergleich zum Schwerpunkt der Pole darstellt.

Soll das reduzierte Modell allein fiir einen Fast Frequency Sweep verwendet wer-
den, kénnen auch allgemeine komplexe Entwicklungspunkte verwendet werden. Bei
einer linearen Formulierung muss zur Erhaltung der Passivitéit gar ein rein reeller
Extraktionspunkt gewéhlt werden. In Abb. 4.11 wird fiir ein Filterbeispiel mit acht
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Polstellen und einem betrachteten Intervall von 4-8 GHz eine Padé-Approximation
in linearer Formulierung berechnet. Dargestellt ist die benttigte Modellgroe ¢ in
Abhiingigkeit der komplexen Entwicklungsfrequenz, um einen Fehler von 1075 zu

erzielen.
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Abbildung 4.11: Bendtigte Anzahl von Iterationsschritten q, um einen Modellfehler
von 107% zu erreichen, in Abhingigkeit eines komplexen Entwicklungspunkts. Es

wurde die lineare Systemformulierung gewdhlt.

Erneut zeigt sich die minimale Modellgrofle etwa in der Mitte des betrachteten
Frequenzintervalls mit ¢ = 24. Im Vergleich dazu ist das kleinste passive Modell
mit rein reeller Entwicklungsfrequenz bereits der Ordnung 80, also mehr als dreimal
so grofl. Dies betont erneut den Vorteil der Curl-Curl-Formulierung gegeniiber dem
linearen Fall zur Erzeugung passiver Modelle. Zudem zeigt sich, dass rein imaginére
Entwicklungsfrequenzen, wenn sie ungiinstig in der Ndhe von Polstellen liegen, die
Modellgréie auch deutlich erhéhen kénnen (beispielsweise bei 3.2 GHz). Dies kann
umgangen werden, wenn man den Entwicklungspunkt leicht in den reellen Bereich

verschiebt.

4.3.3.6 Padé-Approximationen fiir polynomiale Systeme

Die in den vorangegangen Abschnitten beschriebenen Verfahren, die Projektionen
auf Krylov-Unterrdume zur Reduzierung der Modellordnung nutzen, haben sich als
numerisch sehr robust erwiesen. Die Momente der Originalfunktion sind in den
Krylov-Unterrdumen implizit enthalten und die reduzierten Modelle stimmen - ab-
héngig von der jeweiligen Projektionstechnik - in ¢ oder gar der Maximalzahl von
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2q Momenten mit denen des Originalsystems iiberein. In vielen Bereichen wurden
daher explizite moment-matching-Techniken [61], wie die Asymptotic Waveform-
FEvaluation, AWE [62], weitgehend abgelost. Diese beruhen auf der Idee, eine Anzahl
von Taylormomenten der Originalfunktion zunéchst explizit zu berechnen, um das
reduzierte Modell im Anschluss durch Losung zweier kleiner linearer Systeme (mit
der Ordnung des reduzierten Modells) zu generieren. Die direkte Berechnung der
Momente ist jedoch ein numerisch schlecht konditioniertes Problem, weswegen bei
endlicher Rechengenauigkeit bei Modellordnungen groler etwa zehn die Hinzunahme
neuer Momente praktisch keine neue Information birgt und der Reduktionsprozess
stagniert.

Explizite moment-matching-Techniken haben aber ihrerseits den Vorteil, dass sie
auf beliebige Systeme angewendet werden kénnen, solange deren Taylormomente be-
kannt sind, wihrend Krylov-Unterraumtechniken auf lineare Systeme wie Gl. 3.1.2
beschriankt sind. Systeme hoheren Grades miissen, wie in den Abschnitten 3.1.2 und
3.1.3 beschrieben, durch Hinzunahme von Freiheitsgraden zunéchst in ein lineares
System transformiert oder durch ein Kleinsignalmodell um eine vorgegebene Be-
triebsfrequenz linearisiert werden, was einer lokalen Naherung entspricht. Auch die
Projektion geringer Verluste nach Abschnitt 4.3.1.3 ist als Ndherungslosung anzu-
sehen, die aufgrund dieser Limitierung der Krylov-Unterraumverfahren notig wird.

Ein Verfahren zur Reduzierung von Systemen zweiten Grades, wurde unter dem
Namen ENOR [75] vorgeschlagen. Zur Berechnung ordnungsreduzierter Modelle all-
gemeiner polynomialer Systeme nach GI. 3.1.16 soll im Folgenden jedoch als Alterna-
tive zu Krylov-Unterraumverfahren mit Galerkin Asymptotic Waveform-FEvaluation,
GAWE eine Weiterentwicklung des AWE-Verfahrens vorgestellt werden. Hierbei
wird der Algorithmus, der in seiner urspriinglichen Fassung nur fiir Einportsysteme
vorgeschlagen wurde, auf eine Blockformulierung erweitert, die auch die Reduktion
von Mehrportsystemen zuldsst. Die Herleitung wird an dieser Stelle nur verkiirzt
wiedergegeben, eine detailliertere Beschreibung findet sich in [98].

Ausgangspunkt ist eine allgemeine polynomiale Zustandsraumbeschreibung des Sys-
tems nach GIl. 3.1.16. Um eine vereinfachte Herleitung der Blockformulierung zu
erméglichen, wird das System zunéchst ohne den Vektor i betrachtet. Damit ergibt
sich mit der n x m-dimensionalen Zustandsmatrix X:

D> (sFA) X =D (s"By). (4.3.40)

Gl. 3.1.16 ergibt sich daraus wiederum iiber x = Xi. Entsprechend GI. 4.3.23 l&sst
sich ein Entwicklungspunkt s, einfithren

% (s = 50)*Ax) X = f ((s = 50)"By) i (4.3.41a)

Na
mit A=Y (Z)Ai, B=Y (Z)Bi. (43.410)



4.3 Verfahren zur Reduktion der Modellordnung 83

Wird auch die frequenzabhéngige Zustandsmatrix als Taylorreihe geschrieben
= (s —50)"Vy, (4.3.42)

ergibt sich durch Einsetzen in 4.3.41 und Koeffizientenvergleich fiir die Vektoren Vi
die rekursive Vorschrift:

VO = AEIBQ (4343&)
Vi =A;Y(B; — A V) (4.3.43D)
VQ = Agl(Bg — AlVl — AQVO) (43430)
R R min(N ,k)
Vi=A"|Bi— > AV, |. (4.3.43d)
=1
Somit folgt fiir das Residuum
Np Ny K
re =D (s = 50)' B = D ((s = s0)"A) D (s = 50) Vi, (4.3.44)
k=0 k= k=0

dass es nach K Schritten senkrecht auf dem Unterraum der Taylorkoeffizienten steht
rg L [VQ, \71, ce ,VK_l], (4345)

was dem Verfahren den Namen Galerkin-AWE einbringt. Entwickelt man zudem rg
ebenfalls in eine Taylorreihe, zeigt sich dass, die ersten K Koeffizienten aufgrund
der obigen Herleitung Null sind, das Modell im Hinblick auf die Approximation des
Residuums also optimal ist. Dies gilt auch, wenn der Unterraum mit Hilfe einer
QR-Zerlegung orthonormiert wird [76], was numerische Vorteile bringt

V=[Vy,Vi,...,.Vgk=V,U. (4.3.46)

Im Gegensatz zum klassischen AWE wird nun aber keine Padé-Approximation be-
rechnet, sondern eine Projektion wie in Abschnitt 4.3.3.3 angewandt. Dies fiihrt auf
das reduzierte System in Impedanzdarstellung:

Na -1 Ng
Z(s) =LV, (Z(s — 50)"VH Akvp> VIS (s — 50)"B. (4.3.47)
k=0 k=0

Dieses stimmt folglich ebenfalls in X' Momenten mit dem Originalsystem iiberein
und ist somit eine Padé-Typ-Approximation, wie auch die symmetrische Projektion
in 4.3.34. Entsprechend dem dortigen Vorgehen ldsst sich auch das Originalsystem
auf den Unterraum V, projizieren:

Na -1 Ng
Z,(s) =LV, (Z s*VI Akvp> VI B (4.3.48)
k=0

k=0
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Es zeigt sich direkt, dass Stabilitdt und Passivitdt unter der Voraussetzung eines re-
ellen sy aufgrund der symmetrischen Projektion erneut erhalten werden. Im Gegen-
satz zum Arnoldi-reduzierten linearen System zeigt die Erfahrung zudem, dass bei
geniigend hoher Approximationsgiite auch bei imagindren Entwicklungsfrequenzen,
mit dem Vorteil kleinerer Modelle, die Passivitdt meist erhalten bleibt. Dies kann
jedoch nicht ohne Weiteres allgemein gezeigt werden und héngt vermutlich von der
Lage der Pole ab, die bei verlustbehafteten Strukturen meist nahe der imaginédren
Achse liegen.

Bedauerlicherweise weist das hier beschriebene Verfahren dieselben Schwéchen wie
auch das Standardverfahren AWE auf. So werden die Unterraumvektoren V zuneh-
mend linear abhéngig, da sie zu dem dominanten Eigenvektor von Ag 'A; tendieren.
Im Mehrportfall m > 1 konnen zusétzliche lineare Abhéngigkeiten innerhalb der
Blocke V, auftreten, die nicht ohne weiteres wéihrend der Berechnung des Unter-
raums deflationiert werden kénnen. Die Orthonormierung am Ende des Verfahrens
hat meist auch nur geringen Einfluss auf das Konvergenzverhalten, da bereits der
Unterraum V nicht mehr den vollen Spaltenrang aufweist.

Das nahe liegende Vorgehen, die Vektoren V, direkt bei ihrer Erzeugung gegen die
vorhandenen Vektoren zu orthogonalisieren, sollte vermieden werden, da hierdurch
im Allgemeinen nicht mehr die Momente iibereinstimmen. Fiir den linearen Fall
N4 = 1 und Nk = 1 ist dies natiirlich moglich und fiithrt auf den bereits beschrie-
benen Fall des Arnoldi-Algorithmus. Auch in anderen Féllen fiithrt die Orthogona-
lisierung héufig auf gute Ergebnisse, jedoch kann das Verfahren auch unvermittelt
fehlschlagen und verliert somit folglich seine Zuverlassigkeit. In [76] wird daher ein
Verfahren vorgeschlagen, das mehrere Modelle mit jeweils niedriger Ordnung um ver-
schiedene Entwicklungspunkte vorschlégt. Dies entspricht der Idee, die unter dem
Namen Complex Frequency Hopping, CFH [77] bereits im Zusammenhang mit AWE
vorgeschlagen wurde.

Ein anderer Ansatz, die Konditionierung zu verbessern, ist in [78] unter dem Namen
Well Conditioned AWE, WCAWE beschrieben und wurde ebenfalls in [98] auf den
Mehrportfall erweitert. Es soll im Rahmen dieser Arbeit nur kurz zusammengefasst
werden.

Die Grundidee basiert darauf, dass die Projektion so lange eine Padé-Typ-Appro-
ximation bildet, wie die Matrix U in der Zerlegung 4.3.46 obere Dreiecksgestalt
aufweist, die Orthonormalitét der Matrix V,, ist dabei nicht zwingend erforderlich.
Die Dreiecksgestalt von U kann jedoch am einfachsten durch eine QR-Zerlegung er-
reicht werden. Der Einfluss der Matrix U kann nun sukzessive durch Korrekturterme
in der Berechnung der Momente 4.3.43 beriicksichtigt werden. Ist U invertierbar,
folgt nach [78] mit

k
Qi(n, k) =[[Ut:n—k+t—1t:n—k+t—1)" (4.3.49)

t=1
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fiir die Berechnung der Momente:

A

Vo = A;'By (4.3.50a)
Vi = AJY(B{ETQy(2,1)E; — A1 V) (4.3.50b)
A A min(NR,kz A min(NA,kz
Vi=Ag" | D BEQik)Ee; — AiVie =Y AV, Qa(k, i) By
=1 =2
(4.3.50c¢)

Die Indizierung in 4.3.49 und 4.3.50 ist blockweise zu verstehen, wobei jeder Eintrag
die Grofle m x m aufweist. Dies gilt auch fiir die verallgemeinerten Einheitsvektoren
E,,, deren nter Block eine m x m Einheitsmatrix darstellt, wihrend alle anderen Ein-
trage Null sind. Die Projektion erfolgt schliellich analog zu GI. 4.3.47 bzw. GI. 4.3.48
auf den orthonormierten Unterraum V.

Auch wenn mit WCAWE die numerischen Instabilitdten des AWE-Verfahrens beho-
ben werden konnten, verbleibt dennoch der hohe numerische Aufwand, der vergleich-
bar zu Padé-Approximationen, basierend auf Krylov-Unterrdumen, ist. Wird in der
Herleitung von GAWE oder WCAWE o = s — sg durch o = 1/s ersetzt, fithrt dies
entsprechend partieller Realisierungen auf ein reduziertes System, dessen Momente
um Unendlich iibereinstimmen. Anstelle der Matrix Ay muss in 4.3.43 bzw. 4.3.50
die Matrix Ay, invertiert werden, was trivial ist, da diese stets die Einheitsmatrix
ist. Der numerische Aufwand ist folglich drastisch reduziert. Der Algorithmus wurde
in [98] implementiert, fithrte aber leider aufgrund systematisch auftretender linearer
Abhéngigkeiten der Unterraumvektoren nicht zu brauchbaren Ergebnissen.

4.3.4 Two-Step-Lanczos

Im bisherigen Verlauf des Kapitels wurden eine Reihe von Projektionsverfahren auf
unterschiedliche Unterrdume vorgestellt. Sie lassen sich grob in zwei Gruppen ein-
teilen:

e Verfahren, die eine kurze Rechenzeit aufweisen, aber auf verhéltnisméafig grofie
Unterrdume und damit auf grole Modelle fithren: partielle Realisierung, be-
schleunigte partielle Realisierung.

e Verfahren, die sehr kleine Modelle generieren, aber hohen numerischen Auf-
wand erfordern: Modalanalyse, Padé Approximationen, WCAWE.

Fiir einen wirklich ,,schnellen“ Fast Frequency Sweep ist der numerische Aufwand
einer Padé-Approximation haufig zu hoch, umgekehrt sind partielle Realisierungen
meist zwar in Sekunden oder zumindest wenigen Minuten berechnet, sie sind jedoch
noch zu grof}, um einen effektiven Durchlauf mit sehr vielen Frequenzpunkten zu be-
rechnen. Soll das Modell als Makromodell bzw. Ersatzschaltbild verwendet werden,
sollte die Modellordnung ohnehin so gering wie méglich sein.
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Eine deutliche Effizienzsteigerung ergibt sich aus der Kopplung der beiden Krylov-
basierten Methoden: In einem ersten Schritt wird das Originalsystem durch par-
tielle Realisierung auf ein Modell mittlerer Grofle reduziert. Dieses hat dann eine
Grofle, bei der problemlos eine diinnbesetzte LU-Zerlegung erfolgen kann, was die
sehr schnelle Berechnung einer Padé-Approximation im zweiten Schritt ermdoglicht.
Die Gesamtrechenzeit ist damit im Vergleich zu einer puren partiellen Realisierung
nur minimal vergroflert, wiahrend die Modellgréfle identisch mit der einer direkten
Padé-Approximation ist. Da die Modellberechnung in beiden Schritten durch den
Lanczos-Algorithmus erfolgt, wurde dieses Verfahren unter dem Namen Two-Step
Lanczos, TSL erstmals in [102] vorgeschlagen. Bei Verwendung eines eigenwertba-
sierten Stopp-Kriteriums in beiden Schritten fithrt dies auf einen ausgewogenen Ap-
proximationsfehler im Verlauf des Verfahrens, wobei der Algorithmus vollsténdig
automatisiert ablauft.

Es sollte jedoch erneut beachtet werden, dass die Effizienz des ersten Schritts nur
gegeben ist, wenn die Systemmatrix in Gl. 3.1.2 oder Gl. 3.1.12 einfach erzeugt wer-
den kann, was sich mafigeblich auf die einfache Invertierbarkeit der Materialmatrizen
zuriickfiihren lésst. Dies ist folglich bei FIT durch diagonale Matrizen gegeben, lésst
sich aber nicht ohne Weiteres auf andere Simulationsverfahren wie beispielsweise
FE anwenden. Bei FE ist eine partielle Realisierung je nach Aufwand fiir die Inver-
sion der Materialmatrizen unter Umstdnden numerisch aufwendiger als die direkte
Berechnung einer Padé Approximation.

Der zweite Schritt von TSL ist trotz der Namensgebung nicht grundsétzlich auf den
Lanczos-Algorithmus festgelegt. Je nach Anwendungsfall kann auch der Arnoldi-
Algorithmus oder eine Modalanalyse Vorteile bieten, wobei Rechenzeiten bei der
Grofe des vorreduzierten Modells hierbei nahezu keine Rolle mehr spielen.

Auch wenn das TSL-Verfahren urspriinglich fiir den klassischen Fall linearer Systeme
entwickelt wurde, zeigt es seine besondere Stéirke bei Anwendung auf Curl-Curl-
Systeme [106, 107]. So ist, wie in Abschnitt 4.3.1.1 beschrieben, der Aufwand fiir die
partielle Realisierung, der den dominanten Anteil im Gesamtaufwand darstellt, bei
Curl-Curl-Systemen im Vergleich zum linearen Fall etwa halbiert. Die sich ergebende
ModellgroBe ist ebenfalls in etwa halbiert, was auch zusétzlich die LU-Zerlegung im
zweiten Schritt beschleunigt.

Zudem werden Stabilitdt und Passivitdt im Curl-Curl-Fall in beiden Schritten bei
gleichzeitiger Ubereinstimmung einer maximalen Zahl von Momenten mit dem Ori-
ginalsystem garantiert. Im Gegensatz zum linearen Fall gilt dies insbesondere auch,
wenn im zweiten Schritt eine optimale imagindre Entwicklungsfrequenz gewéhlt
wird, was im Gegenzug eine minimale Modellgréfle zur Folge hat. Dies ermdoglicht
garantiert passive Makromodelle mit sehr niedriger Ordnung und entsprechend Er-
satzschaltbilder mit wenigen Elementen.

Schwach verlustbehaftete Systeme lassen sich entsprechend den beschriebenen Ver-
fahren durch Projektion der Verlustmatrizen K oder P auf die jeweiligen Unterrdume
V, und V, einfach integrieren. Dies fithrt auf

1 -1
Zrsi(s) =B] (52I+ sVIVIKV,V, + %VqT VIPV,V, + Aq> B, (4.3.51)
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Zur Berechnung der reduzierten Verlustmatrizen stehen die Verfahren aus den Ab-
schnitten 4.3.1.3 und 4.3.1.4 zur Verfiigung. Ein Gesamtiiberblick iiber TSL ist in
Abb. 4.12 gegeben. Der numerische Aufwand bzw. die Komplexitét des Verfahrens
ldsst sich experimentell bestimmen und sei hier exemplarisch erneut fiir das verlust-
freie Zweiport-Filterbeispiel mit zwei Resonanzen im interessierenden Frequenzbe-
reich dargestellt. Die Diskretisierung des Filters ist unterschiedlich fein gewahlt, so
dass die Gitterpunktzahl von 1800 bis zu 2,5 Millionen Punkten variiert, was bei
Curl-Curl-Formulierung bis zu 7,5 Millionen Unbekannte im Originalsystem bedeu-
tet. Untersucht werden zum Einen die benotigte Zahl von Iterationen der partiellen
Realisierung im ersten Schritt, um das Eigenwert-Fehlerkriterium mit einer Genau-
igkeit von 107% zu erfiillen, zum anderen wird die Gesamtrechendauer beider Schritte
verglichen. Die Rechnungen erfolgten auf einem PC mit 731 MHz Prozessortaktung.
Das Ergebnis ist in doppelt logarithmischer Darstellung in Abb. 4.13 gezeigt.

Es zeigt sich, dass die Iterationszahl im ersten Schritt bei hoher Zahl von Gitterpunk-
ten eine Ordnung von etwa O(n%*®) aufweist. Fiir niedrige Gitterpunktzahlen unter
20.000, Werte, die in der Praxis fiir dieses Beispiel durchaus ausreichen wiirden, ist
die Steigung der Ausgleichsgeraden sogar noch geringer und betrigt etwa 1/3. Die
Komplexitit der Gesamtrechenzeit ergibt sich zu O(n*/?), ein Wert, der dem be-
kannter Verfahren wie dem CG-Algorithmus oder Zeitbereichsrechnungen nach der
Leapfrog-Methode entspricht.

Aufgrund der speziellen Vorteile bei der Berechnung von resonanten Systemen, wur-
de der TSL-Algorithmus in [79] bereits erfolgreich zur Optimierung von Filterstruk-
turen eingesetzt.

Abschlieflend sollen noch die unterschiedlichen Ansétze verglichen werden, verlust-
behaftete Strukturen mit TSL zu berechnen. Diese sind:

e partielle Realisierung / unsymmetrische Padé-Approximation des linearen Sys-
tems,

e symmetrische Projektion in beiden Schritten (Padé-Typ-Approximation),
ebenfalls bei Betrachtung des linearen Systems und

e Projektion der Verluste auf die Unterrdume, die sich durch die Losung des
verlustfreien Curl-Curl-Systems ergeben.

Die ersten beiden Varianten beschreiben die Verluste im Rahmen der Approxima-
tionsgenauigkeit exakt, wobei die zweite Variante in weniger Momenten mit dem
Original iibereinstimmt, dafiir aber Passivitdt erhélt. Die dritte Losung ist eine
Néaherungslosung unter der Annahme, dass die Verluste wenig Einfluss auf das Feld-
bild im Resonator haben. Im verlustfreien Fall sind alle drei Varianten dquivalent.

Es wird erneut das Testfilter betrachtet und angenommen, dass dieses nun anstel-
le von Luft mit einem verlustbehafteten Dielektrikum gefiillt ist. Die Verlustwinkel
werden als tand = 0,001, 0,01 und 0,1 angenommen. Die Transmission des Fil-
ters wird hierdurch zum Teil erheblich verringert, wie in Abb. 4.14 dargestellt. Der
Wert von tanéd > 0,01 wird nur zum Test des Verfahrens betrachtet, realistische
Materialien haben {iblicherweise kleinere Werte.
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Two-Step-Lanczos (TSL):

Gegeben: 7 = sBT (s’I+ sK + A) "' B,
50, tOL Apv k()? elg(TO) =0

\i

Schritt I | Falls verlustbehaftet oder Feldlosung:
Bestimme ky Wurzeln eines Tschebyscheff-Polynoms
Wende das Polynom auf by ...b,, an

\i
Berechne Ap Iterationen: {T,, V,} = Algorithmus 1{A, B} |«

leig(T,) — eig(Ty-ap)|| < tol

Nein

Ja

\i
Falls verlustbehaftet oder Feldlésung:
Feldlosung: € = V,y mit y = (T, 4+ s*I)"' B,
Berechne €., daraus Zgq,

verlustbehaftet: K, = VIKV,

Y
Schritt IT| Systeminversion (LU-Zerlegung):
Ap = (T + 331)71 By, Bp = AJDB:D

Y
Berechne eine Tteration: {T,, V,} = Algorithmus 1{A,, B,}

A

Nein

reduziertes Modell durch Projektion:
Z, = sBTV, (s21+ sVIK,V, + VIT,V,) " VIB, + Zeo

Abbildung 4.12: Blockdiagramm des Two-Step-Lanczos-Algorithmus.
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Abbildung 4.13: Komplexitit des TSL-Algorithmus: Iterationszahl des ersten Schritts
und Gesamtrechenzeit sowohl fiir die lineare als auch die Curl-Curl-Formulierung.
Die grofiten Modelle haben 7,5 und 6,3 Millionen Unbekannte fiir den linearen
bzw. Curl-Curl-Fuall, der Rechenzeitgewinn zwischen beiden Formulierungen ent-
spricht etwa einen Faktor von drei.

0+ verlustlos ]
tan 8 = 0.001

-20 1
/M
o
E -40- tan 5= 0.1

~

228

-60 1

-80 . - . - T

0.4 0.5 0.6
Frequenz/GHz

Abbildung 4.14: Transmission des Testfilters bei zunehmender Leitfahigkeit des Fiill-
materials. Die Kurven des verlustfreien Filters und bei tand = 0.001 dberdecken sich
nahezu.
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Zur Berechnung werden fiir den ersten Schritt im linearen Fall p = 850 und im
Curl-Curl-Fall p = 400 Iterationen benutzt, im zweiten Schritt jeweils ¢ = 12. Diese
Werte sind so gewihlt, dass der Approximationsfehler des verlustfreien Falls keinen
nennenswerten Einfluss auf den Vergleich hat.

Der iiber den gesamten betrachteten Frequenzbereich gemittelte relative Fehler zur
direkt bestimmten Losung des vollen Systems ist fiir die unterschiedlichen Verfahren
in Tabelle 4.2 aufgefiihrt.

| tand | 0] 0.001 | 0.01 | 0.1
Padé-Approx. linear 3.20e-010 | 1.37e-010 | 7.38e-011 |  7.37e-011
sym. Projektion linear | 3.29e-010 | 7.76e-009 |  3.13e-008 |  7.25e-008
Projektion Curl-Curl 3.45e-011 | 1.67e-008 |  4.17¢-007 | 1.11e-006

Tabelle 4.2: Gemittelter Approximationsfehler fiir unterschiedliche Verfahren zur
Behandlung verlustbehafteter Systeme.

Fiir den Fall einer unsymmetrischen Projektion in beiden Schritten zeigt sich deut-
lich, dass der Approximationsfehler nahezu unabhéngig von der Grofle der Verluste
ist. Der Fehler nimmt sogar leicht ab, was damit zu erklédren ist, dass die Polstellen
flacher werden und die Referenzlosung in der Néhe von Singularitéiten stets unge-
nau ist. Wird die symmetrische Projektion in beiden Schritten verwendet, steigt
der Approximationsfehler mit den Verlusten an. Dies lésst sich erkliren, da bei
Verlusten zwar weniger Momente iibereinstimmen, beide Verfahren im verlustfreien
Fall jedoch ineinander iibergehen. Der stiarkste Anstieg des Approximationsfehlers
ist fiir den Curl-Curl-Fall zu registrieren. Auch dies ist verstédndlich, da die Ver-
luste im Prozess der Reduzierung iiberhaupt nicht betrachtet werden, sondern nur
nachtraglich beriicksichtigt werden. Diese Annahme ist nur bis zu gewissen Leitfahig-
keiten zuléssig.

Betrachtet man die sich einstellenden Approximationsfehler absolut, zeigt sich, dass
alle Varianten gute Niherungen bilden. Selbst ein Fehler von 107% ist in nahezu
allen praktischen Féllen durchaus ausreichend. In Kombination mit der Rechen-
zeitersparnis erscheint die Curl-Curl-Variante bei parasitdren Verlusten daher als
die effizienteste. Zur Behandlung allgemeiner Leitfahigkeiten muss jedoch zu einer
der linearen Varianten iibergegangen werden.

4.3.5 Weitere Verfahren

Im Folgenden sollen noch drei weitere Verfahren kurz angesprochen werden, die enge
Zusammenhéngezu den bereits beschriebenen Methoden aufweisen.

4.3.5.1 Laguerre-Approximationen

Betrachtet man das allgemeine lineare oder linearisierte System nach GIl. 3.1.2 und
fithrt die folgende Koordinatentransformation

55—

S+«

(4.3.52)

u =
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mit o = 27 fiuax durch, fithrt dies auf eine Impedanzfunktion der Form
Z(u) = B” ((aI+ A) +u(al — A)) "' B. (4.3.53)

Wird der Lanczos-Algorithmus nun entsprechend einer Padé-Approximation mit den
Matrizen

A=(oI+A) ' (aI-A) und B=(al+A)"'B (4.3.54)

gestartet und eine symmetrische Projektion nach Gl. 4.3.35 durchgefiihrt, entspricht
dies einer Approximation der Impulsantwort des Systems in Laguerre-Polynomen.
Eine detaillierte Beschreibung der Eigenschaften dieser Approximation findet sich
in [80].

4.3.5.2 Rationale Interpolation

Werden zur Projektion des Systems bereits berechnete Feldlésungen verwendet, ent-
spricht das reduzierte Modell einer rationalen Interpolation. Zugleich kann diese
Approximation auch als eine Multipoint-Padé-Approximation mit je einem Moment
pro Entwicklungspunkt betrachtet werden. Wie bereits erwahnt, hangt die Qualitét
einer solchen Néherung allerdings stark von der Wahl der Stiitzpunkte ab und ist
daher schwer steuerbar.

Das Verfahren lasst sich jedoch sehr vorteilhaft in einem klassischen Frequency Sweep
zur Berechnung des Ubertragungsverhaltens im Frequenzbereich nutzen. Hierbei
wird das System zunéchst auf eine feste Anzahl der letzten berechneten Feldlosungen
projiziert. Das reduzierte System wird gelost und das Ergebnis dient im Anschluss als
Startlosung fiir einen klassischen iterativen Solver zur Losung des Originalsystems.
Da die Startlosung aufgrund der angewandten Approximation bereits nahe an der
tatsédchlichen Losung liegt, wird die Konvergenz des Solvers stark beschleunigt. Da
sowohl die Feldlosungen als auch der iterative Solver eng mit Krylov-Unterrdum-
en verbunden sind, besitzt dieses Verfahren wiederum eine enge Verwandschaft zu
partiellen Realisierungen. Fiir genauere Beschreibungen siehe [81].

4.3.5.3 Balanced Truncation

Ein in der Regelungstechnik sehr weit verbreitetes Verfahren zur Reduzierung der
Ordnung sind so genannte Balanced Truncations, gelegentlich auch als optimale Han-
kel-Norm-Reduzierung bezeichnet. Sie beruhen auf der Grundidee [67], dass jedes
System durch eine Ahnlichkeitstransformation in eine Form gebracht werden kann,
in der jeder Zustand gleichermafien beobachtbar und steuerbar ist. Dieses System
wird als ausgewogen (engl. balanced) bezeichnet. Zusténde, die in dieser Darstellung
nur schwer erreichbar sind, konnen schlieilich eliminiert werden.

Ausgangspunkt des Verfahrens ist die Betrachtung der Gramschen Steuerbarkeits-
matrix W und die entsprechende Beobachtbarkeitsmatrix W nach Abschnitt
3.2.4. Um diese zu berechnen, muss die Lyapunov-Gleichung gelost werden [35].
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Werden beide Matrizen mit We = XX? und W = YY7 Cholesky-zerlegt und
anschlieBend eine Singulirwertzerlegung [43] von X?Y = U, XU}, durchgefiihrt,
folgt fiir die Projektionsmatrix:

Vi = XU, E7V2 = (m-12uty?)-L, (4.3.55)

Wird das System auf Vi projiziert, gilt fiir die Gramschen Steuerbarkeits- und
Beobachtbarkeitsmatrizen des resultierende Systems:

We =Wp = 3. (4.3.56)

Die Werte o, der Diagonalmatrix 3 werden als Hankel-Singulérwerte bezeichnet und
sind in dieser Formulierung ein direktes Maf fiir die Erreichbarkeit des zugehorigen
Zustands. Ein reduziertes Modell kann folglich erzeugt werden, indem die Spalten
der Matrix Vi, die zu kleinen Hankel-Singuldrwerten gehéren, eliminiert werden.

Der Erfolg dieses Verfahrens beruht auf der Tatsache, dass sich fiir das gesamte
Spektrum ein Maximalfehler der Ubertragungsfunktion aus den unberiicksichtigten
Hankel-Singuldrwerten o angeben lasst:

max|| Z(w) — Zue(w)]| < 2 > ok (4.3.57)

Die Frage der benotigten Modellgrofie ist also wesentlich einfacher zu beantworten
als bei den bisher beschriebenen Verfahren. Umgekehrt lédsst sich in dieser Metho-
de, anders als bei Padé-Approximationen, jedoch kein Bereich angeben, in der der
Approximationsfehler besonders gering ist.

Da sowohl die Lésung der Lyapunov-Gleichung auch auch die Singuldrwertzerle-
gung mit kubischem Aufwand iiber der Systemgrofie ansteigt, gilt dieses Verfahren
im Zusammenhang mit elektrodynamischen Simulationen als praktisch nicht ein-
setzbar. In Verbindung mit TSL ist es jedoch moglich, Balanced Truncation auf
das vorreduzierte System nach dem ersten oder dem zweiten Schritt anzuwenden,
wobei das obige Fehlerkriterium in diesem Fall natiirlich nur noch relativ zur be-
reits gemachten Approximation gilt. Dies kann insbesondere Vorteile bringen, wenn
Padé-Approximationen aufgrund zu hoher Portzahlen ihre Effizienz verlieren.



Kapitel 5

Spektralschatzung aus
Zeitbereichsdaten

Alle im letzten Kapitel beschriebenen Verfahren zur Modellreduzierung verwenden
als Ausgangsbasis direkt das FIT-diskretisierte Modell der Struktur, die eigentliche
Lésung erfolgt erst auf der reduzierten FEbene. Wihrend dies im Fall resonanter
Strukturen bei Berechnung einer partiellen Realisierung oder Anwendung des TSL-
Verfahrens sehr effizient sein kann, kann die Berechnung einer Padé Approzima-
tion oder einer Modalanalyse im allgemeinen Fall, z. B. in Verbindung mit offenen
Réndern, auch aufwindig werden.

Da mit dem expliziten Zeitbereichsverfahren ein sehr effizientes Losungsverfahren fiir
FIT-Systeme existiert, besteht ein alternativer Ansatz darin, zundchst das vollstindi-
ge System mit einer geeigneten Anregung im Zeitbereich zu losen und im Anschluss
das gewiinschte reduzierte Modell oder das Ubertragungsverhalten aus den Zeitbe-
reichsdaten zu gewinnen. Dieses Vorgehen ist immer dann sinnvoll, wenn die Losung
des Systems weniger Zeit in Anspruch nimmt, als die Berechnung eines reduzierten
Modells.

Im folgenden Kapitel soll zundchst das explizite Zeitintegrationsverfahren fiir FIT-
Systeme kurz erldutert werden. Zur Spektralschitzung aus den Zeitsignalen werden
im Anschluss parameterbasierte Verfahren angewendet, die fiir resonante Strukturen
weit bessere Figenschaften aufweisen als die auf einer diskreten Fouriertransforma-
tion (DFT) basierenden. Zum Aufbau eines Modells aus Zeitbereichsdaten hat sich
der 4SID-Algorithmus bewdhrt, der am Ende des Kapitels kurz vorgestellt werden
soll.

5.1 FIT-Simulationen im Zeitbereich

Die allgemeine Losung des linearen FIT-Systems nach Gl. 3.1.1 im Zeitbereich ergibt
sich durch die Beziehung Gl. 3.1.5 in Abschnitt 3.1.1. Soll das System im Zeitbe-
reich numerisch gelost werden, erfordert dies neben der ohnehin bereits erfolgten
raumlichen Diskretisierung auch die Diskretisierung der Zeitachse. Dies erfolgt fiir

93
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HF-Anwendungen haufig durch die Abtastung der Signale mit einer festen Zeit-
schrittweite: t9) = ¢g - At, g € IN. Der kontinuierliche Ableitungsoperator % wird
auBerdem durch den zentralen Differenzenquotienten ersetzt:

d flg +3)At) — f((g — 3)At)

Die Berechnung der Ableitung aus um einen halben Zeitschritt versetzten Funktions-
werten fithrt hierbei auf eine quadratische Fehlerordnung. Im Folgenden werden die
elektrischen Groflen @ und d zu den wollen Zeitschritten gAt und die magnetischen
Vektoren h und b zu den halben Zeitschritten (g + %)At abgetastet.

+ O(A). (5.1.1)

Unter Beriicksichtigung der Materialmatrizen und durch Einsetzen des Differenzen-
quotienten ergibt sich fiir den verlustfreien Fall ein explizites Rekursionsschema, das
so genannte Leapfrog-Schema. In einer Matrixschreibweise nach [13] lautet es:

o+ — AtX(g) + q(g) (5.1.2)

mit der System- bzw. Zeitschrittmatrix A, und den Vektoren x¥ und q'9):

I- A*M'CTM,'C AtM'CT
A= ( AMAC I ) , (5.1.3a)
7
() ~175(9+1/2)
e AtM
x9) = ( Lo+1/2) ) . q = ( e OJe ) (5.1.3b)

Die Berechnung eines neuen Zeitwerts besteht also im wesentlichen aus einer Matrix-
Vektor-Multiplikation. Zudem muss stets nur ein einziger Feldvektor im Speicher
gehalten werden, was die Methode sehr effizient macht. Das beschriebene Verfahren
ist auf kartesischen Gittern mathematisch dquivalent zu der Finite Difference Time
Domain, FDTD Methode, die erstmals 1966 in [16] vorgeschlagen wurde.

Eine bedeutende Einschrénkung des Verfahrens stellt die Bedingung dar, dass die
Zeitinteration nach Gl. 5.1.2 nur stabil ist, wenn alle Eigenwerte |A\(A;)| < 1 sind.
Diese Forderung lésst sich mit dem grofiten Eigenwert der Systemmatrix des linearen
Systems geméfl Gl. 3.1.1 nach [13] zu

2
|>‘maX(Al> ’

umformen. Eine Abschétzung fiir den maximalen Zeitschritt gibt zudem das Cou-
rant-Friedrichs- Levi-Kriterium

Aty = min \/ el . (5.1.5)

1 1 1
Aui + Avi + Awi

Aty = (5.1.4)

Diese Beschrankung limitiert das beschriebene Verfahren de facto auf Hochfre-
quenzanwendungen und selbst dort ist die vom Stabilitéitskriterium bzw. zum Errei-
chen einer gewissen Genauigkeit nach Gl. 5.1.1 vorgegebene Abtastrate hdufig weit
hoher, als dies aus informationstheoretischer Sicht notwendig wire.

Weitere wichtige Eigenschaften des Verfahrens wie Energie- und Ladungserhaltung
sowie die Erweiterung fiir verlustbehaftete Materialien werden ausfiihrlich in [13, 20]
beschrieben.
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5.2 Filterbasierte Spektralschitzung

Einschwingvorgidnge oder Pulsberechnungen in der Zeitbereichsreflektometrie stel-
len typische Zeitbereichsanwendungen dar. Aufgrund der Effizienz des Verfahrens
gegeniiber Frequenzbereichsrechnungen werden héaufig jedoch auch typische Fre-
quenzbereichsgréfen wie Ubertragungsfunktionen mittels Zeitbereichsrechnungen
gewonnen. Hierzu wird die Struktur mit einem breitbandigen, typischerweise gauf3-
modulierten, Puls angeregt. Im Anschluss werden die entsprechenden resultierenden
Zeitsignale durch die diskrete Fouriertransformation (DFT) in den Frequenzbereich
iiberfiihrt.

Da bei der Berechnung der DFT implizit die periodische Fortsetzung des Signals
vorausgesetzt wird, liefert die Transformation nur verléssliche Ergebnisse, wenn das
Signal bereits auf nahezu Null abgeklungen ist. Sinkt die Signalamplitude nur sehr
langsam ab, wie beispielsweise bei resonanten Strukturen, kann das Verfahren in
Verbindung mit dem vorgegebenen maximalen Zeitschritt At,,.. seine Effizienz ver-
lieren.

Eine Alternative zur Transformation eines Zeitsignals in den Frequenzbereich liefern
spezielle Signalverarbeitungsverfahren, die den Signalverlauf im Zeitbereich mit Hilfe
der Impulsantwort digitaler Filter nachbilden. Aus den optimierten Filterkoeffizien-
ten dieser so genannten linearen Prdadiktoren kann ebenfalls das Spektrum berechnet
werden. Sobald das Filter mit geniigender Genauigkeit gefunden ist, hat der weitere
Verlauf des Zeitsignals keine weitere Bedeutung, weswegen kein Abschneidefehler
auftritt. Die Problemstellung wird auch in Abb. 5.1 dargestellt.

e(g)

y (g)

Abbildung 5.1:  Signalmodellierung
mit Hilfe der Impulsantwort h'9) des
Filters H(z).

Da alle Signale nur zeitdiskret vorliegen, wird die Ubertragungsfunktion H(z) im
Bildbereich der Z-Transformation [34] angegeben. Zur Laplace-Transformation gilt
der Zusammenhang z = e***. Die diskrete Diracfolge wird durch 69 gekennzeichnet.
Das Filteroptimierungsproblem lautet nun mit der zu schitzenden Signalfolge y(9),
der Impulsantwort h'9) des Filters H(z) und dem Pridiktionsfehler e(9) = h(9) — y(9)

Z |e(9)|2 _ Z |h(g) _ y(g)|2 — min. (5.2.1)
g g

Nach dem Parsevalschen Theorem [34] ist diese Bedingung gleichbedeutend mit der
Minimierung des Frequenzbereichsfehlers E(e/“At):

w /At ' /At ) '
/ | E(720) 2 dy — / (H(e“M) — V(e 2 dy — min.  (5.2.2)

—7/At —7/At
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5.2.1 ARMA-Modelle

Eine verhéltnismaBig einfache Moglichkeit, ein solches Filter zu wéhlen, stellen so
genannte autoregressive Filter (AR-Filter) mit der Ubertragungsfunktion

bo
Sl aztag?+ .. FagzK

H(z) (5.2.3)
dar. Das Optimierungsproblem entspricht in diesem Fall der Losung eines meist
iiberbestimmten Gleichungssystems der Dimension G x K. Hierbei ist G die Lénge
der zur Optimierung herangezogenen Zahlenfolge, K die Filterordnung.

Bei der Auswahl der Signalfolge sollten einige Punkte beachtet werden:

e Das Signal einer FIT-Zeitbereichsrechnung ist aufgrund des vorgegebenen Zeit-
schritts im Vergleich zum Shannonschen Abtasttheorem meist deutlich iiber-
abgetastet. Zur effizienten Filterbestimmung ist es daher ratsam, zunéchst
eine Reduzierung (engl. downsampling) der Folge vorzunehmen. Besteht die
Gefahr, dass sich die periodisch fortgesetzten Spektren iiberlagern (engl. ali-
asing), muss zudem vorher eine digitale Filterung des Signals vorgenommen
werden.

e 7Zu Beginn der Zeitfolge enthilt das Spektrum héufig noch eine sehr grofie An-
zahl von Schwingungen, die schnell abklingen. Wird ein spéterer Ausschnitt der
Folge untersucht, enthélt dieser nur noch die Anteile von resonanten Schwin-
gungen mit héherer Giite. Zu deren Beschreibung ist meist ein Filter kleinerer
Ordnung ausreichend. Der nicht betrachtete vordere Teil der Folge kann spéter
mit Hilfe einer DF'T zum geschéitzten Spektrum superponiert werden.

Ein speziell auf die Anforderungen der Zeitbereichssimulationen in FIT angepasstes
Verfahren zur Berechnung eines AR-Filters wird detailliert in [20] beschrieben.

Ein AR-Filter ist aufgrund seiner Struktur gut geeignet, Polstellen des Systems auf-
zufinden. Sollen jedoch Nullstellen des Spektrums genau abgebildet werden, erfordert
dies eine sehr hohe Filterordnung oder fiithrt gar zum Scheitern des Verfahrens. Es
erscheint also sinnvoll, ein Filter zu wahlen, das neben einem Nennerpolynom auch
ein Zahlerpolynom besitzt

B b() + b1z + 6222 + ...+ b(K_l)Z(K_l) B(Z)

A2y (5.2.4)

H
(2) 1+a1z+az2+ ... +arzk A(z)

Ein solches Filter wird auch als Autoregressives Moving-Average, ARMA-Modell be-
zeichnet. Stimmt die Lange der Signalfolge genau mit der Anzahl der bestimmbaren
Filterkoeffizienten iiberein, fiihrt dies auf eine rationale Interpolation des Zeitsig-
nals. Soll nun allerdings der Fehler nach den Gln. 5.2.1 bzw. 5.2.2 fiir einen langeren
Signalausschnitt minimiert werden, erfordert dies eine komplexe nichtlineare Opti-
mierung. In der Praxis weicht man daher auf eine indirekte Modellierung aus. Aus
einem Teil der Signalfolge wird zunéchst mit der oben beschriebenen Methode das
Nennerpolynom bestimmt und dieses mit der Signalfolge gefaltet. Die Koeffizien-
ten des Zahlerpolynoms werden schliefSlich auf das Ergebnis der Faltung optimiert,
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wie symbolisch in Abb. 5.2 dargestellt. Anstelle des Fehler in Gl. 5.2.1 wird damit
allerdings der folgende Fehler minimiert:

Z el = Z 1y % a9 — b9 > = min, (5.2.5)
g g
bzw.
/At ' w/At ) ) )
/ |E;(e72)? dw = / Y (792 A(e72) — B(e7“2)|? dw — min. (5.2.6)
—7/At —7 /At
Der Zusammenhang zum obigen Fehler lautet damit im Z-Bereich
Ez(Z)
E(z) = .
(2) A2)

(5.2.7)

y©®© ——  A(2) e®

Abbildung 5.2:  Signalmodellierung

8¥'—  B(2)
beim Prony-Verfahren.

Eine Methode, die auf der indirekten Modellierung beruht, ist das so genannte
Prony-Verfahren. Es benotigt die Losung zweier linearer Systeme. Eine genaue Dar-
stellung findet sich ebenfalls in [20].

5.2.2 TIterativer Prony und Verfahren nach Steiglitz-McBride

Um anstelle des indirekten Fehlers F;(z) den tatsdchlichen Fehler E(z) zu minimie-
ren ohne auf nichtlineare Optimierung zuriickgreifen zu miissen, finden zwei iterative
Verfahren Anwendung [97]. Diese sind das iterative Prony-Verfahren nach [82, 83]
und das Verfahren nach Steiglitz und McBride [84]. Beide gehen von einem Prony-
Modell als Startlosung aus.

Das iterative Prony-Verfahren wandelt das Startmodell unter der Voraussetzng nur
einfacher Pole zunéchst in eine Pol-Residuen-Darstellung

B(z) CLZ
H(z) = - , 5.2.8
(=) A(z) =z — 2 ( )
oder im Zeitbereich
K
W) ="z (5.2.9)
k=1

um. Im Folgenden wird zwar die getrennte Behandlung der Nennerkoeffizienten zj
und der Zéahlerkoeffizienten ¢, wie beim klassischen Prony-Verfahren beibehalten,
durch die abwechselnde Optimierung der Koeffizienten néhert sich der Fehler des
Verfahrens jedoch iterativ dem Fehler F(z) an. Ein Iterationsdurchlauf besteht stets
aus den beiden Schritten:



98 Kapitel 5: Spektralschédtzung aus Zeitbereichsdaten

e Optimierung der Polstellen z;, bei festgesetzten Residuen nach dem Marquardt-
Algorithmus [82],

e Berechnung der neuen Residuen ¢, durch ein Least-Square-Verfahren dhnlich
dem beim klassischen Prony.

Das Verfahren nach Steiglitz-McBride nutzt ebenfalls den Nenner des Prony-Filters,
diesmal um die Anregungssignale 29 und 39 vorzufiltern, weswegen das Verfahren
gelegentlich auch als [teratives Prefiltering bezeichnet wird. Das Vorgehen wird in
Abb. 5.3 verdeutlicht.

1 y'(g)
A (2)

y(g)_’

. A(i)(z) e(g)

o Abbildung 5.3: Signalmo-
§© | 1 h'* B,(2) dellierung beim Steiglitz-
Ain(2) l McBride- Verfahren.

y

Als Fehler ergibt sich in der Z-Ebene:

Egp(z) = ————~ —-Y(2)———

A(i—l)(z)

Konvergiert das Verfahren, so gilt A;)(2) = A-1)(2) und Egy, geht damit in den
gesuchten direkten Fehler

(5.2.10)

— Y (2) (5.2.11)

iiber.

Eine weitere Moglichkeit des Verfahrens nach Steiglitz-McBride ergibt sich aus der
Tatsache, dass zur Fehleroptimierung nicht die Impulsantwort des Filters bgf)), son-

dern das gefaltete Signal b’/ (9)*bgf)) verwendet wird. Folglich kann auch von vornherein

anstelle von 69, wie beim klassischen Prony, ein beliebiges Anregungssignal ver-
wendet werden. Wenn zur Schétzung direkt das Ausgangs- und das Eingangssignal
beriicksichtigt werden, bedeutend dies, dass das Filter direkt das Ubertragungsver-
halten, beispielsweise den Streuparameter, modelliert. Allerdings miissen in diesem
Fall alle Zeitsignale von Anbeginn verwendet werden, was die Modellgrole im Ver-
gleich zur Schitzung eines spéteren Signalausschnitts meist vergroflert.

5.2.3 Ein Beispiel

Neben der Schitzung des Ubertragungsverhaltens resonanter Systeme bieten die be-
schriebenen Signalverarbeitungsmethoden vor allem auch sehr genaue Abschéatzun-
gen fiir die Giiten der einzelnen Resonanzen. Die Giite ergibt sich hierbei wie bereits
in Abschnitt 3.3.3 erwdhnt aus dem komplexen Pol nach

Q1 = Im{s;} _ Im{In(zy)/At}
"7 9Re{s;}  2Re{ln(z,)/At}

(5.2.12)
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Als Beispiel soll ein neunzelliger Resonator nach Abb. 5.4 aus der Teilchenbeschleu-
nigerphysik dienen. Er ist Bestandteil des TESLA-Projekts [85]. Wahrend fiir die
Beschleunigungsmoden in dem Resonator hohe Giiten erwiinscht sind, treten in der
Struktur auch so genannte gefangene Moden mit sehr hoher Giite auf, die das pas-
sierende Elektronenpaket empfindlich storen kénnen. Die Analyse solcher hochreso-
nanter Giiten erweist sich als aufwendig. Ein Uberblick iiber Verfahren, die meist auf
einer Modalanalyse beruhen, ist in [33] gegeben. An dieser Stelle sollen die genannten
Spektralschatzungsmethoden verwendet werden, um die Giiten aus einem Zeitsignal
zu bestimmen, das wihrend einer transienten Simulation im Inneren der Struktur
aufgezeichnet wurde. Aus Anwendungssicht ist fiir die zu erwartenden extrem hohen
Giiten dabei eine Genauigkeit von einigen Prozent durchaus ausreichend.

Abbildung 5.4: Neunzelliges TESLA-Beschleunigungsmodul.

Zunéchst soll nur eine einzelne Resonatorzelle betrachtet werden, da die darin auf-
tretenden moderaten Giiten einen Vergleich der Verfahren zulassen. Es wird ein
Signalausschnitt von 0.25-0.42 ps mit 2000 Werten verwendet, dessen Abtastra-
te auf den 1,3-fachen Wert des Shannontheorems reduziert wurde. Die Ergebnisse
im Vergleich zu einer Modalberechnung sind in Tabelle 5.1 zusammengefasst. Die
Ordnung aller Verfahren betrégt 70, das iterative Prony-Verfahren verwendet 10
Iterationen, das Steiglitz-McBride-Verfahren 5. Der iterative Prony wurde aus [83]
verwendet. Wéhrend die niedrigen Giiten von allen Verfahren gut geschétzt werden,

Frequenz Giiten

in GHz Modal H AR ‘ Prony ‘ It. Prony ‘ St.-McBr.
3,3364 1,58e3 1,54e3 1,54e3 1,54e3 1,54e3
4,1347 7,28eb 6,01eb 5,88eH 7,10eb 7,13eb
4,1530 2,02e7 4,34e5 3,76e5 5,84eH 2,27e7
4,3858 2,76eb 2,84eH 2,88eH 6,91e5 2,63e5

Tabelle 5.1: Giiteschitzung aus dem Zeitsignal eines TESLA-Einzellers im Vergleich
zum Modalwert.

wird die scharfe Resonanz bei 4.15 GHz nur vom Steiglitz-McBride-Verfahren genau
ermittelt. Zur Analyse eines Zeitsignals aus der vollen neunzelligen Struktur wird
daher nur dieses Verfahren herangezogen. Es werden zwei Signalausschnitte mit je
4000 Werten betrachtet, eines von 3,5-4,05 us, das andere etwas spéter von 4,45—
5 ps. Unabhéngig von Signalausschnitt und Modellordnung werden die Frequenzen
der technisch relevanten gefangenen Moden um 3,05 GHz stets vollsténdig und sehr
genau gefunden. Die entsprechende Resonanz ist auch im Einzeller zu finden, weist
dort jedoch nur eine Giite von etwa 60 auf, die erst durch die Kopplung der neun
Zellen in der vollen Struktur deutlich vergroBert wird. Die geschétzten Giiten sind
in Tabelle 5.2 dargestellt. Aus Griinden der numerischen Stabilitdt wurden nur je
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zwei Iterationen des Verfahrens durchgefiihrt.

Frequenz | Modal Ausschnitt I: 3,5 - 4,05 pus | Ausschnitt IT: 445 - 5 us
in GHz Or. 100 ‘ Or. 125 | Or. 150 | Or. 100 ‘ Or. 125 ‘ Or. 150
3,0583 5,96¢e6 5,65eb | 1,08¢6 | 4,46eb | 2,58¢6 | 5,79e6 | 7,48e6
3,0615 3,47¢e5 1,23e5 | 2,23e5 | 1,20e5 | 2,93e5 | 4,38e5 | 5,02e5
3,0689 3,53eb 3,33eb | 3,39e¢b | 3,49eb | 3,37ed | 3,39e5 | 3,39eb

Tabelle 5.2: Giiteschitzung aus dem Zeitsignal eines TESLA-Neunzellers mit dem
Verfahren nach Steiglitz-McBride fir zwei Signalausschnitte und unterschiedliche
Modellordnung (Or.) Als Referenz dient ein Modalwert aus [27].

Es zeigt sich, dass der Mode bei 3,0689 GHz immer sehr exakt gefunden wird. Die an-
deren Giiten mit geringerer Signalamplitude schwanken stiarker und werden erst im
hinteren Signalausschnitt zuverlidssiger gefunden. Es sei jedoch erwahnt, dass auch
die Referenzgiiten der Modalanalyse bei unterschiedlichen Gitterauflosungen in ver-
gleichbarem Rahmen schwanken. Zusammenfassend bietet die Signalschédtzung nach
Steiglitz-McBride damit auch fiir sehr hohe Giiten eine sehr verléssliche Schiatzung
der Resonanzfrequenz sowie eine brauchbare Abschiatzung der Giite.

5.3 4SID

Zum Abschluss dieses Zeitbereichskapitels soll noch kurz darauf hingewiesen werden,
dass neben den beschriebenen Methoden zur Schétzung einzelner Signale auch Ver-
fahren existieren, die aus ein- oder mehrdimensionalen Zeitsignalen eine Zustands-
raumdarstellung mit den Matrizen A, B, C und D generieren. Diese Verfahren
werden als Subspace-based State-Space System Identifikation oder kurz 4SID be-
zeichnet.

Hierzu werden die diskreten Eingangs- sowie die Ausgangszeitsignale geeignet in
einem linearen System zusammengefasst. Aus diesem werden durch Anwendung
einer zur Systemmatrix orthogonalen Matrix und einer Singuldrwertzerlegung die
Zustandsraummatrizen gewonnen. Eine genaue Beschreibung von 4SID in Verbin-
dung mit FIT-Zeitbereichsrechnungen findet sich in [86]. In exakter Arithmetik wére
die benotigte Systemgrofie durch die Singularwertzerlegung festgelegt, bei endlicher
Rechengenauigkeit erfolgt ein Abbruch &hnlich der Balanced Truncation iiber die
Grofle der Singulédrwerte.

Dieses Verfahren kann folglich ebenfalls dazu dienen, Modelle reduzierter Ordnung
aus einer FIT-Diskretisierung zu erzeugen, nicht direkt aus den Systemmatrizen
wie im vorigen Kapitel, sondern iiber den Umweg einer Zeitbereichsrechnung. Dies
kann insbesondere dann Vorteile bringen, wenn dispersive Materialien oder PML-
Berandungen verwendet werden. In diesem Fall werden die FIT-Systeme, wie in
Abschnitt 3.1.3 beschrieben, durch Linearisierung sehr groff und unsymmetrisch,
was die Reduzierung durch Projektion erschwert. Gerade in diesen Féllen fiihrt eine
Zeitbereichsrechnung iiber den Leapfrog-Algorithmus héufig auf eine sehr schnelle
Losung, die dann zur Modellgenerierung durch 4SID verwendet werden kann. Be-
dauerlicherweise wird jedoch die Passivitdt von 4SID nicht generell erhalten, was
einen deutlichen Nachteil des Verfahrens gegeniiber Projektionsverfahren darstellt.



Kapitel 6

Generierung von
Ersatzschaltbildern

In den vorigen Kapiteln wurden zahlreiche Verfahren beschrieben, die aus einer FIT-
Diskretisierung ein Modell mit geringer Ordnung generieren. Soll das resultierende
Modell als Makromodell verwendet werden, ist insbesondere darauf zu achten, dass
die Passivitdt im Reduktionsprozess erhalten bleibt. Wird das Makromodell dariiber-
hinaus mit einem klassischen Netzwerk verkniipft und soll eine gemeinsame Simula-
tion durchgefiihrt werden, muss dieses in den Netzwerksimulator eingebracht werden.
Wiéhrend moderne Simulatoren oft einen direkten Import der abstrakten Zustands-
raumdarstellung zulassen, ist es in anderen Fillen wiinschenswert, ein Ersatzschalt-
bild aus den konzentrierten Elementen R, L, C sowie idealen Ubertragern oder ge-
steuerten Quellen anzugeben.

In einer Einfiihrung sollen zundchst die Gemeinsamkeiten und Unterschiede der
Netzwerk- und Feldtheorie sowie der FIT-Diskretisierung beschrieben werden. Im
Weiteren werden verschiedene Mdglichkeiten angegeben, wie aus dem ordnungsre-
duzierten FIT-Modell ein Netzwerk generiert werden kann. Diese beruhen auf einer
Interpretation des Zustandsraums als Knotenanalysemodell, nutzen topologische Ei-
genschaften des Modells oder basieren auf einer Pol-Residuen-Zerlequng.

6.1 Einfiihrung

Die Feldtheorie basierend auf den Maxwellschen Gleichungen nach Abschnitt 2.1
bildet eine fundamentale und allgemeine Beschreibung aller elektromagnetischen
Phénomene in Gebieten mit inhomogener Materialverteilung. Die unbekannten Feld-
und Flussgroflen hiangen in diesen partiellen Differentialgleichungen sowohl von den
drei Raumrichtungen als auch von der Zeit ab.

Eine Beschreibung mit héherem Abstraktionsgrad liefert die Kirchhoffsche oder auch
Netzwerktheorie, die auf der Definition von Spannungen, Stréomen sowie konzentrier-
ten Elementen beruht. Spannungen werden hierbei als Wegintegral {iber das elek-
trische Feld und Strome als Fléchenintegral der Stromdichte innerhalb elektrischer
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Leiter aufgefasst. Die Ausdehnung der konzentrierten Elemente wie Widerstand,
Spule oder Kondensator wird als gegen Null gehend angenommen und ihr Verhal-
ten durch die konstitutiven Gleichungen wie das Ohmsche Gesetz beschrieben. Der
rdumlichen Verteilung bzw. Verschaltung der verschiedenen Elemente kommt folg-
lich eine rein topologische Eigenschaft zu, alle auftretenden Parameter héngen allein
von der Zeit ab.

Die Netzwerktheorie ist demnach eine Ndherung der Maxwellschen Gleichungen, die
Giiltigkeit hat, wenn alle verwendeten Elemente tatséchlich klein im Verhéltnis zur
betrachteten Wellenldnge sind, diese durch gut leitende Driahte verbunden und Sig-
nallaufzeiten vernachléssigbar sind. Auch wenn diese Approximation zunéchst sehr
grob erscheint, ist sie fiir viele klassische elektrische Schaltungen mit ausreichender
Genauigkeit erfiillt. Klarer Vorteil der Kirchhoffschen Theorie ist, dass hiermit weit
komplexere Netzwerke berechnet werden konnen, als dies mit der Feldtheorie je
moglich wire.

Bedeutende Phanomene wie Pulslaufzeiten und -dispersion, Nebensprechen und Ab-
strahlung werden hierbei jedoch nicht modelliert. Sind einzelne Bereiche der Schal-
tung von solchen Effekten betroffen, was bei zunehmenden Betriebsfrequenzen im-
mer wahrscheinlicher wird, ist eine mathematische Kopplung der beiden Theorien
moglich [88]. In vielen Fillen wird es jedoch vorgezogen, diese Phdnomene durch
Ersatzschaltbilder zu modellieren und diese in das Netzwerk einzubeziehen.

In mathematischer Beschreibung fiihrt die Kirchhoffsche Theorie auf ein System
gewoOhnlicher Differentialgleichungen mit endlicher Anzahl von Zustandsvariablen
sowie einfacher algebraischer Gleichungen.

Durch die Diskretisierung der Maxwellschen Gleichungen durch die FI Methode wird
ebenfalls eine endliche Anzahl von Zustandsvariablen definiert, die Spannungs- oder
Stromcharakter haben. Die Materialbeziehungen entsprechen konstitutiven Relatio-
nen und die Matrizen C und C haben rein topologische Eigenschaften. Formell be-
deutet die Diskretisierung des Modells also die Approximation einer feldbehafteten
Struktur durch ein konzentriertes Modell. Besonders deutlich wird dies, wenn das
lineare FIT-System nach GI. 3.1.1 mit der Systemstruktur verglichen wird, die sich
bei der Netzwerksimulation nach der modifizierten Knotenanalyse [89] ergibt: Beide
weisen exakt die gleiche Blockstruktur auf. Fiir den Sonderfall zweidimensional dis-
kretisierter Elemente kann das FIT-Modell direkt als RLC-Schaltkreis interpretiert
werden. Diese Eigenschaft wurde beispielsweise in [90] zur Analyse von zweidimen-
sionalen Spannungsversorgungsnetzwerken genutzt. Im allgemeinen dreidimensiona-
len Fall ist die Angabe eines RLC-Modells jedoch nicht ohne Weiteres moglich, da
sich die Topologie der Curl-Matrizen aufgrund der versetzten Gitter nicht auf ein
klassisches Netzwerk iibertragen ldasst. Werden hingegen auch Gyratoren, die in der
Realitat nicht vorkommen, jedoch als abstraktes Hilfsmittel definiert und mit Hilfe
von gesteuerten Quellen realisierbar sind, zugelassen, léasst sich auch in diesem Fall
ein Netzwerk angeben [91].

Die direkte Interpretation der FIT-Matrizen als Ersatzschaltbild einer Struktur
kommt allerdings iiblicherweise nicht in Frage, da die Modellgréfe und folglich die
Anzahl der benétigten Elemente viel zu grofl wére. Ein vielversprechender Ansatz
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ergibt sich aber, wenn das FIT-Modell zunéchst durch eine der im vorigen Kapitel
beschriebenen passivitidtserhaltenden Techniken in der Ordnung reduziert und im
Anschluss in ein Ersatzschaltbild transformiert wird. Da durch die Ordnungsreduk-
tion die oben genannte Blockstruktur verloren geht, kann zur Realisierung anstelle
der modifizierten Knotenanalyse auch die klassische Knotenanalyse herangezogen
werden.

6.2 Interpretation als Knotenanalysemodell

Die klassische Knotenanalyse [92] bietet eine systematische Moglichkeit, alle in einem
Netzwerk auftretenden Spannungen zu berechnen, solange der Schaltkreis weder un-
abhéngige Spannungsquellen noch stromgesteuerte Elemente enthélt. Zunachst wird
ein Knoten als Bezugsknoten gewé&hlt, wobei die Spannungen aller anderen relativ
zum Bezugsknoten als Unbekannte betrachtet werden. Wird nun die Kirchhoffsche
Knotenregel

iik =0, (6.2.1)

k=1

hier fiir einen Knoten mit K Zweigen angegeben, fiir jeden der ¢ iibrigen Knoten
des Netzwerks abgesehen vom Bezugspunkt aufgestellt, ergibt sich ein lineares Glei-
chungssystem der Struktur

Gu, =1i,. (6.2.2)

Der g-dimensionale Unbekanntenvektor u, enthélt alle ¢ unbekannten Knotenpo-
tenziale. Der Anregungsvektor i, enthélt die mit dem Knoten g verbundenen un-
abhéngigen Stromquellen. Der Wert ist positiv, wenn der Strom in den Knoten,
negativ, falls er aus dem Knoten flieft. Die Matrix G ist quadratisch und repréisen-
tiert die Leitwerte bzw. im allgemeinen Fall die Admittanzen i, = G(u; — ) der
Elemente des Netzwerks. Hierbei enthalten die Diagonaleintrige die Summe aller mit
dem Knoten j verbundenen Admittanzen, es gilt G;; = > G;. Im symmetrischen
Fall enthalten die iibrigen Elemente Gj; = Gj; den negativen Wert der Admittanz,
die die Knoten j und k£ miteinander verbindet. Spannungsgesteuerte Stromquellen
zwischen dem Knoten j und dem Bezugsknoten mit der Steuergrofie uy, fiithren auf
unsymmetrische reelle Eintrige G (# Gi;).

Eine einfache RLC-Ersatzanordnung fiir ein (reduziertes) FIT-System lésst sich da-
mit finden, wenn dessen Zustandsraumdarstellung in die aus Gl. 6.2.2 abgeleitete
Form tiberfiithrt werden kann:

1
(EGL + GR + SGC + Gcs) u, = qu. (623)

Die Matrizen G, G und G¢ miissen reell symmetrisch sein und beschreiben das
induktive, resistive und kapazitive Verhalten des Ersatznetzwerks. Sollen alle Netz-
werkelemente positiv sein, muss die Matrix diagonaldominant sein, wobei alle Ne-
bendiagonalelemente negativ sind. Eine Matrix mit dieser Eigenschaft wird auch als
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L-Matrix bezeichnet. Da das Ersatzschaltbild aber ohnehin von der Struktur her
keinen physikalischen Bezug aufweist und géngige Netzwerksimulatoren wie SPICE
[93] problemlos auch negative Bauteile akzeptieren, ist die zweite Bedingung meist
von geringer Bedeutung, zumal die Passivitdt des Modells durch den Reduktions-
prozess gewihrleistet ist. Die Matrix Ggg ist schliellich ebenfalls reell, aber nicht
symmetrisch und enthélt keine Eintrage auf der Diagonalen. Sie beschreibt alle span-
nungsgesteuerten Stromquellen. Auch die Koppelmatrix B, mit i, = B,i darf nur
reelle Werte enthalten und hat die Dimension Anzahl Netzwerkknoten x Anzahl
Ports. Der Stromfluss in die Ports, wird entsprechend der Zustandsraumdarstellung
Gl. 3.1.2 durch den Vektor i repréasentiert.

Ein Netzwerk lédsst sich nun wie folgt finden: Jeder Zeile in Gl. 6.2.3 entspricht
ein Knoten j des Netzwerks. Nebendiagonalelemente der ersten drei Matrizen be-
schreiben je ein konzentriertes Bauteil, beispielsweise —G'r, jx = —G, x; eine Spule
zwischen den Knoten j und £ mit dem Wert G j;. Der Diagonaleintrag plus der
Summe aller iibrigen Elemente dieser Zeile, z.B. G ; = G, j; + >, G1 jir entspre-
chen einem Bauteil zwischen Knoten j und Bezugspunkt. Die Matrix Ggg wird
wie oben beschrieben durch gesteuerte Quellen realisiert. Jeder Eintrag von By i
koppelt den Einfluss des Ports k& in Knoten j und wird durch eine stromgesteuer-
te Stromquelle zwischen Knoten j und dem Bezugsknoten mit der Steuergrofle iy
realisiert.

Bisher unbeachtet blieb die zweite Gleichung einer typischen Zustandsdarstellung:
u= BunZ. Deren Eintrige koppeln das Potential jedes Knotens gewichtet mit B, j
als Spannung in den Port. Fiir jeden Port muss somit ein weiterer Knoten definiert
werden. Zwischen diesem Knoten und dem Bezugspunkt werden die Eintrdge von
B, durch in Reihe geschaltete spannungsgesteuerte Spannungsquellen mit den Wich-
tungsfaktoren B, j; realisiert. Beispiele fiir diese Beschreibung folgen spéter anhand
wichtiger Anwendungsfille.

Zunéchst stellt sich die Frage, wie das reduzierte Modell in Zustandsraumdarstellung
in die Form 6.2.3 {iberfiihrt werden kann. Da in grober Ndherung jeder Matrixeintrag
in einer der Matrizen einem Schaltungselement entspricht, ist zudem wiinschenswert,
dass die Matrixgleichung 6.2.3 so diinn wie mdoglich besetzt ist, um ein Ersatzschalt-
bild mit einer méglichst geringen Zahl von Bauteilen zu erhalten.

6.2.1 Lineare Systeme

Betrachtet man das Resultat einer Padé-Approximation bzw. des zweiten Schritts
von TSL fiir den allgemeinen Fall verlustbehafteter linearer Systeme, ergibt sich fiir
das reduzierte Modell nach GI. 4.3.24

(I+sT,—5T,)y=B,i (6.2.4a)
u=0C,y. (6.2.4Db)

Zwar sind alle Matrizen reell (ein reelles sy angenommen), aber die Matrix T, ist
nicht symmetrisch, sT,; demnach nach 6.2.3 nicht realisierbar.



6.2 Interpretation als Knotenanalysemodell 105

Dieser Umstand kann behoben werden, wenn die Transformation 4.3.23 zunéchst
riickgdngig gemacht wird

<SI + Tq> y = B,i (6.2.5a)
u=C,y (6.2.5b)
mit T, = (T, —s)™}, B,=T,B,. (6.2.5¢)

Die erforderliche Matrixinversion kann bei der geringen Ordnung des reduzierten
Modells problemlos direkt durchgefithrt werden. Die Schaltung kann nun realisiert
werden, sI entspricht Kondensatoren mit der Kapazitdat 1 Farad, die Diagonale der
Matrix T% xx entspricht Widerstdnden zwischen den Knoten k& und dem Bezugs-
punkt, die iibrigen Eintrdge werden durch gesteuerte Quellen wie oben beschrieben
modelliert. Um realistischere Werte fiir die Widerstdnde und Kapazitdten zu be-
kommen, ist es auch moglich, die Systemgleichung in 6.2.5a mit einem Faktor « zu
multiplizieren. Die resultierende Schaltung ist in Abb. 6.1 dargestellt. Die Matrizen
T und B sind voll besetzt, wihrend C, nur im oberen Dreieck Eintrdge hat, was
auf ein resultlerendes Ersatzmodell mit ¢ —|—mq+0 5 (m*+m) Elementen fithrt. Aus
Griinden der Ubersichtlichkeit ist von den ¢— 1 spannungsgesteuerten Stromquellen,
die aus Tq resultieren, nur eine pro Knoten abgebildet.

Oo—>— —e—0
i Knoten 1 Knoten q i
C) By ES 12"1 )

' VT, | qlkvk 1 12’2 I/quq qquk Coiy |Cpal .

u, Vi = U
 Z C) B‘IIV‘/ )
o— —0

Abbildung 6.1: Realisierung eines unsymmetrischen linearen Systems durch gesteu-
erte Quellen bei Interpretation als Knotenanalysemodell. Die Diagonalelemente von
T, und I entsprechen Widerstinden bzw. Kapazititen.

Eine deutliche Einsparung an Elementen ergibt sich, wenn das System zuné&chst in
eine diinnbesetzte Form gebracht wird. Dies ist am einfachsten moglich, indem ein
weiterer — im TSL-Fall der dritte — Lanczosschritt mit T, = W!'T,V,, B, = WIB,,
C, = C,V, und W'V, = I durchgefiihrt wird:
(sI+T,)y' =B,i (6.2.6a)
u=0C,y'. (6.2.6b)
Die Matrix T, hat nun erneut Bandstruktur und die Matrizen B, und C, nur
Eintrdge im rechten oberen Dreieck.

6.2.2 Curl-Curl Systeme

Ersatzschaltbilder fiir reduzierte Curl-Curl-Systeme kénnen entsprechend dem oben
beschriebenen Vorgehen bei linearen Systemen generiert werden. Zunéchst sollen
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hierbei rein verlustfreie Strukturen betrachtet werden.

6.2.2.1 Verlustfreie Curl-Curl Systeme

Auch Curl-Curl-Systeme sollten zunéchst in eine diinnbesetzte Form gebracht wer-
den. Dies kann ebenfalls nach Gl. 6.2.6a erfolgen. Wurde das System durch eine
einseitige Projektion nach Gl. 4.3.35 reduziert, ist auch das diinnbesetzte System
unmittelbar symmetrisch, d.h., T, ist symmetrisch und es gilt CqT = B,. Das Sys-
tem lautet:

1
(SI + —TT> y' =B,i (6.2.7a)
s

u=B'y" (6.2.7b)

Wurde das System durch eine unsymmetrische Padé Approximation reduziert, ist
es stets moglich, es ebenfalls in eine symmetrische Form zu transformieren. Diese
Tatsache ergibt sich daraus, dass beide Arten der Reduktion fiir verlustfreie Curl-
Curl-Systeme nach Abschnitt 4.3.3.3 mathematisch dquivalent sind.

Nach [94] kann die Symmetrisierung durch eine Diagonalmatrix F erfolgen. Die
Diagonaleintrége Fj; der Matrix F lassen sich beispielsweise wie folgt finden:

a = Br711/0r711 (628&)
T i1y
Fj; = a=2U=03 (6.2.8b)
Tr.5-1)
Mit T, = FT, und B, = FB, = CT ergibt sich schlieSlich das symmetrische System
1. .
<5F + —Tr) y' =B, i (6.2.92)
s
u=Bly (6.2.9b)

Aufgrund numerischer Ungenauigkeiten ist die Symmetrie der Systemmatrix typi-
scherweise nur néherungsweise erfiillt, meist auf sechs bis acht Nachkommastellen

genau. Die exakte Symmetrie kann durch T, = %(TT + T7) gewiihrleistet werden.

Das System kann nun als Netzwerk erneut allein durch Kapazitéaten, Induktivitéiten
sowie gesteuerte Quellen zur Ein- und Auskoppelung der Ports aufgebaut werden.
Aufgrund der Symmetrie der Matrix T, kann diese ohne weitere gesteuerte Quellen
realisiert werden. Das Netzwerk ist in Abb. 6.2 fiir m = 2 und ¢ = 6 dargestellt.
Es enthélt (m + 2)q + 0,5 (m? + m) Elemente. Die Werte der Induktivititen und
Kapazitéiten lassen sich, wie oben beschrieben, einfach aus T, und F bestimmen. Es
bleibt zu beachten, dass einige der Induktivitdten negative Werte annehmen koénnen,
das Modell folglich nur bedingt physikalisch ist, es zur Kopplung mit anderen Netz-
werken aber uneingeschrankt verwendet werden kann.

Betrachtet man das Ersatzschaltbild eines idealen Ubertragers in Abb. 6.3 mit dem
Ubertragungsverhalten

Uy . 19
—_— == —

6.2.10
" P (6.2.10)
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Abbildung 6.2: Realisierung des symmetrisierten Curl-Curl-Systems durch Indukti-
vitdten und Kapazititen. Gesteuerte Quellen dienen zur Fin- und Auskoppelung der
Portsignale.

zeigt sich, dass jedes Paar einer spannungsgesteuerten Spannungsquelle und einer
stromgesteuerten Stromquelle auch als idealer Ubertrager interpretiert werden kann.
Fiir die Verwendung innerhalb eines Netzwerksimulators bieten gesteuerte Quellen
jedoch numerische Vorteile und werden im Ersatzschaltbild daher bevorzugt.

”ﬁ)uuz iii, izluz S ”{l:}”glj”z
1

Abbildung 6.3: Ersatzschaltbild eines idealen Ubertragers.

In [94] wird ein Verfahren vorgestellt, das die Matrix B, auf eine rein topologi-
sche Matrix mit ausschlieflich 1 und —1 als Eintrdgen reduziert. Auf diese Weise
wird kein separates Netzwerk fiir die Ports bendttigt. Zudem werden Alternativen
vorgeschlagen, wie negative Elemente umgangen werden kénnen.

Da durch Projektion reduzierte Curl-Curl-Systeme wie ebenfalls in Abschnitt 4.3.3.3
gezeigt stets Stabilitdt und Passivitédt erhalten, die Matrix T, folglich positiv semi-
definit ist, kann ein diinnbesetztes symmetrisches System auch mit Hilfe einer Eigen-
wertzerlegung einfach erzeugt werden. Mit A = X !'T, X, X”X = I und B, = X”'B,
ergibt sich aus 6.2.7a das symmetrische System:

1
(SI + —A) y' =B.i (6.2.11a)
S
u=Bly" (6.2.11b)

Das System besteht somit aus zwei diagonalen Matrizen I und A mit nur positi-
ven (bzw. Null-) Eintrdgen sowie der Ein- und Auskoppelmatrix B,.. Die Realisie-
rung bei Interpretation als Knotenanalysemodell fiihrt auf je eine Kapazitdt und
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eine Induktivitdt in Form eines Parallelschwingkreises zwischen jedem Knoten und
dem Bezugsknoten (sieche Abb. 6.4). Die Werte konnen erneut durch einen Faktor
a skaliert werden. Zur Ein- und Auskoppelung der Ports werden wieder gesteuerte
Quellen verwendet. Ersetzt man die gesteuerten Quellen nach Abb. 6.3 durch ideale
Ubertrager, zeigt sich durch die positiven Werte aller Elemente, dass die Schaltung
tatsdchlich physikalisch und passiv ist. Ein auf diese Weise erzeugtes Ersatzschalt-
bild fiir verlustfreie Systeme, wie beispielsweise Resonatoren, ist folglich mit rein
physikalischen Elementen realisierbar und mehr als eine rein mathematische Ersatz-
anordnung. Die Anzahl der Elemente ist mit (2m + 2)g allerdings meist hoher als
die (m+2)q+0,5 (m?+m) die sich durch die Transformation des Systems nach Gl.
6.2.9a ergeben.

i i 3 Knoten 1 Knotenq B i )
e11V1 e12Y1
. /A |1 ellll B, 111 I/A Iqq eqiit] Begala .
ul . vl —— XX — . uz
. Be‘qzvoD

Be,qlvq

<
<

O <

Abbildung 6.4: Ersatzschaltbild einer verlustlosen Struktur mit m = 2 Ports, die in
Curl-Curl-Formulierung reduziert wurde.

6.2.2.2 Verlustbehaftete Curl-Curl Systeme

Beide fiir verlustfreie Curl-Curl-Systeme vorgestellten Varianten lassen sich auch auf
verlustbehaftete Systeme erweitern. Zunéchst sollen rein ohmsche Verluste durch
geringe Materialleitfihigkeiten betrachtet werden. In diesem Fall wird GI. 6.2.9a um
eine weitere vollbesetzte Matrix K,v = V,TKqVT erweitert. Entsprechend gilt bei
Eigenwertzerlegung nach Gl. 6.2.11a K,x = X! K,X,. Das System ergibt sich damit
fiir den zweiten Fall

1

(SI +K,x + —A> y' =B.i (6.2.12a)
S

u=Bly" (6.2.12b)

wobei der erstere Fall aus Gl. 6.2.9a vollig analog formuliert werden kann.

Die Eintrdge der Matrizen K,y bzw. K,x entsprechen der Widerstandsmatrix in
Gl. 6.2.3 und konnen wie bereits beschrieben als Leitwerte G realisiert werden.
Die Anzahl der Elemente erhoht sich damit auf (2m + 2,5)q + 0,5¢*. Zudem geht
der direkte physikalische Bezug erneut verloren, da einzelne Widerstdnde negative
Werte annehmen konnen. Die Passivitit bleibt davon, wie bereits mehrfach betont,
jedoch unbeeintrachtigt. Fiir den Fall der Eigenwertzerlegung ist das resultierende
Ersatzschalbild in Abb. 6.5 dargestellt.
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Abbildung 6.5: Ersatzschaltbild einer verlustbehafteten Struktur mit m = 2 Ports,
die in Curl-Curl-Formulierung reduziert wurde.

Aufgrund der in Abschnitt 4.3.1.3 bereits festgestellten Dominanz der Diagonalwerte
in den Matrizen K,v bzw. K,x konnen die Nebendiagonalelemente héufig auch
vernachléssigt werden, ohne dass ein nennenswerter Fehler entsteht. Dies reduziert
die Anzahl der benétigten Elemente auf (2m+3)g, zudem sind in den meisten Fillen
alle Elemente erneut rein positiv.

Werden auch Verluste aufgrund des Impedanzwandmodells beriicksichtigt, entspricht
das Vorgehen von der Grundidee dem der ohmschen Verluste. Allerdings léasst sich die
—1/(sv/s)-Abhéngigkeit nicht direkt einer Bauteilgattung zuordnen. Die Funktion
muss vielmehr zundchst durch eine rationale Funktion approximiert werden. Erster
Gedanke ist sicherlich, auch in diesem Fall eine Padé-Approximation zu nutzen. Es
zeigt sich aber, dass die Padé-Approximationen von —1/(s4/s) in nahezu allen Fillen
auf instabile Modelle fiihren. Um dies zu umgehen, kann auf nichtlineare Optimie-
rung wie in [95] zuriickgegriffen werden. Da die Verluste aber iiblicherweise sehr
klein sind, ist es meist ausreichend, auf noch einfachere Ersatzanordnungen zuriick-
zugreifen. Betrachtet man Real- und Imaginérteil von —1/(jwy/jw), zeigt sich, dass
beide identisch sind, fiir die Frequenz Null bei plus Unendlich beginnen und fiir
w — oo gegen Null tendieren. Dieses Verhalten kann am ehesten durch eine negati-
ve Induktivitdt, die den Imaginérteil nachbildet, sowie einen Widerstand, der iiber
den Realteil gemittelt ist, approximiert werden. Auch wenn die negativen Indukti-
vitdaten sehr klein sind, ist die Passivitdt hierdurch jedoch nicht mehr gewéhrleistet.
Soll diese sicher gestellt werden, kann die negative Induktivitdt durch eine positi-
ve Kapazitat ersetzt werden, allerdings mit gréflerem Fehler. Haufig erweist es sich
sogar als ausreichend, nur den Realteil zu beachten und durch einen Widerstand
anzunéhern.

6.3 Pol-Residuen-Darstellung

Ersatzschaltbilder aus der Interpretation des Zustandsraums als Knotenanalysemo-
dell fithren auf allgemeine Weise zu verhéltnisméfig kleinen, aber sehr abstrakten
Netzwerken. Ein alternativer Ansatz besteht darin, die Impedanzmatrix zunéchst in
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eine Pol-Residuen-Darstellung zu bringen. Fiir jedes Element Zj; gilt damit:

q

Zy=Y —* (6.3.1)

S§— Sk
k=1 k

Hierbei treten zwei Typen von Polstellen auf, rein reelle und zueinander konjugiert
komplexe Polpaare. Beide Typen lassen sich durch ein einfaches Ersatzschaltbild
nach Abb. 6.6 realisieren.

C
C
Rl R2
—1 R —— S S
— L

Abbildung 6.6: Realisierung eines einzelnen reellen (links) und zweier konjugiert
komplexer (rechts) Pol-Residuen-Terme als Impedanz.

Im Fall einer reellen Polstelle lassen sich die Werte fiir R und C direkt zuordnen:

1
C=—, R=-"* (6.3.2)
Tk Sk

Im Fall konjugiert komplexer Polpaare fithrt die Zuordnung auf etwas komplizierte
Ausdriicke

1 2Re{stri}
C=—" Ry = —+E "2 6.3.3
2Re{ry}’ 2 su2 ( a)
1+ C?R3|sp|* + 2Re{sx}CR R
R sfonl” + Relsi}ORy - . (6:3.3b)
—2Re{s;}C — C?R3|sy| Clsi|?(R1 + Ry)

Im Einportfall kann die Impedanz Z;; einfach durch Reihenschaltung der einzel-
nen Teilimpedanzen verwirklicht werden. Im Mehrportfall ist wieder eine Verkop-
pelung der Einzelimpedanzen Zj iiber ideale Ubertrager bzw. gesteuerte Quellen
erforderlich. Eine sehr allgemeine und zugleich einfache Variante wird in [98] be-
schrieben. Diese bendtigt allerdings m?(2¢ + 1) Schaltungselemente. Insbesondere
die quadratische Abhéingigkeit von m kann hier bei einer groflen Portzahl zu sehr
grofen Ersatzschaltbildern fithren. Eine alternative Variante, die mit weniger Ele-
menten auskommt, wird in [96] beschrieben.



Kapitel 7

Anwendungsbeispiele

Die im bisherigen Verlauf dieser Arbeit beschriebenen Methoden zur Modellreduzie-
rung sowie zur schnellen Berechnung des Frequenzverhaltens sollen an einer Reihe
von typischen Anwendungsbeispielen auf thre Eigenschaften und insbesondere ih-
re Praxistauglichkeit getestet werden. Bei den ersten beiden Beispielen handelt es
sich um resonante Filterstrukturen, einmal bei mittlerer Systemgrofie und kompli-
zierter Polstruktur, zum anderen ein Wellenleiterfilter mit einer groffen Zahl von
Unbekannten und anndhernd Tschebyscheff-verteilten Polstellen. Das dritte Beispiel
einer Patchantenne stellt einen typischen Fall eines Systems mit offenen Rdndern
dar, wihrend das letzte Beispiel eine Interconnect-Struktur einer integrierten Schal-
tung mit einer grofsen Anzahl von 50 diskreten Ports beschreibt.

7.1 Langer-Filter

Als erstes Beispiel zur Untersuchung und zum Vergleich der im Rahmen dieser Ar-
beit entwickelten und vorgestellten Verfahren dient ein dielektrisches Filter, das so
genannte Langer-Filter. Das Filter wird bereits seit vielen Jahren zum Test von
Simulationsverfahren und -programmen zur Berechnung elektromagnetischer Pro-
bleme verwendet, im Zusammenhang mit FIT beispielsweise in [13, 27] und hat
somit quasi den Status eines Referenzbeispiels bekommen.

Die Filterstruktur ist symmetrisch aufgebaut und wird durch zwei koaxiale Ports
angeregt. Das Resonanzverhalten wird durch zwei dielektrische Ringe gesteuert, die
mit ¢, = 38 eine hohe Permittivitat aufweisen. Der Aufbau des Filters ist in Abb.
7.1 gezeigt, eine genaue BemaBung findet sich in [13]. Das Filter dient als scharfes
Bandpassfilter bei ca. 4,6 GHz. Aus numerischer Sichtweise ist es aber insbesondere
auch interessant, die Resonanzen oberhalb von 6,5 GHz mit in die Betrachtungen
einzubeziehen.

Aufgrund der Struktursymmetrie ist es ausreichend, nur die Hélfte des Filters zu
diskretisieren, wobei eine magnetische Randbedingung in der Symmetrieebene be-
nutzt wird. Wird die kleinste auftretende Wellenldnge mit zehn Gitterlinien pro
Wellenlénge abgetastet, fithrt dies auf 14.265 Gitterzellen.

111
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Abbildung 7.1: Aufbau des analysierten dielektrischen Filters. Fin Teil des Gehduses
wurde weggelassen, damit die innere Struktur sichtbar wird.

Mit rund 45.000 Unbekannten im Curl-Curl-Fall oder entsprechend rund 90.000 im
linearen Fall ist das Filter von der Systemgrofie eher im mittleren Bereich angesie-
delt, mit 8 Eigenfrequenzen im interessierenden Frequenzbereich von 4-8 GHz zéhlt
es jedoch vom Ubertragungsverhalten zu den anspruchsvolleren resonanten Beispie-
len, zumal die Eigenwerte zum Teil hohe Giiten aufweisen und eng beieinander
liegen.

Der Transmissonsfaktor |Ss;| als Ergebnis einer Zeitbereichsrechnung ist in Abb. 7.2
gezeigt. Die Berechnung dieser als Referenz betrachteten Kurve erfolgte mit dem
Programm CST MICROWAVE STUDIO® (MWS) [30]. Alle iibrigen Verfahren nut-
zen ebenfalls MWS zur Modellierung und zur Diskretisierung der Struktur. Die
Materialmatrizen werden aus MWS exportiert und fiir die eigenen Programme als

Grundlage genutzt. Alle Vergleiche erfolgen jeweils mit dem exakt gleichen raumli-
chen Modell.

Als weitere Ergebnisse werden in Abb. 7.2 die Losung einer partiellen Realisierung
mit p = 600 Iterationen, einer TSL-Rechnung in Curl-Curl-Formulierung mit einem
Abbruchkriterium von 1079 in beiden Schritten, sowie eine SPICE-Frequenzbereichs-
rechnung des aus dem TSL-System gewonnenen Ersatzschaltbildes dargestellt. Die
TSL- und die SPICE-Kurve liegen hierbei ununterscheidbar auf der Referenzkurve.

Die Implementierung des ersten Schritts von TSL verwendet hierbei nicht direkt
die Curl-Curl-Matrix, sondern fiihrt die Operatoren C und C” sukzessive aus. Das
Abbruchkriterium des TSL-Durchlaufs wird im ersten Schritt erstmals nach 600 Ite-
rationen aufgerufen und in der Folge alle 40 Schritte wiederholt. Der automatische
Stopp erfolgt schliellich nach 1000 Iterationen. Im zweiten Schritt fithrt das Ab-
bruchkriterium auf 22 Iterationen. Die Gesamtrechenzeit betrégt auf einem 731 MHz
PC nur 42 Sekunden, was weniger als 5% der vergleichbaren Rechenzeit im Zeit-
bereich in Verbindung mir einem AR-Filter ist. Die zusétzliche Rechenzeit, die das
Abbruchkriterium im ersten Schritt benotigt, macht etwa 7% der Gesamtzeit aus.
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Abbildung 7.2: Die Frequenzabhdingigkeit des So1-Parameters. Die Kurven der Re-
ferenz, das TSL-Ergebnis und die SPICE-Simulation liegen ununterscheidbar iiber-
einander. Die partielle Realisierung mit p=600 Iterationen wurde vor Erfillung des
Abbruchkriteriums abgebrochen.

TSL stellt damit insbesondere im Vergleich zu den direkten Padé-Approximationen
wie beispielsweise PVL einen deutlichen Rechenzeitgewinn bei gleicher Modellgiite
dar. So benotigt PVL im giinstigsten Fall 613 s. Da eine LU-Zerlegung aufgrund der
Systemgrofle nicht moglich ist, werden innerhalb von PVL hierbei iterative Loser ein-
gesetzt: Im linearen Fall wird das BiConjugate-Gradient-Verfahren (BiCG) [43], im
symmetrischen Curl-Curl-Fall das Conjugate-Gradient-Verfahren (CoCG) verwen-
det. Die geforderte Genauigkeit des Solverresiduums wird dabei auf 107% gesetzt,
ein Wert der ausreichend ist, um Folgefehler in der weiteren Iteration zu vermei-
den. Ein Rechenzeitvergleich diverser Verfahren wird tabellarisch am Ende dieses
Abschnitts gegeben.

Wird die partielle Realisierung bzw. der erste TSL-Schritt bereits vorzeitig nach 600
Iterationen abgebrochen, zeigt sich, dass die stark separierten Polstellen bereits gut
approximiert sind, wiahrend die dicht beieinander liegenden zwischen 7 und 8 GHz
noch gar nicht oder nur ungenau gefunden sind. Wird das System mit klassischen
iterativen Losern im Frequenzbereich berechnet, stellt sich heraus, dass bis zu etwa
7 GHZ um 600 Solver-Iterationen ausreichend sind, wahrend iiber 7 GHz um die 1000
bendtigt werden. Dies betont erneut den engen Zusammenhang zwischen partiellen
Realisierungen und klassischer Gleichungslésung.

Zur Untersuchung der Konvergenz von TSL sind in Abb. 7.3 die Abweichungen
verschiedener T'SL-Modelle zu unterschiedlichen Referenzlosungen dargestellt. Wird
ein sehr grofles TSL-System mit 2000 Iterationen im ersten und 50 Iterationen im
zweiten Schritt betrachtet und mit einer Frequenzbereichslésung des vollen Systems
verglichen, zeigt sich, dass der Fehler in weiten Bereichen unter 10~ liegt, was der
Genauigkeit des iterativen Losers bei der Berechnung der Referenzldsung entspricht.
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Abbildung 7.3: Abweichung des tiber TSL berechneten Transmissionsfaktors Say re-
lativ zu Frequenz- und Zeitbereichslosungen des vollen Systems. Als Vergleich ist der
Fehler eines nach dem 4SID-Verfahren aus Zeitbereichsdaten generierten Modells
dargestellt.

Lediglich am rechten Rand des betrachteten Spektrums steigt der Fehler leicht auf
107% an. Wird ein kleineres TSL-Modell mit 1080 und 22 Iterationen im ersten
und zweiten Schritt gewahlt, bleibt der Fehler bis zu 6,5 GHz ebenfalls im Bereich
von 107Y, steigt oberhalb diese Frequenz aber auf Werte von bis zu 1072 an. Dies
entspricht der Erfahrung, dass der Lanczos-Algorithmus die dufleren, d.h. kleinen
Eigenwerte zuerst genau findet, wihrend die oberen noch weniger gut approximiert
sind. In der Praxis erweist sich aber auch diese Abweichung als tolerierbar, mit dem
Vorteil der kiirzeren Rechenzeit und der Tatsache, dass die endgiiltige Modellgrofe
nur von Ordnung 22 anstelle von 50 ist.

Vergleicht man dass Modell TSL 1080/22 mit einer Zeitbereichsrechnung aus MWS,
liegt die minimale Abweichung bei 107%. Diese Abweichung ist kein Fehler von TSL,
sondern ergibt sich durch den Abschneidefehler sowie die Genauigkeit der Portbe-
rechnung in MWS. Auch die gréflere Abweichung an den Polen erklirt sich durch
die Restenergie in den Resonanzen zum Zeitpunkt des Abbruchs der Zeitbereichs-
rechnung. Der Zeitdispersionsfehler [13] der Referenzlosung wurde an dieser Stelle
herausgerechnet. Es zeigt sich dabei, dass die Abweichung der TSL-Kurve zur Zeit-
bereichsreferenz im Allgemeinen kleiner als der allgemein tolerierte Fehler durch die
Zeitdispersion ist. Die letzte Kurve vergleicht die TSL-Systeme mit einem nach dem
4SID-Verfahren aus Zeitbereichsdaten erstellen Modell. Dies wird spéter in diesem
Abschnitt vorgestellt.

Der Vergleich des TSL-Modells mit dem FIT-System kann auch im Zeitbereich erfol-
gen. Hierzu wird ein trapezférmiger digitaler Puls betrachtet, der eine Anstiegszeit
von 0,1 ns aufweist, den Wert Eins fiir 0,3 ns hélt und innerhalb von ebenfalls 0,1 ns
wieder auf Null absinkt (sieche Abb. 7.4). Als Referenz dient erneut eine MWS-
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Rechnung. Die Vergleichsrechnung des TSL-Modells erfolgt mit dem generierten
Ersatzschaltbild in SPICE. Dieses wurde als Netzwerk mit 22 LC-Schwingkreisen
und Signaleinkopplung durch ideale Ubertrager realisiert. Verwendet man gesteuer-
te Quellen anstelle der Ubertrager in SPICE, fiihrt dies auf ein Ersatzschaltbild mit
132 linearen Elementen. Da SPICE Strom- und Spannungsgréfien, MWS jedoch Wel-
lenamplituden verwendet, werden die Wellengréflen a und b der SPICE-Rechnung
aus den berechneten Grofien u und ¢ nach Gl. 2.2.38 riickgerechnet, so dass auch a(t)
der SPICE-Rechnung nicht mit der Originalanregung iibereinstimmt. Die Ergebnis-
se beider Verfahren zeigen nach Abb. 7.4 groBe Ubereinstimmung. Die Rechenzeit
in SPICE betrégt 5,6 s im Vergleich zu 23s in MWS. Allerdings miissen hierbei zur
SPICE-Zeit noch die 42s fiir die TSL-Modellgenerierung gerechnet werden.

1.5
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Abbildung 7.4: Simulation im Zeitbereich: Der einfallende Digitalpuls sowie das re-
flektierte Signal, wobei die FIT-Kurven gestrichelt und das Ergebnis der SPICE-
Sitmulation durchgezogen dargestellt ist. Die hochfrequenten Wellen, die das Signal
tberlagern stammen von einem Pol des Ersatzschaltbilds, der auflerhalb des betrach-
teten Frequenzbereichs liegt. Die Abweichung im Anrequngspuls erkldrt sich durch
die Berechnung der Wellengréfien aus Strom und Spannung.

Die hochfrequenten Anteile der SPICE-Signale stammen von einer Polstelle, die au-
Berhalb des interessierenden Frequenzbereichs liegt und vom Abbruchkriterium da-
her nicht beriicksichtigt wurde. Wird der entsprechende Pol des reduzierten Systems
entfernt, entfillt die hochfrequente Uberlagerung, dafiir ist die Ubereinstimmung im
Frequenzbereich weniger gut als in Abb. 7.2 dargestellt.

Wird zunéchst ein Tschebyscheff-Polynom auf die Startvektoren des Originalsystems
angewendet, ldsst sich die Gréfle des Unterraums im ersten TSL-Schritt deutlich re-
duzieren. Im hier betrachteten Fall wird ein Beschleunigungspolynom mit der Ord-
nung 450 verwendet, was die Zahl der benotigten Iterationen im ersten Schritt bei
Anwendung des Abbruchkriteriums auf nur 330 begrenzt. Die Groéfle der Matrix
V,, hat damit bei doppelter Genauigkeit eine Grole von etwa 110 MB und kann
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in modernen PCs bequem im Speicher gehalten werden. Die Anzahl der Matrix-
Vektor-Multiplikationen wird durch Verwendung des Polynoms zwar von 1000 im
Standard-TSL auf 1230 erhoht, die Rechenzeit ist jedoch dennoch leicht reduziert,
da entsprechend weniger Orthogonalisierungsschritte und Aufrufe des Abbruchkrite-
riums erforderlich sind. Wie in Abb. 7.5 gezeigt, weicht die Kurve der beschleunigten
partiellen Realisierung jedoch deutlich von der Referenz ab, was einen Korrektur-
schritt notwendig macht, der weitere 28 s in Anspruch nimmt. Die beschleunigte und
korrigierte partielle Realisierung zeigt wieder eine sehr gute Ubereinstimmung mit
der Referenzkurve. Die Gesamtrechenzeit betrégt in diesem Fall 65 s, was gegeniiber
dem einfachen TSL etwas erhoht, im Vergleich zu bestehenden Verfahren aber noch
immer etwa eine Groflenordnung schneller ist.
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Abbildung 7.5: Der Ssi-Parameter fiir einen beschleunigten ersten Schritt. Die
unkorrigierte Variante zeigt einen deutlichen Fehler gegeniiber der Referenzkurve,
wihrend die korrigierte Kurve eine gute Ubereinstimmung aufweist. Eine korrigier-
te Modalanalyse mit 10 Moden zeigt ebenfalls bis 7 GHz gute Approzimationseigen-
schaften.

Als Vergleich wird in Abb. 7.5 auch eine korrigierte Modalanalyse mit nur 10 Moden
dargestellt. Die Kurve stimmt bis 7 GHz ebenfalls gut mit der Zeitbereichskurve
iiberein, die dariiber liegenden Moden wurden nicht beriicksichtigt. Die Rechenzeit
betragt 181 s, sie ist jedoch stark abhéngig vom verwendeten Eigenwertloser.

Fiir alle bisherigen Rechnungen wurde das Filter als verlustlos angenommen. Zum
Test des verlustbehafteten TSL-Algorithmus (TSLlossy) wird nun angenommen,
dass die dielektrischen Ringe eine Leitfihigkeit von 0,2 S/m aufweisen, was einem
Verlustwinkel von tané ~ 0,016 entspricht. Dieser Wert stellt eine bewusste Uber-
treibung dar, um die Eigenschaften des Verfahrens zu testen, realistische Materi-
alverluste in Dielektrika sind deutlich geringer. Die Berechnung erfolgt, indem die
Verlustmatrix K auf die gespeicherten Unterrdume des verlustfreien TSL projiziert
wird. Um eine Uberlagerung von Fehlern an dieser Stelle zu vermeiden, wird auf
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die Anwendung eines Beschleunigungspolynoms verzichtet, zumal die 1000 Vektoren
von V,, im ersten Schritt noch im Speicher gehalten werden konnten. Die Rechenzeit
vergroflert sich durch den Projektionsschritt leicht auf 48 s.
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Abbildung 7.6: Die Sy - Ubertragungsfunktion im verlustbehafteten Fall. Die Kurven
der Referenzlosung, TSLlossy und die der SPICE-Simulation unterscheiden sich na-

hezu nicht.
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Abbildung 7.7: Die Abweichung der Transmission des verlustbehafteten Filters von
der Referenzlosung. Die TSL-Projektion und die SPICE-Losung zeigen eine sehr
geringe Abweichung, die Fehler bei nur 50 gespeicherten Vektoren oder alleiniger
Betrachtung der Diagonale der reduzierten Verlustmatriz liegen bei maximal 1071,



118 Kapitel 7:  Anwendungsbeispiele

Erneut zeigt TSL sehr gute Approximationseigenschaften, die Kurven sind, wie in
Abb. 7.6 zu erkennen, nicht unterscheidbar. Die Abweichung des Transmissionsfak-
tors zur Zeitbereichslosung liegt nach Abb. 7.7 an den Polstellen bei etwa 1073, in
den iibrigen Frequenzbereichen unter 10~*. Sie liegt damit im selben Rahmen wie die
Abweichung des verlustlosen Systems relativ zur Zeitbereichsreferenz. Etwas grofie-
re, aber noch immer akzeptable Abweichungen von maximal 10~ an den Polstellen
ergeben sich, wenn im ersten Schritt anstelle der 1000 Vektoren nur die letzten 50
im Speicher gehalten werden.

Wird ein Ersatzschaltbild der verlustbehafteten Struktur generiert, hat dieses, wenn
alle Eintrdge der Verlustmatrix beriicksichtigt werden, 385 Elemente. Ein SPICE-
Frequenzdurchlauf benotigt damit 6,6 s, wobei die resultierende Kurve auf der Re-
ferenz liegt. Werden nur die Diagonaleintrige der Verlustmatrix beriicksichtigt, sind
die bendétigten 154 Netzwerkelemente erneut rein positiv und die Simulationszeit
verkiirzt sich auf 1.4 s, allerdings wiederum bei kleinen Abweichungen in der Kurve.

Neben dielektrischen Materialien mit geringen Leitfahigkeiten stellen auch die ho-
hen aber endlichen Leitfdhigkeiten des Resonatorgehéuses eine Quelle fiir Verluste
dar. Diese werden mit Impedanzrandbedingungen unter Annahme einer geringen
magnetischen Leitfdhigkeit modelliert. Erneut wird mit einer Leitfahigkeit des Me-
talls von 10* S/m ein iibertriebener Wert angenommen, Kupfer hat beispielsweise
5,7-107 S/m. Analog zu den oben beschriebenen Verlusten erfolgt die Einbeziehung
in das Modell durch Projektion der Impedanzrandverluste, reprédsentiert durch die
Matrix P, auf die Unterraume des verlustfreien Systems (TSLimpw). Wie in Abb. 7.8
zu sehen, besteht auch hier eine groBe Ubereinstimmung zu der Referenzkurve aus
MWS, der Fehler liegt auerhalb der Polstellen wieder im Bereich von 1074, an den
Polstellen bei 1072 (siehe Abb. 7.9). Die Abweichung erklirt sich zum Teil durch die
unterschiedlichen Ansitze, die zur Modellierung der Eindringtiefe verwendet werden.
Das TSL-Modell beruht auf den in dieser Arbeit vorgeschlagenen Impedanzwinden,
die eine geringe magnetische Leitfdhigkeit nutzen, die MWS-Referenzlosung nutzt
eine hohe elektrische Leitfahigkeit. Selbst wenn die im Allgemeinen nicht passive
(—1/(sv/s))-Abhéngigkeit der TSL-Impedanzmatrix einfach durch den konstanten
Wert des Realteils bei der Mittenfrequenz ersetzt wird, weichen die Kurven nur ge-
ring voneinander ab, der resultierende Fehler vergrofiert sich um etwa eine Grofien-
ordnung und liegt an den Polstellen bei maximal 107!, Das System ist somit wieder
passiv und kann wie ein gewthnliches verlustbehaftetes Modell zu einem Netzwerk
transformiert werden.

Als Alternative zu TSL bzw. ordnungsreduzierten Modellen, die auf Projektion be-
ruhen, wird auch ein aus Zeitbereichsdaten generiertes Modell betrachtet. Dieses
wird mit dem kurz angesprochenen 4SID-Verfahren erzeugt, die Implementierung
hierzu wurde aus [87] entnommen. Fiir den verlustfreien Fall zeigt sich in Abb. 7.10,
dass dieses lineare Modell der Ordnung 68 innerhalb des betrachteten Frequenzinter-
valls ebenfalls eine gute Approximation darstellt, auch wenn die Ubereinstimmung
nicht an die von TSL heranreicht, wie aus dem Vergleich in Abb. 7.3 deutlich wird.
Es ist jedoch auch offensichtlich, dass das resultierende Modell nicht passiv ist, da
der Transmissionsfaktor schon kurz auflerhalb des interessierenden und zur Opti-
mierung herangezogenen Bereichs von 4-8 GHz den Wert Eins deutlich iibersteigt.
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Abbildung 7.8: Die Transmission Sa1 bei Annahme verlustbehafteter Impedanzwdnde.
Die Kurven der Referenz und von TSLimpw tiberdecken sich, die der passiven Ndihe-
rung weicht leicht ab.
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Abbildung 7.9: Die Abweichung des T'SL-reduzierten Impedanzmodells, das auf mag-
netischen Verlusten basiert, von der Referenzlésung, die die Eindringtiefe durch eine
dquivalente elektrische Leitfihigkeit modelliert. Die passive Niherung vergrofiert den
Fehler um etwa eine Grdffenordnung.

Wird nicht direkt ein Makromodell oder ein Ersatzschaltbild bendtigt, sondern nur
die Ubertragungsfunktion der Streuparameter, lassen sich auch mit Signalverarbei-
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Abbildung 7.10: Der Transmissionsfaktor eines durch das 4SID-Verfahren erzeugten
Makromodells fiir das verlustlose Langer-Filter.

tungsmethoden deutliche Rechenzeitgewinne gegeniiber bestehenden Verfahren er-
zielen. Ausgangspunkt ist das Zeitsignal einer transienten Simulation. Da die Struk-
tur mit einem gauBiformigen Puls angeregt wird, der oberhalb von 10 GHz keine er-
kennbaren Frequenzanteile hat, wird die Abtastrate ohne weitere Filterung so weit
reduziert, dass das Abtasttheorem gerade 10 GHz korrekt wiedergibt. Wird die Zeit-
bereichsrechnung abgebrochen, wenn 11 ns des transienten Signals berechnet sind,
fithrt dies auf 220 Abtastwerte. Werden zudem die ersten 40 Werte, die den Ein-
gangspuls enthalten, iibersprungen, findet das Steiglitz-McBride-Verfahren mit der
Ordnung 70 und fiinf Iterationen bereits ein Modell, das abgesehen von den Polstel-
len einen mittleren Fehler von nur 5-107% aufweist. Als Referenz dient die DFT eines
Zeitsignals von 1,8 ps mit also mehr als der 150-fachen Anzahl von Signalwerten.
Die Rechenzeit fiir die Berechnung der Ubertragungsfunktion betrigt mit diesem
Verfahren 91 s, 90 s fiir die transiente Rechnung und 1 s fiir die Filterbestimmung.

Das iterative Prony-Verfahren findet mit demselben Zeitsignal bei Verwendung von
10 Tterationen ebenfalls bereits ein befriedigendes Modell, wobei allerdings die reso-
nanten Pole 7,07 und 7,18 GHz zunéchst nur ungenau modelliert werden. Verwendet
man 300 Zeitwerte, was 15 ns des Signals entspricht, sind die Schétzungen von
Steiglitz-McBride und iterativem Prony etwa dquivalent. Die Berechnung dauert in
diesem Fall 120 s. Auch bei ldngeren Zeitsignalen stagniert der Fehler dieser Me-
thoden bei etwa 1073, was vermutlich auf die nicht ausreichende Genauigkeit der
Referenzlosung zuriickzufiihren ist.

Werden schlieflich die Giiten verglichen, die sich aus den Filtermodellen sowie aus
TSL nach dem in Abschnitt 3.3.3 beschriebenen Vorgehen ergeben, zeigt sich auch
hier eine gute Ubereinstimmung. In Tabelle 7.1 werden die beiden Resonanzen des
Passbands bei 4,55 GHz sowie die beiden hohen Giiten um 7,1 GHz betrachtet. Ins-
besondere TSL und Steiglitz-McBride weisen sehr &hnliche Werte fiir die Giiten auf.
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Wird eine ldngere Folge des Zeitsignals betrachtet, nidhert sich auch der iterative
Prony diesen Werten an. Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass zur Berechnung
der Giiten nur 42 bzw. 120s Rechenzeit erforderlich waren, was im Vergleich zu
bestehenden Schétzverfahren eine deutliche Verkiirzung darstellt.

Frequenz Giiten

in GHz TSL ’ Steiglitz-McBride ‘ iterativer Prony
4,56 327 332 330
4,58 300 305 306
7,07 26.568 24.132 41.594
7,18 9.100 8.472 7.081

Tabelle 7.1: Vergleich der Giiteberechnunyg.

Zum Abschluss der Betrachtung dieses Beispiels sollen alle verwendeten Verfahren in
Tabelle 7.2 noch einmal zusammengefasst werden. Als Maf fiir die Komplexitét der
Algorithmen wird jeweils die benotigte Rechenzeit sowie die Anzahl der verwendeten
Matrix-Vektor-Multiplikationen angegeben. Die Matrix-Vektor-Multiplikationen be-
ziehen sich zwar auf unterschiedliche Systeme, bilden aber dennoch einen vergleich-
baren Richtwert. Es zeigt sich, dass der im Rahmen dieser Arbeit vorgeschlagene
TSL-Algorithmus alle bestehenden Verfahren an Effizienz deutlich iibersteigt. Zur
Spektralschiatzung stellt das Verfahren nach Steiglitz-McBride ebenfalls eine nen-
nenswerte Verbesserung gegeniiber dem bisherigen AR-Filter dar.

| Verfahren | Rechenzeit[s] | M.-V.-Multip.
| FIT Zeitbereich | 9.000 | 1.500.000
FIT Zeitbereich + AR-Filter 1.047 59.803
FIT Zeith. + iterativer Prony 117 12.802
FIT Zeitb. 4+ Steiglitz-McBride 91 9.754
PVL linear, BiCG, Ordnung 22 6.901 69.207
PVL Curl-Curl, COCG, Ord. 22 613 18.146
TSL linear, Ordnung 2020/22 137 2020
TSL Curl-Curl, Ord. 1000/22 42 1000
TSL Curl-Curl, Ord. 330/22, acc. 450 37 1.230
TSL Curl-Curl, Ord. 330/22, acc. + korr. 65 1.924
TSLlossy, Ord. 1000/22 48 1.000
TSLimpw, Ord. 1000/22 48 1.000
korr. Modalanalyse, 16 Moden 344 10.049
korr. Modalanalyse, 10 Moden 181 18.146

Tabelle 7.2: Vergleich des Aufwands verschiedener Verfahren zur Reduzierung der
Ordnung des Langer-Filters. Betrachtet werden die Rechenzeit sowie die Anzahl der
Matrix- Vektor- Multiplikationen.
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7.2 6-Kreis Hohlleiter-Filter

Das zweite untersuchte Beispiel stellt ebenfalls eine Filterstruktur dar und ist in
Abb. 7.11 dargestellt. Es handelt sich um ein Wellenleiterfilter, das an beiden En-
den mit dem 2D-Feldbild des Grundmodes angeregt wird. Die Filterwirkung beruht
auf der Kopplung von sechs gekoppelten Hohlleiterresonatoren, wobei die Ubertra-
gungspole bzw. -nullstellen néherungsweise Tschebyscheff-verteilt sind. Das Filter
stellt damit einen scharfen Bandpass zwischen 7,1 und 7,3 GHz dar. Hohlleiterfilter
haben den grundsétzlichen Vorteil, dass sie sehr verlustarm sind und auch fiir hohe
Leistungen eingesetzt werden kénnen.

-

Pors |

Pot 2

Abbildung 7.11: Aufbau des betrachteten Hohlleiterfilters.

Um die Flanken des Passbands mit geniigender Genauigkeit bestimmen zu kénnen,
sind 40 Gitterlinien pro Wellenlénge erforderlich. Bei Ausnutzung einer Symmetrie-
ebene der Struktur ergibt sich eine Anzahl von 159.720 Gitterpunkten. Dies fiihrt
auf ein System von 479.160 Unbekannten in Curl-Curl-Formulierung und 958.320 im
Falle eines linearen Zustandsraums. Die Systemgrofie ist im Vergleich zum Langer-
Filter folglich deutlich vergrofiert. Die Normierung der Streuparameter erfolgt bei
der Berechnung so, dass fiir jeden Frequenzpunkt die jeweilige Wellenimpedanz als
Referenz dient, der Bezugswiderstand ist damit also variabel.

Die Anwendung des TSL-Algorithmus auf das Curl-Curl-System erweist sich erneut
als den iibrigen Verfahren deutlich iiberlegen. Die Ubertragungsfunktion der Streu-
parameter lasst sich an 1000 Frequenzpunkten auf einem 731 MHz PC in weniger
als fiinf Minuten berechnen. Dem stehen mehr als 70 min gegeniiber, die das Zeit-
bereichsverfahren in Verbindung mit einem AR-Filter benttigt und knapp 15 min
fiir die korrigierte Modalanalyse. Wie in Abb. 7.12 zu erkennen, liegen die Kurven
der Streuparameter in logarithmischer Darstellung nahezu ununterscheidbar iiber-
einander. T'SL benotigt bei Anwendung des automatischen Stoppkriteriums 760 Ite-
rationen im ersten Schritt und 10 im zweiten. Das Abbruchkriterium wurde hierbei
erstmals nach 500 Iterationen angewandt und anschliefend alle 20 Iterationen wie-
derholt, wobei etwa 1% der Rechenzeit fiir das Kriterium aufgewendet wurde.

Die folgende Abb. 7.13 zeigt den absoluten Fehler der Streuparameter im Vergleich
zu einer Frequenzbereichsrechnung mit MWS. Auch hier ist die maximale Abwei-
chung der Streuparameter kleiner als 1072,
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Abbildung 7.12: Der Frequenzverlauf der Streuparameter des Hohlleiterfilters. Die

Referenzkurven und die Ergebnisse von TSL mit p = 760 und ¢ = 10 sind nahezu
ununterscheidbar.
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Abbildung 7.13: Die Abweichung der TSL-Streuparameter des Hohlleiterfilters im
Vergleich zur Losung des nicht reduzierten Systems.

Im Fall einer Modalanalyse werden acht Moden verwendet. Dies sind die sechs Pole,
die innerhalb des interessierenden Frequenzbereichs liegen, sowie zwei darunter lie-
gende. Aus Abb. 7.14 wird deutlich, dass die einfache Modalanalyse nur schwache
Ahnlichkeiten mit der Referenzkurve aufweist, wihrend die Kurve nach der Korrek-
tur eine deutlich bessere Approximation darstellt. Dies betont erneut die Bedeutung
der Korrektur in der Modalanalyse. Die Rechenzeit der Modalanalyse betrdagt 1.027
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Sekunden, wovon 27 % fiir den Korrekturschritt benttigt wurden.
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Abbildung 7.14: Derselbe Frequenzverlauf bei Anwendung der einfachen sowie der
korrigierten Modalanalyse mit 8 Moden. Nur die korrigierte Kurve zeigt gute Uber-

einstimmung mit der Referenzkurve. Es zeigt sich die Bedeutung der Korrektur fiir
diese Methode.

Wird das Spektrum aus einer Zeitbereichsrechnung gewonnen, lésst sich die Lénge
des bendtigten Zeitsignals mit den beschriebenen Signalverarbeitungsansétzen wie-
der deutlich reduzieren. In der als Referenz betrachteten transienten Simulation
in Verbindung mit einem AR-Filter wird ein Signal von 28ns Lénge oder 59.801
Zeitschritten bendtigt. Mit dem Verfahren nach Steiglitz-McBride reicht bei glei-
cher Approximationsqualitét bereits ein Signal von etwa 14 ns mit folglich nur etwa
der Hilfte der Zeitschritte (29.866). Dies halbiert in etwa auch die Rechenzeit von
4.657 s auf 2.238 s, ein Wert der allerdings dennoch deutlich iiber dem vergleichbaren
Aufwand fiir TSL oder eine Modalanalyse liegt. Einen Uberblick gibt die Tabelle
7.3.

| Verfahren | Rechenzeit[s] | Matrix-Vektor-Mulk. |
FIT Zeitbereich 4+ AR-Filter 4.657 59.801
FIT Zeitbereich + Steiglitz-McBride 2.238 29.866
TSL linear, Ordnung 1.560/10 881 1.560
TSL Curl-Curl, Ordnung 760/10 287 760
‘ korr. Modalanalyse, 8 Moden ‘ 1.027 ‘ 3.245 ‘

Tabelle 7.3: Vergleich des Aufwands verschiedener Verfahren zur Reduzierung der
Ordnung des Hohlleiterfilters.
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7.3 Patchantenne

Als typisches Beispiel fiir eine Struktur, die offene Randbedingungen erfordert, soll
im Weiteren eine Patchantenne untersucht werden, die in Abb. 7.15 gezeigt ist. An-
tennen dieser Art zeichnen sich dadurch aus, dass sie sehr Platz sparend sind und
einfach sowie giinstig hergestellt werden konnen, weswegen sie vielfache Verwen-
dung finden. Die hier betrachtete Antenne besteht aus einer diinnen, als unendlich
leitfahig angenommenen, rechteckigen Metallschicht mit den Maflien 12,45 x 16 mm,
die auf einem 0,8 mm dicken dielektrischen Substrat aus Teflon mit ¢ = 2, 2 aufge-
bracht ist. Die Unterseite des Substrats ist ebenfalls metallisiert, was im diskreten
Modell durch eine elektrische Randbedingung realisiert ist. Oberhalb der Anten-
ne befinden sich 3 mm Luft, der weitere Auflenraum wird durch eine vierschichtige
PML-Randbedingung nachgebildet. Die Speisung der Antenne erfolgt iiber eine 50 2
Mikrostreifenleitung, die wiederum durch einen Wellenleiterport angeregt wird.

Abbildung 7.15: Aufbau der untersuchten Patchantenne. Die Fliche, an der die Sig-
naleinspeisung durch einen Wellenleiterport erfolgt, ist links im Bild gekennzeichnet.

Die Antenne wurde fiir eine Sendefrequenz von 7,5 GHz optimiert, es ist also zu er-
warten, dass der Reflexionskoeffizient fiir diese Frequenz minimal wird. Untersucht
werden soll die Antenne in einem Frequenzbereich von 6-9 GHz. Da bei ausreichen-
der Modellgrée die Kurven aller Verfahren die Referenzkurve iiberdecken, wird
diese einmal in Abb. 7.16 dargestellt. Die spiteren Untersuchungen vergleichen nur
die erforderliche Systemgrofie, um die Referenz auf einen vorgegebenen Fehler zu
approximieren.

Wird die kleinste auftretende Wellenldnge mit 15 Gitterlinien abgetastet, fithrt dies
auf etwa 4.200 Gitterzellen innerhalb der Struktur sowie dieselbe Anzahl von Zellen
im absorbierenden PML-Material. Zur Beschreibung der Antenne und der absorbie-
renden Randbedingung als System existieren nun drei Moglichkeiten:

e Wird ein komplexes ddmpfendes Material entsprechend Gl. 2.2.26 angenom-
men, kann wie in den vorigen Beispielen ein lineares oder ein Curl-Curl-System
aufgestellt werden. Allerdings werden die Matrizen komplex, weswegen das
Modell nicht kausal und folglich nicht fiir Zeitbereichssimulationen geeignet
ist. Das Curl-Curl-System hat nach Eliminierung aller Nullspalten und -zeilen
eine Ordnung von 17.744.
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Abbildung 7.16: Reflexionsfaktor der Patchantenne. Bei 7,5 GHz liegt die Resonanz
der Antenne, d.h., es erfolgt die maximale Abstrahlung.

e Wird ein frequenzabhéngiges komplexes Material nach der Beziehung Gl. 2.2.27
verwendet, entsteht ein System zweiten Grades nach GIl. 3.1.23b. Dieses hat
nach der Eliminierung 36.064 Unbekannte und kann mit Hilfe des WCAWE-

Algorithmus in der Ordnung reduziert werden.

e Das System zweiten Grades lésst sich wiederum durch Hinzunahme von Varia-
blen durch Gl. 3.1.15 in ein in der Frequenz lineares System transformieren und
entsprechend mit den bekannten Verfahren reduzieren. Das lineare System hat
etwa 47.432 Unbekannte. Setzt man diese in Relation zu den 4.200 Gitterzellen,
zeigt sich, dass die Systemgrofle bei Verwendung von PML-Randbedingungen
massiv anwéchst.

Bedauerlicherweise zeigt sich, dass sich die Kondition der Matrizen im Vergleich
zum Fall der resonanten Systeme durch das PML-Material merklich verschlechtert
und partielle Realisierungen in einem frithen Stadium stagnieren. Der effiziente TSL-
Algorithmus kann daher in diesem Fall nicht angewendet werden. Zur Untersuchung
werden daher die Lanczos-basierte Padé-Approximation (PVL), die Arnoldi-basierte
symmetrische Padé-Typ-Approximation und das WCAWE-Verfahren verwendet.

Da die Matrizen fiir eine LU-Zerlegung bereits zu grof§ sind, wird das iterative BiCG-
Verfahren zur Losung der linearen Systeme genutzt. Eine Vorkonditionierung wird
hierbei nicht verwendet, da sich eine unvollstéindige LU-Zerlegung als unwirksam
herausgestellt hat und andere Verfahren fiir die entsprechenden Matrixstrukturen
nicht ohne weiteres verfiighbar sind. Als Entwicklungspunkt wird die Mitte des inte-
ressierenden Frequenzbandes bei 7,5 GHz gewihlt, die geforderte Solvergenauigkeit
ist 107%. In Tabelle 7.4 wird die jeweilige Modellordnung verglichen, die benétigt
wird, um einen mittleren Fehler von 10~* bzw. 107 zur Referenz einzuhalten.
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Fehler | Padé Curl-Curl Padé linear | Padé-Typ linear WCAWE
10~ 8 7 12 12
10°¢ 11 11 19 19

Tabelle 7.4: Grife des mit unterschiedlichen Verfahren berechneten reduzierten Mo-
dells, um den vorgegebenen Fehler zu erreichen.

Es zeigt sich klar, dass die Grofle des reduzierten Modells vom Typ der Approxi-
mation, nicht aber von der gewéhlten Formulierung abhéngt. So haben die Padé-
Approximationen der Curl-Curl und der linearen Formulierung etwa die gleiche Ord-
nung, ebenso die symmetrischen Projektionen mit Arnoldi im linearen Fall und
mit WCAWE im System zweiten Grades. Interessiert die Modellgrofle, produzieren
also die reinen Padé-Approximationen die kleinsten Modelle. Vergleicht man den
numerischen Aufwand, bené6tigt aber jede Iteration der Padé-Approximation zwei
Systemlosungen pro Iteration, die symmetrischen Verfahren nur eine. Der Gesamt-
aufwand ist demnach bei den Padé-Typ-Approximationen — dieselbe Systemformu-
lierung vorausgesetzt — geringer.

Rechenzeiten haben an dieser Stelle nur geringe Aussagekraft, da nicht optimierte
Gleichungsloser verwendet werden. Um aber einen Richtwert zu geben: Um einen
Fehler von 10~ zu erreichen, benétigt die Padé-Approximation 348s im Curl-Curl-
und 3.368 s im linearen Fall. Die symmetrische Projektion braucht 2.955s, WCAWE
6.865s. Alle Rechnungen erfolgten auf einem 1,7 GHz PC. Da die Zeitbereichsimu-
lation desselben Modells gerade 22 s benétigt, ist ein Fast Frequency Sweep folglich
keinesfalls sinnvoll bzw. moglich. Ein reduziertes Modell nach dem 4SID-Verfahren
lasst sich aus den Zeitsignalen ebenfalls innerhalb von Sekunden berechnen, das
Verfahren ist fiir Strukturen mit offener Berandung also deutlich effizienter. Die Ge-
nauigkeit des 4SID-Modells erreicht mit 1072 bei der Ordnung 15 allerdings nicht
ganz die Werte der projizierten Modelle.

Keines der generierten Modelle erhélt die Passivitdt des Systems. Da die Matrix
A nach GI. 3.1.23a keine positiv reelle Matrix darstellt, kann selbst eine reell sym-
metrische Projektion die Passivitéit des Systems nicht gewihrleisten. Die Frage nach
einer passiven Naherung mit geringer Ordnung fiir PML-berandete Strukturen bleibt
folglich ein ungeltstes Problem.

7.4 Chip-Interconnect-Modell

Als abschliefendes Beispiel soll das Gehduse eines integrierten Schaltkreises (engl.
Integrated Circuit, IC') untersucht werden. Es handelt sich um das P-TSSOP24-
Gehéause der Infineon Technologies AG. Die vollstandige Struktur ist links in Abb.
7.17 gezeigt; die eigentlich relevante Zuleitungsstruktur, die so genannte Intercon-
nect-Struktur, mit den Pins und dem Siliziumpléttchen, das die logische Schaltung
beinhaltet, ist auf der rechten Seite abgebildet. Das Gehéuse besitzt 24 Zuleitungen
und kann diverse Schaltungen aufnehmen. Ausgelegt ist es fiir den Mobilfunkbereich
mit Betriebsfrequenzen von 900 MHz bzw. 1,8 GHz.
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Abbildung 7.17: Das untersuchte Chipgehduse mit 24 Zuleitungen. Links ist die si-
mulierte Gesamtstruktur einschliefSlich des Substrats dargestellt, rechts die zum Teil
im Inneren liegenden metallischen Zuleitungen und das Siliziumpldttchen. Die Num-
merierung markiert die Ports, deren Streuparameter in der folgenden Abbildung dar-
gestellt sind.

Im diskreten Modell wird das Silizium als Material, nicht aber als logische Schal-
tung betrachtet. Schwerpunkt des Interesses sind die Feldeffekte, wie Laufzeiten und
Nebensprechen, die sich in und zwischen den Zuleitungen auswirken. Jeder der Pins
wird daher am Anfang und am Ende mit je einem diskreten Port zur geerdeten
Grundmetallisierung des Stubstrats verbunden und dariiber angeregt. Der Innenwi-
derstand dieser Ports betrédgt 50 €2. Je ein Port verbindet auch das Siliziumplattchen
und eine Abschirmplatte unterhalb des Siliziums mit der Erdung. Die Gesamtstruk-
tur weist somit 50 Ports auf, eine Anzahl, die fiir jede Form der Makromodellierung
eine grofle Herausforderung darstellt. Da in der Digitaltechnik Pulse mit Frequenzan-
teilen bis zur zehnten Oberschwingung relevant sein kénnen, wird die Struktur in
einem Bereich von 0-25 GHz simuliert. Wird die Gitterauflosung so gewéhlt, dass
die kiirzeste Wellenldnge mit 10 Gitterlinien abgetastet wird, fithrt dies auf eine
Gitterpunktzahl von 22.704.

Da die Abstrahlung der Zuleitungen in den freien Raum sehr gering ist, wurde das
Rechengebiet, abgesehen von der Metallisierung des Substrats, mit magnetischen
Réndern umgeben. Die Losung ist hierbei nahezu identisch im Vergleich zu einer mit
PML-Berandungen berechneten. Die Probleme der Reduzierung der Ordnung, die
anhand des vorigen Beispiels beschrieben wurden, kénnen somit vermieden werden.

Die Reduzierung des Modells erfolgt durch TSL in der Curl-Curl-Formulierung, die
rund 68.000 Unbekannte enthilt. Die Koppelmatrix B enthélt nun 50 Vektoren.
Um ein Taylormoment des Originalsystems zu bestimmen sind also 50 Lanczos-
Schritte erforderlich. Die Curl-Operatoren werden erneut sukzessive ausgefiihrt. Als
Abbruchkriterium wird in beiden Schritten ein Wert von 10~% verwendet. Im ersten
Schritt wird es erstmals nach 2000 und in der Folge alle 50 Iterationen durchgefiihrt.
Der erste Schritt bricht damit nach 5400 Iterationen und 3.623 s Rechenzeit ab. Der
zweite Schritt berechnet 137 Iterationen und bendétigt dafiir 92s. Die Gesamtrechen-
zeit liegt also knapp iiber einer Stunde. Ein Durchlauf einer Zeitbereichsmulation
benétigt im Vergleich 268 s. Werden jedoch alle 50 Ports nacheinander angeregt, um
tatséchlich die volle Streumatrix zu bestimmen, fithrt dies mit 13.400 s auf mehr als
die dreifache Rechenzeit. Wenn die vollstindige Ubertragungsmatrix benétigt wird,
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wie dies beispielsweise fiir ein Makromodell der Fall ist, erweist sich TSL wieder
iiberlegen gegeniiber 4SID oder anderen Verfahren, die auf Zeitsignalen basieren.

1.0

| Referenz
21 ----TSL

o
oS
1

Streuparameter

] v v T v T v v
0 5 10 15 20 25
Frequenz/GHz

Abbildung 7.18: Der Verlauf ausgewdhlter S-Parameter des Chipmodells bei Anre-
gung von Port 1. Verglichen werden die Referenzlésung und das TSL-Ergebnis.

Wie in Abb. 7.18 dargestellt, zeigen die TSL-Streuparameter grundsétzlich eine sehr
gute Ubereinstimmung mir der MWS-Referenz. Aus den insgesamt von dem Modell
reprisentierten 50 x 50 = 2.500 Ubertragungsfunktionen werden hierbei natiirlich
nur ein kleiner Teil abgebildet. Betrachtet werden Transmission und Reflexion bei
Anregung von Port 1 sowie der Einfluss auf die beiden benachbarten Zuleitungen.
Die zugehérige Portnummerierung ist ebenfalls in Abb. 7.17 rechts zu erkennen.

Aus den TSL-Matrizen lésst sich erneut ein garantiert passives Ersatzschaltbild
mit 822 Elementen generieren. Dieselbe Chipstruktur wurde in [101] auch genutzt,
um einen alternativen Ansatz zu testen, ein Ersatzschaltbild zu erstellen. Hierbei
wird jede Zuleitung einzeln durch ein RLC-Leitungsmodell nachgebildet. Das Ne-
bensprechen wird durch Koppelkapazitidten und zusétzliche Kopplungen zwischen
den Induktivitdten nachgebildet. Die Struktur des Ersatzschaltbildes ist also vorge-
geben, die Koeffizienten des Modells werden lediglich aus den Streuparametern fiir
eine Frequenz optimiert. Die Qualitdt des Modells kann zusétzlich iiber die Anzahl
der in Reihe geschalteten Leitungsglieder gesteuert werden, was als Kaskadierung
bezeichnet wird, genauere Details in [101]. In Abb. 7.19 werden die besten in dieser
Veroffentlichung erreichten Fehler mit denen des TSL-Verfahrens verglichen. Da die
Fehler der mit TSL berechneten Streuparameter alle im gleichen Rahmen liegen,
wird auf eine einzelne Beschriftung in der Abbildung verzichtet.

Zum Vergleich werden zwei Leitungsmodelle herangezogen. Das erste wurde bei
10 GHz optimiert und es wird nur eine Kaskade verwendet, was auf einen verhélt-
nisméfig konstanten Fehler von 0,05 bis zu Frequenzen von 10 GHz fithrt. Das andere
bei 1 GHz optimierte Modell in drei Kaskaden erreicht einen sehr geringen Fehler bis
etwa 5 GHz, steigt dann aber stark an. Zur Optimierung wurden nur drei Zuleitungen
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Abbildung 7.19: Der Fehler der mit TSL berechneten Streuparameter im Vergleich
zu einem Leitungsmodell, das an unterschiedlichen Entwicklungspunkten (EP) opti-
maert wurde. Da alle TSL-Fehler vergleichbar sind, wird auf separate Kennzeichnung
verzichtet.

modelliert. Die Zahl der Elemente betragt fiir das erste Netzwerk mit einer Kaskade
34 Elemente, fiir das zweite mit drei Kaskaden 88. Erweitert man das Verfahren
allerdings auf alle 50 Ports wie im TSL-Fall, steigt die Zahl der Koppelkoeffizienten
quadratisch an. Auch der Aufwand fiir die Optimierung wéchst deutlich.

Der Fehler von TSL liegt im gesamten betrachteten Frequenzbereich bei unter 1072,
das resultierende Modell ist dem Leitungsmodell folglich sowohl von der Genauigkeit
als auch vom benétigten Aufwand deutlich iiberlegen.



Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

Zielsetzung dieser Arbeit war es, ein Modell einer elektromagnetischen Struktur
zu generieren, das mit moglichst geringer Ordnung das Ubertragungsverhalten des
Bauteils in einem gewissen Frequenzbereich nachbildet. Ausgangspunkt hierfiir ist
eine Diskretisierung der Struktur nach der Methode der Finiten Integration.

Zur Generierung des Modells existieren dabei zwei grundsétzlich unterschiedliche
Ansitze: Entweder wird das diskretisierte Modell zunéchst berechnet und aus den
Ergebnissen ein Makromodell extrahiert oder das Makromodell wird direkt aus der
mathematischen Beschreibung der diskretisierten Struktur gewonnen. Die Berech-
nung des reduzierten Modells direkt aus dem Originalsystem hat insbesondere den
Vorteil, dass wiahrend des Reduktionsprozesses auch eine Losung des Modells be-
reitgestellt wird. So erfolgt die Losung des Systems als Fast Frequency Sweep auf
der reduzierten Basis anstelle der des grofien Originalsystems. Diese Arbeit konzen-
triert sich daher auf den zweiten Fall, zieht aber Ergebnisse aus dem ersten Ansatz
zum Vergleich heran. Auch die Untersuchung der Spektralschétzverfahren fillt in
die erste Kategorie.

Die Methode der Finiten Integration (FIT) stellt eine konsistente Ubertragung der
kontinuierlichen Maxwellschen Gleichungen in den Gitterraum dar. Neben einer all-
gemeinen Einfithrung wird die Behandlung des Randes néher betrachtet. Hierbei
wird insbesondere eine neue Formulierung der Impedanzrandbedingung fiir sehr gu-
te Leiter vorgeschlagen, die auf geringen magnetischen Verlusten basiert, damit eine
deutliche Verbesserung der Kondition des Systems bewirkt und eine vereinfachte Be-
handlung bei der spéteren Reduzierung der Ordnung ermdoglicht. Zur Anregung wird
anstelle des klassischen offenen Wellenleiterrands eine Formulierung vorgestellt, die
ein geschlossenes System mittels eines dquivalenten Stroms anregt. Dies fithrt auf
eine Impedanzdarstellung des Systems in klassischer oder erweiterter Zustandsraum-
darstellung. Mit den Methoden der Systemtheorie konnen daraus wichtige Systemei-
genschaften wie Kausalitédt, Stabilitdt und Passivitit einfach untersucht werden. Es
zeigt sich hierbei, dass mit FIT diskretisierte Systeme in nahezu allen Féllen diese
Eigenschaften erhalten, sofern sie von der vorgegebenen Struktur erfiillt sind. Aus-
nahmen bilden PML-berandete Strukturen, deren Passivitét nicht allgemein nachge-
wiesen werden kann, sowie der vorgeschlagene Impedanzrand, wobei die Passivitét
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im zweiten Fall durch eine kleine Naherung wieder garantiert werden kann. Zwi-
schen den aufgestellten Impedanzmodellen und den in der Praxis meist relevanteren
Streumatrizen besteht ein enger Zusammenhang.

Die untersuchten Systeme bilden die Grundlage fiir die Reduzierung der Modell-
ordnung durch einen allgemeinen Projektionsansatz. Unter der Voraussetzung, dass
alle Systemmatrizen positiv reelle Matrizen darstellen, wird bei einer symmetrischen
Projektion auf einen reellen Unterraum die Passivitéit des Originalsystems auch im
reduzierten Modell erhalten. Dies ist fiir die meisten vorgestellten Formulierungen
erfiillt, Ausnahmen bilden aber linearisierte Systeme sowie Systeme PML-berandeter
Strukturen. Wird hingegen eine unsymmetrische Projektion auf zwei Unterrdume
angewendet, kann im Allgemeinen eine verbesserte Approximationsgiite erzielt wer-
den.

Eine entscheidende Rolle als Projektionsmatrizen spielen Krylov-Unterrdume. Wer-
den sie direkt aus dem System bestimmt, ergibt sich durch Projektion eine partielle
Realisierung, werden sie aus dem invertierten System berechnet, folgt durch Pro-
jektion eine Padé-Approximation. Die bisher wenig beachteten partiellen Realisie-
rungen fithren zwar generell auf groflere Modelle, sind vom Rechenaufwand einer
Padé-Approximation aber hiufig weit {iberlegen. Wendet man zur Bestimmung ei-
ner partiellen Realisierung aus der Eigenwertberechnung bekannte Techniken wie
Beschleunigungspolynome an, lésst sich zudem ein nahezu flieBender Ubergang zur
Modalanalyse finden. Somit wird es moglich, den Projektionsunterraum im Spei-
cher zu halten, um z. B. Feldlosungen zu berechnen. Werden die hoheren Moden zu
stark unterdriickt, fithrt dies auf einen Fehler, der durch eine einfache aber effiziente
Korrektur behoben werden kann.

Die Vorteile der beiden genannten Verfahren werden schliefllich durch den im Rah-
men dieser Arbeit entwickelten T'wo-Step-Lanczos-Algorithmus (TSL) verbunden. In
einem ersten Schritt wird eine partielle Realisierung berechnet. Diese hat bereits eine
Grofle, in der sie leicht LU-zerlegt werden kann, was die nachfolgende Berechnung
einer Padé-Approximation auf effiziente Weise ermdoglicht. Das resultierende Modell
hat folglich die Dimension einer Padé-Approximation, wiahrend der Rechenaufwand
den einer partiellen Realisierung nur leicht iibersteigt. Zudem wird ein eigenwert-
basiertes Abbruchkriterium vorgeschlagen, womit sich ein vergleichbarer Fehler in
beiden Schritten ergibt. Der Algorithmus kann somit vollstindig automatisch ab-
laufen. Besondere Effizienz zeigt das Verfahren, wenn es in Verbindung mit einer
Curl-Curl-Formulierung verwendet wird. Das System bleibt auch bei Verwendung
von imagindren Entwicklungspunkten, die sich als besonders geeignet erweisen, reell
und symmetrisch. Das reduzierte Modell erhélt folglich bei maximaler Approxima-
tionsgenauigkeit seine Passivitit. Das Verfahren kann einfach erweitert werden, um
geringe parasitidre Verluste zu beriicksichtigen. Diese werden auf die Unterrdume des
verlustfreien Systems projiziert. Durch diese Naherung stimmen zwar die Momente
mit denen des Originalsystems nicht mehr exakt {iberein, die Vorteile der Methode
werden aber in vollem Umfang erhalten.

Anhand mehrerer realistischer Filterbeispiele wird die Effizienz des TSL-Algorith-
mus eindrucksvoll belegt. Der Rechenzeitgewinn gegeniiber klassischen Zeitbereichs-
verfahren in Verbindung mit einem AR-Filter liegt bei einem Faktor zwischen 10
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und 25. Das Verfahren wurde fiir bis zu 7,5 Millionen Unbekannte getestet und
erweist sich als sehr robust. Auch die Erweiterung auf Verluste fiihrt zu keinen
erkennbaren Genauigkeitseinbuflien. Auch im kritischen Anwendungsfall einer Inter-
connect-Struktur mit 50 Ports erwies sich TSL als konkurrenzfihig im Vergleich zu
Zeitbereichsverfahren.

Die aus TSL resultierenden Makromodelle lassen sich auch unmittelbar in ein Er-
satzschaltbild wandeln und somit in einem Netzwerksimulator verwenden. Insbeson-
dere aus einem verlustlosen TSL-Modell lésst sich ein physikalisches Netzwerk allein
aus LC-Schwingkreisen und wahlweise idealen Ubertragern oder linearen gesteuer-
ten Quellen realisieren. Fiir andere Formulierungen kommt das Netzwerk eher einem
mathematischen Hilfsmittel gleich, welches auch negative Elemente beinhalten kann.
Ist die Passivitit des zu Grunde liegenden Modells gewéhrleistet, bleibt sie auch im
Netzwerk erhalten.

Wie das Beispiel einer Patchantenne zeigt, liasst sich der Projektionsansatz auch
auf stark verlustbehaftete Systeme, z. B. in Verbindung mit einem PML-Rand, an-
wenden. Allerdings zeigt sich, dass der erste Schritt von TSL in vielen Féllen friih
stagniert. Reduzierte Modelle miissen in diesem Fall direkt iiber Padé-basierte Ap-
proximationen generiert werden. Allerdings bietet gerade in diesem Fall der Zeitbe-
reich eine effiziente Alternative und Makromodelle lassen sich iiber andere Verfahren
wie 45ID aus den Zeitbereichsdaten gewinnen.

Sofern nur das Ubertragungsverhalten der Struktur gesucht ist, kénnen auch fiir
resonante Systeme Methoden benutzt werden, die auf Zeitsignalen aufbauen. Ein
eigener Abschnitt widmet sich Verfahren, die aus dem Zeitsignal die Koeffizienten
eines digitalen Filters optimieren und daraus das Spektrum berechnen. Wenn das
Zeitsignal noch nicht vollstandig abgeklungen ist, weist dieses Vorgehen deutliche
Vorteile gegeniiber einer DFT auf. Neben den bereits héufig eingesetzten AR- und
Prony-Filtern bewéhren sich hierbei zwei iterative Algorithmen, das iterative Prony-
Verfahren und das Verfahren nach Steiglitz-McBride. Insbesondere das zweite zeigt
sich als sehr zuverldssig zur Schétzung von zum Teil sehr hohen Giiten im Bereich
von 10, wie am Beispiel eines neunzelligen TESLA-Resonators gezeigt wird.

Als Fazit bleibt festzustellen, dass der TSL-Algorithmus ein sehr robustes und viel-
seitiges Verfahren fiir verlustlose oder schwach verlustbehaftete resonante Struk-
turen bildet. Insbesondere zur Berechnung von Filtern ist TSL zur Zeit, was die
Rechenzeiten angeht, konkurrenzlos. Fiir den klassischen Anwendungsfall, in dem
das Port-Ubertragungsverhalten gesucht ist, kann TSL immer eingesetzt und somit
neben klassischen Zeit- und Frequenzbereichslosern als drittes alternatives Verfahren
zur Berechnung angesehen werden. Dariiberhinaus eréffnet TSL neue Moglichkeiten
zur Feld-Netzwerk-Kopplung.

Als Ausblick sind weitere Anwendungsfille und Erweiterungen fiir TSL denkbar.
So kann das Verfahren zur schnellen Optimierung von Filterstrukturen eingesetzt
werden. Auch die Verwendung des TSL-Makromodells zur Berechnung einer Teil-
struktur innerhalb des Rechengebiets — alternativ zu bzw. in Verbindung mit Unter-
gittern — kénnte untersucht werden. Neben den Streuparametern oder Giiten lassen
sich auch weitere sekundére Groflen wie beispielsweise effektive Materialeigenschaf-
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ten bei Meta-Materialien aus dem TSL-Modell gewinnen. Auch zusétzliche verallge-
meinerte Ports, z.B. fiir Strahlimpedanzen, sind denkbar. Es erscheint weiterhin viel-
versprechend, TSL mit anderen Verfahren zur Ordnungsreduzierung, wie z.B. einer
Balanced Truncation, zu verkniipfen. Die Reduzierung der Ordnung in Verbindung
mit PML-berandeten Strukturen erweist sich bisher als ineffizient, was vor allem an
der langsamen Konvergenz der verwendeten iterativen Gleichungsloser liegt. Hier
kénnte eine effektive Vorkonditionierung vermutlich Abhilfe schaffen. Letztlich wére
eine Formulierung oder zumindest eine Naherung, die die Passivitit einer PML-
berandeten Struktur im reduzierten Modell gewéhrleistet, sehr wiinschenswert.



Anhang A

Der Bi-Lanczos-Algorithmus

Der folgende Bi-Lanczos-Algorithmus fithrt eine unsymmetrische (Block-)Tridiago-
nalisierung einer allgemeinen quadratischem Matrix A durch. Er verwendet eine
Bandformulierung, die unterschiedliche Dimensionen der Startmatrizen B und C
zuldsst. Der Algorithmus orientiert sich an den in [64, 53] vorgeschlagenen Versio-
nen, fithrt jedoch eine verdnderte Orthogonalisierung durch. Auch die Behandlung
komplexer Matrizen ist erweitert. Deflationierung und Look-Ahead werden an dieser
Stelle nicht betrachtet, fiir eine ausfiihrliche Darstellung siehe [53].

Abweichend zu den Angaben in Abschnitt 4.2.2.3 sind die Matrizen V und W
orthogonal, aber nicht orthonormal definiert, es gilt W1V = A = diag(d;). Dies
erleichtert die Erweiterung auf Deflationierung und Look-Ahead. Als Folge werden
innerhalb des Algorithmus zwei Lanczos-Matrizen T und T sowie A genutzt. Die
zur Reduzierung der Ordnung benotigten Matrizen A,, B, und C, kénnen nach
Ablauf des Algorithmus leicht aus T, T und A extrahiert werden.

Der Algorithmus lautet im Einzelnen:

gegeben: A, B = (by,...,b,,), C=(cy,...,¢), p

for i = 1: p+ max(m,1) Erzeuge Krylov- und Hilfsvektoren

ifi<m Neuer Vektor v

v; = by
else

vi=Avin,
end
Jo = max(1,i — 2m) Biorthogonalisierung v zu w
for j=jgg:i—1

wiv,
tjﬂ' - J
0;

VvV, =V; — tjﬂ‘Vj

end
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Anhang A: Der Bi-Lanczos-Algorithmus

tii = ||vill2
v, =V /ti;
ife <1

W; = C;
else

_ AH
w;, = AV,
end

Jo = max(1,i — 2[)
forj=jp:i—1

~ VjHWZ'
g =
05
W; = W; — tj’in
end
tii = ||will2

W; = Wi/fi,i

— H
61' = Wi V;
end
Ap - [tl..p,erl.‘erp]

Bp = [?Vl.-p,l..m]
C,=[tip11]"A

V, = [V
W, = [Wl-'p]A_l

Neuer Vektor w

Biorthogonalisierung w zu v

Matrizen des reduzierten Systems

V, und W, werden tblicherweise nicht im
Speicher gehalten!
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Allgemeine Symbole und Schreibweisen

N, R
floor(z)
X, x
M, D, 1
U

T, H

Ly,

My,

x' MT
diag(zr)
cig(M)
span(M)
rank(M)
J

x*

< MH

Re{z},Im{z}
0A, oV
O

Menge der natiirlichen bzw. reellen Zahlen

Néchstkleinere ganze Zahl

Vektordarstellungen

Matrix, Diagonalmatrix, Einheitsmatrix

Obere Dreiecksmatrix

(Block-) Tridiagonalmatrix, obere (Block-)Hessenberg-Matrix
Skalare Komponente eines Vektors x

Element der Matrix M

Transponierte eines Vektors bzw. einer Matrix
Diagonalmatrix mit den Eintrégen xy

Eigenwerte der Matrix M

Von den Vektoren der Matrix M aufgespannter Unterraum
Rang der Matrix M

Imaginére Einheit

Konjugiert komplexer Wert (auch Vektoren und Matrizen)
Konjugiert komplexe Transponierte eines Vektors bzw. einer Ma-
trix

Real- und Imaginérteil einer komplexen Grofie

Berandung einer Fliche, eines Volumens

LANDAU-Symbol zur Behandlung von Fehlerordnungen

Klassische Feldtheorie

E

D

H

B

p—» — — —
Iy Jiy Jgy Je
k

€, €

1

P, M

K

Elektrische Feldstéirke

Dielektrische Verschiebung

Magnetische Feldstéirke

Magnetische Flussdichte

Elektrische Raumladungsdichte

Elektrische Stromdichte (gesamt, Leitungsstromdichte, Konvekti-
onsstromdichte, eingeprigte Stromdichte)

Komplexe Wellenzahl

Skalare bzw. tensorielle Permittivitét

Skalare bzw. tensorielle Permeabilitét

Tensorielle elektrische bzw. magnetische Suszeptibilitét
Polarisation, Magnetisierung

elektrische Leitfahigkeit
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t Zeit
A Wellenlénge
f,w,s Frequenz, Kreisfrequenz, Laplace-Variable

Methode der Finiten Integration

3

<o
<2Q3

3

!

PaIais
l> -

s Nguz:hz?.
<

5

C{u”v,w}

A{u,v,w}

ét,mv ht,m
N 0,0}

m

Priméres bzw. duales Gitter

Volumen einer priméren bzw. dualen Gitterzelle
Elementarfliche des priméren bzw. dualen Gitters
Elementarléinge des primédren bzw. dualen Gitters
Primérer bzw. dualer Gitterpunkt

Anzahl der Gitterebenen in u-, v- und w-Richtung
Anzahl der Gitterpunkte

Gitterschrittweiten

Zeitschrittweite (allgemein, maximal)

Gittervektor, Komponente der diskreten elektrischen Spannung
Gittervektor, Komponente der diskreten elektrischen Fliisse
Gittervektor, Komponente der diskreten elektrischen Strome
Gittervektor, Komponente der eingepréigten elektrischen Stréme
Gittervektor, Komponente der diskreten elektrischen Ladungen
Gittervektor, Komponente der diskreten magnetischen Spannung
Gittervektor, Komponente der diskreten magnetischen Fliisse

Diskrete partielle Differentiationsoperatoren

Rotationsoperator auf dem priméren bzw. dualen Gitter
Divergenzoperator auf dem priméren bzw. dualen Gitter
Gradientenoperator auf dem priméren bzw. dualen Gitter
Verkniipfungsmatrix zwischen elektrischen Fliissen und Spannun-
gen

Verkniipfungsmatrix zwischen magnetischen Fliissen und Spannun-
gen

Verkniipfungsmatrix zwischen Leitungsstromen und elektrischen
Spannungen

Matrix zur Beschreibung der klassischen Impedanzrandbedingung
Matrix zur Beschreibung der Impedanzrandbedingung mit magne-
tischer Leitfahigkeit

Komplexer Dampfungsterm des PML-Mediums

Komplexer Materialtensor des PML-Mediums

Transversales Feldbild des Modes m
Topologische Matrix zur Bildung des diskretes Kreuzprodukts
Anregungsvektor des Ports m
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Systemdarstellungen

S

,u
i

~.

N T

Dg
87, NZ
6S, AS
Qr

Spannung, Vektor der Portspannungen

Strom, Vektor der Portstrome

Allgemeine Ubertragungsfunktion
Impedanzmatrix

Diagonalmatrix der Leitungsimpedanzen
Wellenamplitude der ein- bzw. auslaufenden Welle
Vektoren der Wellenamplituden aller Ports
Streumatrix

Zustandsvektoren

Matrizen der klassischen Zustandsraumdarstellung

Systemmatrix eines linearen Systems

Systemmatrix eines Curl-Curl-Systems mit bzw. ohne Beriicksich-
tigung von M,

Matrix der Portanregungsvektoren

Matrix der Verluste einer Curl-Curl-Darstellung

Matrix der Impedanzwand-Verluste einer Curl-Curl-Darstellung
Gramsche Steuerbarkeits-, Beobachtbarkeitsmatrix

Normierte Impedanz

Diagonale Gitterkorrekturmatrix der Ports
Relativer, absoluter Fehler der normierten Impedanz
Relativer, absoluter Fehler der Streuparameter

Giite der Resonanz k

Reduzierung der Ordnung

(A,b)
(

<TA

A)
, W
.

=N <

Q

T,, By, C,
p» Bp, Cp
C

a BQ’ q

dz, 0g, 0p
€7, Eeigy Edeig

Krylov-Unterraum der Matrix A und des Vektors b

Polynom einer Matrix A

Projektionsmatrizen

Hilfsvektor, Hilfsvektorenmatrix

Dimensionen der Projektionsmatrizen einer partiellen Realisie-
rung/erster Schritt TSL

Dimensionen der Projektionsmatrizen einer Padé-Approximation/
zweiter Schritt TSL

Resultierende Matrizen des Lanczos-Algorithmus
Zustandsraumdarstellung des projizierten Systems einer partiellen
Realisierung

Zustandsraumdarstellung des projizierten Systems einer Padé-Ap-
proximation

Impedanzfehler, Eigenwertfehler, Eigenwertdifferenz
Fehlertoleranz der Impedanz, des Eigenwerts, der Eigenwertdiffe-
renz

Wurzeln eines Tschebyscheff-Beschleunigungspolynoms
Matrix der Eigenvektoren

Diagonalmatrix der Eigenwerte
Impedanz-Korrekturmatrix
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Spektralschitzung
y9) Abgetastete Signalfolge zum Zeitpunkt gAt
z z-Bereichsvariable
H(z) Ubertragungsfunktion eines digitalen Filters
hl9) Impulsantwort des Filters H(z)
A(z), B(z) Polynome in z, Nenner und Zéhler von H(z)
59 Diskrete Dirakfolge
el E(2) Fehler im diskreten Zeit- und z-Bereich
Netzwerktheorie
G Admittanzmatrix in der Knotenanalyse
G, Gg, G¢o Symmetrische Matrizen mit den Beitrigen der Induktivititen, Wi-
derstinde und Kapazititen zu G
Gcr Unsymmetrischer Anteil von G
F Diagonalmatrix zur Symmetrisierung eines Curl-Curl-Systems
U Ubersetzungsverhéltnis eines idealen Ubertragers
K,v, K,x Verlustmatrizen nach drittem Lanczosschritt bzw. Eigenwertzerle-
gung

Abkiirzungsverzeichnis

4SID Subspace-based State-Space System Identification
BEM Boundary Elements Method

AWE Asymptotic Waveform Evaluation

DFT Diskrete Fouriertransformation

FDTD Finite Difference Time Domain

FE, FEM Finite Element (Method)

FIT Finite Integration Technique

GAWE Galerkin Asymptotic Waveform Evaluation

MWS MICROWAVE STUDIO®

PML Perfectly Matched Layers

PRIMA Passive Reduced Interconnect Modelling Algorithm
PVL Padé Via Lanczos

SPICE Simulation Program with Integrated Circuit Emphasis
TESLA Tera Electron Volt Superconducting Linear Accelerator
TSL Two-Step Lanczos

WCAWE Well-Conditioned Asymptotic Waveform Evaluation
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