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Abstract

The foundation of a new theory of contact, the so called reduction-method, was laid in 2007. V.L.
Popov und T. GEIKE succeeded in ezactly mapping the three-dimensional HERTZian contact on
a one-dimensional model. Based on that they developed a one-dimensional system to simulate the
contact problem between two three-dimensional bodies with randomly rough surfaces. This meant
a huge reduction of computational time.

The present work primarily researches the possibility of mapping three-dimensional contact problems
on systems of lower spatial dimension in an exact manner. Starting from the classical theory of
elasticity it is shown that the relationship between load, penetration and contact radius of every
axisymmetric contact can be mapped exactly on a one-dimensional system, thus the method is valid
for any conforming and non-conforming contacts. Furthermore the real pressure distribution can be
recovered by the dynamics of the reduced model.

In addition, I succeeded in the extension of reduction-method on contact with adhesion. A gene-
ralization of the theory of JOHNSON, KENDALL and ROBERTS for arbitrary shaped axisymmetric
bodies dates back to 2005. It has been shown in the thesis, that this theory can be ezactly described
by a one-dimensional model, too, in a very simple manner.

Based on form-invariance of an equation system I develop a new principle of correspondence between
axisymmetric and plane contact problems, valid for normal and axisymmetric tangential contact.
It allows the calculation of stresses and displacements within the axisymmetric half-space by a
two-dimensional system. This principle of correspondence is applicable to layered as well as in-
homogeneous half-space. A simple connection between the one- and the two-dimensional model is
discussed. I prove the validity by numerical calculations. The correspondence does not depend on
any discretization method and can be implemented into any commercial software.

In many cases two-dimensional models are used for the simulation of three-dimensional tribological
systems. All of them accept an error, since the nature of plane and spatial media is completely diffe-
rent. However, considering the elastic-inhomogeneous half-plane, especially the GIBSON-half-plane,
several characteristics of the homogeneous three-dimensional continuum can be mapped precisely.
Among others, this thesis pays particular attention to the tangential contact of a sphere in the state
of partial slip.

The present work also contains one systematically structured chapter about the isotropy of elastic
lattices. Regarding the mapping of the isotropic, plane elastic continuum existing models are compa-
red in terms of kinematic-dynamic and energetic aspects. From the contact mechanical viewpoint an
error analysis based on numerical simulations seems to be difficult, since the satisfaction of boundary
conditions in the plane case is a major problem.

In contrast to the main goal of mapping contact problems in a precise manner, I study the contact of
self-affine fractal surfaces by a three-dimensional hierarchical model. Partially very strong assump-
tions reduce the degrees of freedom enormously and thus the calculation time, too. To what extent
this model reaches reasonable results referring to contact area, pressure distribution, interfacial se-
paration, topography and percolation on different length-scales is being discussed.



Zusammenfassung

Im Jahre 2007 wurde der Grundstein einer neuen Kontakt- und Reibungstheorie gelegt, die soge-
nannte Dimensionsreduktionsmethode. V.L. POPOV und T. GEIKE gelang es, den dreidimensionalen
HERTZschen Kontakt ezakt durch ein eindimensionales Modell abzubilden. Darauf aufbauend ent-
wickelten sie ein fiir typische tribologische Systeme hervorragend geeignetes 1D-Modell zur Simula-
tion des 3D-Kontaktes rauer Oberflichen, verbunden mit einer enormen Einsparung an Rechenzeit.

In Anlehnung an die Grundidee der Reduktionsmethode beschéftigt sich die vorliegende Arbeit
hauptséchlich mit der ezakten Abbildung dreidimensionaler Kontaktprobleme auf Systeme mit nied-
rigerer raumlicher Dimension. Ausgehend von der klassischen Elastizitéatstheorie erfolgt zunéchst
der analytische Nachweis dafiir, dass sich jeder konforme, reibungsfreie, axialsymmetrische Nor-
malkontakt auf ein eindimensionales Modell abbilden ldsst, welches die Zusammenhénge zwischen
Normalkraft, Eindriicktiefe und Kontaktradius im Original exakt wiedergibt. Zudem werden unter-
schiedliche Moglichkeiten aufgezeigt, mit deren Hilfe die realen Kontaktspannungen aus der Dynamik
des Ersatzsystems exakt filterbar sind.

Die Verallgemeinerung der Adhésionstheorie von JOHNSON, KENDALL und ROBERTS auf beliebig
geformte axialsymmetrische Kontakte geht auf das Jahr 2005 zuriick. Dass sich diese Theorie auf
sehr einfache Weise ebenfalls durch ein eindimensionales Modell exakt abbilden lasst, wird in der
Dissertation unter Beweis gestellt.

Des Weiteren wird aus gewissen Forminvarianzen heraus ein Korrespondenzprinzip hergeleitet, das
fiir den Normal- und axialsymmetrischen Tangentialkontakt giiltig ist. Es erlaubt die exakte Um-
rechnung zwischen den Feldgréfsen ebener und axialsymmetrischer Systeme. Die Spannungen und
Verschiebungen im Inneren des axialsymmetrisch beanspruchten Halbraums sind damit ezakt aus
einem ebenen Verzerrungs- bzw. Spannungszustand reproduzierbar. Das Korrespondenzprinzip ist
gleichermafien auf geschichtete oder aber inhomogene Halbrdume anwendbar. Eine Schnittstelle die-
ser 2D-Reduktion zum 1D-Modell wird préasentiert und die Fzaktheit des Reduktionsalgorithmus
anhand von ausgewéhlten, numerischen Simulationen untermauert. Das Prinzip ist an keinerlei nu-
merisches Dis-kretisierungsverfahren gebunden und kann problemlos in jedwede kommerzielle Soft-
ware implementiert werden.

Zur Simulation von dreidimensionalen tribologischen Systemen kommen in der Praxis héufig zwei-
dimensionale Modelle zum Einsatz. Jene nehmen allesamt einen Fehler in Kauf, da die Natur ebe-
ner und raumlicher elastischer Festkorper grundsétzlich verschieden ist. Betrachtet man hingegen
elastisch-inhomogene, zweidimensionale Medien, insbesondere die Gibson-Halbscheibe, konnen diver-
se Charakteristika des homogenen dreidimensionalen Kontinuums ezakt nachgebildet werden. Solche
sind ebenfalls Gegenstand der Arbeit; besondere Aufmerksamkeit wird dem Tangentialkontakt einer
Kugel im Zustand des partiellen Gleitens gewidmet.

Daneben enthélt die Dissertation ein systematisch aufgebautes Kapitel {iber die Isotropie elastischer
Gitter. Mit Blick auf die Abbildung des isotropen, ebenen Kontinuums werden die existierenden Mo-
delle unter kinematisch-dynamischen und energetischen Aspekten gegeniibergestellt. Aus kontakt-
mechanischer Sicht erscheint eine auf numerische Simulationen beruhende Fehleranalyse schwierig,
weil das Einhalten sdmtlicher Randbedingungen im ebenen Fall ein eigenstandiges Problem darstellt.

Abweichend vom Grundsatz der Arbeit, Kontaktprobleme ezakt abbilden zu wollen, wird zuletzt
der Kontakt selbstaffin fraktaler Oberflichen numerisch mit Hilfe eines dreidimensionalen hierarchi-
schen Gittermodells untersucht. Die zum Teil sehr starken Annahmen fiihren zu einer erheblichen
Reduzierung von Freiheitsgraden und damit Einsparung von Rechenzeit. Inwieweit mit diesem Mo-
dell vertretbare Ergebnisse hinsichtlich Kontaktfliche, Druckverteilung, relative Anndherung der
Oberflachen sowie Topographie und Dichtheit auf verschiedenen Skalen erzielt werden kénnen, wird
diskutiert.
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Kapitel 1

Einleitung

Als interdisziplindre Wissenschaft vereint die Tribologie sdmtliche naturwissenschaftliche Gebiete
und stellt somit eines der schwierigsten und gréfiten Forschungsfelder. Unzéhlige Anwendungsberei-
che von der Nano- iiber die Mikro- und Makro- bis zur Megaskala unterstreichen dessen Notwen-
digkeit. Exemplarisch seien obiger Reihenfolge geniigend die Rasterkraftmikroskopie, mikro-elektro-
mechanische Systeme (MEMS), das chemisch-mechanische Polieren (CMP), Kupplungen und Brem-
sen, Gelenke, der Rad-Schiene-Kontakt und die Erdbebendynamik erwéhnt. Die damit verbundenen
Untersuchungen sind sowohl experimenteller als auch theoretischer Natur, wobei letzteren eine immer
grofere Bedeutung zukommt. Um den Einfluss von Anderungen in den Systemparametern tribolo-
gischer Systeme zu studieren, kann nicht jedes mal ein neues, aufwendiges Experiment erfolgen.
An dessen Stelle tritt die numerische Simulation basierend auf theoretischen Uberlegungen, die im
Rahmen der Optimierung von Tribosystemen umfangreiche Parameterstudien zulésst.

Zentrum der Analyse einer jeden tribologischen Problemstellung bildet die Untersuchung des Kon-
taktzustandes. Insbesondere sind Kenntnisse {iber die Gréfse und Topographie der sogenannten realen
Kontaktflache von grofer Bedeutung, denn sie bestimmen nicht nur die Dichtheit einer Verbindung,
sondern auch den elektrischen und thermischen Widerstand. Nicht zuletzt finden Reibungs- und Ver-
schleifsvorgénge in erster Linie in der realen Kontaktfliche statt. Die vorliegende Arbeit betrachtet
Tribosysteme aus kontaktmechanischer Sicht, bedient sich dabei hauptsichlich der klassischen Ela-
stizitdtstheorie. Nachfolgend wird ein kleiner Abriss iiber wesentliche diese Arbeit betreffende und
die Kontaktmechanik prigende Literatur gegeben, zum Teil mit wichtigen Anmerkungen versehen.
Jene sind als Schnittstellen zum eigentlichen Vorhaben zu verstehen, welches im anschliefsenden Ka-
pitel im Detail erldutert wird. Hier sei lediglich vorweggenommen, dass es um die exakte Abbildung
dreidimensionaler Kontakte auf Systeme mit niedrigerer rdumlicher Dimension geht — die Betonung
liegt dabei auf ,, exakt”.

Fiir genauere Ubersichten zur Kontaktmechanik mit umfassenden Literaturangaben werden dem
Leser die Werke von GLADWELL [39], JOHNSON [53|, MAUGIS [66], BARBER [6] und Poprov [91]
nahegelegt.

1.1 Stand der Forschung - Theorie und Anwendung

1.1.1 Einzelkontakt

Die klassische Kontaktmechanik beginnt mit dem Beitrag von HERTZ [45], der 1882 die Losung
fiir den Normalkontakt zweier elastischer Korper mit glatten, gekrimmten Oberflichen vorstellte.



2 KAPITEL 1 EINLEITUNG

Er lieferte sowohl die Zusammenhénge fiir Normalkraft P, Eindriicktiefe § und Kontaktradius a als
auch die Kontaktspannungsverteilung.

Grundlage des Superpositionsprinzips zur Berechnung der Spannungen S und Verschiebungen u
innerhalb eines durch verteilte Oberflichenlasten beanspruchten elastischen Halbraums bilden die
sogenannten GREEN-Funktionen. Das sind die entsprechenden Felder, welche aus einer Normalkraft
P bzw. Tangentialkraft @ resultieren und deren Berechnung auf BOUsSINESQ [13] und CERRU-
TI [24] zuriickgeht. Diese in den Jahren 1885 bzw. 1882 entwickelten Fundamentallsungen sagen
einen fiir dreidimensionale Problemstellungen charakteristischen Abfall der Spannungen o;; ~ 1/ 2
voraus. Ebene Systeme zeigen hingegen ein anderes Verhalten. FLAMANT [28| untersuchte 1892
den linienformigen Kontakt, der einen ebenen Verzerrungszustand (EVZ) hervorruft und bei jenem
die Spannungen geméf o;; ~ 1/r abklingen. Zwei- und dreidimensionale Kontakte sind demnach
grundsétzlich differenziert zu betrachten. Ein Teil dieser Arbeit behandelt die Fragestellung, inwie-
weit Briickenschlage zwischen beiden moglich sind, die dann duflerst gewinnbringend in numerischen
Simulationsverfahren umgesetzt wiirden.

Aufbauend auf den Ergebnissen von HERTZ gelang HUBER [48] 1904 die explizite Berechnung des
Spannungsfeldes im Inneren der Korper, dessen Kenntnis wesentliche Aussagen iiber den Fliekbeginn
zulésst. Entsprechendes fiir die Indentierung des Halbraums durch einen starren konischen Indenter
geht auf SNEDDON [106] zuriick (1948); das eigentliche Kontaktproblem wurde bereits 1939 von
LOVE [65] gelost.

Zeitgleich veroffentlichte STEUERMANN [113] einen Beitrag zum konformen Kontakt, der im Vergleich
zum kontraformen Kontakt von HERTZ eine genauere Abbildung der Oberflichenform verlangt. SE-
GEDIN [103] lieferte 1957 die Beziehung zwischen Normalkraft und Eindriicktiefe unter Beriicksich-
tigung der exakten Kugelform. Die von SNEDDON [107]| zur Losung des Halbraumkontaktes mit
einem beliebig geformten Indenter axialsymmetrischen Profils 1965 herangezogenen Integraltrans-
formationen, sollen auch in dieser Arbeit einen zentralen Platz einnehmen. In Verbindung mit der
von PHARR et. al [88] erst 1992 nachgewiesenen und fiir alle axialsymmetrischen Indenterformen
geltenden universalen Kontaktsteifigkeit

dpP -
5 - 2Fa
stellen seine Resultate einen Meilenstein in den Werkstoffwissenschaften. Sie dienen noch heute der
Bestimmung des Elastizitatsmoduls bei Hdarteprifverfahren im elastoplastischem Regime und gelten
niherungsweise fiir die standardisierten VICKERS- und BERKOVICH-Indenter. Wesentlich ist obiger
Zusammenhang aber noch aus einem ganz anderen Blickwinkel, denn es besteht eine direkte Analogie
zu Eindruckversuchen in die sogenannte (eindimensionale) WINKLER-Bettung. Jene ist Grundlage
einer modernen, dufierst effektiven Kontakt- und Reibungstheorie! — dazu spéiter mehr.

Deutlichen Anteil an der theoretischen Entwicklung des Tangentialkontaktes besitzt MINDLIN [71],
dem wir u.a. das Uberlagerungsprinzip zur Spannungsberechnung im Falle von partiellem Gleiten
verdanken.?

Moglichst verschleiftbestdndige Oberflachen werden héufig aus inhomogenen elastischen Materialien
gefertigt, weshalb auch dieser Bereich zur aktuellen Forschung gehort [34]. Wichtige Beitrage das Ver-
halten inhomogener elastischer Materialien betreffend stammen zum Grofsteil aus der Geomechanik.
Besonders erwdhnenswert sind die um 1970 entstandenen mit dem Namen GIBSON verbundenen
Veroffentlichungen [35, 36, 37, 5|. Speziell der linear-inhomogene, inkompressible Halbraum tréigt

!Diese Theorie wurde im Fachgebiet Systemdynamik und Reibungsphysik der TU-Berlin unter der Leitung von
Prof. V.L. Poprov entwickelt und ist Gegenstand aktueller Forschung.

2In diesem Kontext ist auch CATTANEO zu erwdhnen. CATTANEO 1938 und MINDLIN 1949 sollen diese Technik
unabhéngig voneinander gefunden haben.
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verdient seinen Namen: ,, GIBSON-Medium”. Thn kennzeichnen zwei besondere Merkmale, die u.a. fir
Reduktionszwecke von Bedeuteung sein kénnen:

Bei seiner Beanspruchung durch eine konstante streifenférmige bzw. axialsymmetrische Normal-
druckverteilung ergeben sich

1. exakt die gleichen Spannungen wie im homogenen elastischen, inkompressiblen Halbraum,?

2. bleiben die Normalverschiebungen iiberall endlich! An der Oberfliche sind die Normalver-
schiebungen direkt proportional zur Normaldruckverteilung, verschwinden damit auferhalb
des Kontaktgebietes — der Halbraum reagiert als WINKLER-Bettung!

GREEN-Funktionen fiir den inhomogenen Halbraum mit tiefenabhéangigem E-Modul geméf E ~ z¢
fiir 0 < a < 1 leiteten BOOKER et al. [9] um 1985 her. Aktuelle Ubersichten der bereits untersuchten
Inhomogenitaten geben WANG et al. [117] und SELVADURALI [104] an.

Gleichwohl die von HERTZ entwickelten Losungen fiir den elastischen Kontakt zweier Korper mit
gekrimmten Oberflachen bereits iiber ein Jahrhundert bekannt sind, liefs die Erweiterung auf den
Kontakt mit Adhdsion lange auf sich warten. Erst 1971 présentierten JOHNSON, KENDALL und Ro-
BERTS [55] eine Theorie — die JKR-Theorie —, die sich bis heute bewéhrt hat und primér Anwendung
findet.* In Verbindung mit den von MAUGIS et al. [70, 67, 68, 69] gefundenen Analogien zur Bruch-
mechanik ist die vorliegende Arbeit auf die JKR-Theorie eingeschrinkt. In der Mikrosystemtechnik
ist das Verstehen der Adhésion grundlegend. Durch die voranschreitende Miniaturisierung von Bau-
teilen sowie immer glatteren Fliachen erlangen Adhésionseinfliisse grofe Bedeutung. Die Moglichkeit
der Herstellung duflerst glatter Oberflichen verdanken wir dem grofen Fortschritt im Bereich der
Oberflichenbearbeitung, die dadurch auch wesentlich zur Entwicklung in der Computertechnologie
beitrug/beitriagt; als Beispiel sei das chemisch-mechanische Polieren genannt, mit dessen Hilfe die
Speicherkapazitdt von Festplatten stark erhoht wurde. Adhésion spielt des Weiteren in der biolo-
gischen Mikrotribologie eine zentrale Rolle. Entscheidende Studien iiber die Haftmechanismen von
Geckos sowie besonderer Insekten stammen erst aus diesem Jahrtausend [101, 31, 30, 111]. Man will
von der Natur lernen, um so neuartige Materialien und Strukturen fiir industrielle Anwendungen zu
schaffen.

1.1.2 Kontakt rauer Oberflichen

Die vorausgegangenen Theorien bezogen sich hauptséchlich auf den Einzelkontakt. In der Realitét
besitzen jedoch selbst hochpolierte Festkorperoberflachen Rauigkeiten, wenn man die Skala entspre-
chend klein wihlt. Wie wichtig die Kenntnis der aus einer Vielzahl von Mikrokontaktflachen beste-
henden realen Kontaktflache ist, wurde eingangs erwéhnt. Ihr Einflussbereich reicht beispielsweise
vom Warme- und Stofftransport {iber die Dichtheit einer Verbindung, den elektrischen Widerstand,
bis hin zum Verschleif.

Viele Kontakttheorien basieren auf den Einzelkontakt von HERTZ. In der Pionierarbeit von AR-
CHARD [4] 1957 ist eine Art fraktales Modell zu finden. ARCHARD fiillte eine makroskopisch sphéri-
sche Kugelkappe vollstdndig mit kleineren auf, die dann wiederum mit noch kleineren besetzt wurde.
Je weiter er diesem Mechanismus folgte, desto ndher kam er einer Proportionalitiat von Normalkraft
P und realer Kontaktfliche Ayca. Solche wurde bereits 1939 von BOWDEN und TABOR [14] fest-
gestellt, weshalb sie annahmen, dass sdmtliche Mikrokontakte plastisch verformt seien. Dass dieser
Zusammenhang (im Bereich kleiner Normalkréfte) aber ebenso fiir den elastischen Kontakt Giiltig-
keit besitzt, ist Ergebnis der meisten Kontakttheorien. Das auf das Jahr 1966 datierte Modell von

3Ein Teil dieser Erkenntnis geht auf LEKHNITSKII [63] zuriick.
4Streng genommen ist sie giiltig fiir groke, weiche Kugeln [54].
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GREENWOOD und WILLIAMSON [40] liefert bis auf einen schwachen logarithmischen Faktor jene Re-
lation. Die Autoren modellierten die raue Oberfliche durch Kugelkappen mit gleichem Kriimmungs-
radius, deren Hohen einer Normalverteilung nach GAUSS gentigte. BUSH, GIBSON und THOMAS [18§]
konnten mit ihrer Theorie 1975 erstmalig eine strikte Linearitdt zwischen Normalkraft und Kon-
taktflache fiir kleine Normalkrifte nachweisen. Gegeniiber dem GREENWOOD-WILLIAMSON-Modell
nédherten sie die Rauheitshiigel durch Kappen unterschiedlicher Kriimmung an. Speziell die Abhén-
gigkeit des Quotienten P/Ayea von der mittleren quadratischen Steigung der Oberfache und dem
effektiven elastischen Modul unterscheidet sich nur um einen konstanten Faktor von der das letzte
Jahrzehnt prégenden Theorie von PERSSON [82, 86, 83]. Diese beriicksichtigt Rauigkeiten auf ver-
schiedenen Skalen und wird haufig auf selbstaffine Oberflichen angewendet. War sie anfangs noch auf
die Berechnung der realen Kontaktflache fiir (visko-)elastische Materialien fixiert, so konnen heute
Adhésion, Dichtheit, Schmierung, Warmetransport und vieles mehr abgebildet werden [83, 84, 87].

In jiingster Vergangenheit hat sich eine weitere auf einem revolutiondren Ansatz beruhende Kon-
takttheorie herausgebildet, die sogenannte Dimensionsreduktionsmethode. Getreu der Namensgebung
aller oben genannten Theorien, miisste sie eigentlich Theorie von POPOV heifsen. Sie steht im Fokus
der vorliegenden Arbeit und wird im néchsten Abschnitt kurz erlautert.

1.1.3 Dimensionsreduktionsmethode

Grundgedanke und zugleich Ursprung der Dimensionsreduktionsmethode ist die Tatsache, dass die
globalen Relationen zwischen Normalkraft P, Eindriicktiefe § und Kontaktradius a fiir den HERTZ-
schen Kontakt einer Kugel mit dem elastischen Halbraum ebensogut aus einem eindimensiona-
len Modell hervorgehen. Wie eingangs erwahnt, verhéalt sich die dreidimensionale Kontaktsteifigkeit
proportional zum Radius des Kontaktes, eine Eigenschaft, die fiir eine eindimensionale WINKLER-
Bettung charakteristisch ist.® Lediglich eine Modifizierung der Stempelgeometrie ist erforderlich; der
Kriimmungsradius des zylindrischen Stempels ist halb so grol wie im Original zu wihlen. Ahnliche
Analogien bestehen zwischen der tangentialen 3D-Steifigkeit und der Quersteifigkeit der Federn einer
WINKLER-Bettung.

Das eigentliche Ziel der Methode liegt in der Simulation des Reibkontaktes rauer Oberflachen un-
ter Beriicksichtigung ihrer Mehrskaligkeit. Dabei werden die géngigen Annahmen Quasistationaritét
sowie die Betrachtung der potenziellen Energie als lokale und der kinetischen Energie als globale
Grofe vorausgesetzt [94]. Desweiteren werden die einzelnen Mikrokontakte als unabhéngig vonein-
ander betrachtet.% Die Erweiterung erfordert allerdings noch eine Umrechnungsformel zwischen zwei-
und eindimensionalem Leistungsspektrum der Rauheiten, so dass die Kontakteigenschaften identisch
sind. Diese geht auf GEIKE [32] zuriick. In seinen numerischen Simulationen tritt an die Stelle des
dreidimensionalen, elastischen Halbraums mit einer rauen zweidimensionalen Oberfliche lediglich
eine eindimensionale Federschicht mit entsprechend modifizierter rauer (Oberfldchen-)Linie. Trotz
der enormen Einsparung an Freiheitsgraden und damit verbundener Rechenzeit, erzielte er hervor-
ragende Resultate.

Die Erweiterung der Reduktionsmethode auf viskoelastische und elastoplastische Materialien bzw.
auf geschmierte Kontakte einschlieblich Kavitation ist ohne weiteres moglich [91]. In [33] wird sogar
eine einfache Moglichkeit vorgestellt, wie man auf die Kontaktspannungsverteilung schlieffen kann.
Eine effiziente Abbildung des adhdsiven Kontaktes ist noch nicht gegliickt.

5 Anstelle des Kontaktradius tritt die Kontakthalbbreite.
5Sowohl die Theorie von GREENwWOOD und WILLIAMSON als auch die von BusH und GIBsoN enthalten diese
Annahme!
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1.2 Zielsetzung

Trotz des enormen Fortschritts in der Computertechnologie hinsichtlich Speicherkapazitat und Re-
chengeschwindigkeit nehmen echte dreidimensionale Modelle in der Simulation sehr viel Rechenzeit
in Anspruch. Das gilt iibergreifend fiir alle naturwissenschaftlichen Disziplinen, weshalb in all je-
nen Reduktionsmodelle zur Anwendung kommen. Die Art der Reduktionen kénnen dabei &dufierst
vielseitig ausfallen. Sie beruhen auf sinnvollen Annahmen wie z.B. oben genannte fiir typische tri-
bologische Kontakte, die zunéchst eine Entkopplung von Tragheits- und elastischen Eigenschaften
zulassen [91]. Andere beinhalten eine Reduktion der Dimension, so kommen beispielsweise eindi-
mensionale Stromungsnetzwerke zur Abbildung von dreidimensionalen Strémungsfeldern innerhalb
von Triebwerkskomponenten zum Einsatz. Alle sinnvollen Reduktionen geniigen dem von EINSTEIN
1920 zur Modellbildung geduferten Zitat:

90 einfach wie maglich, aber nicht einfacher!"

Die hier vorliegende Arbeit zielt primédr darauf ab, dreidimensionale Kontaktprobleme auf Systeme
mit niedrigerer rdumlicher Dimension exakt abzubilden. Das obige Zitat miisste dementsprechend
lauten:

90 einfach wie moglich, dabei demnoch exakt!"

Das Wort ,exakt” meint ,exakt im Rahmen einer dreidimensionalen Theorie”, die ihre Berechtigung
zur Beschreibung eines realen Kontaktproblems besitzt. Exemplarisch sei die diskutierte Abbildung
des HERTZschen Kugelkontaktes auf den Eindruck eines zylindrischen Stempels in eine uniaxiale,
elastische Schicht wiederholt genannt. Sie geniigt diesem Grundprinzip, da die dreidimensionalen
P — ) — a Zusammenhénge mittels einfacher Halbierung des Kriimmungsradius reproduziert werden.
Natiirlich ist damit der fundamentale Baustein gesetzt, denn viele Theorien gehen von der Ndherung
der Oberflachenform durch Funktionen 2.Grades aus. Der analytische Beweis verlangt bei bekannten
HERTZschen Formeln lediglich eine einfache Handrechnung.

Lésst sich ein solcher Beweis auch fiir beliebig geformte, axialsymmetrische Oberflichen finden und
falls ja, wie miisste die Form modifiziert werden? Mit dieser Fragestellung beschéftigt sich das Ka-
pitel 2. Jene Uberfithrung wiirde bedeuten, dass beliebige kontraforme und konforme Kontakte
durch ein einfaches System exakt abbildbar wéren, was erhebliche Vorteile in der Modellbildung von
technischen Kontakten einbréchte.

Die Spannungen innerhalb einer WINKLER-Bettung verdndern sich proportional zur Oberfachenver-
schiebung. Die Kontaktspannungen eines dreidimensionalen Kontaktes hingegen nicht. Diesbeziiglich
ist die Reduktion falsch, méglicherweise kénnen diese Informationen aber durch geeignete Reformu-
lierung von Spannungen zuriickgewonnen werden, so geschehen in der Arbeit von Geike [32] fiir den
HEeRTZ-Kontakt. Existiert ein universelles Verfahren zur Riickgewinnung von Kontaktspannun-
gen aus dem 1D-Modell fiir alle beliebig geformten, axialsymmetrischen Kontakte? Dieser Frage geht
Anhang C.2 nach, wobei die Theorie mit einem interessanten Anwendungsbeispiel belegt wird.

Kapitel 2 zeigt weitere Konzepte auf, die den Erhalt der Spannungsverteilung ermoglichen. Solche
Fragestellungen sind keineswegs trivial, denn sind wir ehrlich, wer kennt schon die Spannungsver-
teilung fiir beliebig geformte axialsymmetrische Kontakte?” Auch aus diesem Grunde beginnt Ka-
pitel 2 mit der Aufarbeitung des vollstdndigen, axialsymmetrischen Kontaktproblems auf Basis der
klassischen Elastizitdtstheorie. Dazu gehoren neben den Spannungen und Verschiebungen an der

"Die Kenntnis der HERTZschen Pressung oder der Spannungsverteilung unterhalb eines flachen zylindrischen Stem-
pels ist den meisten geldufig. Aber welche Spannungsverteilung ergibt sich fiir den Halbraumkontakt mit der so
einfachen Geometrie eines konischen Indenters?
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Oberflache auch die Bestimmungsgleichungen fiir die Feldgrofen im Inneren des Halbraums. Deren
Formulierung erfolgt auf Basis von Integraltransformationen, wobei ich vielerlei Informationen aus
den Werken von Sneddon [105, 107, 108, 109] entnehme. Entsprechende Gleichungen fiir zweidimen-
sionale Kontaktprobleme® sind in Anhang B aufgelistet. Es sei vorweggenommen, dass zwischen
den Bestimmungsgleichungen fiir die Spannungen und Verschiebungen im ebenen und axialsymme-
trischen Fall Forminvarianzen bestehen. Auf dessen Grundlage wird versucht, ein Korrespondenz-
prinzip zu entwickeln, welches der exakten Umrechnung planarer in axialsymmetrische
Felder dient. Dies wiirde bedeuten, dass sogar die Feldgrofsen im Inneren des dreidimensionalen
Korpers durch eine Dimensionsreduktion von 3 auf 2 exakt zugénglich waren. Das klingt zunéchst
nach einer ganz gewthnlichen Aufgabe, die eigentlich schon gelost sein miisste, da so viele zwei-
dimensionale Modelle zur Simulation von dreidimensionalen tribologischen Systemen in der Praxis
Anwendung finden. Das ist aber nicht der Fall und jene Modelle sind entweder nicht an den Feld-
gréfen im Inneren interessiert oder nehmen einen Fehler in Kauf.? Die Schwierigkeiten liegen in den
eingangs erwahnten grundsétzlich unterschiedlichen Verhaltensweisen zwei- und dreidimensionaler
Systeme (BOUSSINESQ & CERRUTTI vs. FLAMANT). Abschliefend wird eine Verbindung zwischen
ein- und zweidimensionalem Reduktionsmodell prasentiert.

Das Kapitel 3 beschéftigt sich mit der exakten Abbildung des axialsymmetrischen Kontaktes
mit Adhé&sion. Aufbauend auf den Resultaten von Kapitel 2 soll die Abbildung wiederum sowohl
die globalen Relationen zwischen Normalkraft P, Findriicktiefe 6 und Kontaktradius a umfassen
als auch die Spannungsverteilungen an der Oberfliche bzw. die Feldgréfsen im Inneren einschliefsen.
Als abzubildende Adhésionstheorie wird die von JOHNSON, KENDALL und ROBERTS [55] angesetzt.
Sollte jenes Ziel gelingen, so konnte damit das Simulationsverfahren der Dimensionsreduktion von
Poprov/GEIKE auf den adhésiven Kontakt erweitert werden. Ebenso wiirden sich erhebliche Verein-
fachungen in der Modellierung von biologischen Haftmechanismen ergeben, bei denen die Konfor-
mitit des Kontaktes eine grofie Rolle spielt.

Es ist allgemein bekannt, dass die Spannungen und Verschiebungen im Unendlichen des elastischen
Halbraums bei einem punktformigen Kontakt verschwinden. Das gilt beziiglich der Verschiebungen
weder fiir den linienférmigen Kontakt noch fiir die halbunendliche elastische Scheibe. Auch fallen
die Spannungen nach einer anderen Charakteristik ab. Dies fiihrte zur Idee!?, die Verschiebungen
im ebenen System durch einen mit der Tiefe zunehmenden E-Modul zu begrenzen. Insbesondere
das Verhalten des linear-inhomogenen, inkompressiblen Halbraums als WINKLER-Bettung
verspricht einiges Potenzial hinsichtlich einer sinnvollen Reduktion der rdumlichen Dimension —
man erinnere sich an das eingangs erwahnte GIBSON-Medium. In welchem Mafie tatsdchlich solche
Reduktionen mdoglich sind, dariiber gibt Kapitel 4 Aufschluss. Es umfasst sowohl den Normal- als
auch Tangentialkontakt.

Zur Simulation tribologischer Systeme kommen je nach Problemstellung unterschiedliche Verfah-
ren zum Einsatz, als Beispiele seien Zelluldre Automaten |74, 95|, molekulardynamische Model-
le [123, 124], die Finite-Elemente-Methode [49, 50| oder aber auf GREEN-Funktionen basierende
Verfahren (Randelemente-Methode) [12, 22] erwéhnt. Ein Teil der Verfahren nutzt ,Elastische Git-
termodelle”. Um solche geht es in Kapitel 5, speziell deren Giite, das Verhalten eines isotropen,
linear-elastischen Kontinuums moglichst genau wiederzugeben. Das beinhaltet zwar auch eine
Art Reduktion (Kontinuum +— Massenpunktsystem), die aber nichts mit den vorherigen gemein
hat. Dennoch sind solche im Rahmen der Dimensionsreduktionsmethode von Interesse, da man
beispielsweise ein zweidimensionales Kontinuum dazu benotigt, die Feldgrofen im (dreidimensiona-
len) Halbraum abzubilden.!! Der GroRteil umfasst die Aufarbeitung bestehender Literatur, dabei

8Ebene Verzerrungs- bzw- Spannungszustinde sind gemeint!

9Bei der Komplexitit von Kontakten mit rauen Oberflachen vollig berechtigt.

"Diese Idee stammt von V.L. Popov!

"1n den Kapiteln 2 und 3 werden dazu die FOURIER-Integrale numerisch mit Hilfe von MATHEMATICA gelSst.
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wird zwischen Modellen mit zentralen Wechselwirkungen zu ersten und zweiten Nachbarn [100],
den BOrRN-Modellen [10], Modellen nach KIRKwooD [60] sowie MCA-Modellen mit effektiver Bin-
dung [93] unterschieden. Fiir all jene wird die Isotropie auf gemeinsamer Grundlage eines quadra-
tischen Gitters hinsichtlich kinematisch-dynamischer und energetischer Aspekte diskutiert.
Einige numerische Ergebnisse mit der Matrizen- Verschiebungsmethode nehmen sich der Randpro-
blematik ebener Systeme an.

Auch in Kapitel 6 erfolgt eine Reduktion, bedingt sogar eine Art Dimensionsreduktion. Allerdings
weicht jene ebenfalls vom Grundprinzip dieser Arbeit ab, dreidimensionale Kontakte auf Systeme mit
niedrigerer raumlicher Dimension exakt abbilden zu wollen. Es geht vielmehr um sogenannte hierar-
chische Gittermodelle, die abgesehen von einer sehr fein diskretisierten Oberflichenschicht, eine
in der Tiefe sukzessive Vergréberung beinhalten. Dies gestattet die folgende Uberlegung: Raue Ober-
flaichen besitzen Wellenldngen auf verschiedenen Skalen. Bei einem Kontaktproblem solcher héngt
die Reichweite des Deformationsfeldes von der Wellenldnge der Rauigkeit ab (z ~ X). Demzufolge
klingen kurzwellige Anteile sehr schnell ab, so dass im Inneren grober diskretisiert werden darf.
Das hat eine enorme Einsparung an Freiheitsgraden zur Folge, ohne die Genauigkeit der Ergeb-
nisse zu gefahrden. Das hier verwendete hierarchische System wandelt allerdings von der Struktur
und auch in Verbindung mit weiteren Einschrédnkungen an der Grenze des von EINSTEIN gedufser-
ten Zitats (...aber nicht einfacher!). Inwieweit man dennoch gute Resultate fiir den Kontakt von
rauen Oberflichen erzielen kann, obliegt einer Priifung. Speziell der Kontakt selbstaffiner Ober-
flichen wird numerisch hinsichtlich Kontaktflache, Druckverteilung, relative Annidherung
der Oberflaichen sowie Topographie und Dichtheit auf verschiedenen Skalen untersucht, da-
bei u.a. mit den Ergebnissen des vielmehr Freiheitsgrade umfassenden hierarchischen Systems von
YANG [122] sowie anderer numerischer Verfahren verglichen und auf die Theorie von Persson [82, 83]
eingegangen.






Kapitel 2

Abbildung des elastischen Kontaktes
axialsymmetrischer Indenter beliebigen
Profils mittels Dimensionsreduktion

Nachfolgende theoretische Untersuchungen beschéftigen sich mit der Fragestellung, inwieweit ein-
fache Modelle die Eigenschaften des Kontaktes beliebig geformter axialsymmetrischer Indenter mit
dem elastischen Halbraum wiedergeben koénnen. Das klingt zundchst nach einer vollig gewohnli-
chen Aufgabe, welcher sich zahlreiche Wissenschaftler bereits vor mir gewidmet haben. Keines der
Vielzahl existierender Modelle kann jedoch sdmtliche Kontakteigenschaften exakt abbilden. Dieses
Ziel ist Gegenstand der Arbeit, wobei die sogenannte Reduktionsmethode' zum Einsatz kommen
wird. Eine Aufarbeitung der theoretischen Grundlagen des elastischen Kontaktes ist zum Auffin-
den solcher Modelle zwingend erforderlich und kann ggf. vom Leser iibersprungen werden (Kap. 2.1
Seiten 9 - 15).

Der Grofsteil des Kapitels bezieht sich auf die Reduktion von 3D auf 1D; die korrekte Abbildung
der 3D-Kontaktspannungen durch ein 2D-Modell in Kap. 2.3.2 Seiten 22 - 27 spielt eine untergeord-
nete Rolle, da jenes Ziel ebensogut durch eine elegante Anbindung an ein eindimensionales Modell
realisierbar ist.

Auch die exakte Abbildung der Feldgrofsen im Inneren des Halbraumes wird analysiert; vorerst
werden nur Kontakte ohne Adhdsion betrachtet.

2.1 Dreidimensionales Kontaktproblem

In diesem Kapitel wird zunédchst das dreidimensionale Normalkontaktproblem zwischen einem star-
ren, axialsymmetrischen Indenter und dem linear elastischen Halbraum diskutiert. Die Geometrie
des Indenters wird dabei als bekannt vorausgesetzt. Beim elastischen Eindruckversuch schmiegt sich
der Festkorper bis zu einem bestimmten Kontaktradius a an den Indenter an. Innerhalb des Kon-
taktgebietes sollen alle Schubspannungen verschwinden. Die Randbedingungen werden nach Theorie
1.0rdnung am unverformten System ausgewertet. Das spezielle Kontaktproblem ist graphisch in
Abbildung 2.1 veranschaulicht.

!siehe Einleitung!
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Abbildung 2.1: Starrer, axialsymmetrischer Indenter in Kontakt mit elastischem Halbraum

Die Einhiillende f(7), welche die Indentergeometrie widerspiegelt, wird dabei in den zylindrischen
Koordinaten 7 und Z angegeben?. Vertikalverschiebungen orientieren sich hingegen an der globalen
Koordinate z. Die (maximale) Eindringtiefe wird mit § bezeichnet. J. misst den Abstand von der
Indenterspitze bis hin zum Punkt, wo sich das Kontinuum vom Indenter ablost

Oc:=f(r=a). (2.1)

Die Bestimmung der Spannungsverteilung fiir das vorliegende Kontaktproblem geht auf BOUSSINESQ
[13] zuriick. Die gemischten Randbedingungen sind nachfolgend aufgefiihrt.

uy(r,0) = 06— f(r) fiir 0<r<a (2.2)
0., (r,0) = 0 fiir r>a
Trz(r,0) = 0 fir  r>0 (2.4)

Desweiteren miissen samtliche Spannungen und Verschiebungen im “Unendlichen” verschwinden!

2.1.1 Grundgleichungen der Elastostatik

Die Berechnung der Spannungen S, Deformationen D und Verschiebungen u innerhalb eines elasti-
schen Korpers ist die Hauptaufgabe der Elastostatik. Im Rahmen der klassischen Elastizitdtstheorie
werden verschiedene Einschrankungen gemacht, die in der Folge kurz erlautert werden. Zunéchst
sollen Informationen aus dem Kréfte- und Momentengleichgewicht wiederholt werden.

Die auf einen Korper wirkenden Kréfte konnen sowohl an seiner Oberfliche als auch an jedem
Volumenelement angreifen. Letztere heifen Volumenkrifte und werden durch eine volumenhafte
Fernwirkung von Feldern (Gravitationsfelder, Magnetfelder) verursacht. Im Gleichgewicht muf die
Summe aller Krafte am Gesamtkorper auf den Nullvektor fiihren. Diese Bedingung gilt ebenso fiir
jeden herausgeschnittenen Teilkorper und lautet speziell fiir ein infinitesimales Volumenelement

V-S+f,=0. (2.5)

2Die Radialkoordinaten 7 und r sind identisch
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Hierin stellt S den CAUCHYschen Spannungstensor und f,, die Volumenkraftdichte dar. Das Momen-
tengleichgewicht fithrt bei Annahme eines gewthnlichen Kontinuums, d.h. bei fehlenden Momenten-
spannungen, auf die Symmetrie des Spannungstensors

S=sT. (2.6)

Auferdem wird eine kinematisch linearisierte Theorie vorausgesetzt, wonach die Verzerrungen pro-
portional zu den Verschiebungsableitungen sind

1 1
G := 3 [uV + Vu+ (Vu) - (uV)| =~ 3 (uV 4+ Vu) =:D. (2.7)
Die Gleichung (2.7), in welcher der GREENsche Verzerrungstensor G in den Deformator D tibergeht,
heifst auch Verschiebungs-Verzerrungs-Relation.

Weiteren Restriktionen unterliegt das Stoffgesetz. Es wird von einem homogenen, nicht alternden,
isotropen Stoff ohne Geschichte ausgegangen sowie Linearitdt zwischen den CAUCHYschen Span-
nungen und infinitesimalen Verzerrungen angenommen. Das Material gehorcht demnach dem Hoo-
KEschen Gesetz, welches nachfolgend in verzerrungsexpliziter Schreibweise aufgefiihrt ist3.

v
1-—2v

S=2G |D+ (I--D)I (2.8)
In der konstitutiven Gleichung (2.8) treten zwei Materialkonstanten auf. Sowohl die Querkontrakti-
onszahl v als auch der Schubmodul G miissen aus Messungen ermittelt werden.

Mit den 3 Gleichgewichtsbedingungen (2.5), den 6 Verschiebungs-Verzerrungs-Relationen (2.7) und
den 6 Materialgleichungen (2.8) stehen insgesamt 15 Gleichungen zur Bestimmung von 15 unbe-
kannten Groken zur Verfiigung (3 Verschiebungen, 6 Verzerrungen, 6 Spannungen)*. Dieses Glei-
chungssystem kann man mittels Elimination von Spannungen und Verzerrungen vereinfachen, so
dass eine vektorwertige Gleichung verbleibt, die lediglich den unbekannten Verschiebungsvektor ent-
hiilt®. Innerhalb des elastischen Koérpers muf der Verschiebungsvektor dieser nach NAVIER benannten
Differenzialgleichung geniigen. Unter Annahme verschwindender Volumenkrifte lautet sie

Au +

1_2VV(V'u):O. (2.9)

Eine elegante Methode zur Losung der NAVIERschen Gleichungen (2.9) wird im néchsten Abschnitt
erlautert.

2.1.2 Darstellung iiber Verschiebungsfunktion

Die Loésung der NAVIER-CAUCHY-Gleichung erfolgt meist nicht auf direktem Wege. Sie wird vielmehr
zunachst durch Einfithrung sogenannter Verschiebungsfunktionen in Potential- bzw. Bipotentialglei-
chungen {iberfiihrt, deren Losungen bereits in grofer Anzahl bekannt sind. Die eigentlichen Verschie-
bungskomponenten gehen dann aus Kombinationen von partiellen Ableitungen der Verschiebungs-
funktionen hervor. Ein in der Literatur héufig anzutreffender allgemeiner Losungsansatz geht auf den
HELMHOLTZschen Satz zuriick. Hiernach wird der Verschiebungsvektor additiv in einen wirbelfreien

3Hierbei wurden isotherme Prozesse vorausgesetzt.

4Die Symmetrie von S und D ist bereits eingearbeitet.

5Eine andere Methode ist die Elimination von Verschiebungen und Verzerrungen, was auf die BELTRAMI-
MicHELLschen Gleichungen fiihrt, welche sechs Differentialgleichungen fiir die Spannungen beinhalten. Dabei miissen
im Gegensatz zur Formulierung iiber die Verschiebungen die sogenannten Vertraglichkeitsbedingungen genutzt werden.
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und einen quellfreien Anteil zerlegt (KELVINsche Zerlegung), zu deren Darstellung ein skalar- und
ein vektorwertiges Potential bendtigt wird. Weitere allgemeine Ansétze wurden von PAPKOVICH und
NEUBER sowie GALERKIN eingefiihrt. Letztgenannter definierte den Verschiebungsvektor wie folgt

u=2(1-v)AZ-VV-Z, (2.10)
wobei der sogenannte Galerkinsche Vektor Z der Bipotentialgleichung
ANZ =0 (2.11)

geniigt. Demnach kann jede biharmonische Vektorfunktion als GALERKIN Vektor herangezogen wer-
den. Der zugehérige Verschiebungsvektor u, welcher nach (2.10) iiber die zweiten Ableitungen von
Z gebildet wird, ist dann automatisch Losung der NAVIER-CAUCHY-Gleichung (2.9). Im Hinblick
auf die Untersuchung axialsymmetrischer Kontaktprobleme soll hier der Sonderfall des GALERKIN
Vektors diskutiert werden, bei welchem zwei seiner drei skalarwertigen Komponenten verschwinden

Ly =12y=0, = Z="7.,. (2.12)
Dadurch wird (2.11) auf eine skalare Bipotenzialgleichung reduziert
ANZ, =0, (2.13)

jedenfalls solange z eine geradlinige Koordinate beinhaltet, was bei Zugrundelegung von Zylinderko-
ordinaten r, ¢, z gewahrleistet ist. Eine zusétzliche Beschrankung auf Rotationskorper, welche einer
zur Drehachse symmetrischen Belastung ausgesetzt sind, gilt

Z,=7,(rz). (2.14)

Dieses Problem wurde erstmalig von LOVE [64] gelost, lange bevor der allgemeine Ansatz von
GALERKIN entdeckt wurde. Die Funktion

L(r,z) =2GZ,(r,z2) (2.15)

wird daher auch LovEsche Verschiebungsfunktion genannt. Durch Einsetzen von (2.15) in (2.10)
konnen die von Null verschiedenen Verschiebungskomponenten iiber L ausgedriickt werden

O*L
WG, =~ (2.16)
82

Unter Beriicksichtigung der Verschiebungs-Verzerrungsgleichungen sowie des HOOKEschen Gesetzes
werden nun mit Hilfe von (2.16) und (2.17) die verbleibenden Spannungen als Funktion der noch
unbekannten Verschiebungsfunktion formuliert

P % (:A - g—;) L (2.18)
oo = % (m - %%) L (2.19)
0., — % [(2 YN aa—;] L (2.20)
S % [(1 WA aa—;] L. (2.21)

Die grofste Schwierigkeit liegt zumeist darin, die speziellen Randbedingungen zu erfiillen. In dieser
Arbeit steht die Berechnung der elastischen Felder im unendlichen Halbraum im Vordergrund. Hat
man es mit einem solchen zu tun, bildet die mehrfache FOURIER-Transformation eine effektive
Losungsmethode. Sie ist Gegenstand des néchsten Kapitels.
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2.1.3 Lo6sung mittels HANKEL-Transformation fiir den axialsymmetrischen Fall

Die Losung von partiellen Differentialgleichungen mit Hilfe von Integraltransformationen basiert
zum einen auf der Trennung von Variablen®. Andererseits darf aufgrund der Linearitéit von Poten-
zialgleichungen das Superpositionsprinzip angewendet werden. Wahrend ebene Probleme mit der
einfachen FOURIER-Transformation gelost werden, nutzt man bei dreidimensionalen axialsymmetri-
schen Aufgaben die HANKEL-Transformation”. Die HANKEL-Transformation n-ter Ordnung einer
Funktion f(z) ist wie folgt definiert

[e.o]

Jo (6) = Ho [f(2); €] = / 2 () Jn(Ce) de (2.22)

0

Hierin stellt J,, die Besselfunktion 1. Art der Ordnung n dar, welche iiber die unendliche Reihe

S (_1)]' z\n+25
Jo(z) = ;m (2.23)

tV"le7tdt  fir  y>0

=

’1

S
0\8

definiert ist. Die zugehorige inverse HANKEL-Transformation lautet
£@) =M [l o] = [ Rl (o) de. (224
0

d.h. zwischen den Operatoren der Hin- und Riicktransformation gilt H, ! = H,. Mit Hilfe der
HANKEL-Transformation 0-ter Ordnung beziiglich der Radialkoordinate r kann die Bipotenzialglei-
chung (2.13) in eine gewohnliche Differenzialgleichung in z tiberfithrt werden. Unter Beachtung der
Formulierung (2.15) ergibt sich die Gleichung

82 2 % 82 2 B
<@ - 52> /TL (r,z) Jo(&r)dr = <@ — §2> Lo(&,2) =0, (2.25)
0

deren Einfachheit ein Resultat des modifizierten LAPLACE-Operators A 4 ist. Seine Definition kann
Anhang A.1, Gleichung (A.2) entnommen werden. Hierin sind zudem die HANKEL-Transformierten
einiger spezieller Funktionsableitungen aufgefiihrt (Gleichungen (A.3)), die im weiteren gebraucht
werden. Fiir eine umfassende Darstellung der Eigenschaften verschiedener Integraltransformationen
mit ausgewédhlten Anwendungsbeispielen sei auf [105] bzw. [108] verwiesen. Die allgemeine Losung
von (2.25) kann mit einem EULERschen Ansatz leicht berechnet werden. Unter Berticksichtigung von
Doppelnullstellen nimmt jene folgende Gestalt an

Lo(€,2) = (A4 B&z)e %% + (C + Déz)eb™ . (2.26)

Die enthaltenen im allgemeinen von £ abhéngigen Konstanten A — D werden aus den Randbedin-
gungen bestimmt. Dazu sind zunéchst sdmtliche Spannungen und Verschiebungen iiber die HAN-
KEL-Transformierte der LOVEschen Verschiebungsfunktion auszudriicken. Das geschieht mittels An-
wendung der HANKEL-Transformation auf (2.16)-(2.21), wobei geeignet zwischen O-ter und 1-ter

In diesem Zusammenhang ist beispielsweise der Produktansatz von BERNOULLI zu nennen.
"Die HANKEL-Transformation ist dabei nichts anderes als eine mehrfache FOURIER-Transformation, welche mittels
Zylinderkoordinaten geeignet umgeformt wird.
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Ordnung zu wahlen ist. Die ebenfalls in den Frequenzbereich iiberfiihrten Randbedingungen lie-
fern dann die Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten. Die Eigenschaft, dass alle Spannungen
und Verschiebungen im Unendlichen verschwinden miissen, verbietet den zweiten Losungsanteil. Die
verbleibenden beiden Konstanten ergeben sich aus (2.2) und (2.4) zu

A€) = —f’f/u%(f)
B) = —1€Vﬂ%(f)
mit (&) = Hold— f(r); ¢ (2.27)

Die Transformierte der gegebenen Oberflichenverschiebung %y héngt mit der Transformierten der
gesuchten Druckverteilung unterhalb des Indenters wie folgt zusammen

Po(€) = 7€ (6). (225)
TERAZAWA [114] untersuchte die inverse Problemstellung, namlich welche Verschiebungen und Span-
nungen sich bei unterschiedlicher axialsymmetrischer normaler Oberflichenbelastung p(r) ergeben.
So erhielt er die transformierte Verschiebungsfunktion Lg in Abhéingigkeit von pg(¢) auf direktem
Wege, welche sich selbstverstandlich auch fiir das hier vorliegende Problem ergibt, wenn man (2.28)
verwendet

Lo(€.2) = —éigﬁo(f)@l/ +ex)e € (2.29)

Einsetzen von (2.29) in die hankeltransformierten Felder und anschliefende Riicktransformation
liefert das Spannungs- und Verschiebungsfeld in integraler Darstellung

2Gu,(r,z) = — 7(1 — 2w — E2)Po(€)e 5% Ty (Er) dE (2.30)
d

2Guy(r,z) = 7[2(1 —v) + £2)]po(§)e P Jo(Er) dE (2.31)
d

ol 2) = 751—& )po(¢ fZJo<£r>dfs+%7<1—2u—§z>po<§>e‘fz<fl<£r>d§ (2:32)
d b

Opplrz) = —2(1+v) / Eol(E)e S Io(Er) dE — 0 — 2 (2.33)

0.:(r,2) = 7§1+§z VPo(€)e 7 Jo(Er) dé (2.34)
i

ra(rz) = -z / Epo(€)e S (€r) e (2.35)
)

Ausgehend von den Gleichungen (2.30)-(2.35) verifizierte SNEDDON [107]| den Zusammenhang von
Normalkraft zu Eindriicktiefe fiir axialsymmetrische Indenter beliebiger Einhiillenden. Dazu machte
er nach Einfithrung von dimensionslosen Variablen z := = und ¢ := £a fiir die Transformierte der

Normaldruckverteilung den Ansatz

1
/X cos(Ct) d (2.36)
0
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welcher die Randbedingung (2.3) automatisch erfiillt. Gleichung (2.2) unter Verwendung von (2.31)
sowie der im Anhang A.2 aufgefiihrten Relation (A.12) stellt eine Bestimmungsgleichung fiir x(¢)
bereit

0

die nach Anwendung der ABEL-Riicktransformation auf

O/x(a f(ac

dx mit 0<z<1 (2.38)

:nw
SIS

fithrt. Mit der Kenntnis von (2.38) konnen nun u.a. Ausdriicke fiir die Eindriicktiefe § sowie die
Normalkraft P in Abhéngigkeit der Formfunktion f(x) abgeleitet werden. Unter der Voraussetzung,
dass die Oberflichen am Rande des Kontaktes “kontinuierlich” (tangential) auseinanderlaufen, also
die Verschiebungen differenzierbar sind, muss nach BOUSSINESQ die Bedingung x (¢t = 1) = 0 erfiillt
sein. Der Kontakt eines starren Indenters konvex geformter Oberfliche mit dem elastischen Halbraum
zéhlt zu dieser Klassifizierung, bei jener die Grofse der Kontaktregion von der Normalkraft abhéngig
ist und die Normalspannung am Rande des Kontaktes gegen Null strebt®. Die in [107] und [109]
nach einigen Umformungen entwickelten Bestimmungsgleichungen fiir die Eindriicktiefe bzw. die
Normalkraft lauten

1
f'(z) ™
0 = _d:r—i— -x (1) (2.39)

¢ 1
4Ga / / f(x) 4Ga 22 f!(x )
P = —t | ———dx| dt= d + x(l) . (2.40)
V2 — 2 1—v V1 —
Vor einer ndheren Untersuchung der Spannungen und Verschiebungen soll im néchsten Abschnitt
die Berechnung der genannten globalen Gréfen ¢ und P im Vordergrund stehen.”

2.1.4 Kontaktkraft und Eindriicktiefe bei einem Polynom n-ten Grades als Form-
funktion

Die abgeleiteten Formeln fiir die Kontaktkraft und Eindriicktiefe enthalten lediglich die Formfunktion
des Indenters als unbekannte Grofe. Um moglichst viele rotationssymmetrische Indentergeometrien
auf einmal zu erschlagen, wird zunéchst ein Polynom n-ten Grades (mit n — oo) als Einhiillende
angesetzt und hieraus auf Spezialfille wie beispielsweise den konischen oder parabolischen Indenter

im Anschlufs eingegangen
o o
= Z fn(z) = Z cpax™ . (2.41)
n=1 n=1

8 Als Gegenbeispiel sei der Kontakt eines flachen, starren Indenters mit dem Halbraum genannt. Hierbei befindet
sich stets die gesamte Stirnfliche in Kontakt, wobei an ihrem Rande eine Singularitdt in den Normalspannungen
auftritt.

90Obwohl der zusitzliche Starrkérpertranslationsanteil X (1) in diesem Kapitel verschwindet, mochte ich ihn in
entscheidenden Formeln mitfiihren. Dieses erleichtert eine spétere Verallgemeinerung des Reduktionsverfahrens auf
den adhdsiven Kontakt (siehe Kapitel 3)!
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Die darin enthaltenen Koeffizienten ¢,, stellen geometrieabhéngige Vorfaktoren dar. Einen solchen
Ansatz nutzte erstmalig SEGEDIN [103]| im Rahmen der Untersuchung des Kontaktes eines sphéri-
schen Indenters mit dem elastischen Halbraum, wobei er die Einhiillende durch ihre TAYLOR-Reihe
ersetzte. Fiir die Indentergeometrie nach (2.41) ergeben sich unter Nutzung des Hilfsintegrals (A.17)

sowie der Einfithrung des effektiven elastischen Moduls E := 1 _EV 3
o
T nl'(2)
§ = YN — 20 c.a" (2.42)
TG )"
I nl'(%2 +1)
P = E —2 _—ca". 2.43
VT anz::l F(% I %) nQ ( )

Eindriicktiefe und Normalkraft fiir eine Potenzfunktion charakterisiert iiber ein einziges n gehen als
Sonderfall aus diesen Beziehungen hervor. Dazu ist lediglich die Summe zu entfernen, wie es der
Ansatz (2.41) bereits impliziert. Hierin ist u.a. der HERTZsche Kontakt [45] enthalten; setzt man
n = 2 und driickt den Koeffizienten c, iiber den Kriimmungsradius der Kugel R nach ¢, := % aus,
ergeben sich die bekannten Formeln

2
5 = % (2.44)
P = %ER a’. (2.45)

Fiir solche reinen Indentergeometrien gelten demnach die Zusammenhinge 6 o< a™ und P o a™t!,
welche von fundamentaler Bedeutung sind, denn jene erlauben eine interessante Reduktion der Pro-
blemstellung unabhéngig von der Potenz n. Welchen Besonderheiten diese Reduktion unterliegt, ist
Gegenstand des nichsten Kapitels.

2.2 FEindimensionales Ersatzmodell

Die Formulierung eines vereinfachten Ersatzmodells fiir den dreidimensionalen Kontakt zwischen
einem starren Indenter und dem elastischen Halbraum stellt die Aufgabe dieses Abschnitts dar.
Dabei sei zu Beginn darauf hingewiesen, dass ein eindimensionales Ersatzmodell natiirlich mit ei-
nem Verlust an Informationen einhergeht. So kénnen weder die Spannungen noch die Verschiebungen
innerhalb des dreidimensionalen Kontinuums wiedergegeben werden. Bei zahlreichen Kontaktproble-
men ist man jedoch nur an den makroskopischen Grofen P und ¢ interessiert, welche der Berechnung
auch nach geeigneter Reduktion zugénglich sind. Entgegen der induktiven Vorgehensweise, fiir die
eine anfangliche Beschreibung des reduzierten Systems vordergriindig wére, soll die Struktur des
reduzierten Abbilds sukzessive aus dem Formelapparat des Originals gefiltert werden.

2.2.1 Erkenntnisse aus Kontaktkraft und Eindriicktiefe nach SNEDDON

In Abschnitt 2.1.3 wurden basierend auf der Theorie von SNEDDON Bestimmungsgleichungen fiir die
Eindringtiefe und Normalkraft in Abhéngigkeit der Formfunktion f(x) angegeben. Ausgangspunkt
sei der erste Teil der Gleichung (2.40), welcher nach Einsetzen der Formfunktion (2.41) in

1 t
4Ga / / = nepaz"
= —t da: dt 2.46
0 0 Y — (2.46)

n=1
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iibergeht. Die Anwendung des Hilfsintegrals (A.17) und die Beriicksichtigung der berechneten Ein-
driicktiefe nach (2.42) fithren zu dem Zusammenhang

1

T (3) .
P=Ea n dr +2Fa—x (1), 2.47
WZO/P(%+% 2 (1) = fa (o)) do + foxu (247

welcher aufgrund der verbleibenden simplen Integration iiber die gewichteten Summanden der Ein-
hiillendenfunktion bereits an dieser Stelle eine wesentliche Schlufsfolgerung zulésst:

Jedes reibungsfreie Normalkontaktproblem zwischen einem axialsymmetrischen Indenter und dem
linear elastischen Halbraum Gt sich auf ein einfaches eindimensionales Modell abbilden, wel-
ches hinsichtlich der makroskopischen Gréfien Normalkraft und Eindriicktiefe die Ergebnisse des
dreidimensionalen Kontaktes exakt wiedergibt!

Nach Wiedereinfilhrung der dimensionsbehafteten Zylinderkoordinate r darf diese mittels Ausdeh-
nung des Definitionsbereiches auf negative reelle Zahlen als eindimensionale kartesische Koordinate
Z gedeutet werden, wodurch aufgrund der Achsensymmetrie der Formfunktion die Erweiterung des
Integrationsgebietes auf —a < T < a zuléssig ist. Es ergibt sich die folgende Darstellung der Bestim-
mungsgleichung fiir die Normalkraft

- n ~1n ~ oo : \/E nl' (3
P:Eg /%ncn (a" — |7 )dz—l—2Ea§X(1) mit sy = 2 (n) = 5 WQ)%) (2.48)
—
=0

Hierin kann den Parametern s, physikalische Bedeutung zugeordnet werden. Die in Abbildung 2.1
gekennzeichnete Tiefe des Eindruckes im Kontaktbereich 0. entspriche bei einer Potenzfunktion mit
dem natiirlichen Exponenten n als Einhiillende dem Wert 6. = d., = fn(1). Aus der Gleichung
(2.42) ist dann die direkte Proportionalitét

On = #n0cn (2.49)

zwischen Gesamteindriicktiefe d,, und d., ersichtlich. Nach Gleichung (2.48) berechnet sich die Kon-
taktkraft durch einfache Integration iiber modifizierte Formfunktionen, welche sich vom Original
gerade um die besagten Faktoren s, unterscheiden. Interpretieren wir jene als “neue Geometrie” des
starren zweidimensionalen Indenters!® und fiihren den elastischen Parameter EW ein, so entsteht
offensichtlich ein fiir die Berechnung der makroskopischen Grofen P und § der dreidimensionalen
axialsymmetrischen Problemstellung geeignetes eindimensionales Aquivalent. Wihrend im realen
rdumlichen Fall die Verschiebung eines Punktes der Kontaktfliche von der Druckverteilung inner-
halb des gesamten Beriihrungsgebietes abhéngt, entfillt diese die Berechnung héufig erschwerende
Eigenschaft ginzlich im reduzierten Ersatzmodell. Der geometriemodifizierte starre Stempel muf
anstelle des elastischen Halbraumes lediglich in Kontakt mit einer uniaxialen elastischen Schicht!!
gebracht werden, deren Materialeigenschaft der eingefiihrte Stoffparameter E;V wiedergibt. Im Rah-
men einer Diskretisierung und einfachen numerischen Umsetzung liegt es nahe, die Bettung der Dicke
l, durch eine Vielzahl von Federn der ungespannten Lénge ¢, zu charakterisieren, deren Langsstei-
figkeit k& wie folgt mit dem Modul der einachsigen Kompression sowie dem realen effektiven Modul
in Zusammenhang steht

OFine HERTzsche Kugel mit dem Kriimmungsradius Rsp wiirde demnach iiber einen Zylinder mit dem halben
Kriimmungsradius Rip := 3 Rsp abgebildet werden.
HWINKLERsche Bettung
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*

B
k= ATAy—" = BAT. (2.50)

o

Die darin vorkommenden geometrischen Abmafse kénnen der Abbildung 2.2 entnommen werden.
Stellvertretend fiir eine Formfunktion beliebigen Profils sind am Beispiel des konischen Indenters
n = 1 und parabolischen Indenters n = 2 die realen Problemstellungen und ihre durch “Dimensions-
reduktion” geschaffenen Ersatzmodelle qualitativ aufgezeigt. An dieser Stelle mochte ich ergénzen,
dass problemlos auch der flache zylindrische Stempel (Ordnung n = 0) abgebildet werden kann, wenn
man einen von Null verschiedenen Translationsanteil (x(1) # 0) zulésst. Die dreidimensionale Inden-
tergeometrie ist dabei “eins zu eins” in einen ebenen Stempel zu iiberfithren (siehe Abschnitt 3.1.1).

VA A A A A A A e e VA A A e e

Abbildung 2.2: Qualitative Darstellung des Eindruckes eines konischen und parabolischen Indenters
in den elastischen Halbraum mit zugehorigen Ersatzsystemen.

Die Korrelation der Grofsen P, 0 und a im dreidimensionalen Kontakt wird demnach durch das
Ersatzmodell korrekt wiedergegeben, wenn die Geometriednderung der folgenden Transformation
geniigt:

(2.51)
fo (7) ==y — fn (Z) = énlz|™ mit Cpn 1= pCp, -
Der Formfaktor s,, welcher in (2.48) definiert wurde, ist demnach der entscheidende Parameter

und bestimmt die notwendige Formanderung des Indenters. Physikalisch kennzeichnet er das
Verhiltnis von Gesamteindriicktiefe d,, zu kontaktgebender Eindriicktiefe .
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4.5
n i
i . 1 1] 1571
N 35 R 1 2 2
8 . 3 | 2.356
& 3 . ] 4| 2.667
g
g . 5 | 2.945
~ 25t 1
. 6| 3.2
2+ ° i 7 3436
8 | 3.657
1 9 | 3.866
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 10 4063
Ordnung n i

Abbildung 2.3: Formfaktor s in Abhéngigkeit des Exponenten der Potenzfunktion graphisch und
numerisch gerundete Werte tabellarisch aufgefiihrt.

2.3 Abbildung der Normalspannungsverteilung im Kontaktgebiet

Mit dem diskutierten eindimensionalen Ersatzmodell ist eine exakte Abbildung des dreidimensio-
nalen Kontaktes moglich, solange nur makroskopische Grofsen von Interesse sind. Bei der zugrun-
degelegten uniaxialen linearen Schicht besteht an jedem Ort eine direkte Proportionalitit zwischen
Normalspannung und -verschiebung an der Oberfliche
E'*
p(2) = us (1) , (2.52)
o

welche sich im Kontaktgebiet des dreidimensionalen Originals nicht ergibt. In dem durch Federn
diskretisierten Modell treten anstelle von Spannungen zunéchst nur Kréfte auf. Dies ermoglicht die
Einfiihrung einer fiktiven Spannungsdefinition, mit deren Hilfe dann die realen Kontaktspannun-
gen verifiziert werden kénnen. Fiir den parabolischen Asperiten, d.h. fiir den HERTZschen Kontakt,
wurde diese Methodik erfolgreich angewandt [33], [32] und auf den Kontakt rauer Oberflichen aus-
gedehnt!?. Sie setzt allerdings die Kenntnis der Spannungsverteilung im Original voraus — fiir den
HERTZschen Kontakt banal. Nun reagieren die Kontaktspannungen aber sehr empfindlich auf eine
Anderung der Formfunktion des Indenters. Jede Geometrie erfordert eine neue “Spannungsdefiniti-
on” und diese wiederum die reale Druckverteilung, auf die fiir kompliziertere Indenterformen nicht so
einfach geschlossen werden kann. Wie dennoch — basierend auf dieser Idee — die realen Kontaktspan-
nungen aus den Federkraften des 1D-Modells elegant und exakt abgeleitet werden konnen, behandelt
Unterpunkt 2.3.4. Es sei hier schon vorweggegriffen, dass jenes wichtige Kapitel die Zweckméfigkeit
des eindimensionalen Ersatzmodells zur Berechnung kontaktmechanischer Aufgaben unterstreicht
und eine Weiterentwicklung der Methode verlangt.

Als rein akademisches Beispiel wird jedoch zunéchst ein zweidimensionales Ersatzkontinuum vorge-
stellt, welches ebenfalls die realen Kontaktspannungen eines beliebig geformten axialsymmetrischen
Indenters mit dem elastischen Halbraum exakt bereitstellt. Daher soll in Anlehnung an Abschnitt 2.1

12 Auf diese wird zu einem spiteren Zeitpunkt genauer eingegangen.
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vorab eine Bestimmungsgleichung fiir die Spannungsverteilung im dreidimensionalen Kontakt in Ab-
héngigkeit der Stempelgeometrie abgeleitet werden.

2.3.1 Kontaktspannungsverteilung in Abhingigkeit der 3D-Indentergeometrie

Mit (2.34) unter Beriicksichtigung des Ansatzes (2.36) sind die Normalspannungen o, an jeder
Stelle im Halbraum ermittelbar, allerdings ist deren Bestimmung keineswegs trivial. Die Berechnung
vereinfacht sich jedoch erheblich, wenn nur die Spannungen innerhalb des Kontaktgebietes — bei
z = 0 — gesucht sind. So ergibt sich mit Hilfe von (A.11) und (A.13) als Funktion der normierten
Léange x

1

B G X (t) G 1
0.2 (z,0) = ol =) ! o dt a7 mx_(;) (2.53)
i = 2 3 »(n —t"
mit  x(?) —x:(;)Jr ﬂni_l (n) ben (1 —1") (2.54)

wobei letzteres fiir den allgemeinen Fall eines Polynom n-ten Grades als Formfunktion aus (2.38)
entspringt. Einsetzen von (2.54) in (2.53) fiihrt auf die entscheidende Formulierung der Kontakt-
spannungen, die als Grundlage einer spiteren Anpassung der Geometrie des dquivalenten zweidi-
mensionalen Ersatzmodells dienen wird:

1
2G ¢t
- (n) - -
0. (x,0) 321 oy (x,0) oy — nE:]L nx(n) 5cn/ oy dt. (2.55)

Greifen wir nochmal auf den eingefiihrten Begriff der “reinen” Indentergeometrie zuriick, welche durch
ein einziges n gekennzeichnet war, so gelten nach (2.55) fiir die entsprechenden Kontaktspannungen
die nachstehenden Beziehungen

o™ (2,0) = —#G_V)n%(n) denln (x) (2.56)

mit I,

1
n—1
() = / ﬁdt. (2.57)

Den eigentlichen Unterschied macht demnach das Integral I,, aus. Fiir jenes existiert eine Rekursi-
onsformel, welche fiir ungerade Potenzen n von den Spannungen unterhalb eines konischen und fiir
gerade Potenzen eines parabolischen Indenters ausgeht

1
I,(x) = — [ 1— 22+ (n—2) 2%,y (aj)] fiir n>3

mit I (x) = arccosh <1> und I(xz)=+1-22. (2.58)

x
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In der Abbildung 2.4 sind die Oberflachenspannungen innerhalb des Kontaktgebietes JQZL) (2,0) in
einer reduzierten Form bis zur Ordnung n = 10 iiber den normierten Kontaktradius graphisch
veranschaulicht, wobei farblich zwischen geraden und ungeraden Potenzen unterschieden wird.

n=1 konisch
n=2 parabolisch (Hertz)

0.5

0 . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

r
Xr = —
a

Abbildung 2.4: Normierte Normalkontaktspannungen aufgetragen iiber den normierten Kontaktra-
dius parametrisiert durch die Ordnungszahl n

Wihrend beim konischen Indenter (n = 1) der Druck in der Mitte aufgrund der Unstetigkeit in
den Verzerrungen einem theoretisch unendlich groffen Wert entgegenstrebt, bleibt das Spannungs-
maximum im Falle des HERTZschen Kugelkontaktes (n = 2) dort endlich. Bekanntermafen dient
dieser als Grundlage des kontraformen Kontaktes, bei welchem sich die Kontaktpartner zunéchst
nur in einem Punkt!'3® beriihren und sich unter Last eine endliche Kontaktfliche ausbildet, deren
charakteristische Lénge sehr viel kleiner als die Kriimmungsradien der Oberflachen ausfillt. Solche
Oberflachen kénnen demnach durch Funktionen 2.Grades angendhert und damit vollsténdig iiber
ihren Kriimmungsradius ausgedriickt werden'®. Der konforme Kontakt hingegen verlangt eine ge-
nauere Abbildung der Oberflichen, da die Berithrung der kontaktierenden Korper bereits iiber ein
flichenhaftes Gebiet erfolgt, bevor iiberhaupt eine Deformation stattgefunden hat. Mittels der abge-
leiteten Beziehungen (2.56) stellt auch jener Kontakt kein Problem dar. Abbildung 2.4 zeigt deutlich,
wie empfindlich die Spannungsverteilung auf eine Geometrieinderung reagiert. Fiir Potenzen n > 2
wandert das Druckmaximum mit steigender Ordnungszahl in Richtung des Kontaktrandes. Bereits
STEUERMANN [113]'® konnte diese Erscheinung auf Grundlage der Fundamentallésungen mathe-
matisch festhalten.

Eine Anndherung des oben erklarten Zieles, auch die Spannungsverteilungen in der Kontaktfléche
durch ein reduziertes 2D-Modell exakt abzubilden, verlangt zunéchst die Aufbereitung des zweidi-
mensionalen Kontaktes.

13im Falle des ebenen Verzerrungszustandes entlang einer Linie

Djese Naherung wird hiufig auch bei der Berechnung des Kontaktes rauer Oberflichen genutzt, z.B. in [40].
Das Originalpaper enthilt leider einen Fehler, welcher selbst in der einschligigen Literatur von JOHNSON [53] ca.
50 Jahre spater noch vorhanden ist.
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2.3.2 Kontaktspannungsverteilung im analogen zweidimensionalen Fall

Auch in diesem Abschnitt sollen Kontaktprobleme mit Hilfe der Halbraumtheorie untersucht wer-
den, allerdings mit dem Unterschied, dass jener nun nicht mehr axialsymmetrisch, sondern iiber
einen (unendlich) langen Streifen konstanter Breite beansprucht wird. Dabei stellt sich im Inneren
ein ebener Verzerrungszustand (EVZ) ein, d.h. eine Verschiebungskomponente wird verschwinden,
wéahrend die verbleibenden nur noch von zwei Koordinaten abhidngen. Ein solches zweidimensionales
Kontaktproblem zeigt Abbildung 2.5, wobei die Belastung weiterhin symmetrisch erfolgt, wie sie aus
dem Kontakt mit einem (unendlich) langen zylindrischen, achsensymmetrischen Indenter resultieren
wiirde.

Abbildung 2.5: Streifenférmige Last auf einem elastischen Halbraum — EVZ.

Die Losung der Grundgleichungen der klassischen Elastizitatstheorie (siche Abschnitt 2.1.1) kann
durch die Annahme eines EVZ

uy = fi(z,y) uy = fa(z,y) u, =0 (2.59)
auf die Integration von drei Differenzialgleichungen zuriickgefiihrt werden'®

00pp  OTyy 0 OTyr  Ooyy
ox oy ox oy
A (0gz +0yy) =0. (2.61)

=0 (2.60)

Neben den Gleichgewichtsbedingungen (2.60) ist noch die sogenannte M. LEvVYsche Bedingung
(2.61) zu erfiillen'”. Mittels Einfiihrung einer geeigneten Spannungsfunktion ® reduzierte AIRY [1]
das Problem sogar noch auf eine einzige Differenzialgleichung vierter Ordnung

ANAD =0 (2.62)
2P %P 2P

mit Ozx = Oy2 Oyy = or2’ Ty = _8—:1:83/ .

(2.63)

Wie im vorab behandelten axialsymmetrischen Fall — Gleichung (2.13) — ist demnach eine Bipo-
tenzialgleichung zu 16sen. Dies geschieht in vollig analoger Weise nur das aufgrund der geringeren
Dimension anstelle der HANKEL-Transformation die einfache FOURIER-Transformation tritt. Auf
die Herleitung soll an dieser Stelle verzichtet und auf den Anhang B verwiesen werden. Unbedingt
nochmal hervorzuheben ist allerdings die Tatsache, dass die Bestimmungsgleichungen fiir die Feldgro-
fen dank der Losungsmethodik auf Basis der Integraltransformationen eine gewisse Forminvarianz

aufzeigen'®.

16Gelbstverstandlich diirfen die Randbedingungen nicht aufer Acht gelassen werden.
1"N#heres zu deren Herleitung in [27] bzw. [38]
¥ Djese Forminvarianz verspricht weitere Abbildungsméglichkeiten und ist Gegenstand von Kapitel 2.4.
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Die Achsensymmetrie des langen zylindrischen Indenters vereinfacht die Formulierung der Feldgro-
fsen (2.64), denn die FOURIER-Transformierte der Normalspannungsverteilung an der Oberflache ist
eine gerade Funktion, so dass an ihrer Stelle auch die FOURIER-Cosinus-Transformierte nach (A.4)
herangezogen werden kann:

Opz = —\/37(1 — Ay) pe(A)e ™ cos(Az) dA
0

2 [ee]
Oy = —\/i/(l—I—)\y)pc()\)e_)‘ycos()\a:)d)\
T
0
2 g
Toy = —\[— Aype(N)e™ Y sin(Ax) dA (2.64)
0
1+v 2 eV s
Uy = 5 \/;/ 3 (1 —=2v—Ay)e”¥sin(Azx) dA
0

uy = Lt V\/g/ pci/\) [2(1 — v) + \y] e cos(Az) dA.
0

E

Die wesentlichen Schritte des weiteren Losungsweges folgen der Arbeit von SNEDDON [105], welcher
vorab dimensionslose Grofen' einfiihrt

n:=2Xa, w(Z):= Uyo(®) ; (2.65)
a
die Funktion u,,(x) setzt sich dabei aus einem konstanten sowie einem von der Formfunktion des ach-
sensymmetrischen Indenters gepriagten Anteil zusammen und schlégt sich in den Randbedingungen
nach Abbildung 2.6%° nieder.

P
Randbedingungen:
uy(z,y =0) = wuyo(x)  fiir lz| < a
oy(z,y=0) = 0 fiir |z| > a
Tya(z,y =0) = 0 fir —oco<z<o0

Abbildung 2.6: Prinzipskizze flir den Kontakt eines langen zylindrischen Indenters und dem elasti-
schen Halbraum (EVZ) mit zugehorigen Randbedingungen.

Die Auswertung der Randbedingungen fiihrt nach einigen Umformungen auf die Suche der frequenz-
abhéngigen Funktion a(n), welche mit der Transformierten der Normaldruckverteilung im Kontakt-
gebiet gemék

19 Jene werden zwar ebenfalls mit dem Symbol ~ gekennzeichnet, sind allerdings aufgrund der Angabe des jeweiligen
Argumentes leicht von den nach FOURIER transformierten Grofen unterscheidbar.
20Djese Grafik soll nur als Prinzipskizze dienen; die Oberfliichenverschiebung ist darin nicht korrekt dargestellt.
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a(n) == \/g %égi (2.66)

zusammenhangt und die Dualintegralgleichungen

/ neu(n) cos(n) dn - = % fir  0<%<1 (2.67)
/7]2a cos(nz)dn = 0 fiir z>1 (2.68)
0

erfiillt. Mit Hilfe der im Anhang A.2 aufgefiihrten Gleichung (A.14) lassen sich die Integranden derart
modifizieren, dass die Dualintegralgleichungen als Spezialfall aus einer allgemeinen Formulierung
hervorgehen, deren Losung bekannt ist

[e.e]

3 . () 1 . .
= <
/772 a(n)J_%(n:r) dn = (2nz) "2 fiir 0<z<1 (2.69)
0
/nga(n)J_%(n:i) dn = 0 fiir z>1. (2.70)
0
Die Auswertung des Losungsintegrals nach BUSBRIDGE (B.9) fiihrt auf
1
1 % d
a(n) = oy / u(y) dy +
0
1 1
_1
/ (1- t2 2 /ﬂ(yt) yJo (ny) dy dt] . (2.71)
0 0

In Analogie zum axialsymmetrischen Fall wird die Oberfliche im Kontakt und damit die Formfunk-
tion des Indenters durch ein Polynom n-ten Grades (mit n — oo) approximiert, wobei diesmal auch
ein konstanter Anteil zum Tragen kommt

Uyo (T) : Z fn - i cpaza™ . (2.72)
n=0

Einsetzen von (2.72) in (2.71) ergibt unter Beachtung der integralen Beziehung (A.17)

1
1 = % 1
04(77)2722@1&” ) —/ y"Ji (ny) dy, (2.73)
ﬁ(l_V)nzo § 770

womit die Normalspannungen innerhalb des Kontaktgebietes mit der Identitat (2.66) und der zu-
gehorigen Beziehung aus Gleichung (2.64) bestimmbar sind?!. Die nachfolgende Formulierung der
Kontaktspannungen geniigt dabei der Anforderung, dass jene am Rande des Kontaktgebietes ver-
schwinden

+

oor(n
oy (F,y =0) == 1—1/22 T (
n:l

N3 (b0

1/
1 t~n—1 B
nén(ln_l"i‘n_l/‘%dt. (274)
) / Vi —1

! Geeignete Stiitze der Berechnung beinhaltet das Werk von Watson [118].
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Mit Gleichung (2.74) ist die Druckverteilung zwischen einem (langen) zylindrischen Indenter und dem
elastischen Halbraum — also die Losung des 2D-Falls (EVZ) — gefunden. Am Anfang des Kapitels
wurde aber als iibergeordnetes Ziel ausgesprochen, die Kontaktspannungen bei Indentierung des
elastischen Halbraumes durch einen beliebig geformten, axialsymmetrischen Stempel exakt {iber ein
Ersatzmodell wiederzugeben. Inwieweit das 2D-Problem uns diesem Ziel naherbringt, wird nach
einer geeigneten Substitution des Integrals in (2.74) augenscheinlich klar

1

1) =1
népa™ ! | ———dt (2.75)
) 12 _ 72

n

(

J’_

E T (

N3 o

z

und im folgenden Abschnitt im Detail erlautert.

2.3.3 Zweidimensionales Ersatzmodell — Abbildung von Kontaktspannungen

Durch die vorausgegangene Untersuchung des realen zweidimensionalen Kontaktproblems (EVZ)
sind alle vorbereitenden Schritte vollzogen, welche die Entwicklung eines Ersatzmodells ermdglicht,
das nun auch die Druckverteilung im Kontaktgebiet eines starren axialsymmetrischen Indenters mit
dem elastischen Halbraum reproduziert. Ein einfacher Vergleich der Ergebnisse nach (2.55) und
(2.75) zeigt auf, dass zwischen den Spannungen und der jeweiligen Ortskoordinate — représentiert
durch das enthaltene Integral — derselbe funktionale Zusammenhang besteht. In der Konsequenz
darf nachstehende Aussage getroffen werden:

Die Normalspannungen im reibungsfreien Kontakt zwischen einem azxialsymmetrischen Indenter
und dem linear elastischen Halbraum lassen sich exakt auch mittels Indentierung des Halbraums
durch einen langen zylindrischen Indenter erzeugen (EVZ). Die Formfunktion des Eindringkdr-
pers ist dabei lediglich durch konstante Koeffizienten zu modifizieren!

Nach den Transformationen y — z und & — r/a muss die Ersatzgeometrie aus (2.72) folgendem
Bildungsgesetz geniigen, um ein genaues Abbild der Normaldruckverteilung im realen System zu
schaffen

fo () i=cur™ = f(2) = énla|” mit Cn i= Bncn | (2.76)

Der darin vorkommende Transformationskoeffizient (,, hingt wiederum von der Ordnung n ab und
gehorcht der Vorschrift

(2.77)

Waéhrend der Formfaktor sz, im eindimensionalen FErsatzmodell zum Erhalt der globalen Grofien
P und § noch physikalisch gedeutet werden konnte??, beschreibt 3, die notwendige Forminderung,
damit die lokalen Spannungen im Kontaktgebiet exakt abgreifbar sind.

227ur Erinnerung: s, stellte gerade das Verhiltnis von Gesamt- zu kontaktgebender Eindriicktiefe dar!
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Abbildung 2.7: Formfaktor 3 in Abhéngigkeit des Exponenten n der Potenzfunktion graphisch und
numerisch gerundete Werte tabellarisch aufgefiihrt.

Mit steigender Konformitéat wird der Unterschied in den Geometriefunktionen des realen und fikti-
ven Indenters verschwindend gering, denn mit zunehmender Ordnungszahl n geht der Formfaktor
B asymptotisch gegen Eins (Siehe Abbildung 2.7.). Diese Erscheinung zeigte sich nicht im Rahmen
des eindimensionalen Ersatzmodells. Hier mufste fiir die Abbildung der globalen Gréfen die Trans-
formation ausgedriickt iiber s unbedingt berticksichtigt werden.

Die Frage nach dem Sinn, eine axialsymmetrische Aufgabenstellung iiber einen Ebenen Verzerrungs-
zustand auszudriicken, ist schnell beantwortet. Wir miissen uns lediglich daran erinnern, dass das
EVZ-Problem aus mathematischer Sicht einem ESZ-Problem gleicht. Die Unterschiede in den Hoo-
KEschen Gesetzen verlangen nur eine Substitution der elastischen Parameter:

E, v

EVZ

(1+7)°
1%

1+ 20 -
+1/E

—
+
N

7 |—

N

5]
NI

Abbildung 2.8: Umrechnung der elastischen Parameter bei Wechsel zwischen ebenem Verzerrungs-

und Spannungszustand.

Anstelle des Halbraums tritt demnach die Halbscheibe, d.h. die im Vorfeld einer numerischen Umset-
zung mittels z.B. FEM oder MPS erforderliche Diskretisierung ist auf zwei Dimensionen beschréankt.
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Die Rechenzeit wird hierdurch erheblich gesenkt, ohne an Genauigkeit einzubiifen — der analytische
Nachweis wurde in dieser Arbeit erbracht!

~"

Elast. Halbraum

Axialsymmetrie

Korrekte Abbildung der

Normalkontaktspannungen _
<: PN
p (7) a’y a
y
6 (a) und P (8) inkorrekt! Elast. Halbscheibe

ESZ

Abbildung 2.9: Reduktionsschema fiir die Darstellung von Normalkontaktspannungen fiir beliebig
geformte Indenter

In Abbildung 2.9 ist der Reduktionsvorgang schematisch dargestellt. Die Spannungsverteilungen im
Kontaktgebiet stimmen in allen drei Zustdnden iiberein. Das gilt aber weder fiir die Verschiebungen
an der Oberfliche noch fiir die Feldgroflen im Inneren, nicht einmal fiir die Relationen zwischen
den makroskopischen Grofen des Originals (P-0-a). Daher soll der Reduktionsvorschlag nicht weiter
betrachtet, sondern ein effizienteres Werkzeug ausgehend vom 1D-Modell entwickelt werden.

2.3.4 Eindimensionales Ersatzmodell — Abbildung von Kontaktspannungen

Der starke Reduktionsschritt von 3D auf 1D im Abschnitt 2.2 lieferte eine genaue Abbildung der
globalen Grofsen: Eindriicktiefe und Normalkraft. Die Spannungen in der uniaxialen Schicht sind
proportional den Normalverschiebungen und spiegeln in dieser Eigenschaft nicht die wahren Ver-
héltnisse des dreidimensionalen Kontaktes wieder. Die nachfolgende Abhandlung beschéaftigt sich
daher mit der Fragestellung, wie man trotz der Begrenztheit des Federmodells aus diesem die Ober-
flichenspannungen filtern kann. Eine einfache Perspektive fiir den HERTZschen Kontakt wurde in
[32, 33] aufgezeigt und 14kt auf eine mogliche Erweiterung fiir beliebige axialsymmetrische Form-
funktionen hoffen. Ausgangspunkt weiterer Untersuchungen sollen die Gleichungen (2.53) und (2.54)
bilden, aus welchen fiir die Formparabeln n-ter Ordnung bereits Rekursionsformeln fiir die Kontakt-
driicke abgeleitet wurden — ihr Informationsgehalt ist damit aber langst nicht ausgeschopft. Mit der

Giiltigkeit des Superpositionsprinzips ist die kiinftige Betrachtung nur einer Parabel n-ten Grades
naheliegend. Die angesprochenen Gleichungen nehmen dann folgende Gestalt an
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1

o™ (%,0) = a(lG_ ) / \/%dt— a(lG— ” \/11__0%2;((1) (2.78)
mit X, (t)—x(1) = %%(n) den (1 —1") (2.79)

wobei letztere abgesehen von einem Faktor und der Interpretation der Variable ¢ als auf den Kontakt-

radius a normierte Weggrdfse nichts anderes als die Verschiebung der Oberfliche im Ersatzmodell
bedeutet, d.h.

X () = x (1) =2 (5= Fa 1)) - (2.80)

Dann lassen sich die Spannungen mit Hilfe von (A.6) und (A.8) {iber die ABEL-Riicktransformation
2.Art der Federkriifte/-spannungen®? gemif

o (8) = —o (3,0) = — = A (2 () + 0, — Fo () & (281

formulieren. Zwar ist die rechte Seite nur schwer physikalisch zu deuten, birgt aber etwas ganz
Entscheidendes, wenn man sich an die Berechnung von Normalkraft und Eindriicktiefe erinnert.
Hierzu mufte eine modifizierte Stempelgeometrie mit der uniaxialen elastischen Schicht in Kontakt
gebracht werden. Genau diese Verschiebungsvorgabe findet sich in (2.81) wieder, womit — ungeachtet
der Schwierigkeit der mathematischen Umsetzung dieser Integralgleichung — gesagt werden darf:

Mit Gleichung (2.81) ist eine Toolerweiterung geschaffen, durch die neben der Normalkraft P
und Eindricktiefe 6 nun auch die Spannungen im Kontaktgebiet p (r) allein aus dem Federmodell
berechenbar sind. Die genannten Griflen stimmen dabei exakt mit denen des zu beschreibenden
dreidimensionalen Kontaktes tiberein.

Die getroffene Aussage ist fiir jede beliebige axialsymmetrische Form des Originalindenters giiltig!
Die Invertierung von (2.81) kann sogar anschaulich physikalisch interpretiert werden; eine geeignete
Umformung unter Einbeziehung der die WINKLERsche Bettung bezeichnenden Parameter nach (2.50)
lautet

ZE, (30— Fa @) = 1 (30— o)) = VERAslrp, ()3l =Wl (i) . (282)
In Wiirdigung der Arbeiten von WEBER [119, 120] wurde darin eine gleichnamige Transformation
eingefiihrt — abgekiirzt durch das Symbol W. Diese beschreibt die Umrechnung einer rotations-
symmetrischen Belastung auf eine zweidimensionale mittels eines Translationsprozesses, der kurz
erlautert wird. Ausgehen wollen wir dabei von einer drehsymmetrischen Spannungsverteilung auf ei-
nem elastischen Halbraum, wie sie beispielsweise durch den Kontakt mit einem axialsymmetrischen
Indenter entstehen wiirde. Die Spannungen, welche innerhalb eines zur y-Achse parallel verlaufenden
Streifens infinitesimaler Breite dx wirken, werden aufsummiert/integriert. Vereinfacht kann man von
einer Projektion der Spannungen auf die x-Achse sprechen, wie sie u.a. als Teilintegral zur Berech-
nung der Normalkraft auftritt, wenn man die kartesischen Koordinaten z und y beibehalt.?*

ZNochmals sei vermerkt, dass diese proportional der transformierten Verschiebung im 1D-Modell sind.
24Genaugenommen verteilt WEBER die so gewonnene Streckenlast noch auf die Lénge “27.
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Wip(r);a] = 71)(7“)6@
. = 2 0/ p(r) dy
_ 2a rp(r)

= V2rArp(r); ]

/
Y
@ Oberflache des elastischen Halbraums

@ Druckbeaufschlagte Kreisflache

Abbildung 2.10: Durch eine rotationssymmetrische Last p (r) beanspruchter Halbraum — Draufsicht
(links); Uberfiihrung der WEBER-Transformation auf ein ABEL-Integral 2.Art (rechts).

Abbildung 2.10 dient dem besseren Verstdndnis des Projektionsprozesses, dessen mathematische
Definition sowie Ubergang zu einem ABEL-Integral ebenfalls aufgefiihrt sind. Anhand von Glei-
chung (2.82) ist leicht einzusehen, dass die soeben definierte Projektion der axialsymmetrischen
Last genau die mit der Tiefe Ay multiplizierten Federspannungen widerspiegelt.
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Fiir drei in der Kontaktmechanik grundlegende Beispiele axialsymmetrischer Druckverteilungen sind
nachfolgend die Webertransformationen aufgefithrt und damit quasi die Linienlasten (bzw. Verschie-
bungen) im 1D-Modell berechnet worden:

Axialsymmetrische Druckverteilung WEBER-Transformierte (Linienlast)
, w ; 2
Konstant: pdD (T) — 1 [pdD (T)ﬂ 'I‘] — 2 1 _ <£>
Po Pol a
15 3
1 2r
0.5F 1
(—)2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1‘.5 2 92 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
r/a x/a
HEerrz (Kugel): Pp (1) =4/1— (1)2 Wby (1) 2] (1= (E)z
Do a Dol 2 a
1.5
Al
1 15
0.5 !
! l J .
92 —1.‘5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 92 -1.5 -1 ¢ -0.5 0 0.5 1 1.5 2
r/a z/a
Flacher Stempel: Pyp (1) = ! Wipsp (r); 2] =7
Po 1 (7“)2 Poa
a
6
Al
at sl
o
2
W
0 : 0
-2 -1.5 1.5 2 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

x/a

Abbildung 2.11: Beispielhafte Verteilungen von Kontaktspannungen im Original und deren WEBER-
Transformierte — Bezogene Spannungen im Ersatzmodell!

Man beachte, dass zwar in allen Teilabbildungen das gleiche (normierte) Wegintervall dargestellt ist,
wohl aber die Skalierungen der Hochachse Unterschiede aufweisen! Jene kennzeichnet die Druckver-
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teilung bezogen auf p,, ihrem Wert im Zentrum. Wahrend in den ersten beiden Féllen (konstant,
HERTZ) die Spannungen im gesamten Kontaktgebiet finit bleiben, streben jene am Kontaktrand un-
terhalb eines flachen zylindrischen Stempels bekanntlich gegen unendlich. Die Grafiken rechterhand
zeigen je die WEBER-Transformierte der realen Belastung, welche genau der korrespondierenden
Lastgrofe im eindimensionalen Modell entspricht — der auf die Diskretisierungsbreite Ax bezogenen
Federkraft. Bei genauer Betrachtung der angesprochenen Standardlastfille haben diese gemein, dass
die axialsymmetrischen Druckbeanspruchungen einfach aus ihrem Projektionsabbild geméaf

plY) (r) = %-—21 T_QW [pgg (r); a:] . (2.83)
gewonnen werden konnen. Abgesehen von einem geometrieabhéngigen (dimensionslosen) Vorfaktor
v; sind die Federkréfte demnach lediglich durch einen speziellen Wurzelausdruck zu dividieren. Auf
genau diesen Umstand haben GEIKE und V.L. PorPov in [33| aufmerksam gemacht, indem sie fiir
den HERTZschen Kontakt die zugehorige Druckverteilung nach einem fiktiven Gesetz aus den lokalen
Grofsen des eindimensionalen diskreten Systems errechneten:

1

[(sw)m

Der Kriimmungsradius der Kugel im Ersatzmodell R; wurde halb so grof wie der des Originals
gewéhlt, um im Vorfeld die richtigen makroskopischen Zusammenhénge P (9) und ¢ (a) sicherzustel-
len (siche Abschnitt 2.1.4); r; stammt dabei aus der Diskretisierung der Radialkoordinate — eine
Eigenschaft des reduzierten (numerischen) Modells. Fiir die diskutierten Standardfélle beinhaltet
Gleichung (2.83) (bzw. (2.84)) eine dufserst elegante Methode zur Berechnung der Kontaktspannun-
gen, deren Einfachheit kaum zu unterbieten ist. So héngt der Druck in einem definierten radialen
Abstand r; eindeutig auch nur von der analogen Position x; im reduzierten Konstrukt ab. Leider
besitzt dieses vermeintliche Bildungsgesetz aber keine Allgemeingiiltigkeit, was bereits anhand der
Losung fir den Kontakt zwischen einem konischen Eindringkérper und dem Halbraum zum Aus-
druck kommt. Aufgrund der entsprechenden Rekursionsformel nach (2.58) kann diese Aussage sofort
auf alle Indenterformfunktionen mit ungeradem Exponenten ausgedehnt werden. Bei genauer Sicht
bringen auch gerade Potenzen keine Abhilfe, obwohl deren Losungen rekursiv aus dem HERTZschen
Kontakt hervorgehen.

In Verbindung mit der obigen Diskussion méchte ich noch zwei interessante Ergdnzungen etwas niaher
erlautern. So entwickelte G.Ia. POPoV in [89] die Spannungsverteilung fiir den reibungsfreien axial-

symmetrischen Kontakt in eine Reihe besonderer LEGENDRE Polynome Lo, (\/ 1-— fQ) und erhielt
eine Losung fiir die Normalverschiebung innerhalb des Kontaktgebietes in geschlossener Form:

b (V)

p(rj) ~ Fy (r;) (2.84)

p(r=2) = \/ﬁz’@”
— w(Fz=0) = %G_”)Zk% (Lo (0)]2 Lay, (\/1_7:2) . (2.85)
n=0

Offensichtlich gilt fiir jedes korrespondierende Gliedpaar der Reihen bis auf die uns bekannte Wurzel
V1 — 72 eine direkte Proportionalitéit. Im UmkehrschluR erhilt man fiir eine spezifische Indenter-
form selbstverstdndlich auch die zugehorige Druckverteilung im Kontaktgebiet; die Schwierigkeit
besteht allein darin, die Faktoren kg, durch einen Koeffizientenvergleich mit der Verschiebungsvor-
gabe zu bestimmen. Die Definition der modifizierten LEGENDRE Polynome sowie die Anwendung
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von Gleichung (2.85) auf ein konkretes Beispiel sind im Anhang C.1 zu finden. Es ist anzumerken,
dass hierbei die realen lokalen Kontaktgrofen entwickelt werden.

Ein ganz anderer Ansatz hingegen bedeutet die Darstellung der Verschiebung unseres eindimensio-
nalen Modells als Summe von Wurzelgliedern, dessen mathematischer Apparat ebenfalls inklusive
eines Beispiels in Anhang C.2 aufgefiihrt ist. Vorweg mochte ich den Leser mit Nachdruck fiir diese
Passage begeistern, denn das Verfahren ist mindestens genauso elegant, wie einst der Losungsansatz
iiber LEGENDRE Polynome und es stellt in Bezug auf die eindimensionale Federkette eine Perspektive
zur einfachen Bestimmung der Spannungsverteilung dar!

An dieser Stelle sei wiederholt betont, dass neben den makroskopischen Beziehungen P (4) und
0 (a) fiir den elastischen axialsymmetrischen Kontakt nun auch die Spannungsverteilung an der
Oberflache p (r) aus einem reduzierten Ersatzsystem hervorgehen. Fiir letztere wird die WEBER-
bzw. ABEL-Integralgleichung nach (2.82) benétigt, welche eine entscheidende Rolle im néchsten
Abschnitt einnimmt, wenn es darum geht, auch die Spannungen innerhalb des Halbraumes durch
einen Reduktionsprozeft abzubilden.

2.4 Abbildung der Feldgrofien im Inneren des Halbraums

Im Hinblick auf makroskopische Grofen und Spannungszusténde innerhalb der Beriihrungsflache
zweier kontaktierender Korper gibt das eindimensionale Modell exakt die Ergebnisse wieder, welche
sich im dreidimensionalen Kontaktvorgang einstellen. Dieses bedeutet eine erhebliche Einsparung
an Rechenzeit, bei dessen numerischen Umsetzung. Nun gehen aber zahlreiche Mechanismen in der
Tribologie auf die Werkstoffbeanspruchung im Inneren der Bauteile zuriick, welche mit Hilfe von
Festigkeitshypothesen zu beurteilen ist. Das Spannungsfeld der HERTZschen Pressung bei einem
(geschmierten) Roll- bzw. Walzvorgang kann beispielsweise zur Rissbildung unterhalb der kontak-
tierenden Oberflichen fiihren, bei weiterer zyklischer Beanspruchung sogar Verschleift durch Oberflé-
chenzerriittung hervorrufen (61, 16|. Beim reinen Normalkontakt tritt das Maximum der Hauptschub-
spannung und damit die erste Plastizierung des Werkstoffes unterhalb der Oberfliche auf. Diese Er-
scheinung gilt sowohl fiir den Linienkontakt zweier Zylinder als auch fiir den Kugelkontakt allerdings
variieren Ort und Grofe des Extremums, was auf die grundsétzlich unterschiedlichen Eigenschaften
von zwei- und dreidimensionalen Kontinua zuriickzufiihren ist (siehe dazu Abschnitt 4.1). Letzteres
beinhaltet gerade die Schwierigkeit, die Feldgrofen innerhalb eines axialsymmetrisch beanspruchten
Halbraumes aus einem Reduktionsprozess zu filtern. Selbstverstandlich besteht die Moglichkeit — bei
bereits ermittelter Kontaktdruckverteilung — mit Hilfe der dreidimensionalen Gewichtsfunktionen
nach BoussINESQ [13] und CERRUTI [24]| Spannungen und Verschiebungen im Inneren zu berech-
nen. Jenes bedeutet eine Kopplung des eindimensionalen numerischen Systems mit dreidimensionalen
analytischen Integralgleichungen, dessen numerischer Berechnungsaufwand nicht zu unterschéatzen
ist.

Ich werde im folgenden ein Paket vorstellen, welches ohne die 3D-Gleichungen auskommt, dennoch
fiir alle axialsymmetrischen Lastfille sdmtliche Feldgrofen im Inneren korrekt abbildet und damit
zur Untersuchung von elastoplastischen Kontaktzustidnden herangezogen werden kann. Trotz der
Diskrepanz im Verhalten von ebenen und rdumlichen elastischen Medien soll dazu ein zweidimen-
sionales gewOhnliches Kontinuum (Halbebene) dienen; die Dimension wird in diesem Falle von “3”
auf “2” reduziert. Eine Ankopplung an die WINKLERsche Bettung ist ohne weiteres moglich.
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2.4.1 Bedeutung der Forminvarianz ebener und axialsymmetrischer Systeme
inklusive der Erweiterung auf raue Indenter

In Kapitel 2.3.2 wurde bereits auf die Ahnlichkeit der Bestimmungsgleichungen fiir die Feldgrofen
bei einem ebenen und axialsymmetrischen Belastungszustand aufmerksam gemacht (Man verglei-
che dazu (2.30)-(2.35) mit (2.64)), der Kontakt allerdings dabei als reibungsfrei angenommen. Die
folgende Abhandlung 16st sich zunéchst von dieser Einschréankung, d.h. auch Tangentialspannun-
gen an der Oberfliche ¢(r) sind zuliissig, solange sie radial®® verlaufen. Wir werden sehen, dass die
Forminvarianz dadurch nicht gestort wird. Auf eine vollstdndige Herleitung der durch das Auftre-
ten von Reibspannungen erweiterten Losungsintegrale sei verzichtet, der Leser mufs dazu lediglich
die FOURIER-Transformierte der AlRYschen Spannungsfunktion bzw. die HANKEL-Transformierte
der LovEschen Verschiebungsfunktion den verdnderten Randbedingungen anpassen und anschlie-
fend die Feldgrofen neu ermitteln — analog dem in dieser Arbeit fiir den glatten Normalkontakt
aufgezeigten Weg.

Zum Spannungs- und Verschiebungsfeld bei Axialsymmetrie

Man beachte, dass sich sowohl die Radialspannungen o, (r,z) als auch die Umfangsspannungen
Oy (1, 2) aus je zwel Anteilen zusammensetzen, welche unterschiedlichen Tranformationen gentigen;
die Oberfldchenlasten transformieren sich nach pg (§) := Ho [p (r); €] und go (§) := Hi [¢(7); &]:

2GH  [u, (r,2); €] ] [ € (-1+2v)+2 ] [ 2671 (1—v) — 2

2GH [u, (r,2) ;5 €] 2671 (1 —v) + 2 11 -20) -2
Hy [7ez (r,2) 5 €] —¢2 14ex
Ho [0z (r,2) 5 €] —1-£&z +¢z

Holot, (o)1 8] | —1+éz mieet 2 ¢z nee

Hy [—roll(r,z); €] N (-1420) 42 2671 (1—-v) — 2
Ho [oL, (r,2); €] = 2
| Hilroll(r2);¢] | [ (14 20) 2 | 267 (1-v)—z |

(2.86)

Zum Spannungs- und Verschiebungsfeld im ebenen Fall

Zunichst wird von einem ebenen Verzerrungszustand ausgegangen, dessen Uberfithrung auf einen
ebenen Spannungszustand leicht zu vollziehen ist (siche Schaubild 2.8). Wahrend die z-Achse ho-
rizontal verlduft, soll z analog dem axialsymmetrischen Fall senkrecht ins Innere weisen. Séamtliche
Feldgroken?® unterliegen dabei noch der FOURIER-Transformation in ihrer allgemeinen Gestalt ge-
méah (B.1):

25 Aufgrund des eingangs vorausgesetzten azialsymmetrischen Halbrawms konnen uniaxiale Reibspannungen mit
dieser Theorie nicht behandelt werden!

26Um rotationssymmetrische und planare Ausdriicke auseinanderhalten zu kénnen, sind letztere zusétzlich durch
()" gekennzeichnet.
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[ 2Gih (A, 2) T [ =AY —2v) +isgn(N\) 2 T i 2Nt -v) -2 ]
2GTE (), 2) 21 -v) +2 ixTL(1—2v) +isgn (N) 2
PNz | = —idz PP (N e M+ ~14+ )2 F (N e .
b, (A, 2) —1—|\z —i\z
| (N2 1 L —14+ )z i i —2isgn (\) + Az

(2.87)
Das erkléarte Ziel, einen axialsymmetrischen Zustand iiber einen ebenen (bzw. dessen Rotation um
die z-Achse) abzubilden, verlangt nun noch einige Symmetrieaussagen. Jene konnen wohl am besten
nachvollzogen werden, wenn man symmetrisch zur z-Achse unter Beachtung der Schnittuferkonven-
tion zwei Elemente der Halbebene herausschneidet. Dann ist sofort einzusehen, dass 72, antimetrisch
und ob, sowie 0%, achsensymmetrisch verlaufen miissen; dhnliches gilt fiir die Verschiebungen. Wih-
rend die Normalverschiebung u? gerade ist, muR u% eine ungerade Funktion darstellen. Dies hat
gewisse Vereinfachungen zur Folge, da die FOURIER-Transformierten der symmetrischen durch die
FOURIER-Cosinus- und die der antimetrischen Gréfen durch die FOURIER-Sinus-Transformierten
ersetzt werden diirfen; das Gleichungssystem (2.87) erhélt dann folgende Gestalt:

[ 2GF[ub (z,2); N7 [ -2 —2v) 42 ] [ 2 (1—v) -2
2GF.[ul (z,2); A 22711 —v) + 2 A1 —-2v) -
Fslmho (x,2); A | = -z PPN e ™M+ —14 Az &N e ™.
Felobs (x,2); A —1- )z Az
| Fobe (@,2); 0 ] L —1+4 Xz | i 2— Az

(2.88)
Der Vergleich von (2.86) und (2.88) zeigt eine exakte Formgleichheit fiir die ersten vier skalarwertigen
Gleichungen auf — selbstverstéandlich diirfen die unterschiedlichen Bildtransformationen nicht aufler
Acht gelassen werden. Jene Invarianz rdumt die Moglichkeit ein, zwischen ebenen und axialsymme-
trischen Systemen zu vermitteln, wobei die Beziehung zwischen den transformierten Oberflachen-

spannungen die Art des Abbildungsprozesses bestimmt. Fine Perspektive scheint die unmittelbare
Wahl?”

3 (2.89)

b
b ] (2.90)

Po (§) = Ho [po (1) &]
do

f
(&) =Hilgo (r); €] bqs (&) =bFilg" (x);
zu sein, nach der die Randlasten im Frequenzraum iibereinstimmen. Die hieraus resultierenden
Konsequenzen werde ich beispielhaft anhand der ersten skalaren Gleichung (also fiir u%) erldutern,
die weiteren dann lediglich angeben. Wichtiges Instrument spielen dabei die zwischen HANKEL-
und FOURIER-Transformation vermittelnden Beziehungen (A.9) und (A.10). Riicktransformation

der ersten Zeile von (2.88) ergibt

*"Der Normierungsfaktor b soll dabei die Gleichheit der Mafeinheiten sicherstellen.
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2GuP (x, 2)

F (AT =20) 2) e ™ + (207 (1= v) = 2) f (V) e ¥

e (1 (AT A =20) 4 2) () e+ (AT (1= v) = 2) g2 (V) e 5 7] 5 o)

(2:89).(2.90) %Ag{ul [(_xl (1=2v)+2)Po (N e ™+ (2A1 (1 —v) — 2) o (A) e r} s},

=2Gu,(r,z)

so dass in Ergénzung fiir die ersten vier Eintrége letztendlich nachstehende Transformationen mit
zugehorigen Inversionen zutreffen.

Korrespondenz — Teil 1T —

WB(x,2) = b lwdyfuy (r,2); up (r,2) = A [a b (2, 2) ;5 7]
WB(z,z) = b As[rus(r,z2); 2] u, (r,z) = br A Ul (z,2) ;7]
o (x,2) = b lzdy[n. (r,2); 2] T (r,z) = bAy [a7 L (,2) ;7]
ol (,2) = b 'Ay[ro.. (r,2); 0..(r,z) = brlA [ob (z,2); 7]

Tabelle 2.1: Zur wechselseitigen Berechnung ebener und axialsymmetrischer Grofsen — Teil 1

Zur Ermittlung der Radialspannungen o, reicht nicht allein aus, die quasi-analogen Spannungen
042 in der obigen Vorgehensweise zu formen, denn das liefert nur den Beitrag o,.; der angesprochene
zusiitzliche Anteil o/l muf auch noch erzeugt werden. In Verbindung mit den radialen Verschiebun-
gen stellt dieses aber keinerlei Schwierigkeit dar. In &hnlicher Weise kénnen die Ringspannungen
04, aus ebenen Grofen zusammengesetzt werden. Wahrend sich der zweite Part bis auf das Vor-
zeichen mit dem entsprechenden der Radialspannungen deckt, erfordert ersterer eine Kombination
ebener Normalspannungen. Interessanterweise entspringt jener einer Abbildung der aus einem EVZ
hervorgehenden und bis jetzt ignorierten Normalspannung in Dickenrichtung oy, = v (04 + 022).
Die Erkenntnisse fir die zweigliedrigen Ausdriicke moéchte ich in Erweiterung obiger Korrespon-
denztabelle berticksichtigen. Es sei darauf hingewiesen, dass im Zuge eines der spéter untersuchten
elastoplastischen Beispielkontakte die Darstellung der Umfangsspannungen o, nicht fehlen darf,
auch wenn diese speziell fiir den HERTZschen Kontakt kaum von Bedeutung sind.?®

2Diese Aussage ist streng mit dem spiter verwendeten Vergleichskriterium nach TREScA verkniipft!
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Korrespondenz — Teil 1T —

obr (z,2) = b lAy [ra,{r (r,z); x] U{T (r,z) = br‘l.AQ_1 (0% (z,2) ;7]
oll(r,2) = —2Gbr‘1A2_1 [m_lug (z,2); r]
oy (r,2) = b7lAs [Taiw (r,2); ] 051090 (r,z) = br YA [ohy (z,2) ;7]
O'{D{O (r,z) = 2Gbhr— T A (27 Mk (z,2) 5 7]

Tabelle 2.2: Zur wechselseitigen Berechnung ebener und axialsymmetrischer Gréfsen — Teil 11

Man beachte hierin einerseits die aus dem HOOKEschen Gesetz (EVZ) stammende Beziechung

ogy (€, 2) == vof, (z,2) + of, (2, 2)] , (2.91)
zum anderen die Darstellungsmoglichkeit der Spannungszusétze (Index II) iiber die Radialverschie-
bung gemaéfs

ol (r,2) = =kl (r,2) = —r712Gu, (1, 2) . (2.92)

rr

Vor ihrer Anwendung in einem folgenden Abschnitt soll die Aussagekraft obiger Tabelle kurz noch
einmal erldutert werden. Stellen wir uns dazu vor, dass eine gegebene axialsymmetrische Spannungs-
verteilung p (r), ¢ (r) auf einen elastischen Halbraum wirke und die Felder im Inneren zu berech-
nen sind. Sehr wohl kénnten wir auf die Superposition der 3D-Fundamentallésungen zuriickgreifen,
mochten jedoch im Sinne der Dimensionsreduktion handeln. Dazu miissen in einem ersten Schritt die
Spannungen an der Oberflache nach den entsprechenden Eintrigen auf der linken Seite in Tabelle 2.1
transformiert werden:

ba’ (z) = xAzq(r); 2] (2.93)
bpP (z) = Aglrp(r);a]. (2.94)

Die elastischen Eigenschaften des axialsymmetrisch beanspruchten Halbraums ausgedriickt iiber
FE und v diirfen nur solange beibehalten werden, wie ein EVZ als Ersatzmodell unterstellt wird;
ein geeigneter Reduktionsprozess verbunden mit der Einsparung von Freiheitsgraden setzt jedoch
einen ESZ voraus, so dass die elastischen Parameter dquivalent auf eine Halbscheibe umzurechnen
sind. Auf eine solche zweidimensionale Halbebene werden nun die Streckenlasten nach (2.93), (2.94)
aufgepréigt und die resultierenden ebenen Spannungs- und Verschiebungskomponenten im Inneren
abgegriffen. Da die aufgezeigte Korrespondenz einem analytischen Beweis folgt, dessen Ausgangs-
punkt die Kontinuumstheorie bildete, ist sie unabhéngig von jedweder Diskretisierung giiltig. So
konnte der letztgenannte Arbeitsschritt beispielsweise mit einer zweidimensionalen Finite Elemen-
te Methode oder auch einem Isotropen Gittermodell (siehe Kapitel 5) erfolgen. Die so gewonnenen
quasi-fiktiven Grofsen sind im Anschlufs lediglich einer Riicktransformation geméf rechter Spalte aus
Tabelle 2.1 bzw. 2.2 zu unterziehen und bilden exakt die dreidimensionalen Felder ab.
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Die Abbildungsvorschriften héngen entscheidend von der angesetzten Beziehung zwischen den Rand-
lasten im Bildraum ab — siehe Gleichungen (2.89), (2.90); bei einer Forderung

Po () = %p’é(&) (2.95)
o) éqf;(s) (2.96)

wiirde die ABEL-Transformation 1.Art tonangebend sein und beispielsweise fiir die Normal- bzw.
Tangentialspannungen zu den Gesetzméfigkeiten

0. (r,2) = Aylob, (z,2); 7] (2.97)

7o (r2) = YA [zTP (2,2) ;7] (2.98)

fiihren. Bedauerlicherweise bin ich nicht der erste, welcher bei der Suche nach einer einfachen ele-
ganten Methode zur Losung axialsymmetrischer Problemstellungen auf derartige Transformationen
stokt. Die Pionierarbeit geht vermutlich auf A. Ja. ALEKSANDROV [2] zuriick, der den axialsymme-
trischen Fall aus der Superposition rotierter ebener Zustédnde zusammensetzt, dariiberhinaus auch
eine Moglichkeit vorstellt, planare Felder mittels Umverteilung drehsymmetrischer Grofen (auf eine
Linie) zu gewinnen — seine Ansétze griinden demnach auf physikalischen Interpretationen. Eine wei-
tere rein analytische Ableitung basierend auf der Analogie der PAPKOVICH-NEUBER Losungen ist in
[39] zu finden?. Die im Zuge der Verkniipfung zweidimensionaler und axialsymmetrischer Problem-
stellungen zitierte Arbeit von NOBLE und SPENCE [75] beinhaltet hingegen nur die Spannungen und
Verschiebungen an der Oberflache, fiir die inneren Felder werden keinerlei Aussagen getroffen.

Die Forminvarianz der Gleichungssysteme (2.86) und (2.88) bezieht sich zunéchst auf unendlich aus-
gedehnte elastische Medien, fiir welche nur abklingende Losungsanteile ~ e~¢% auftreten. Hat man es
dagegen mit begrenzten Kontinua zu tun, werden anfachende Glieder ~ e%* keinesfalls verschwinden.
Es ist jedoch sofort einsichtig, dass die Formanalogie auch auf solche Korper ausgedehnt werden darf.
Die Giiltigkeit der Korrespondenztabellen 2.1, 2.2 bzw. der nur angesprochenen (nicht vollstandig
aufgefithrten) Alternative (2.97), (2.98) bleibt uneingeschrénkt. So kann beispielsweise ein planarer
Streifen dazu dienen, um die Indentierung einer azialsymmetrischen Schicht zu beschreiben; auch
mehrfach geschichtete Halbraume konnen derart abgebildet werden, unter bestimmten Vorausset-
zungen sogar inhomogene Medien (Kapitel 4). Bevor es im néchsten Abschnitt um die Anbindung
an das eindimensionale Modell geht, mochte ich zusammenfassend festhalten:

Mt Hilfe der in diesem Kapitel erarbeiteten Korrespondenzen kénnen azialsymmetrische tiber
planare Zustinde ausgedriickt werden. Dazu sind zundchst die Randlasten zu dberfiihren und
anschlieffend auf eine Halbscheibe aufzuprdgen; deren Spannungen und Verschiebungen sind im
Anschluss einer ABEL-Ricktransformation zu unterziehen. Zusdtzlicher Aufwand stellt damit
die Berechnung der Linienintegrale dar. Anstelle eines dreidimensionalen Halbraumes muf§ im
Rahmen einer numerischen Umsetzung allerdings nur eine Halbscheibe diskretisiert werden, was
mit dem Wegfall der Freiheitsgrade einer ganzen Dimension einhergeht!

2.4.2 Schnittstelle zum eindimensionalen Federmodell bei reinem Normalkon-
takt

Das detailliert beschriebene Federmodell legt eine reine Normalbelastung zu Grunde, auf die ich
mich in der Folge konzentrieren mochte. In den Gleichungssystemen nach (2.86) und (2.88) sind

*Tn beiden Werken [2, 39] sind die Formulierungen hinsichtlich der Mafeinheiten zum Teil fehlerbehaftet!
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demnach die Tangentialbeanspruchungen gleich Null zu setzen — die Abbildungsvorschriften (Kor-
respondenzen) werden hierdurch nicht gestort. Mitunter ist das eindimensionale System durch eine
gegeniiber dem Original verdnderte Geometrie gekennzeichnet. Die Normalkraft P, konnte durch
einfaches Summieren iiber die Federkrafte F; rekonstruiert werden:

J J
P, = ZF — 'Z'k;én (1 —1z™); (2.99)
1=—7 1=—]

die zugehorige Definition der Federspannungen pi ; hatte ich durch den Bezug auf die sich aus der
Diskretisierungsbreite und Tiefe der Schicht ergebende Fliche definiert (siche Abbildung 2.12).3°

Zur Federspannung:

- F,
! F . = v
3 pn,z(xl) . A.’EAy
| k m
§ = Reayr - ED
| E
= b (1 [

Ao (L= &)
Az

A
r; = iAx

Abbildung 2.12: Zur Federkinematik im 1D-Modell (links); Definition der zugehorigen Federspan-
nung (rechts)

Die Diskretisierungsbreite Az bildet den Quotienten aus Kontaktradius e und Anzahl der dquidi-
stanten Intervalle j zwischen x = 0 und = = a, also gilt Az = a/j.

Selbstversténdlich geben diese Federspannungen nicht die Normalbelastung an der Oberfliche im
realen System wieder, was die Gleichung (2.82) bestéatigt. Dass diesen (diskretisierten) Grofen aber
noch eine wesentliche Bedeutung zukommt, wird die Verbindung zur Korrespondenztabelle und
damit zu den planaren Gegebenheiten eindrucksvoll unter Beweis stellen. Zunéchst denken wir uns
die Schrittweite Az sehr klein und gehen damit vom diskreten Modell auf die elastische Bettung
iiber. Fiir die Spannungen dieses nun kontinuierlichen eindimensionalen Modells kann man auf oben
genanntem Weg einen besonderen Zusammenhang ableiten

E
F L = AL
i) = -l
(2.82) V2T )
= Ay Ag [rpn (1) 5 2]
Tabelle2.1 V27
= Ay bpP (z) (2.100)

der nach Setzung von b := Ay lautet

I
p”(w)—mpn( ) (2.101)

Gleichung (2.101) zeigt geradewegs die Schnittstelle zwischen den aus der Forminvarianz entwickelten
Relationen ebener und axialsymmetrischer Felder und dem eindimensionalen Modell auf. Um die

30Zur Erinnerung: Der Index n war Kennzeichen einer Parabel n-ten Grades; eine Superposition ist maglich.
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Feldgrofsen im Inneren mit Hilfe der Korrespondenzen zu berechnen, mufste in einem ersten Schritt
die 3D-Oberfliachenlast auf eine 2D-Beanspruchung umgerechnet werden. Genau darauf kénnen wir
nun verzichten, denn die Federspannungen des eindimensionalen Modells dividiert durch den Wert
V27 sind den ebenen Lasten dquivalent! Die Kenntnis der Flichenpressung des Originals ist damit
nicht erforderlich, um die Spannungen und Verschiebungen im Inneren des Originals zu bestimmen.
Nach Aufpriagung der faktorisierten Federspannungen auf eine isotrope Halbscheibe und Abgreifen
des kinematischen und dynamischen Feldes liefern die rechten Spalteneintrage der Tabellen 2.1, 2.2
samtliche Grofen der dreidimensionalen Problemstellung — natiirlich inklusive Flachenpressung! Nur
wenn das ausschliefliche Interesse dieser galt, dann ist deren Berechnung nach (2.81) zweckméfig.
Anhand des direkten Zusammenhangs zwischen Feder- und Originalspannung mdéchte ich noch eine
ergdnzende Anmerkung machen

Ay pE (z) = V21 As [rp, (1) 5 ] =: Ap, [pn (r); ] (2.102)
pa(r) = %T‘IAEI [ph (z);r] = Ay Ag, [ph (2); 7] . (2.103)

Anstelle der in dieser Arbeit verwendeten Definition fiir die ABEL-Transformation ist in der Literatur
haufig eine auf BRACEWELL zuriickgehende zu finden (Ap,, Agi). Er bendétigte solche Abbildungen
in der Radioastronomie, um Radiowellen aus Messungen zu reproduzieren und teilte in seiner Arbeit
[15] den notwendigen mathematischen Apparat3! mit, der auch fiir verwandte Problemstellungen in
anderen Wissenschaftsfeldern von Bedeutung war. Er wurde u.a. einige Jahre spéter von HOUNS-
FIELD [46] zur Rekonstruktion von Querschnittsbildern des Korpers aus multiplen Absorptionsdaten
genutzt und legte so das Fundament fiir die Computertomographie.
Im néchsten Abschnitt werden die soeben abgeleiteten Korrespondenzen dazu genutzt, um axialsym-
metrische Felder zu berechnen. Bevor dies geschieht, soll noch eine Normierung stattfinden, nach
welcher die Flachenpressung stets auf den mittleren Druck p zu beziehen ist. Mit Hilfe von (2.42)
und (2.43) ergibt sich dieser zu

_ b 2n on i
n+1ma

(2.104)

Die transformierte zweidimensionale Last nimmt in der normierten Form unter Beriicksichtigung der
Federspannungen die nachfolgende Gestalt an, welche eine numerische Umsetzung vorbereiten soll

F
ppi(z) (2.1501) 1 pni(x) _ 1 7Tn+1 9(1 . (2.105)
Pn \/ﬂ DPn \/ﬂ 2n b

Wihrend a darin den Kontaktradius angibt, stellt die Einheitslidnge (in Dickenrichtung) b lediglich
die Korrektheit der Mafeinheiten sicher. Selbstverstédndlich wird diese Beziehung im Rahmen ei-
nes Programmpaketes zur vollstindigen Charakterisierung eines Kontaktes nicht gebraucht; sie fallt
automatisch vorher ab. Da im néchsten Punkt jedoch nur der eine Schritt — die Berechnung der axi-
alsymmetrischen Felder mittels eines planaren Modells — numerisch gepriift wird, bendtigen wir das
Zwischenergebnis (2.105) als Input. Ein Algorithmus zur Bestimmung sdmtlicher lokaler und globa-
ler Grofien eines kontaktmechanischen Zustandes, welcher allein auf Basis der Dimensionsreduktion
funktioniert, wird abschlieffend in Abschnitt 2.5 formuliert.

310bwohl seine mathematischen Ausfiihrungen weitaus geringer ausfielen, méchte ich in diesem Zusammenhang
auch nochmal an Weber erinnern (siehe Abbildung 2.10).
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2.4.3 Anwendung auf den elastoplastischen Normalkontakt

Fiir einige wichtige Indentergeometrien (HERTZ, Kegel, flacher zylindricher Stempel) wird der ela-
stoplastische Kontakt mit Hilfe der Dimensionsreduktion von Drei auf Zwei beschrieben und die
Ergebnisse mit in der Literatur zu findenden analytischen Losungen verglichen . Die Plastizitét soll
sich dabei auf ein erstmaliges Fliefen bezichen; Shakedown-Effekte werden nicht betrachtet. Abkiir-
zend fiihre ich einen neuen Parameter ~, ein, der den Einfluf der Ordnung n auf den normierten

Druck nach (2.105) beinhaltet
n+1
Yo 1= (2.106)

HeRTZscher Kontakt einer Kugel mit dem elastischen Halbraum

Dass fiir jenen Punktkontakt die Oberflichenform durch ein Rotationsparaboloid angenéhert wird,
ist allseits bekannt. Hertz [45] hatte zwar die Zusammenhénge makroskopischer Grofien entwickelt,
die explizite Berechnung des Spannungsfeldes im Inneren des Korpers blieb er aber schuldig, be-
zeichnete diese sogar als kaum durchfithrbar. Kurze Zeit spéter prisentierte HUBER in [48| eine
analytische Losung®?, welche ich als Vergleichslosung nutze

=2 =352 (@] ) )

3z [(1-v)u Vu a
—— | —5 1 — arct — | =2 2.107
[ 0 T () -
Trz (1, 2) _ 3 rz2  a®Ju (2.108)
D 2u2 +a?22u+a? '
0 (rz) _ 3( 2\ _du (2.109)
7 2 \Vu/) u?+a222’ '

1
mit der Abkiirzung w (r, z) := 5 |:T‘2 + 22 —a®+ \/(r2 + 22 — a2)? + 4a222

Diese Felder?? sind auf der linken Seite in Abbildung 2.13 fiir eine Querdehnzahl von v = 0.3
geplottet, rechterhand hingegen die Losungen aus dem Reduktionsmodell.

32Weiterfithrende Analysen enthilt [73].
33Da die Ringspannungen fiir das spéter verwendete Vergleichskriterium — im Falle des HErTz-Kontaktes — nur von
untergeordneter Bedeutung sind, wurde auf deren Darstellung verzichtet.
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Abbildung 2.13: Spannungen im Halbraum fiir den HERTZschen Kugelkontakt (v = 0.3): Analytische
Losungen (links); Losungen des Reduktionsmodells (rechts).
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Zur Durchfithrung des Reduktionsprozesses wurden zunéchst die mit der dreidimensionalen Hérte
normierten (und zusitzlich durch /27 dividierten) Federspannungen nach (2.105) fiir n = 2 auf-
gestellt. Diese quasi-fiktive Grofe bildet die Eingangslast, welche der Halbscheibe aufzupréigen ist.
Die anschliefende Berechnung der ebenen Felder ist dabei an keinerlei (diskrete) Losungsverfahren
(FEM, MPS, MCA) gebunden; eine Anwendung von elastischen Gittermodellen wird in Kapitel 5
erfolgen. An dieser Stelle habe ich auf eine Diskretisierung verzichtet und stattdessen die FOURIER-
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Integrale (2.64) mit Hilfe der Software MATHEMATICA gel6st. Auch die Ausfiihrung der anschlieften-
den ABEL-Transformationen (siche Korrespondenztabellen 2.1, 2.2) mittels numerischer Integration
wurden jenem Programm iiberlassen. Die so erzeugten axialsymmetrischen Spannungsgrofien besté-
tigen eindrucksvoll die Giiltigkeit des in Abschnitt 2.4.1 abgeleiteten Reduktionsverfahrens (siehe
Abbildung 2.13); bis auf Fehler resultierend aus der numerischen Integration liefert das zweidi-
mensionale Abbild die Ergebnisse fiir das dreidimensionale Original!®* Selbstverstéindlich werden
auch die Spannungsgrofien innerhalb der Oberflache (bzw. entlang der Tiefenachse z) korrekt darge-
stellt; Abbildung 2.14 untermauert dies durch die Wiedergabe der charakteristischen Merkmale: Die
HERTZsche Druckverteilung, radiale Druckspannungen innerhalb sowie Zugspannungen aufserhalb
des Kontaktgebietes, welche ihr Maximum am Kontaktflichenrand erreichen und u.a. Ausloser fiir
die nach HERTZ benannten Kegelbriiche [62] bei sproden Materialien sind.

-0.25 -

-0.5

-0.75 |-

0.0 /P
o 02 /ﬁ
o e /Z3
-1.25 - — —Tmax /23
15k
[; 012 0‘.4 0‘.6 0‘.8 1‘ 1‘.2 1‘.4 8 0.‘5 1‘ 1‘.5 2‘ 2‘.5 :‘3
r/a z/a
(a) Oberflachennormalspannungen (z = 0) (b) Normalspannungen und max. Hauptschubspan-

nungen entlang z-Achse (r = 0)

Abbildung 2.14: Spannungsgrofen in der Oberfliche (2 = 0) und entlang der Hauptachse z (r = 0)
fiir den HERTZschen Kugelkontakt bei v = 0.3, erzeugt mit Hilfe des reduzierten Ersatzmodells!

Aus den einzelnen graphisch veranschaulichten Spannungskomponenten kénnen nun allerdings noch
keine direkten Riickschliisse fiir das plastische Verhalten isotroper Werkstoffe gezogen werden. Dazu
ist zunéchst ein Fliekkriterium zu generieren, welches experimentell gestiitzt nicht vom hydrostati-
schen Spannungszustand abhéngt und wesentlich von der zweiten Invarianten des Spannungsdevia-
tors [98] beeinflusst wird. In dieser Arbeit soll aufgrund ihrer Einfachheit die Fliefbedingung von
TRESCA Anwendung finden:

MaX[|TI|7 |TII‘ ? ‘TIIIH S UF ° (2110)

N —

Hiernach treten bleibende Verformungen auf, wenn die (betragsméfig) maximalen Hauptschubspan-
nungen eine kritische Grenze iiberschreiten. Jener Wert entspricht der Schubspannung, welche fiir
den einachsigen Zugversuch einer Probe des gleichen Materials Fliefen auslost. Fiir einen allgemei-

31Dies gilt auch fiir die hier nicht visualisierten Umfangsspannungen Cpp-
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nen axialsymmetrischen Zustand ergeben sich nach einer Diagonalisierung des Spannungstensors
(Hauptachsentransformation) folgende Hauptspannungen

— 0 T,z 2
oy (T’Z) = 1(O'M(Taz)‘{'O'zz(rvz))"i_\/(UTT(T,Z) ZZ(7 )) —}—Trz(T,Z)Q

2 2
0, (1,2) = 04 (1,2) (2.111)
1 Opp (7,2) — 04, (1, 2 2
Tuag (17) = 5 (o (1,2) + 022 (7, 2)) - \/( e
deren Differenzen die Hauptschubspannungen ausmachen
1
Ty (T‘, Z) = 5 (UI (T‘, Z) — O (7’, Z))
1
Trir (7'7 Z) = ) (011 (7’, z) — Orrr (7'7 Z)) (2'112)
1
Ty (r2) = ) (0,(r,2) =0 (r,2)) .

Die betragsméfig maximale Hauptschubspannung im Falle des Kugelkontaktes bildet 7,; sie ist
unabhéngig von den Umfangsspannungen, wodurch nun nachvollziehbar ist, warum wir auf deren
Verlauf verzichtet haben.

Fiir die Auswertung des Vergleichskriteriums sind die Spannungsfelder im Inneren mafgebend. Diese
wurden mit dem Reduktionsmodell richtig wiedergegeben, so dass es zweifellos auch einer korrekten
Berechnung der maximalen Anstrengung des Materials geniigt.

10.5

1.5

Abbildung 2.15: Linien gleicher (maximaler) Hauptschubspannungen 7yax = 7, beim HERTZschen
Kugelkontakt fiir eine PO1ssoNzahl von v = 0.3.

Abbildung 2.15 veranschaulicht den Verlauf der maximalen Hauptschubspannungen; ihr Maximum
liegt auf der z-Achse in einer Tiefe z ~ 0.48 a und betrigt Max [Timax (7, 2)] &~ 0.465p, was sich mit
den in der Literatur [53] angegebenen Werten deckt (siehe auch Abbildung 2.14 b). Aufgrund ihrer
deutlich vom Kugelkontakt abweichenden Natur soll noch das Verhalten zweier weiterer Indenter-
formen mit Hilfe des Reduktionskonzeptes verifiziert werden.
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Kontakt eines kegelférmigen Indenters mit dem elastischen Halbraum

Von einer expliziten Auflistung der analytischen (unhandlichen) Losungen fiir den Halbraumkontakt
eines konischen Indenters méchte ich absehen und auf die Literatur®® [106, 56] verweisen. Selbstver-
stdndlich wurden diese von mir geplottet und mit den Ergebnissen des Reduktionsmodells verglichen:
Wiederum war kein Unterschied festzustellen! Jene aus dem Ersatzmodell gewonnenen Resultate wer-
den im folgenden grafisch veranschaulicht und kurz diskutiert. So sieht man in Abbildung 2.16 das
Spannungsfeld, wobei der Konturplot die Singularitdt der Normalspannungen o,.., o__, 0., an der
Kontaktspitze (z = 0, r = 0) leider nicht hergibt.

pp?

~0.05

. 05

1.5 141.5

Abbildung 2.16: Spannungsfelder im Halbraum fiir den Kontakt mit einem kegelférmigen Indenter
(v = 0.3); Losungen wurden mit dem Reduktionsmodell generiert.

Gleiches gilt fiir die maximalen Hauptschubspannungen (Abbildung 2.17), die erneut durch 7, re-
prasentiert werden. Das Spannungsmaximum fallt unmittelbar in Oberflichennéhe sehr rasch ab,
weshalb plastische Verformung zunéchst nur direkt an der Konusspitze auftritt. Diese Erscheinung
ist deutlich in Abbildung 2.18 (b) zu erkennen; aufgrund der numerischen Integration kann das Wesen

% Die Pionierarbeit lieferte LoVE [65], auch wenn er die Felder nicht explizit berechnete!
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der Singularitit nicht vollends aufgezeigt werden3® (Abbruch der magenta-hervorgehobenen Linie).
Entlang der z-Achse treten keine Schubspannungen 7., auf, weshalb die Normalspannungen zugleich
Hauptspannungen darstellen. Die Radial- und Umfangsspannungen sind dabei identisch und errei-
chen in einer bestimmten Tiefe sogar schwach-positive Werte; ., weist hingegen {iberall Druck auf.
Erwéhnenswert ist noch der Sonderfall eines inkompressiblen Materials (v = 0.5), denn bei solchem
verschwinded die logarithmische Asymptote und 7, bleibt {iberall finit [53]. Auffallig ist auch die
Dynamik innerhalb der Oberflache aukerhalb des Kontaktgebietes (siche Abbildung 2.18 (a)), denn
diese dhnelt nicht nur derjenigen des (gendherten) Kugelkontaktes, sondern spiegelt exakt dessen
Verlaufe wieder.

o
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(9]

o FORORE
SN o
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7—rnax/p
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Abbildung 2.17: Linien gleicher (maximaler) Hauptschubspannungen 7max = 7, fiir den Kontakt mit
einem kegelformigen Indenter (v = 0.3).

36Die maximalen Hauptschubspannungen streben geméif hII})TI ~ lir% In [1 + (%)2] gegen oo.
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Abbildung 2.18: Spannungsgrofen in der Oberfliche (2 = 0) und entlang der Hauptachse z (r = 0)
fir den Halbraumkontakt mit einem kegelférmigen Indenter bei v = 0.3, erzeugt mit Hilfe des
reduzierten Ersatzmodells!

Kontakt mit flachen zylindrischen Stempel

Seine Geometrie ist aufgrund der Unstetigkeit in den Verschiebungsableitungen am Rand des Kon-
taktes 7 = a mit Vorsicht zu behandeln, weil in den Bestimmungsgleichungen fiir die globalen Gréfen
Normalkraft P und Eindriicktiefe ¢ (2.40), (2.39) die BoussINESQsche Forderung nicht erfiillt ist,
mathematisch heifst das x (1) # 0. Ungeachtet dieser Bedingung sind dennoch einige Zusammenhén-
ge aus dem Grenzwert n — oo erhiltlich, wie beispielsweise die Beziehung

P =2Faé. (2.113)

An dieser Stelle sei ein kleiner Einschub erlaubt, welcher u.a. ein spéteres Anwendungsgebiet der
hier entwickelten Reduktionsmethode vorstellt. Differenziation von (2.113) nach 6 (§ # f (a)) fithrt

auf die Kontaktsteifigkeit

k= Cfl—]; =2Fa, (2.114)
welche von fundamentaler Bedeutung fiir die Werkstoffwissenschaften ist, da sie noch heute zur
Bestimmung des Elastizitdtsmoduls (bzw. der Kontaktfliche) bei Hdarteprifverfahren (auf verschie-
denen Skalen) genutzt wird. Die Allgemeingiiltigkeit von Gleichung (2.114) fiir jede beliebige axial-
symmetrische Indenterform wurde in [88] bewiesen.?” Die meistgenutzten VICKERS- und BERKO-
VICH-Indenter sind zwar nicht axialsymmetrisch, der Fehler bei Zugrundelegung obiger Formel ist je-
doch gering [59]. Zweifelsohne finden Hértepriifverfahren im elastoplastischen Regime statt, wihrend
die Kontaktsteifigkeit der Elastizitat angehort. Deren Anwendung stellt insofern keinen Widerspruch
dar, als dass die Entlastung als rein elastisch angenommen wird. Bei bestimmten Materialien hat sich
experimentell gezeigt, dass die Kontaktfliche in der Anfangsphase der Entlastung konstant bleibt
(wie bei einem flachen zylindrischen Stempel); die damit verbundene konstante Initial-Steifigkeit

37Selbstverstindlich ist die Kontaktsteifigkeit dann keine Konstante, da der Kontaktradius a von der Eindriicktiefe
0 abhéngt.
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laft sich sehr einfach aus einem gemessenen P-§-Diagramm ablesen und fithrt somit — bei bekannter
Kontaktflache — direkt auf den effektiven E-Modul. Ein standardisiertes Verfahren zur Auswertung
solcher Kraft-Eindriicktiefe-Kurven fiir unterschiedliches nicht-lineares Stoffverhalten (gemeint ist
die Entlastung) geht auf OLIVER und PHARR [76] zuriick.

0.5

“41.5 141.5

Abbildung 2.19: Spannungsfelder im Halbraum fiir den Kontakt mit einem flachen zylindrischen
Stempel (v = 0.3); Losungen wurden mit dem Reduktionsmodell generiert.

Widmen wir uns nun wieder dem Kontakt zwischen einem flachen zylindrischen Indenter und dem
Halbraum. Abermals mochte ich die analytischen Loésungen aufgrund ihrer Unhandlichkeit schuldig
bleiben und dazu auf [56] verweisen; jene dienten dem Zwecke einer Fehlerangabe fiir die Resultate
aus dem Reduktionsprozess. Die der Halbscheibe aufzuprigende, normierte Druckverteilung kann
wie eingangs diskutiert aus dem Grenzwert von (2.105) berechnet werden, wobei ein z-abhéngiger
Anteil zuvor ausgeschlossen wird

1

pp;)m) :731_{20\/%% :ng fir 0< |z <a; (2.115)

nachvollziehbar, denn eine konstante Verschiebung im Real- und nach Geometrie-Transformation
auch im Ersatzsystem hat konstante Federspannungen zur Folge, die ja gerade die Randlast fiir das
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(fiktive) zweidimensionale Kontinuum ausmachten!®® Nach Anwendung der entsprechenden ABEL-
Transformationen (sieche Korrespondenztabelle) auf das zweidimensionale dynamische Feld ergeben
sich die dreidimensionalen Spannungsgrofen nach Abbildung 2.19. Offensichtlich regiert die Unste-
tigkeit am Kontaktflachenrand (r = a, z = 0) den Verlauf der Isolinien und fithrt zu theoretisch
unendlich grofien Spannungswerten. Unterschiede zu den analytischen Losungen konnte ich zunéchst
nur im oberflichennahen Bereich feststellen, verursacht durch die numerische Integration im Rahmen
der ABEL-Transformation. Zum Teil habe ich daher die Integration nicht bis zum Rand ausfiithren
lassen, sondern nur bis zu einem kritischen Wert zy,/a = 0.000001 — 0.001 — je nach Einfluf der
Storung. Einen damit verbundenen Fehler kann man im Verlauf der Radialspannung innerhalb der
Oberflache in Abbildung 2.20 entdecken. Zum Vergleich ist die analytische Kurve schwarz strichliert
angedeutet und jene zusammen mit den beiden anderen Normalspannungen zeigen aufserhalb des
Kontaktgebietes erneut exakt das gleiche Verhalten wie bei den vorab behandelten Geometrien.

/D
—04l _
o 02 /p
o Oopp /Z3
oer o —Tmax /ﬁ
osl
0 02 04 06 08 1 12 14 0 05 ! 5 2 25 3 35 4
r/a z/a
(a) Oberflachennormalspannungen (z = 0) (b) Normalspannungen und max. Hauptschubspan-

nungen entlang z-Achse (r = 0)

Abbildung 2.20: Spannungsgrofen in (bzw. knapp unterhalb) der Oberfliche (z = 0) und entlang
der Hauptachse z (r = 0) fiir den Halbraumkontakt mit einem flachen zylindrischen Stempel bei
v = 0.3, erzeugt mit Hilfe des reduzierten Ersatzmodells!

Eine genaurere Untersuchung bestéitigt die Annahme, dass sdmtliche Spannungen und die Radial-
verschiebung innerhalb der Oberfliche aufierhalb des Kontaktgebietes fiir verschiedenartige axial-
symmetrische Geometrien identisch den Fundamentallosungen (bei z = 0) von BOUSSINESQ [13]
sind — die senkrechte Einzelkraft auf dem Halbraum

1-2v P .
up(r,z=0) = — T fir r>a (2.116)
1-2v P .
O (r,z=0) = Cy— fir r>a (2.117)
1-2wP
o,,(rz=0) = — 5 V—2 fir r>a. (2.118)
T

*Die konstante Randlast wurde bereits im Rahmen der WEBER-Transformation ermittelt (siche Abbildung 2.11).



2.4. ABBILDUNG DER FELDGROSSEN IM INNEREN DES HALBRAUMS 49

Fiir alle anderen Bereiche gilt dies nicht, sieht man mal davon ab, dass sich in geniigend grofsem
Abstand r vom Beanspruchungsgebiet alle Losungen denen der Einzelkraft nach dem Prinzip von
SAINT-VENANT anndhern. In Abbildung 2.21 aufgefiihrt sind aufserdem zwei verschiedene Haupt-
schubspannungen 7, und 7,,, die sich sehr dhnlich sehen. Keiner der beiden Verldaufe kann jedoch
uneingeschrankt als Konturplot fiir die maximalen Hauptschubspannungen herangezogen werden,
auch wenn zunéchst 7, danach greift. Die von den Ringspannungen abhéngige Hauptschubspannung
7,; stellt in lokalen Bereichen nahe der Oberfliche zum Teil die gréferen Werte, was sich bereits
anhand der Hauptspannungsdifferenzen in den Verldufen der Oberflichenspannungen vermuten laft
(Abstand zwischen blau und roter sowie griin und roter Kurve in Abbildung 2.20 a).3° Entlang
der z-Achse sind solche dann wieder gleich, da Radial- als auch Umfangsspannungen identisch sind
(Abbildung 2.20 b). Plastische Verformung tritt aufgrund theoretisch unendlich grofser maximaler
Hauptschubspannungen an den Ecken des flachen zylindrischen Stempels stets auf.

0.0 FEEEAE

0.15 115 0.15
(a) Hauptschubspannungen 7, (b) Hauptschubspannungen 7,

Abbildung 2.21: Linien gleicher (maximaler) Hauptschubspannungen 7.y fiir den Kontakt mit einem
flachen zylindrischen Stempel (v = 0.3).

Einfluft der Geometrie auf die Position des Fliefibeginns

In welcher Art die Indenterform den Ort der erstmaligen Plastizierung verschiebt, wurde anhand
der aus kontaktmechanischer Sicht bedeutensten Geometrien erlautert. Wahrend sich das unendli-
che Maximum der Hauptschubspannungen beim kegelférmigen Indenter (n = 1) direkt an der Spitze
befindet, wandert es beim HERTZschen Kontakt (n = 2) entlang der Symmetrieachse und bleibt
finit. Fur den flachen zylindrischen Stempel (n — 00) liegt es wiederum an der Oberfliache, genau-
genommen an seinen Ecken und strebt gegen unendlich. Was zwischen den beiden letztgenannten
Formen passiert, dariiber soll die abschliefsende Grafik Aufschluf geben. Offensichtlich verlagert sich
die Position des Fliekbeginns mit steigendem n von der z-Achse zum Kontaktflichenrand.*?

39Die Gestaltéinderungsenergichypothese von VON-MIsEs wiirde eine solche Problematik ausschalten.

49Fs sei angemerkt, dass aufgrund der unterschiedlich groRen Wertebereiche das Farbkennfeld verzerrt und die
Konturlinien individuell gewdhlt wurden, was einen objektiven Vergleich der “Stirke” der Hauptschubspannungen
erschwert.
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Abbildung 2.22: Einfluf der Indenterform auf den Ort maximaler Hauptschubspannungen; Einzel-
diagramme wurden mit der Reduktionsmethodik erzeugt!

2.5 Zusammenfassung zu einem vollstindigen Algorithmus

Die einzelnen neuen Erkenntnisse der vorausgehenden Abschnitte sollen zuletzt zu einem Algo-
rithmus verbunden werden, welcher die Moglichkeit bietet, Kontaktzustdnde vollstédndig mit Hilfe
dimensionsreduzierender Elemente abzubilden. Thr Vorteil gegeniiber optimierten, herrkémmlichen
Verfahren liegt in der weitaus geringeren Rechenzeit, da sie mit erheblich weniger Freiheitsgraden
auskommen, ohne an Genauigkeit einzubiifsen. Siecht man von numerischen Fehlerquellen ab, kommen
sogar exakt die analytischen Losungen heraus! Sicherlich existieren viele Programme, die eine Verrin-
gerung der Anzahl unabhéngiger Bewegungsmoglichkeiten beinhalten, keines bedient sich dabei aber
der in dieser Arbeit vorgestellten Dimensionsreduktion. Nun kann man derart dagegen argumentie-
ren, als dass doch eine ganze Menge von ebenen Systemen zur Beschreibung von dreidimensionalen
Kontakten auf dem Markt existieren — womoglich bereits mehr als jene, die auf einer seridsen Dis-
kretisierung des materiellen Raumes basieren. Der korrekten Wiedergabe aller Eigenschaften eines
Punktkontaktes (globale und lokale) kénnen diese aber allesamt nicht geniigen. Selbstverstidndlich
lassen sich reale Reibkontakte ohnehin kaum analytisch beleuchten, weil eine Vielzahl von Aspe-
riten verschiedener Gestalt den Kontakt ausmachen. Daher gewinnen statistische Kennwerte an
Bedeutung, um deren néherungsweise Einhaltung es priméar den meisten Programmpaketen geht.
Nachfolgend liste ich schrittweise den angesprochenen Algorithmus fir die vollstindig korrekte Ab-
bildung eines punktformigen FEinzelkontaktes auf. Die Formfunktion des Indenters f als Polynom
n-ten Grades sowie den effektiven elastischen Modul E setze ich als bekannt voraus.
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1. Zunéchst ist die Geometrie des starren Ersatzindenters zu bilden, indem die einzelnen
Glieder der gegebenen Formfunktion einfach mit dem jeweiligen Formfaktor s (n) geméfs
(2.51) zu multiplizieren sind.

2. Es ist eine eindimensionale diskrete Federbettung (Abstand der Federn: Az < a) zu
generieren, deren Elemente die Steifigkeit k := EAx besitzen.

3. Der starre Ersatzindenter wird in die 1D-Schicht gedriickt; die Eindringtiefe § als Ver-
schiebung der Indenterspitze kann dabei sehr einfach abgelesen werden, weil unbelastete
Gebiete keine Verformung erleiden (Lokale Wirkung!). Die Normalkraft P geht aus der
Summe aller Federkrifte hervor.

Sowohl die P (4)- als auch ¢ (a)-Beziehung werden identisch mit denen des dreidimensio-
nalen Originals sein!

4. Die Federkriifte (-spannungen) werden mit dem Faktor 1/v/27 modifiziert. Durch ABEL-
Riicktransformation jener Groéfen in Form von Gleichung (2.103) kann auf die Normal-
spannungsverteilung im Kontaktgebiet geschlossen werden, falls erwiinscht.

Alternative: Verschiebungsfunktion im FErsatzmodell {iber Summe von Wurzelgliedern

n
<\/1 — x2) formulieren und anschliefend durch gewichtete Wurzelausdriicke dividieren
(Theorie und Beispielanwendung siehe Anhang C.2).

5. Zur Bestimmung der Feldgréfien im Inneren wird zunéchst ein zweidimensionales diskretes
System erzeugt — beispielsweise ein isotropes ebenes Gittermodell — und mit den modifi-
zierten Federkréften (-spannungen) beansprucht.

6. Die quasi-fiktiven Felder im Inneren des ebenen Ersatzsystems werden abgegriffen und
anschliefsend entsprechend den Eintragen in den Korrespondenztabellen 2.1 und 2.2 einer
Linienintegration unterworfen. Die sich daraus ergebenden Grofsen stimmen bis auf Fehler
aus der Diskretisierung resultierend mit den gesuchten Spannungen und Verschiebungen
im axialsymmetrisch belasteten Halbraum iiberein!

Erginzende Bemerkung — Ausdehnung auf beliebig positiv reelle Exponenten n

Fiir die Indentergeometrie wurde bislang stets ein Polynom n-ten Grades angesetzt, bei anderen
Formen auf die Moglichkeit hingewiesen, diese iiber ihre TAYLOR-Reihe anndhern zu konnen. Der
Definitionsbereich des Formfaktors s¢, kann jedoch problemlos auf positiv-reelle n erweitert werden
und sowohl die makroskopischen Relationen nach (2.42), (2.43) als auch der fundamentale Beweis
(2.48) sind giiltig! Ohne Einschrinkung ist damit der obengenannte Algorithmus auch fiir solche
Exponenten anwendbar. Im Hinblick auf die Erweiterung der Reduktionsmethode fiir den adhésiven
Kontakt (Kapitel 3) spielt diese Erkenntnis eine zentrale Rolle, da gerade fiir Potenzen 0 < n < 2
das Verhalten stark variiert. Dass sich bereits im Fall ohne Adhésion markante Ergebnisse einstellen,
mochte ich am Beispiel von n = 3/2 verdeutlichen. Die Zusammenhénge globaler Grofen lauten

Vral (1) - e 2
(5(@) = 7@03/261 1.803/261

- N Y . s
P(a) = BEyni—tie, 0’ =~ 216Ec, a0,
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den Verlauf der Normalspannungen innerhalb der Oberflache zeigt Abbildung 2.23.

0 0.2 0.4 06 0.8 1 1.2 1.4
r/a

Abbildung 2.23: Spannungsgrofen in der Oberfliche (z = 0) fiir den Halbraumkontakt mit einem
Indenter gekennzeichnet durch n = 3/2 bei v = 0.3, erzeugt mit Hilfe des Reduktionsalgorithmus!

Das Maximum der Druckverteilung liegt bei » = 0, ist endlich und bildet zusammen mit dem Kriim-
mungsverhalten eine interessante Kombination, welche fiir n > 2 nicht mehr vorkommt. Die Rich-
tigkeit des durch die “Reduktion” erzielten Resultates bestétigt [25]; in diesem Artikel wird zudem
die Singularitdt am Kontaktrand fiir durch scharfe Kanten begrenzte axialsymmetrische Indenter
untersucht (Vollstdndiger Kontakt!).



Kapitel 3

Erweiterung der Reduktionsmethode zur
Abbildung des adhasiven Kontaktes

Im vorausgegegangenen Kapitel wurde das Kontaktproblem reibungsfreier axialsymmetrischer In-
denter beliebigen Profils mit dem elastischen Halbraum abgebildet. Selbstverstandlich existieren
bereits zahlreiche stark vereinfachte Modelle, die solches zur Aufgabe besitzen. Das hier vorgestell-
te Modell auf Basis der Reduktionsmethode (Korrespondenzprinzip mit inbegriffen) unterscheidet
sich jedoch wesentlich von diesen, da es die Charakterisierung des wollstindigen Kontaktproblems
erlaubt: es liefert sowohl die globalen Groflen wie Eindriicktiefe, Kontaktradius und Kontaktkraft
als auch die Spannungen und Verschiebungen eines jeden Punktes an der Oberfléche und im Innern
des elastischen Korpers. Einzigartig ist dabei die Tatsache, dass alle Ergebnisse exakt mit denen des
Originalproblems iibereinstimmen — die notwendige analytische Beweisfithrung wurde erbracht!

Nun stellt sich die Frage, ob das Reduktionsverfahren ebensogut einer genauen Abbildung des adhd-
siven Kontaktes geniligt. Die Antwort scheint insofern schwierig, da verschiedene Adhésionstheorien
bestehen und welche davon ist nun exakt?! In dieser Arbeit soll die Theorie von JOHNSON, KEN-
DALL und ROBERTS [55] federfiihrend sein, wobei deren von MAUGIS [70, 67| aufgezeigte Analogie
zur Rissausbreitung in der linear elastischen Bruchmechanik ausgenutzt wird.

3.1 Das vollstandige Gleichungssystem nach SNEDDON — Einfluf$ der
Starrkorpertranslation

Fiir einen adhésiven Kontakt darf nun nicht mehr von der BOUSSINESQ-Annahme Gebrauch gemacht
werden, nach der die Oberflichen der Kontaktpartner am Rande des Kontaktes tangential auseinan-
derlaufen und damit dort keine Normalspannungen auftreten. Aus diesem Grunde wird der zusétz-
liche Starrkorpertranslationsanteil x(1) in den Gleichungen von SNEDDON [107] nicht verschwinden;
jener Anteil wurde in einigen wichtigen, teilweise sogar beweisfiihrenden Formeln des letzten Kapitels
— obwohl gleich Null — mitgefiihrt, um ziigige Aussagen hinsichtlich der Ubertragbarkeit auf den ad-
hésiven Fall treffen zu kénnen. Ich fasse die Basis nochmal zusammen. Die Bestimmungsgleichungen
fiir Eindriicktiefe und Normalkraft waren

'Zum Giiltigkeitsbereich der verschiedenen Adhisionstheorien in Abhéngigkeit der Lingenskala, Elastizitat und
Adhésionsenergie siehe [54]

93
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1
-~ filx) . .7
5 = 0/7\/—d + ) (3.1)

1 — 22 2
1 t ,
P = 2Ea/ 5—15/&@: dt, (3.2)
t2—$2
0 0

die Normalspannungen und -verschiebungen an der Oberfliche werden hingegen aus

i ) o
s—fr) = [ X g i F<l (3.3)
0/ \ /?”2 _ t2
1
_ (t) ; _
uy (7,0) = ~X4 dt fiir 7>1 (3.4)
0/ \ /?”2 _ t2
- 1
. E X (1) x(1)
0 (7,0) = o / v =1 RS (3.5)

ermittelt.

3.1.1 1D-Reduktion des nicht-adhasiven Halbraumkontaktes mit einem flachen
zylindrischen Stempel

Das Korrespondenzprinzip zur Bestimmung der Feldgrofen im Inneren ist ohne weiteres auf Kontakte
iibertragbar, bei welchen die Oberflichen nicht tangential auseinanderlaufen, was am Beispiel des
flachen zylindrischen Stempels gezeigt wurde. Abgesehen von einem Hinweis in Abschnitt 2.2.1 fehlt
aber fiir diesen Fall noch der Beweis, dass auch die Normalkraft P aus der Summe der Federkrafte
und damit dem 1D-Federmodell hervorgeht. Dazu berticksichtigen wir in den Gleichungen (3.1), (3.2)
die Beziehung f’(z) = 0 und erhalten

5 :gx(l) = const. (3.6)
~ ~ K ~ J
P =2Ead = E/ad:z = EM;Z'M, (3.7)
—a =k =)

worin j = a/AZ die Anzahl der Federn pro Kontakthalbbreite a bedeutet und k die Federsteifigkeit
angibt. Aufgrund der Gleichheit aller Federverschiebungen Af; = § ist im Gegensatz zu anderen
Geometrien an dieser Stelle nicht einmal auf eine moglichst feine Diskretisierung Az < a zu achten.
Der integrale Zusammenhang unterstreicht zudem, dass keinerlei Geometriemodifikation erforderlich
ist.
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3.1.2 Spannungen und Verschiebungen in der Nidhe des Kontaktrandes — Ana-
logie zum Rissspitzenfeld

In |7, 69] wurden die Normalspannungen und Verschiebungen in der unmittelbaren Umgebung r = a,
€ < 1 des Kontaktrandes mit Hilfe obiger Formeln genauer untersucht, mit dem folgenden Ergebnis

Ex(Q)

.. (F =a(l—¢),0) “Za v (3.8)
Au, (F=a(l4¢),0) ~ —x(1)V2e, (3.9)

worin Au, (r,0) := f(r) —d +u, (r,0) die Differenz der Normalverschiebung zwischen Indenter- und
Halbraumoberflaiche aufierhalb des Kontaktgebietes widerspiegelt. Diese Beziehungen entsprechen
aber gerade den Nahfeldern in der Umgebung eines Risses (Rissspitzenfelder), deren Stérke einzig und
allein iber den Spannungsintensitétsfaktor K ausgedriickt wird (siche Anhang D.2). Den freien Rand
des adhisiven Kontaktes konnen wir demnach als Riss mit Offnung im Modus I ansehen, welcher
sich je nach Anderung der Belastung nach innen bzw. auken ausbreitet. Der Offnungsmodus I gehort
dabei zu einem Riss, der sich unter Wirkung einer Zugbeanspruchung senkrecht zur Rissebene 6ffnet.
Da bei uns eine dreidimensionale (axialsymmetrische) Geometrie vorliegt, gelten die asymptotischen
Losungen allerdings nur lokal an jedem Punkt der Rissfront. Der Spannungsintensitatsfaktor K7y
kann durch einen Vergleich von (3.8), (3.9) mit (D.14), (D.15) bzw. unmittelbar aus seiner Definition
(D.16) tiber den Starrkorperfreiheitsgrad ausgedriickt werden

K[(a) = —\2/\7_;5

x(1). (3.10)

3.1.3 Verallgemeinerung der JKR-Theorie fiir beliebig geformte axialsymmetri-
sche Oberflachenprofile

Die Aquivalenz von energetischem Bruchkriterium und K-Konzept (D.18) stellt eine Verbindung
zwischen elastischer Energiefreisetzungsrate G und K-Faktor bzw. unter Berticksichtigung von (3.10)
zwischen G und der noch unbekannten Translation (1) her

G=—x*1). (3.11)

Die Gleichgewichtsbedingung fiir den (stationéren) Riss (D.5) bzw. (D.6) ermdglicht letzten Endes
deren Berechnung?
8ay

x(1)= /== (3.12)

Setzen wir diesen Wert nun wiederum in die Basisausdriicke ein, ergeben sich folgende Bestim-
mungsgleichungen fiir die Eindriicktiefe, Normalkraft und Oberflichenspannungen beim adhésiven
Kontakt

’Die Zugspannungen am Kontaktrand (3.8) diktieren das negative Vorzeichen von x(1)!
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1
, _
5 = /de _ B (3.13)
1— 22 E
0
| S
:5n.a.

1

t
: f'(x) fdm
P = 2Ea/ Ona —t | === da| dt —\/87Ea3 3.14
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- 1
8 E X (1) Poa—P 1
a0 = = [ A . 1
=00 = o | Emm Tt T i (319

Die Abkiirzung “n.a.” steht fiir nicht-adhdsiv. P, , meint beispielsweise die scheinbare Kraft, welche
im nicht-adhésiven Fall zu dem gleichen Kontaktradius a fithren wiirde, wie er sich im adhésiven
Fall unter der Last P einstellt. Analoges gilt fiir 6, , ; der Spannungsanteil o2;*
der scheinbaren Kraft P, , . Anhand dieser Formeln kann man sehr schon die Idee der JKR-Theorie
[55] nachvollziehen. Zunéchst wird der Halbraum mit der (scheinbaren) Kraft P, ,. beansprucht, wel-
che zu einem bestimmten (dem spéteren adhésiven) Kontaktradius fiithrt; dabei wirke keine Ober-
flichenenergie! Fiir einen Kugelkontakt bedeutet dies, dass die Belastung nach HERTZ geschieht.
Anschliefsend erfolgt eine Entlastung bis auf P bei konstant gehaltener Kontaktflache, wobei die
Oberflichenenergie sukzessive bis auf ihren Wert 4 erhéht wird. Die Entlastung gleicht somit der
eines flachen zylindrischen Stempels bis der Gleichgewichtspunkt fiir den adhésiven Kontakt erreicht
ist.

resultiert allein aus

Eine Gegeniiberstellung der Normalspannungsverteilung innerhalb des Kontaktgebietes p(r) so-
wie der Oberflachennormalverschiebung @, (r) fiir den nicht-adhésiven und adhésiven Kugelkontakt
(JKR) verdeutlicht Abbildung 3.1. Linkerhand sind die Randgrofen fiir den HERTZschen Kontakt
bei Beanspruchung durch die Kraft P, , aufgezeigt, welche zu dem gleichen Kontaktradius fiihrt, wie
im adhésiven Fall. Als Kontaktradius wurde jener kritische gewéahlt, bei welchem sich die maximale
Abzugskraft einstellt. In diesem Sonderfall sind die Normalkréfte gerade betragsmiéfig gleich grof.
Ich mo6chte darauf hinweisen, dass beide Kontaktzustdnde prdzise abgebildet sind. Beispielsweise
kann hieraus der bekannte Zusammenhang zwischen den Eindriicktiefen d(a.) = —%5n.a,(ac) abge-
lesen werden. Wéhrend im nicht-adhésiven Kontakt die Oberflachen tangential auseinanderlaufen,
liegt im kritischen Zustand der adhierenden Kugel ein vertikaler Anschlufs des elastischen Halb-
raums an die starre Indenterform vor; am Kontaktrand bestehen daher theoretisch unendlich grofse
Zugspannungen. Im Inneren verbleibt ein druckbeaufschlagtes Gebiet (r, < %ac). Die Normalspan-
nungen wurden auf den mittleren Druck p, . := P, /A., die Verschiebungen auf die Eindriicktiefe
Opa 1= ag /R normiert; beides sind Grofen, welche sich im Kontakt ohne Adhésion ergeben.

Im weiteren wird nun die JKR-Theorie auf beliebig geformte axialsymmetrische Indenter verall-
gemeinert. Der Einfachheit halber soll die Gestalt des Stempels lediglich aus einem eingliedrigen
Ansatz hervorgehen

fn(r) == cpr™ Vn € RT, (3.16)

wie er bereits des Ofteren in Kapitel 2 genutzt wurde. Dies hat den Vorteil, dass die Untersuchung
der Grenzstabilitdt und damit die Berechnung samtlicher kritischer Grofen sehr einfach analytisch
moglich ist.?

3Die Superposition von Formparabeln laRt hinsichtlich der kritischen GréRen kaum allgemeingiiltige Losungsaus-
driicke zu!
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T P = _Pn.a.
|
ol
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N
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Abbildung 3.1: HERTZscher-Kugelkontakt beansprucht durch eine Normalkraft P, , (links), die zum
gleichen Kontaktradius fithrt wie im adhésiven Fall unter der Last P (rechts); genaugenommen
ist sogar der kritische Zustand dargestellt, d.h. der Kontaktradius ist der kritische Radius a., bei
welchem die Adhé&sionskraft vorliegt; in diesem Zustand gilt P = — P, ,..

Aus Gleichung (3.14) folgt

P= 2E‘nL+1%ncna"+1 —\/8a3En7, (3.17)

N——
#f(n)

wobei die scheinbare Kontaktkraft P, , zuvor geméf (2.43) ersetzt wurde. Der zusétzliche adhésive
Anteil? ist unabhingig vom Exponenten n und enthélt das Produkt Fa3, welches fiir den parabo-
lischen Fall n = 2 auch in P, , auftritt; diese Gemeinsamkeit indiziert bereits die allseitsbekannte
Eigenschaft des Kugelkontaktes mit Adhésion: Fiir einen parabolischen Kontakt mit Adhdsion ist
die mazimale Abzugskraft unabhdngig von den elastischen FEigenschaften!

Eine zu (3.17) analoge Formulierung fiir Uberlagerungen von Formfunktionen zur Gesamtgeometrie
ist trivial. Das Auffinden des relativen Extremums von P — der Adhéasionskraft P. — durch Auswer-
tung der notwendigen Bedingung % - 0ist nach (D.8) bzw. (D.11) gleichbedeutend mit der Analyse
des indifferenten Zustandes bei einem kraftgesteuerten Versuch. Nach kurzer Rechnung erhalten wir
fiir die kritischen Grofen

~ 2n—1
4, = (%) " (3.18)
nexsc)
5 1
1—2n 3 4l apeg |2l
e = <2W - > (2n3) E ] . (3.19)
n-n

In der festen Uberzeugung, obige Ergebnisse miiften beinahe ebenso lange existieren, wie die JKR-
Theorie selbst, tiberraschte mich ihre Aktualitdt. So beschéftigten sich vermutlich YAO und Gao
erstmals im Jahre 2005 [126] mit dieser Formabhingigkeit der Adhiisionskraft.> Mit zahlreichen
anderen Wissenschaftlern teilen sie das Ziel, die hervorragenden Haftmechanismen von Geckos so-
wie besonderer Insekten zu studieren [111, 30, 125, 115, 101], um so die Entwicklung neuartiger
Materialien und Vorrichtungen fiir industrielle Anwendungen voranzutreiben [26]. Fiir solche mul-
tiplen, trockenen Kontakte spielen neben der Form noch ganz andere Faktoren, wie beispielsweise

4Dieser entspricht gerade der Abzugskraft eines flachen zylindrischen Stempels!
®Das viel zitierte Paper von 2004 [31] enthilt diese Ausdriicke noch nicht!
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die Struktur, Langenskala und der Abziehwinkel eine Rolle. Im Fokus meiner Arbeit liegt die exakte
Abbildung des adhésiven Einzelkontaktes beliebiger axialsymmetrischer Form durch ein reduziertes
Abbild; die Adhésion soll dabei der JKR-Theorie gehorchen. Dazu mochte ich obige Gleichungen
erweitern und diskutieren. Zunéchst {ibernehme ich die Definition der Formfaktoren iiber eine ge-
meinsame charakteristische Lange R aus [126]. Da die ¢,, bei mir verschiedene Mafeinheiten besitzen,
ist so eine angenehmere Vergleichsmoglichkeit fiir den Einfluft der unterschiedlichen Geometrien auf
die Adhé&sionskraft geschaffen
1 n 1

f(?“) = mr = Cp = m ; (320)
fiir n = 2 gibt R den wohlbekannten Krimmungsradius wieder. Fiir beispielhafte n veranschaulicht
Abbildung 3.2 linkerhand die auf R bezogene Indenterform. Der Grenzfall n — oo gehort zum flachen
zylindrischen Stempel. Rechterhand ist sehr schén zu erkennen, dass die maximale Abzugskraft fiir
n = 2 unabhingig vom F-Modul ist — ein Ergebnis der klassischen JKR-Theorie. Wahrend ein
Zuwachs des E-Moduls den Betrag der Adhésionskraft fiir n > 2 erhoht, ist der Effekt fiir n < 2
gegenldufig! Die Vergroferung des Elastizitdtsmoduls bei Indentierung des Halbraums mit einem
konischen Indenter (n = 1) wire beispielsweise schddlich, wenn man das Ziel verfolgt, die Haftkraft
zu maximieren. Ein Anstieg der charakteristischen Linge R wiirde hingegen fiir alle n > 1 diesem
Ziel geniigen, bei n < 1 fithrt solcher wiederum zur Verringerung der maximalen Zugkraft.

40
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Abbildung 3.2: Auf die charakteristische Linge R bezogene Indentergeometrie (links) sowie Ande-

rung der normierten maximalen Abzugskraft mit der Variablen % flir unterschiedliche Formexpo-

nenten n (rechts), analog [126].

Stabilitatsgrenzen bei Kraft- bzw. Wegvorgabe (“fixed-load” , “fixed-grips”)

An dieser Stelle méchte ich zum Einfluss des Exponenten n auf die Systemstabilitdt noch etwas
beitragen: eine Analyse, die in der Literatur in dieser Form fiir beliebige n bis heute nicht zu finden
ist! Ausgangspunkt der Untersuchungen sei die Elastische Energiefreisetzungsrate G nach (D.4),
welche mittels der Gleichungen (3.13) und (3.14) {iber die “scheinbaren Grofen im nicht-adhésiven
Fall” ausgedriickt werden, die zum jeweiligen adhdsiven Kontaktradius fiihren wiirden:

- P — Pp.)? . 1\ ntl
GP, Poy) = E=Ba)t e shr <L) >0 (3.21)
=a) 2Enx,c,
kPPn.a.
~ 5 —Ona)? 2
G(0, bna) = 0= %na)” mit k= —— >0, (3.22)

T
kaaxia. E (sncn)
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Nach (D.7) aus Anhang D.1 muf fiir die Stabilitit die Anderung der Energiefreisetzungsrate mit
der Kontaktfliche bei konstanter Normalkraft bzw. Eindriicktiefe grofier Null sein. Fiir die partiellen

Pn a. n.a. . . . .
Ableitungen Ohn.a und 62 gilt jenes ohnehin (siehe (2.42), (2.43)), so dass aus der Kettenregel
a

oG oG
<8Pn.a.>P >0 bzw. <85n.a.)6 >0 (3.23)

hervorgehen. Thre Auswertung liefert nachfolgende Ergebnisse:

a
die Stabilitatsforderungen

1. Bei fester Normalkraft (“fixed load”):

P >1—2n . P_1—2n
P, 3 c 3

Pra. . (3.24)

2. Bei fester Eindriicktiefe (“fixed grips”):

>1-2n = O =(1—2n)0na. (3.25)

n.a.

Darin wurde die kritische Eindriicktiefe d.5 bewufit mit einem Doppelindex versehen, da sie nicht
zur maximalen Abzugskraft |P.| gehort. In beiden Féllen liegen nédmlich unterschiedliche kritische
Kontaktradien vor (a.s, ac). Die obigen Gleichungen verdeutlichen, dass es fiir 0 < n < 0.5 niemals
Zugkrifte (P < 0) geben wird, wihrend fiir n > 0.5 solche auftreten konnen. Speziell die kritischen
Grofen P, und d.5 besitzen fiir letztere Einschrinkung ein negatives Vorzeichen. Nehmen wir fiir das
weitere n > 0.5 an, so wird sowohl der kritische Kontaktradius a. nach (3.18) als auch die maximale
Abzugskraft (siche Abbildung 3.2) mit steigendem n zunehmen, jedenfalls fiir charakteristische Werte

ER
5 > 1.

Es bleibt noch aus, die zu P. zugehorige kritische Eindriicktiefe d. := § (a.) zu ermitteln. Bei vorge-
gebener Kraft ergibt sich unter Beriicksichtigung von (3.18) in (3.13)

2 n

0 = <1— —n) HnCnay (3.26)
3 N——
:6n.a.(ac)

Beziehen wir nun die globalen Gréffen P und ¢ des adhésiven Kontaktes auf die Betrédge ihrer
kritischen Grofien, so erhalten wir zwei dimensionslose Gleichungen in Parametergestalt

~ 1 n+1 ~%
P = —— 1|3 —2 1 3.27
g [ 20 (327
5 L 35" —2na’ (3.28)
= a —2na .
|3 — 2n)| ’
mit P := P/|P.|, 6 := 6/|0.] und @ = a/a,.. Letztere beinhaltet insofern noch eine interessante

Information, als dass fiir n > 1.5 die kritische Eindriicktiefe §. negative Werte annimmt. Im In-
tervall 0.5 < n < 1.5 ist sie hingegen positiv; das Vorzeichen der kritischen Kraft bleibt davon
unbeeinflusst (weiterhin Zug). Jene Erscheinung ist in der folgenden Grafik zu erkennen, in welcher
die normierte Kraft P {iber die normierte Eindriicktiefe ¢ fiir die Beispiele eines konischen (n = 1)
und parabolischen (n = 2) Indenters abgetragen wurde. Leider ist die Angabe einer analytischen
Losungsfunktion P(8) fiir beliebige n nicht méglich; bereits fiir n = 2 ergeben sich komplizierte
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Ausdriicke, weshalb V.L. Popov in [90] fur die klassische JKR-Theorie eine ausgezeichnete, einfa-
che (“fixed load”) Néherung angibt (rotstrichlierter Graph in Abbildung 3.3). Der blau gestrichelte
Funktionsast ist der stabilen Losung unter “fixed-grips”™- Bedingung zuzuordnen. Die Tangente an
seinem Endpunkt verlauft vertikal, wihrend jene an der Stabilitdtsgrenze (dem lokalen Minimum)
unter “fixed-load”-Bedingung eine verschwindende Steigung besitzt.

Abbildung 3.3: Abhéngigkeit der normierten Kraft von der normierten Eindriicktiefe fiir den adh&-
siven Kontakt eines parabolischen (links) und konischen Indenters (rechts). Wéhrend die kritische
Kraft in beiden Féllen negativ (Zugkraft) ist, besitzen die kritischen Eindriicktiefen unterschiedliche
Vorzeichen!

Abschliefsend sind die Zusammenhénge der kritischen Grofen in Abhéngigkeit des Formexponenten
n tabellarisch aufgefiihrt:

Krit. Kontaktradius || P(a)/Ppa.(a) | d(a)/0n.a.(a) P(a)/P. d(a)/o a/ac
ae (fixed-load) (1 —2n) $(3—2n) 1 1 1

_3 1 _2

s (fixed-grips) —(1+2n) 1—2n ()87 | ()8 | 877

Tabelle 3.1: Kritische Grofen fiir eine auf beliebige axialsymmetrische Formen verallgemeinerte JKR-
Theorie u.a. im Vergleich zu den scheinbaren Groffen im nicht-adhésiven Fall; es wird zwischen
“fixed-load” und “fixed-grips” unterschieden.

3.2 FEindimensionales Ersatzmodell fiir den adhasiven Kontakt

Die genaue Abbildung des adhésiven Kontaktes axialsymmetrischer Indenter mittels eines eindi-
mensionalen Ersatzmodells verlangt lediglich eine geringfiigige FErweiterung seines nicht-adhésiven
Pendants. Dazu miissen wir uns nur an die eingangs des letzten Abschnitts erwéhnte Grundidee
von JOHNSON, KENDALL und ROBERTS erinnern: Der Kontakt mit Adhdsion geht aus dem Kon-
takt ohne Adhdsion zuziiglich einer Starrkdpertranslation hervor! Nach (3.13) und (3.14) gelten im
Gleichgewicht
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2a77y
0 = Ona — E~’y

P = Pn.a. —\ 87TE~(I3’7.

Die darin vorkommenden Gréfsen mit dem Index “n.a.” waren jene, fiir die sich im Kontakt ohne Ad-
hésion der gleiche Kontaktradius a einstellen wiirde wie im Kontakt mit Adhésion. Dass diese Terme
exakt iiber ein eindimensionales Ersatzmodell modifizierter Geometrie abgebildet werden kénnen,
haben wir bereits bewiesen; der jeweilige zusétzliche Entlastungsanteil bei konstantem Kontaktra-
dius a zeigt die Merkmale eines durch eine Zugkraft P, , — P beanspruchten flachen zylindrischen
Stempels

Poa—P = 2Ea(0y. —0) . (3.29)

Da auch dieser Zusammenhang geméfs Abschnitt 3.1.1 mit der Reduktionsmethode vertréglich ist,
konnen wir folgendes festhalten:

Die Reduktionsmethode lafst sich problemlos auf den adhdsiven Kontakt erweitern/anwenden;
die Findricktiefe und die Normalkraft des dreidimensionalen adhdsiven Normalkontaktes gehen
nach wie vor exakt aus seinem eindimensionalen Abbild hervor!

3.2.1 Andruck- und Abziehvorgang — Abreifibedingung

Der gedachte Andruck- und Abziehvorgang nach dem Grundgedanken der JKR-Theorie fiihrt auf
die Gleichgewichtskurven fiir den Kontakt mit Adhé&sion, welcher wie eben gedufsert durch den eindi-
mensionalen Kontakt mit einer WINKLERschen Bettung modelliert werden kann. Fiir den adhésiven
Kontakt eines konischen Indenters mit dem Halbraum ist in Abbildung 3.4 das Ersatzmodell skiz-
ziert. Es erklért noch einmal den angesprochenen Mechanismus bis hin zum Gleichgewichtspunkt bei
vorhandener Oberflachenenergie. Zunéchst wird der modifizierte Stempel unter der Last P, , in die
uniaxiale Schicht gedriickt. Die Federn am Kontaktrand z = a besitzen dann gerade die ungespannte
Lénge £,. Nehmen wir nun an, dass alle in Kontakt befindlichen Federn am Indenter adhieren — der
Kontaktradius bleibt konstant — und wir die Normalkraft sukzessive reduzieren, dann werden vom
Kontaktrand nach innen laufend immer mehr Federn auf Zug beansprucht.

Abbildung 3.4: Qualitative Darstellung des Andruck- und Abziehvorgangs eines keilférmigen 1D-
Indenters mit einer elastischen Bettung, welche die Eigenschaften des adhéasiven Kontaktes zwischen
einem starren konischen Stempel und dem elastischen Halbraum ezakt wiedergibt!



62 KAPITEL 3 DIMENSIONSREDUKTION - KONTAKT MIT ADHASION

Erreicht die Langendnderung der dufseren Feder (z = +-a) einen maximal zuldssigen Wert Al ax(a),
so liegt ein indifferenter Zustand zwischen Haften und Abreifsen vor. Diese von der Kontakthalbbreite
a abhéngige Schranke ist direkt aus (3.13) ersichtlich:

Almac(a) = 27;@. (3.30)

Der zugehorige Gleichgewichtszustand (P, d, a) stimmt mit dem des dreidimensionalen adhésiven
Kontaktes exakt iiberein. Bei einer numerischen Umsetzung der elastischen Bettung durch eine
dquidistante Anordnung von Federn verringert sich der Kontaktradius beim Abspringen der &dufseren
Feder um AZ. Unter der Voraussetzung, dass die Normalkraft ihren Wert nicht &ndert, wird die
Eindriicktiefe kleiner und die Langung der neuen Randfeder Al(a — AZ) grofer. Ist diese wiederum
kleiner als die neue zuléssige Langung Afp.x(a — AZ) nach (3.30), so kann die Normalkraft weiter
reduziert werden, bis sich jener Wert einstellt — ein weiterer Gleichgewichtspunkt des dreidimensio-
nalen Kontaktes mit Adhésion ist gefunden.

Bereits GEIKE zeigte in [32] die Moglichkeit auf, die klassische JKR-Theorie (n = 2) tiber das ein-
dimensionale Federmodell zu beschreiben. Allerdings konnte er diesen Kontakt nur ndherungsweise
abbilden, da er die Adhé&sionsenergie des Ersatzsystems anstelle des dreidimensionalen Originals
beriicksichtigte. Das in dieser Arbeit vorgestellte Modell mit einer (von der Kontakthalbbreite a ab-
hingigen) maximal zuldssigen Federlangung liefert exakt die Ergebnisse der JKR-Theorie. Es gentigt
sogar deren Verallgemeinerung auf beliebig geformte axialsymmetrische Indenter (beliebige n). Die
besondere Idee einer solchen (jedoch von der Kontakthalbbreite unabhéngigen) Abreifsbedingung
wurde auch in [99] genutzt. Hierin konnte das Adhésionsverhalten von “Haftpads” des sogenannten
“Griinen Heupferdes” ( Tettigonia viridissima) tiber eine flichenhafte Schicht von Longitudinalfedern
dufserst genau wiedergegeben werden, was ein Vergleich mit Messergebnissen belegte.

Wenn wir in diesem Abschnitt von exakten dreidimensionalen Ergebnissen sprachen, dann bezog sich
dies selbstverstiandlich nur auf das Tripel der globalen Grofen (P, 9, a), die Federspannungen kénnen
aufgrund ihrer lokal begrenzten Wirkung nicht dem Verlauf der axialsymmetrischen Flachenpressung
gentligen.

3.3 Anwendung des Korrespondenzprinzips auf den adhasiven Kontakt

Die verallgemeinerte JKR-Theorie beinhaltet eine Uberlagerung des nicht-adhésiven Kontaktes mit
einer Starrkérperverschiebung. Letztere tritt beim Kontakt mit einem starren zylindrischen Stempel
auf. Wir haben bereits nachgewiesen, dass beide Teile fiir sich dem Korrespondenzprinzip geniigen,
dann wird dies ebenso fiir deren Superposition gelten!

3.3.1 Spannungen an der Oberflache eines adhiasiven Kontaktes

Zu einem fritheren Zeitpunkt wurde festgestellt, dass die Federspannungen des eindimensionalen
Ersatzmodells (bis auf einen definierten konstanten Faktor) mit den fiktiven ebenen Randlasten
iibereinstimmen, welche einer Halbscheibe aufzuprigen wiren, wenn die exakte Abbildung des In-
neren im Vordergrund sténde. Ist der Fokus allein auf die Kontaktspannungen gerichtet, so kann
die ABEL-Riicktransformation (Korrespondenz) in der Form von BRACEWELL nach (2.103) direkt
auf die Federspannungen angewendet werden. Diese Vorgehensweise wollen wir in der Folge fiir den
beispielhaften Kontakt des kegelformigen Indenters (n = 1) mit dem elastischen Halbraum erldu-
tern, dessen (entdimensionalisiertes) keilformiges Ersatzmodell in Abbildung 3.4 zu sehen ist. Die

Langendnderung einer Feder an der Stelle & ist der Geometrie zu entnehmen
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AL(Z) = ¢, |T| — Ona (a) + Alpax (a) , (3.31)
die Federspannungen® ergeben sich damit zu
EAC(z) (3300 kK 2y
F _ ol
Anwendung der genannten Transformation nach (2.103) liefert
p(r) = AyAp[p] ();7]
\/87Tnya3 a
= a2 \/77“ c s, arccosh (r> (3.33)
E
(314) P— P, Py a a
= arccosh( ) .
2ma? / r
. . : : . _ Py a
Beziehen wir nun noch die Spannungsverteilung (3.33) auf den mittleren Druck p, , := —5, welcher

sich im nicht-adhésiven Fall unter der Last P, ,. bei gleichem Kontaktradius a einstellen wiirde

& rgrE

Diese Abhéngigkeit ist in Abbildung 3.5 (hnks) flir den Fall P = 0 grafisch veranschaulicht, zu-
dem strichliert die zu iiberlagernden Teillosungen gekennzeichnet. Wéhrend p, . die Verteilung des
nicht-adhéasiven Kontaktes reflektiert, soll der Index 7" in p,, den Translationsanteil kennzeichnen.
Die Spannungen streben daher sowohl in der Mitte (r = 0) als auch am Kontaktrand (r = a)
gegen unendlich, unterscheiden sich jedoch im Vorzeichen; am Rande wird eine Zugbeanspruchung
vorliegen.

+ arccosh ) . (3.34)
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Abbildung 3.5: Die Kontaktspannungen p fiir einen adhierenden kegelférmigen (links) und parabo-
lischen Indenter (rechts) bei verschwindender externer Kraft interpretierbar als Superposition der
Spannungen im nicht-adhésiven Kontakt p,, mit einem Translationsanteil p,; Werte sind auf den
jeweiligen mittleren Druck im nicht-adhésiven Analogon p, , normiert.

SDruckspannungen wurden geméf Federkinematik auf Seite 38 positiv gezihlt.
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Dass die Gleichung (3.33) mit der analytischen Losung des Problems iibereinstimmt, kann man
in [68] nachlesen. Die Idee der zuséitzlichen Visualisierung von Uberlagerungsanteilen stammt von
dort”.

3.3.2 Vergleichsspannungen im Halbraum fiir den adhisiven Kontakt eines Pa-
raboloids

Zuletzt wollen wir die Spannungen im Inneren des elastischen Halbraums fiir einen Kontakt mit
Adhésion aus unserem Reduktionsprozess gewinnen. Leider existieren nur sehr wenige analytische
Vergleichsmoglichkeiten, was u.a. daran liegt, dass die Verallgemeinerung der JKR-Theorie auf belie-
big geformte Indenter noch sehr jung ist. Aukerdem galt das hauptséchliche Interesse der maximalen
Abzugskraft bzw. der Abhéingigkeit der externen Kraft von Kontaktradius und Eindriicktiefe. BAR-
QUINS und MAuais [7] erweiterten die Gleichungen von HERTZ/HUBER fiir den Kugelkontakt mit
Adhésion; (grafische) Ergebnisse gibt MAUGIS in [66] wieder. Ausgewéhlte Resultate sollen im fol-
genden mit Hilfe der Reduktion verifiziert werden. Zur Erinnerung wird kurz die Vorgehensweise
wiederholt.

Gehen wir einmal davon aus, dass das eindimensionale Federmodell mit der verdnderten Geome-
trie bereits hergestellt ist, desweiteren die P-d-a-Zusammenhénge durch (numerischen) Eindruck
des 2D-Stempels in die uniaxiale Schicht fiir den Kontakt mit Adhésion bekannt sind. Durch den
vorausgehenden Andruckvorgang kennen wir auch die analogen Grofen fir den Kontakt ohne Ad-
hésion (Py.a., On.a. ), die zum gleichen Kontaktradius a fithren wie im Fall mit Adhésion. Dariiber
hinaus kénnen wir aus dem in Abschnitt 3.2.1 geschilderten (adhésiven) Mechanismus die (fiktiven)
Federspannungen abgreifen, welche nach (2.101) die Randbeanspruchungen darstellen, die einer ho-
mogenen Halbscheibe aufzupriagen sind. Normiert auf den mittleren Druck p, . ergibt sich diese
dynamische Eingangsgrofie zu

T Sl (GAnIESTUS) FS

Gilt unser Interesse nun alleine den Spannungen in der Kontaktflache, konnten wir auf entsprechende
Gleichungen des letzten Kapitels zuriickgreifen:

p(r)  _ 1<i—1>%+§ 1_(5)2. (3.36)

D 2 \ Pua
N——

= ﬁT

Zur Ermittlung der Felder im Halbraum miissen zunichst die sich in der Halbscheibe unter der
(fiktiven) Randlast einstellenden ebenen Felder bestimmt werden. Dies kann mit einem beliebigen
Simulationsprogramm (FEM, MPS, MCA etc.) erfolgen. In dieser Arbeit wurden die zugehorigen
FoURIER-Integrale mit MATHEMATICA gel6st. Im letzten Schritt sind die mit den Korrespondenzen
verketteten Linienintegrale (siehe Tabellen 2.1, 2.2) auszuwerten, auch dazu wurde die genannte
Software gebraucht. Selbstverstandlich deckt der Wertebereich der so gewonnenen Lésungen auch die
Rénder ab. Abbildung 3.5 (rechts) zeigt sowohl die analytische Losung inklusive ihrer superponierten
Anteile geméafs (3.36) als auch die numerischen Resultate an der Oberflache nach Ausfithrung des
angesprochenen Reduktionsalgorithmus fiir den Fall verschwindender externer Kraft P = (. Bis auf
geringfiigige “Fluktuationen” in der Numerik sind keinerlei Unterschiede feststellbar!

"In [68] passt die Grafik nicht zum Ergebnis; vermutlich wurde dem nicht-adhésiven Anteil ein Faktor 0.5 zu viel
gegeben!
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In Anlehnung des erwdhnten Vergleiches mit existierenden analytischen Losungen ist die Erwidhnung
einer weiteren Festigkeitshypothese erforderlich. Nach vON MISES setzt erstmaliges Plastizieren ein,

wenn die zweite Invariante des Spannungsdeviators Jo einen kritischen Wert iibersteigt. Da der
Deviator die Distorsion des Stoffes beschreibt, wird auch von Gestaltdnderungsenergiehypothese
gesprochen. Die Definition der zweiten Invarianten des Deviators und deren Formulierung mit Hilfe
der Hauptspannungen (2.111) lautet

$) =1 Ks - %(1..5)1) y <s - %(1 . -S)Iﬂ

6. 6=
2
[(01 —O0q ? + (011 - 0111)2 + (0111 - 01)2} : (3'37)

D= N =

Uber die FlieRschubspannung 7, bei einem reinen Scherversuch bzw. die Fliefnormalspannung o,
bei einem einachsigen Zugversuch kann das Fliefskriterium wie folgt geschrieben werden

1 /
Tp = ﬁUF = JQ . (338)
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(a) Vergleichsspannungen nach voN MISES (b) Hydrostatischer Spannungsanteil

Abbildung 3.6: Normierte Vergleichsspannungen nach VON MISES und hydrostatischer Spannungs-
anteil fiir den adhésiven Kontakt des elastischen Halbraums mit einem parabolischen Stempel
(v = 0.25) im besonderen Fall verschwindender externer Kraft P = 0.

Die Linien gleicher Spannungen +/.J; nach dem Vergleichskriterium® sind linkerhand in Abbildung 3.6
grafisch veranschaulicht. Desweiteren ist der hydrostatische Druck (rechts) geméfs %(S-OI) dargestellt.
Beide Verlaufe wurden fiir eine Querdehnzahl v = 0.25 bei verschwindender externer Normalkraft
P = 0 mit Hilfe der Dimensionsreduktion erzeugt. Ein Vergleich mit entsprechenden Abbildungen
in [66] bestétigt nachfolgende Aussage eindrucksvoll:

8Multiplikation mit v/3 wiirde die einachsige Vergleichsspannung des riumlichen Spannungszustandes ergeben!
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Die Korrespondenzen zwischen ebenen und azialsymmetrischen Kontaktzustinden bleiben auch
fiir den Kontakt mit Adhdsion giiltig. Dies ermaglicht wiederum die exakte Abbildung aller Feld-
grofsen 1m Inneren des Halbraums tber ein ebenes Ersatzsystem. In Verbindung mit dem ein-
dimenstonalen Federmodell, welches auch fir adhdsive Kontakte die makroskopischen Grofien
P, 6 und a exakt hergibt (siehe Abschnitt 3.2), ist die Ausdehnung des Reduktionsprozesses auf
Kontakte mit Adhdsion vollstindig gelungen!




Kapitel 4

Reduktionen auf Basis inhomogener
ebener Medien — Graded Materials

Ein ausgezeichnetes Modell zur vollstéandigen Abbildung des axialsymmetrischen Kontaktes mit und
ohne Adhésion wurde in den vergangenen Kapiteln vorgestellt. Trotz der enormen Einsparung von
Freiheitsgraden bei exakter Wiedergabe aller dreidimensionaler Ergebnisse ist es naturgemaf, zu hin-
terfragen, ob die Effizienz der Reduktion noch gesteigert werden kann. Nehmen wir beispielsweise
das zur Bestimmung der inneren Beanspruchungen auszufiihrende Linienintegral nach dem Korre-
spondenzprinzip, welches physikalisch bedeutet, dass die Spannungen an einem Punkt in der Tiefe
z des axialsymmetrischen Halbraums von den gedachten Spannungen aller Punkte in der gleichen
Tiefe z des fiktiven ebenen Mediums abhangen. Selbstverstédndlich kénnte man den Einflussbereich
im Sinne einer Ndherungslésung durch eine Fehlerrechnung eingrenzen und damit den Rechenauf-
wand (zu Lasten der Genauigkeit) reduzieren, aber eben nicht vollstdndig einsparen. Erstrebenswert
wéare daher ein fiktives ebenes Medium, dessen materielle Punkte sich nach entsprechender Bean-
spruchung genauso verhalten, wie die des dreidimensionalen Analogons. Diese Zielvorgabe erscheint
aufgrund der unterschiedlichen Natur von zwei und dreidimensionalen homogenen, isotropen Konti-
nua unerreichbar. Sie vermittelt aber zugleich eine Idee, namlich ein inhomogenes Ersatzsystem mit
solchen Abbildungseigenschaften zu entwickeln, womit wir uns in den nachfolgenden Abschnitten
beschéftigen wollen.

4.1 Selbstahnlichkeit und Gleichgewicht

Ausgangspunkt soll das Problem von KELVIN bilden, d.h. eine Einzelkraft (in z-Richtung), welche
innerhalb des homogenen, isotropen elastischen “Vollraums” wirke, zudem nutzen wir Kugelkoordi-
naten R, ¢, 6 zur Feldbeschreibung, wobei der Kraftangriffspunkt zugleich Ursprung des Koordina-
tensystems sei. Aufgrund der Selbstihnlichkeit! der Aufgabe werden Anderungen in der Form der
Lésung mit ¢, 6 unabhingig vom radialen Abstand R sein — die Losung geniigt dem Produktansatz

Identifizieren wir f (R, ¢, #) mit einer Spannungskomponente o5, so fithrt die Auswertung des Gleich-
gewichtes angewendet auf z.B. zwei freigeschnittene Kugeloberflichen unterschiedlicher Radien (also
zweier selbstdhnlicher Oberfléchen) auf den bekannten Abfall der Spannungen o;; ~ —5. Das Hoo-

KEsche Gesetz gepaart mit den Verschiebungs-Verzerrungsgleichungen erklart dann das typische

'Niheres dazu siche Seite 139 ff. in [6].

67
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1
Verhalten der Verschiebungen u; ~ —. Samtliche Feldgroften streben demnach fiir R — oo gegen

Null, ein Merkmal, das wir bereits flir die Untersuchung der Halbraumlésungen mittels HANKEL-
Transformation ausnutzten.

Im zweidimensionalen zeigen diese Grofsen aber andere Eigenschaften. Betrachten wir dazu den un-
endlichen Keil im ebenen Verzerrungszustand (EVZ) aus Abbildung 4.1, der an seiner Spitze durch
eine horizontale ) und vertikale Linienlast P beansprucht wird. Logischerweise existiert auch hier
keine “charakteristische Lénge”, sodass ebenfalls ein selbstdhnliches Problem vorliegt, allerdings im-

plizieren die Gleichgewichtsbedingungen ein Abklingen der Spannungen geméf o;; ~ —, da die

Flache, welche die Linienlasten tibertragen mufs, nur linear mit dem radialen Abstand wéchst.

Abbildung 4.1: Unendlicher Keil beansprucht an seiner Spitze durch eine horizontale und vertikale
Linienlast.

Die Verschiebungen u;, welche sich quasi aus der Integration der Spannungen berechnen lassen, an-
dern sich logarithmisch mit dem Radius (u; ~ In R). Der Logarithmus ist aber nicht begrenzt im
Unendlichen, weshalb die Verschiebungen nur relativ zu einer Bezugsverschiebung in der Momen-
tankonfiguration angegeben werden kénnen.

Im Hinblick auf die Vorgabe, die Eigenarten des axialsymmetrischen Kontaktes abzubilden, muss
ein solcher Translationsfreiheitsgrad unbedingt unterbunden werden. Dies veranlasste uns, dem zwei-
dimensionalen Kontinuum eine verdnderliche Steifigkeit zuzuordnen; mit steigendem Abstand vom
beanspruchten Gebiet sollte der E-Modul zunehmen, so dass im “Unendlichen” eine Art “Starrheit”
vorliegt. Wie wir spéter sehen werden, lasst sich mit dem richtigen Ansatz E (R, #) tatsichlich ein

1
Verschiebungsverlauf wu; ~ = einstellen. Dennoch kénnen wir hierdurch nicht den gewiinschten
1
Effekt fiir die Spannungen o;; ~ 7 erzeugen, da sowohl die Selbstdhnlichkeit als auch die Gleich-

1
gewichtsbedingungen den qualitativen Verlauf o;; ~ — unabhdngig vom Elastizitdtsmodul diktieren!

Bei der anschlieffenden Untersuchung speziell des Verhaltens einer inhomogenen Halbebene mit
E (z) ~ z stofsen wir allerdings auf einige andere interessante Aspekte, welche fiir Reduktionszwecke
von Bedeutung sind.

4.2 Halbebene mit einem mit der Tiefe 2z veranderlichen F-Modul

Die Untersuchung inhomogener elastischer Medien ist vorallem fiir die Geomechanik von grofier
Bedeutung, da sie u.a. zur Aufgabe hat, das Verhalten unterschiedlich gearteter Fundamente zu
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studieren. Es ist daher einsichtig, dass die ersten Veroffentlichungen aus diesem Gebiet stammen.
BOROWICKA [11] gab bereits 1943 auf Basis von unendlichen Reihen mathematische Losungen fir
die Druckausbreitung im Halbraum bei linear mit der Tiefe zunehmendem Elastizitdtsmodul an. Die
Rechtfertigung seines Ansatzes fiir die Inhomogenitét geht dabei auf das 1934 erschienene Werk von
FROHLICH [29] zuriick, welcher sich mit der Druckverteilung im Baugrund beschéftigte.

LEKHNITZKII [63] widmete sich 1962 der Aufgabe, herauszufinden, welche Forderungen an Elastizi-
tatsmodul und Querkontraktion zu stellen sind, damit sich in dem zugehoérigen inhomogenen Keil
nach Abbildung 4.1 ein reiner Radialspannungszustand (o,, = 0 A 0, = 0) einstellt. Speziell
die Losungen fiir den Elastizitdtsmodul E (R, #) bei konstanter Querdehnzahl leitete er her, dazu
zéhlt auch das im Anhang E diskutierte Potenzgesetz E (R,0) = mERa cos®d mit 0< a<1;
genaugenommen ist LEKHNITZKII sogar die folgende wichtige Erkenntnis zuzuschreiben:

Die Spannungsverteilung innerhalb eines linear-inhomogenen, inkompressiblen Halbraums im
ebenen Verzerrungszustand unter Wirkung einer Normalkraft ist exakt gleich jemer im analo-
gen homogenen elastischen Halbraum)

Héufig wird auch GIBSON als Begriinder dieser Erkenntnis genannt, da er in seinem viel zitierten
Paper [35] von 1967 sowohl fiir den durch eine konstante streifenférmige als auch axialsymmetrische
Normaldruckverteilung beanspruchten linear-inhomogenen inkompressiblen Halbraum mit Hilfe von
Integraltransformationen zu dem gleichen Ergebnis gelangte. Dariiberhinaus untersuchte er fiir ein
solches Medium? die Normalverschiebungen und konnte ein wesentliches Verhalten aufzeigen:

Die Normalverschiebungen innerhalb eines linear-inhomogenen, inkompressiblen Halbraums un-
ter Wirkung einer konstanten streifenformigen bzw. azialsymmetrischen Normaldruckverteilung
bleiben tberall endlich! Speziell an der Oberfliche sind die Normalverschiebungen direkt propor-
tional zur Normaldruckverteilung und verschwinden damit auflerhalb des Kontaktgebietes — der
Halbraum reagiert als WINKLERSche Bettung!

Zusammen mit AWOJOBI [5] wurden Berechnungen zum kompressiblen linear-inhomogenen Medi-
um getatigt. Entgegen den finiten Normalverschiebungen auflerhalb des Kontaktgebietes ergab sich
innerhalb wiederum die Uberlagerung mit einer unbestimmten Starrkérpertranslation. Ferner stell-
ten sie fest, dass die Spannungen sehr empfindlich auf Anderungen in der Querkontraktionszahl
reagieren!

Selbstversténdlich hat man in der Vergangenheit noch weitaus mehr Ansétze fiir die Inhomogenitét
des Kontinuums gemacht. Eine relativ aktuelle Ubersicht bestehender analytischer und numerischer
Losungen (im Falle der vertikalen Punktlast) beinhaltet das Schriftum von WANG [117]; in seiner
allgemeinen Zusammenfassung von analytischen Methoden in der Geomechanik [104] gibt auch SEL-
VADURAI umfassende Literatur an. Die Konzentration dieser Arbeit galt allerdings — nicht zuletzt
aufgrund der oben erwéhnten interessanten Eigenschaften — dem linear-inhomogenen Halbraum, des-
sen Fundamentallosungen als Sonderfall aus den mathematischen Uberlegungen zum Potenzansatz
nach Anhang E hervorgehen.

4.2.1 GREEN-Funktionen fiir die linear-inhomogene Halbebene

Zur mathematischen Beschreibung des zweidimensionalen elastischen Problems — ein linear-inhomogener
elastischer Halbraum (im EVZ) beansprucht durch eine bezogene normale und vertikale Einzelkraft

2In der Literatur ist hiufig auch vom GiBsoN-Medium die Rede, wenn es sich um einen linear-inhomogenen
Halbraum handelt; bei den meisten Autoren wird dabei zusétzlich Inkompressibilitdt vorausgesetzt!
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[P,Q] = N/m im Koordinatenursprung — miissen wir in Anhang E lediglich 6; = —g und 6, = g be-

achten. Aus den globalen Gleichgewichtsbedingungen (E.9) ergaben sich die Integrationskonstanten
(E.10) und (E.11), welche unter Beachtung der besonderen Inhomogenitdt o = 1 wie folgt lauten:

21— (2-5)T(245)

cup = 2o . (1.2
T (2-8)r(2+428 -
D(1,8) = 4(;7””) ( Q)W( 2>Q mit g = 2%. (4.3)

Das Einsetzen dieser Konstanten in (E.8) liefert die gesuchten Verschiebungskomponenten und die

Radialspannung;:
1122 2 .
u, (R,0) = B Fia [Pcos(ﬁ@)—l—BQsm(ﬁH)] (4.4)
.2
u, (R,0) — %17”” Fis [—gpsm(ﬂe)ﬂgcos(ﬂe)} (4.5)
or (2—2)T (24 &
oo (RO) = —C(ZHFW [Pcos(ﬂ@)—k%@sin(ﬂ&)} mit Fg = ( 21 ( 2).(4.6)

Im weiteren moéchte ich nun den Einfluss der vertikalen und horizontalen Einzelkraft separat disku-
tieren, dabei speziell auf die Abhéngigkeit der Losungen von der Querdehnzahl v néher eingehen.

Vertikale Einzellast auf linear-inhomogenem Halbraum im EVZ

Abbildung 4.2 zeigt sowohl den Verlauf der Tangentialverschiebungen u, als auch den der Radi-
alspannungen o,, geméf Gleichungen (4.5) und (4.6). Hierbei wurde zunéchst von einer reinen
Normalbeanspruchung ausgegangen () = 0), ferner verschiedene POISsONzahlen zwischen v = 0
und v = 0.5 untersucht.? Beide Feldgrofien zeigen fiir ein inkompressibles Medium besondere Cha-
rakteristika. Die Tangentialverschiebungen wu, verschwinden fiir ein solches Medium, d.h. auch die
Normalverschiebungen an der Oberfléche @, (z = R) = —u, (R, 0 = 7/2) sind abgesehen vom Kraft-
angriffspunkt tiberall Null — eine Eigenschaft, welche fiir das Verhalten als WINKLERsche Bettung
notwendig ist.
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Abbildung 4.2: Normierte Tangentialverschiebung und normierte Radialspannung aufgetragen iiber
den Winkel 6 parametrisiert durch die Querkontraktionszahl v bei Beanspruchung des linear-
inhomogenen Halbraums durch eine vertikale Linienlast P (EVZ).

3Es sei vermerkt, dass die graphischen Verldufe in [9] einen anderen Sachverhalt kliren. Dort wird némlich der
Einfluss verschiedener Inhomogenitéten bei ein und derselben Querkontraktion (v = 0.25) visualisiert!
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Die Graphen der Funktionenschar fir die normierten Radialspannungen sind rechterhand skizziert.
Ebenfalls eingezeichnet sind die Spannungen im homogenen Halbraum nach FLAMANT (integrierte
BoussINESQ Losung), welche unabhdngig von der PO1ssoNzahl sind. Sie stimmen wie erwartet exakt
iiberein mit denen im inkompressiblen linear-inhomogenen Halbraum — dies entspricht der eingangs
erwihnten Feststellung von LEKHNITSKII [63]. Nebenbei bemerkt, schneiden sich die einzelnen Gra-
phen nicht in einem gemeinsamen Punkt. Desweiteren hangen die Radialverschiebungen u, nur vom
Radius R nicht aber vom Winkel 8 ab. Fassen wir die GREENfunktionen fiir das durch eine vertikale
Linienlast beanspruchte GIBsSONmedium (o = 1, ¥ = 0.5) noch einmal zusammen:

3P _2cos«9P

u, (R,0) =0 ug (R,0) = Dy g (R, 0) = R

(4.7)

Die genannten Besonderheiten im Verhalten eines elastischen, volumenerhaltenden Mediums, dessen
Elastizitatsmodul direkt proportional zur Tiefe z ansteigt, ermoglicht eine unmittelbare (zu einem
Teil eingeschrénkte) Anbindung an den Algorithmus der Dimensionsreduktion, worauf nach einer
kurzen fiir spatere Zwecke wichtigen Zusammenfassung der zugehorigen Fundamentallésungen fiir
die Beanspruchung durch eine horizontale Linienlast ndher eingegangen wird!

Horizontale Einzellast auf linear-inhomogenem Halbraum im EVZ

Mit Ausnahme der in Kapitel 2.4.1 hergeleiteten Korrespondenzen wurden in dieser Arbeit bisher nur
reibungsfreie Kontakte abgebildet. Abschnitt 4.3 wird in dieser Hinsicht eine Neuerung darstellen.
Hier wird der Versuch erfolgen, zumindest grundlegende Eigenschaften des Tangentialkontaktes zwi-
schen einer Kugel und dem homogenen elastischen Halbraum durch ein Modell niedrigerer raumlicher
Dimension zu beschreiben. Dazu soll u.a. ein linear-inhomogenes zweidimensionales Kontinuum her-
angezogen werden, weshalb unten dessen Antwort auf eine horizontale Einzellast @ (Linienkontakt!)
geméf der entsprechenden Anteile der Gleichungen (4.4)-(4.6) graphisch veranschaulicht wurde (sie-
he Abbildung 4.3).

upmyR/Q
—orrR/Q

Abbildung 4.3: Normierte Radialverschiebung und normierte Radialspannung aufgetragen iiber
den Winkel 6 parametrisiert durch die Querkontraktionszahl v bei Beanspruchung des linear-
inhomogenen Halbraums durch eine horizontale Linienlast @ (EVZ).

Auffallen tut wiederum der inkompressible Fall. In diesem ist die Radialverschiebung direkt pro-
portional dem Winkel. Auf die Darstellung der Radialverschiebung, hervorgerufen durch eine Ver-
tikallast, wurde bisher verzichtet. Das mochte ich an dieser Stelle nachholen, da eine besondere
Verbindung zu den Tangentialverschiebungen wu, bei horizontalem Lastangriff besteht, welche aus
den ebengenannten Gleichungen sofort ersichtlich ist:



72 KAPITEL 4 REDUKTION UND ELASTISCHE INHOMOGENITAT

{u6 (R’H)}Q _ {uR (R’a)}P (4 8)
) Iz . .
Darin stehen die Indizes @ und P fiir entkoppelte Vertikal- und Horizontalbeanspruchungen, das heifit,
dass die Tangentialverschiebungen u, aufgrund einer reinen Horizontallast genauso grofs sind wie die
Radialverschiebungen, welche durch eine vertikale Einzellast hervorgerufen werden.
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Abbildung 4.4: Radialverschiebung aufgrund einer Vertikallast {u, (R,#)} p und Tangentialverschie-
bung aufgrund einer Horizontallast {ue (R,0)} 0 in normierter Gestalt aufgetragen iiber den Winkel

0 parametrisiert durch die Querkontraktionszahl v (EVZ).

Abbildung 4.4 deckt auf, dass die Tangentialverschiebung eines materiellen Punktes des GIBSON-
Korpers (v = 0.5) verursacht durch eine Horizontalkraft unabhéngig vom Winkel und stets positiv ist!
Fiir die Normalverschiebung der Oberflache u, bedeutet dies, dass sich das Material “vor der Kraft”
@ (meint vor dem Kraftpfeil) nach oben und “hinter ihr” nach unten verschiebt. Ein solches Verhalten
ist insofern interessant, da es nicht fiir alle Querkontraktionen gilt. Fiir eine Poissonzahl v = 1/3
(griinmarkierter Graph in Abbildung 4.4) gibt es keine Oberflachennormalverschiebung, wihrend fiir
v < 1/3 der entgegengesetzte Effekt eintritt, welcher u.a. auch beim punktformigen Tangentialkontakt
mit dem homogenen elastischen Halbraum zu beobachten ist: Vor der Horizontalkraft senkt sich das
Medium, hinter thr hebt es sich.

Zusammenfassend notieren wir uns noch einmal die Fundamentallésungen eines durch eine horizon-
tale Linienlast beanspruchten GIBSON-Mediums (o =1, v = 0.5):

5Q Ug (R,H): 3¢ ORrR (R,H):—M

0) =
ity (1,9) 2rm R mm,R TR

. (4.9)

4.2.2 Abbildung inkompressibler elastischer Materialien in axialsymmetrischen
Kontakten — Anbindung an den Algorithmus der Dimensionsreduktion

Wie die Uberschrift andeutet, beschrinken wir uns in den nichsten Zeilen auf ein inkompressibles
elastisches, aber homogenes Material, welches einer axialsymmetrischen Normaldruckverteilung aus-
gesetzt ist. Die Abbildung derartiger Kontakte tiber Modelle geringerer raumlicher Dimension ist uns

“Dieser Zusammenhang gilt sogar fiir beliebige a € (0;1] und v € [0;0.5]; in der Auferung wurden Einslasten
vorausgesetzt!
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bereits vollstindig gelungen. Dem Leser sei hierzu der auf Seite 51 schrittweise erklarte Algorithmus
nahegelegt, der selbstverstandlich auch auf inkompressible Stoffe anwendbar ist. Jenes rechtfertigt
die folgende Frage:

., Welchen Sinn macht es, sich hier abermals mit der Abbildung solcher Kontakte zu beschiftigen,
wenn doch schon ein mdchtiges Werkzeug zur Verfigung steht?”

Die Antwort ist sofort einleuchtend, wenn wir uns an das eingangs von Kapitel 4 erwéhnte Bestreben
nach weiterer Vereinfachung erinnern. Das besondere Verhalten eines linear-inhomogenen inkompres-
siblen Kontinuums im EVZ als WINKLERsche Bettung liefert uns in dieser Hinsicht einiges Potenzial.

Die Fundamentallosungen (4.7) auf Seite 71 erfiillten diesbeziiglich bereits ein Kriterium, nédmlich,
dass die Vertikalverschiebungen der Oberflache @, {iberall Null sind, abgesehen von einer Singulari-
tat an der Lastangriffsstelle. Aufgrund der Giiltigkeit des Superpositionsprinzips konnen wir daraus
schliefsen, dass auch bei einem verteilten Normaldruck p (z) an der Oberflache auferhalb des beauf-
schlagten Gebietes diese Eigenschaft anhélt. Die direkte Proportionalitit zwischen p (z) und a, ()
innerhalb der beanspruchten Flache nachzuweisen, wird allerdings hierdurch erschwert, da zunéachst
fiir einen Punkt innerhalb des Kontinuums (z > 0) dessen vertikale Verschiebung zu ermitteln ist, um
dann im Anschluss den Grenziibergang z — 0 auszufithren. Derart sind CALLADINE und GREEN-
WOOD in [21] vorgegangen, wobei sie von einer konstanten Normaldruckverteilung ausgingen.
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Abbildung 4.5: Zur integralen Berechnung der Verschiebungen eines Punktes P (z;z) innerhalb des
GiBsONkérpers im EVZ bei konstanter Normaldruckverteilung.

Die Verschiebung eines Punktes im linear-inhomogenen, inkompressiblen Halbraum aufgrund einer
vertikalen (linienférmigen) Einzellast erfolgt nach (4.7) lediglich in radiale Richtung, dessen vertikale
Komponente macht daher allein u, aus

(4.7) 3 Pcost

uy (R,0) = wug,(R,0)cosb 2rm R (4.10)
und lautet in kartesischen Koordinaten
P
w(wz) = —L 2 (4.11)

2mmy, 12 4 22

Bei der konstanten Druckverteilung nach Abbildung 4.5 resultiert die Verschiebung aus der Uberla-
gerung der Anteile, welche durch die Linienkraftdifferenziale p dZ zustande kommen. Derart erhalten
wir
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a
3p z
) = dz
—a

_ 3P [arctan (m + a) — arctan (m — a)} , (4.12)
2mm,, z z

woraus sich nach besagtem Grenziibergang die Oberflaichennormalverschiebung innerhalb und au-
ferhalb des beanspruchten Gebietes ergibt

3p

fir |z|<a
uy (r) = iliI(l)uZ (x,2) = £ . (4.13)

0 fir |z[>a

Aus Gleichung (4.13) kénnen wir die gesuchte Proportionalitit zwischen @, und p direkt ablesen; sie
hat auch dann noch Bestand, wenn anstelle einer konstanten eine mit x verdnderliche Streckenlast
wirkt. Das ist ebenfalls eine Folge des Superpositionsprinzips, denn eine z-abhéngige Linienlast ist
aus zahlreichen konstanten Streckenlasten geringer Breite zusammensetzbar. Mit Einfiihrung der
WINKLERschen Steifigkeit? k,, halten wir fest:

2
p(x) = kyu,(xr) mit k, = 3Mp - (4.14)

Neben der Einfachheit dieses Ergebnisses mochte ich unbedingt nocheinmal hervorheben, dass es
keine Unbestimmtheit mehr in der Losung gibt, die bei homogenen ebenen Systemen immer auftrat.
Ferner sei darauf hingewiesen, dass nur fiir v = 0.5 der Translationsfreiheitsgrad (sowohl horizontal
als auch vertikal) genommen wird, fiir 0 < v < 0.5 ist das zumindest innerhalb des Kontaktgebietes
nicht realisierbar (siehe dazu [5])! Die Unbestimmtheit kann im iibrigen auch durch Anderung des
Exponenten der Inhomogenitdt unterdriickt werden. Fiir 0 < o < 1 ist das sogar fiir alle Quer-
dehnzahlen 0 < v < 0.5 der Fall. Eine ausgezeichnete tabellarische Ubersicht des Verhaltens in
Abhéngigkeit von « und v befindet sich in [112].

Erinnern wir uns zuriick an das eindimensionale Federmodell, welches nach einer auf den Formfaktor
2 basierenden Geometrieinderung des Originalindenters dessen reibungsfreien Normalkontakt mit
dem elastischen Halbraum hinsichtlich aller Zusammenhénge makroskopischer Gréfken P — § — a
exakt abbilden konnte. Die Oberfliche des vorliegenden GIBSON-Mediums reagiert auf dufsere Nor-
malspannungen genauso wie das eindimensionale Modell, also mit lokal proportionalen Normalver-
schiebungen; demnach kann es ebenso dazu genutzt werden, den Einklang zwischen Eindriicktiefe,
Normalkraft und Kontaktradius (eines axialsymmetrischen Normalkontaktes) herzustellen. Vor ei-
ner numerischen Umsetzung wiirde selbstversténdlich die Analogie zwischen ebenem Verzerrungs-
zustand und ebenem Spannungszustand ausgenutzt werden. Angewandt auf den inkompressiblen
linear-inhomogenen Halbraum im EVZ fiihrt das auf eine linear-inhomogene Scheibe mit den folgen-
den elastischen Parametern:
_ mp 4 v

My = T s = 37 U= =1. (4.15)

Der Bezug zu den elastischen Eigenschaften des realen (abzubildenden) Mediums gelingt durch einen
Vergleich mit den Beziehungen (2.50) und (2.52), die fiir das eindimensionale System gelten. Die

®Diese wird entgegen einer normalen Federsteifigkeit in N/ m® gemessen.
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Anwendung eines zwei- statt eines eindimensionalen Modells wére aber nur dann gerechtfertigt,
wenn zusitzliche Vorteile bestehen. Solche sind in gewissem Mafe vorhanden. Denken wir dazu an
die eingangs des Kapitels 4.2 erwihnte Aquivalenz der Spannungen im GIBSON- und homogenem
Medium bei Normalbeanspruchung des Halbraums; letztere — und das sieht man sehr schén an der
Gleichungsfolge (2.88) — sind unabhéngig von der Querdehnzahl! Die linear-inhomogene Scheibe mit
den nach (4.15) angepassten Materialparametern liefert genau die gleichen Spannungsgrofen. Nach
Anwendung des Korrespondenzprinzips (Tabellen 2.1 und 2.2) erhalten wir die eigentlich gesuchten
Spannungen im axialsymmetrischen Kontakt. Exaktheit ist dabei aber nur fiir die von der Querkon-
traktion unbeeinflussten Komponenten o, und 7., garantiert. o, und o, hingegen enthalten laut
Tabelle 2.2 einen zusitzlichen von der (ebenen) Horizontalverschiebung u% abhiingigen Integralaus-
druck (ol ai i ), welcher nicht den richtigen Input bekommt, da die Verschiebungen innerhalb des
GIBSON-Korpers grundsitzlich verschieden von denen im homogenen Fall sind!®Genau hierin liegt
ein grofer Nachteil gegeniiber dem Reduktionsalgorithmus auf Seite 51, der zwar zwei unterschied-
liche Ersatzmodelle benétigte (1D Federmodell und homogenes 2D Medium), jedoch den Kontakt
bis ins Detail vollstdndig richtig wiedergab!

Der auf eine entsprechende linear-inhomogene Scheibe umgerechnete GIBSON-Korper allein kann als
solches leider nicht alle Eigenschaften des axialsymmetrischen Normalkontaktes reproduzieren und
ist aus diesem Grunde fiir dessen Reduktion meines Erachtens weniger gut geeignet als das anfangs
dieser Arbeit besprochene Reduktionsmodell. Sowohl das Verhalten der Oberfliche als WINKLER-
Bettung als auch die Tatsache, dass die Spannungen in seinem Inneren exakt denen im homogenen
Halbraum sind, sprechen fiir mehr Potenzial. Gepaart mit der richtigen Idee kann das GIBSON-
Medium sicherlich als nutzbringendes Werkzeug dienen. Ausgehend von dem in Kapitel 4 vorgestell-
ten mathematischen Fundament mochte ich in dieser Hinsicht nachfolgend ein passendes Beispiel
anfligen.

SFEine genauere Analyse des Unterschiedes koénnte im Rahmen einer Niherungslésung von Bedeutung sein, denn
die primé#ren Anteile o, und O'i . werden nach wie vor exakt abgebildet!
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4.3 Abbildung des Tangentialkontaktes zwischen Kugel und elasti-
schem Halbraum

Yz

Homogener elastischer Halbraum

Abbildung 4.6: Tangentialkontakt zwischen einer starren Kugel und dem homogenen elastischen
Halbraum

Betrachten wir nun das Kontaktproblem nach Abbildung 4.6, bei welchem eine starre Kugel zunéchst
durch eine Normalkraft P in einen elastischen Halbraum gedriickt und aufgrund einer anschliefsend
aufgebrachten Tangentialkraft @ um d, nach rechts verschoben wird.” Einige fiir diesen dreidimen-
sionalen Kontakt charakteristische Beziehungen mit Hilfe eines 2D-Graded-Materials abzubilden,
das soll die Aufgabe nachfolgender Abschnitte sein. Mitunter wird es — wie so hdufig in der Mecha-
nik — vorkommen, dass verschiedene Annahmen kollidieren, unser Interesse galt daher einem rein
akademischen Beispiel!

4.3.1 Tangentialer Kugelkontakt mit partiellem Gleiten

Im weiteren erfolgt eine kurze Aufzéhlung der wesentlichen Zusammenhéinge des Tangentialkontak-
tes einer starren Kugel auf dem elastischen Halbraum. Dabei wollen wir von der Annahme Gebrauch
machen, dass die Normalspannungsverteilung p (x) sowie der Kontaktradius a dem HERTZschen Nor-
malkontakt gentigen, was streng genommen nur fiir den Kontakt der undeformierbaren Kugel mit
einem inkompressiblen elastischen Grundkérper (v = 0.5) korrekt ist®, da ansonsten auch die Tan-
gentialspannungen jene mit beeinflussen wiirden. In analoger Weise ignorieren wir den Beitrag der
normalen Oberflachenspannungen zu den Tangentialverschiebungen. Dass sich das Kontaktgebiet in
einen inneren Haft- und einen dufseren Gleitbereich gliedert, ist elementar. Vollstdndiges Haften ist
mit einer konstanten tangentialen Verschiebung aller Punkte innerhalb der Kontaktfliche verbun-
den. Die dazu erforderliche Verteilung von Tangentialspannungen strebt jedoch am Rande gegen
unendlich, weshalb unter Beachtung der dort verschwindenden Normalspannungen die Haftunglei-
chung |74 ()] < plozz (r)] bzw. ¢ (r) < pp (r) verletzt wird. In einem &uferen Ring muss demnach
immer Mikrogleiten einsetzen; der relativen Bewegung entgegen wirken dort Tangentialspannungen
nach dem CouLoMBschen Reibgesetz ¢ (1) = up (). Wir notieren die Randbedingungen:

"Genau genommen ist fiir die reine Translation ein zusitzliches Moment aufzubringen, das sich aus der Tangenti-
alkraft @ multipliziert mit dem senkrechten Abstand ihrer Wirkungslinie vom Kontaktgebiet ergibt (in Abbildung 4.6
angedeutet)!

1 (1 — 21/1)/G1 — (1 — 21/2) /G2

8Im allgemeinen muss fiir DUNDURS Konstante == ~ 0 gelten, damit eine
8 Po = S| T o) Joh F (1= va) /G &

solche Entkopplung zuléssig ist [53].
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Uy (r) = const.

fir 0<r<c (4.16)
q(r) < pp(r)
q(r) = pp(r) fir c<r<a. (4.17)

Die darin enthaltene Druckverteilung nach HERTZ p (r) sowie deren Maximalwert p, ergaben sich
zu

N 4.18)
p(’l") = Do 1 (a) mit Do = 27”12 ) ( :
wobei an der Oberflache des elastischen Grundkorpers die Beziehungen o, () = —p (x) und 7, (z) =
—q (r) gelten. Die gesuchte Verteilung der Horizontalspannungen, welche obige Randbedingungen
erfiillt, ergibt sich aus dem u.a. auf MINDLIN zuriickgehenden Uberlagerungsprinzip. In [71] fiihr-
te er die Technik vor, bei der er zunichst die Verteilung nach Gleichung (4.17) iiber die gesamte
Kontaktflache ausdehnte — wie bei vollstdndigem Gleiten — und anschliefend eine negative, nur im
Haftbereich von Null verschiedene Verteilung derart addierte, dass die tangentiale Verschiebung dort
nach (4.16) eine Konstante darstellt. So kam er auf
sl 1_(£>2_H(1_i)2 1_(1)2] fir 0<r<a;  (4.19)
2ma?

q(r) =

a c/ a C

den noch unbekannten Radius ¢ des Haftgebietes bestimmte er aus dem tangentialen Kraftegleich-
gewicht und erhielt nach Umstellung
1/3
£ = (1 - Q) . (4.20)

Die charakteristischen Ergebnisse nach Gleichungen (4.19) und (4.20) sind in Abbildung 4.7 gra-
phisch veranschaulicht.

1.0
\ [
p //"—_‘\\\ 08|
\/ -7 SO [
/ Kp \ c
/ N =
/ . _L/ \ @
/ - T~ \ 0.4
/ q \
// ' I
\ l
, 02}
a “Q /éf a - L
- - 0.0 L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
Sel . - e 0.0 0.2 0.4 ;%P 06 08 10
(a) Verteilung der Tangentialspannungen (b) Radius des Haftgebietes ¢ in Abhéngigkeit der tan-

gentialen Zugkraft

Abbildung 4.7: Zum kugelfémigen Tangentialkontakt unter Beriicksichtigung des Schlupfes

4.3.2 Tangentialkontakt zwischen starrem Zylinder und GIBSON-Medium

Die erlauterte Technik von MINDLIN ist selbstverstdndlich auch fiir einen zylindrischen Kontakt
anwendbar, unabhéngig davon, ob wir einen starren Zylinder in einen homogenen oder inhomogenen
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Grundkérper driicken. Im erstgenannten Fall gibt es u.a. markante Abweichungen im Verhalten
der Haftkontakthalbbreite als Funktion der duferen Zugkraft gegeniiber dem axialsymmetrischen

Pendant
1/2
(1 — %) , (4.21)

welche rechterhand in Abbildung 4.7 ebenfalls skizziert sind. Unser Interesse soll nun dem inho-
mogenen Fall gelten. Dabei mochte ich zundchst weder eine Beschrankung auf Linearitdt noch auf
Inkompressibilitdt tédtigen. Der Grund dafiir wird sich zu einem spéteren Zeitpunkt herausstellen.
Setzen wir die Gleichungen (E.10) und (E.11) in (E.8) ein, so erhalten wir die Radial- und Tangenti-
alspannungen im Halbraum (EVZ) bei gleichzeitiger Wirkung einer Normal- und einer Tangentiallast
(linienférmiger Kontakt). Fiir die Oberflachenverschiebungen gelten dann

QIO

1 1—v2 1.
Uy () = WﬁFaﬁ [P cos (ﬂg) sgn (z) + Qa; sin (ﬂg)} (4.22)
B 1 1—212 J6] . T T
Uy (l‘) = WWFQ’B |:P]_—i——a S11 </8§> - Q COS (ﬂ§> sgn (.’E):| N (423)

die wir zur Berechnung der Verschiebungen im Falle von verteilten Beanspruchungen p (x) und ¢ ()
als Fundamentallésungen nutzen kénnen:

Uy () = 1_V2Fa@cos(ﬁg) /%ds—/%ds

—a
1— 12 1 i
Mkl It sin(5g>/
—a

a

q_(‘i'a ds (4.24)

am, 8 |z

_ 1-v B (T p(s)
. = F, — = d
uy (x) . ﬁ1+asm<ﬂ2>/|x—s| s

=:{u.(2)},

Die markierten Anteile {4, (z)}, und {. (z)}, sollen analog der Vorgehensweise im homogenen Fall
vernachléssigt werden, was streng genommen nur dann moglich ist, wenn fiir deren Vorfaktoren

1—v2 T
F ( —) ~ 0 4.26
oamy, af €08 52 ( )
gilt; die Koeffizienten der verbleibenden Integralausdriicke miissen gleichzeitig (deutlich) von Null
verschieden sein!?

Mit diesen Annahmen liegt eine vollstdndige Entkopplung der Problemstellung vor, fiir welche der
reibungsfreie Normalkontakt die Normalspannungen p (z) und den Kontaktradius a bestimmt. Lo-
sungen kann man z.B. in [34] finden; GIANNAKOPOULOS und PALLOT haben darin u.a. auch den

9Fiir @ — 1 und v — 0.5 ist zwar der Einfluss der Normalspannungen auf die Horizontalverschiebungen geringfiigig,
nicht aber der Einfluss der Schubspannungen auf die Normalverschiebungen!
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hier vorliegenden Tangentialkontakt untersucht, allerdings unter ganz anderen Aspekten. Thre Ana-
lysen verfolgen das Ziel, moglichst verschleifsbestdndige Oberflichen aus inhomogenen Materialien
zu schaffen (functionally graded materials), wihrend die vorliegende Arbeit Reduktionsprozesse be-
handelt! Die Autoren von [34] geben an:

e = g (@] 421
e o LD g () (st () TOED
R (4.29)

Demnach steigt die Kontakthalbbreite a mit zunehmendem « und nimmt im Grenzfall einer linea-
ren Inhomogenitat fiir 0 < v < 0.5 unendlich grofe Werte an. Nur fiir den inkompressiblen GIB-
SON-Korper erhalten wir mittels Grenziibergang wieder ein (in z-Richtung) finites Kontaktgebiet.
Halbbreite und Druckverteilung eines solchen Mediums kénnen wir sehr schnell priifen, wenn wir
seine Besonderheit — das Verhalten als WINKLERsche Bettung — ausnutzen. Setzen wir bei gegebener
Normalkraft P eine quadratische Verschiebung an

dann erhalten wir aus der Randbedingung u, (a) = 0 zuniichst die Beziehung a (§) = v2R6 und aus

Gleichung (4.14)
1
ﬁmE ((12 — .1‘2) .

Die noch unbekannte Kontakthalbbreite kann aus dem globalen Kréftegleichgewicht berechnet wer-

den
R R 1 C

Obige Ergebnisse gehen auch aus (4.27) und (4.28) hervor.

Sei nun ebenfalls der Anteil der horizontalen Oberflichenverschiebungen {u, (x)}, am Gesamtmaf
Uy (z) unwesentlich, kommt das wiederum einer Entkopplung gleich. Auferhalb des Haftbereichs
miissen die Tangentialspannungen dem COULOMBschen Reibgesetz gentigen, sind daher bekannt:

p(z) = kyus(z) =

1+«

™
mEal—l—a COS (ag) |:1 B (.’E
3)

2|72
7 (1 —v?) R F,gBsin (8 5) ] fir c¢<|z]<a.(4.30)

=:Po (a,y,a)

Im Sinne der angesprochenen Uberlagerung denken wir uns nun die Tangentialspannungen (4.30)
tiber die gesamte Kontaktfliche hinfortgesetzt wirkend — wir bezeichnen sie mit ¢’ (z) — und iiber-
lagern diese mit einer Verteilung vom gleichen Typ q'' (z), welche nur innerhalb des Haftgebietes
anliegt. Die Addition der induzierten Horizontalverschiebungsanteile soll dabei fiir || < ¢ eine Kon-
stante liefern (Kinematischer Zwang entsprechend (4.16)). Durch die angenommene vollstandige
Entkopplung des Problems fiihrt ein Vergleich von (4.24) mit (4.25) auf den Zusammenhang

{tz (#)}, _ {u(@)}, <1;a>27

4.31
do Po ( )
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den wir sofort ausnutzen konnen, da wir die Normalverschiebung u, (z), welche durch eine reine
Normaldruckverteilung vom Typ (4.27) hervorgerufen wird, kennen:'®

q¢" (x) = ppo (a) [1 - (2)1 i Uy, () = u% <%>2 —z? <1+Ta>2 fiir [#] <a (4.32)
q" (z) = q,' (c) [1 - (%)T B — @l (x) = A% (%)2 —a? (HTO‘)Q fiir || <c¢ (4.33)

Die noch freie Konstante A muss nun derart ermittelt werden, dass nach Superposition die quadra-
tischen Terme in @, verschwinden. Wir erhalten A = —pu, sind aber noch nicht am Ende angelangt,
da auch ¢/’ (¢) zu finden ist. Dazu gebrauchen wir abermals (4.31) und bekommen

@' (¢) = —ppo(a,v,c). (4.34)

Darin darf p, (o, v, ¢) nicht mit dem in Gleichung (4.30) markierten realen Maximaldruck p, (o, v, a)
Do (a) verwechselt werden, der von der Kontakthalbbreite a abhéngig ist. Erst durch Ersetzen von a
durch c ist jener bestimmt, so dass letztlich gilt:

1+«

7" (x) = —u (C)Hapo (a) [1 — (E)Q} Tt lz] < c. (4.35)

a C

Die Uberlagerung der beiden Anteile zur Tangentialspannungsverteilung innerhalb des Kontaktge-
bietes zeigt Abbbildung 4.8 fiir verschiedene Werte des Exponenten der Inhomogenitdt und einem
angenommenen Verhéltnis von ¢/a = 0.6 . Zu beachten ist die jeweilige Normierung, denn der Kon-
taktradius ¢ nimmt mit steigendem « zu, wihrend der Maximaldruck p, indessen fallt. Interessan-
terweise heben sich fiir das linear-inhomogene Medium (o = 1) die quadratischen Spannungs-Anteile
innerhalb des Haftgebietes heraus, so dass hier die konstante Schubspannungsverteilung

q(z) = upo [1 - (2)2} = const. fiir J|z|<c (4.36)

verbleibt (roter Graph).

Abbildung 4.8: Normierte Tangentialspannungen beim Kontakt eines starren Zylinders mit einem
inhomogenen Grundkorper; skizziert ist der Fall des partiellen Gleitens fiir verschiedene Exponenten
.

Tn (4.31) wurden Verteilungen vom gleichen Typ ¢ () ~ p (x) vorausgesetzt!
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Die konstante Verschiebung aller Punkte innerhalb des Haftgebietes ergibt sich zu

2
0y = ﬁ((ﬂ—c% <1;a> ; (4.37)

die noch unbekannte Haftkontakthalbbreite ¢ konnen wir mittels Integration der Tangentialspan-
nungen iiber die Kontaktflache als Funktion der eingeprégten Lasten P und () darstellen:

Q = /aql (x) d:r+/cq”($) dx
. M_Zpom) (%) R (§)1+“_[po<a> I (%)Q]Hf dz
_ M[ _ <£)2+a:|_Zpo(a) [1— (g)Q]z dz
=P
— 2 - <1—L;%>2+1‘6Y. (4.38)

Auf das Ergebnis (4.38) haben wir hingearbeitet, denn wenn wir o« = 1 setzen, ergibt sich das
entsprechende Verhéltnis der Kontaktradien fiir den vorab diskutierten Tangentialkontakt zweier
Kugeln nach (4.20), d.h. :

Der Quotient aus Haft- und Gesamtkontakthalbbreite c¢/a fir den (2D-) Tangentialkontakt zwi-
schen einem starren Zylinder und einem linear-inhomogenen elastischen Grundkdrper ist iden-
tisch mit dem der Kontaktradien des (3D-) tangentialen Kontaktes einer starren Kugel auf einem
homogenen elastischen Halbraum!

Durch Einsetzen von (4.38) in (4.37) kann noch ein Zusammenhang zwischen Horizontalverschiebung
6, und Eindriicktiefe §, aufgestellt werden

« Q o

Die Eindriicktiefe im linear-inhomogenen Medium (o = 1) ergab nur bei zusétzlicher Annahme von
Inkompressibilitdat (v = 0.5) einen endlichen Wert, die Horizontalverschiebung strebt aufgrund des
Vorfaktors dennoch gegen unendlich, weshalb die Angabe einer Steifigkeit fiir den Tangentialkontakt
ausbleiben muss. Ganz interessant ist dabei der Fakt, dass sich aufserhalb des Kontaktgebietes eine
endliche (logarithmische) Horizontalverschiebung einstellt, innerhalb jedoch eine Unbestimmtheit
existiert. Diese kann daher auch nicht durch den im homogenen, ebenen Fall iiblichen Bezug auf die
Verschiebung eines Fixpunktes der Momentankonfiguration eliminiert werden; ein solches Ergebnis
liegt bereits bei konstanter Beanspruchung vor [112].

Mit Gleichung (4.38) fiir a = 1 ist selbstverstindlich nur ein einziges dreidimensionales Ergebnis
mit Mitteln der Dimensionsreduktion gewonnen; die Verteilung der Feldgrofsen weichen in beiden
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Fallen erheblich voneinander ab. Dennoch zeigt dieses Beispiel, welches Potenzial die Reduktions-
methode birgt, wenn man nur die entsprechende Idee daran koppelt — hier stand diesbeziiglich die
Untersuchung eines ebenen Kontinuums mit tiefenabhidngigem FE-Modul im Vordergrund; die Be-
sonderheiten einer linearen Inhomogenitét brachten zusétzliche Vereinfachungen (z.B. Verhalten als
WINKLER-Bettung). Der Rollkontakt eines starren Zylinders auf einem solchen zweidimensionalen
Medium bildet den Rollkontakt einer Kugel auf einem homogenen elastischen Halbraum hinsichtlich
des Verhiltnisses von Haft- und Gleitgebiet ebenfalls korrekt ab.!!

"Der Beweis unter Beriicksichtigung der veréinderten Randbedingungen geschieht véllig analog der obigen Vorge-
hensweise!



Kapitel 5

Isotropie elastischer Gittermodelle

In Kapitel 2.4 wurden mit dem Korrespondenzprinzip die notwendigen analytischen Beziehungen
hergeleitet, die eine exakte Umrechnung planarer in axialsymmetrische Felder ermdéglichen. Die An-
kopplung an das eindimensionale Federmodell war sehr einfach, da dessen (fiktive) Federkrifte gerade
die Randlasten darstellten, welche einem ebenen System aufzupragen sind. Fiir den Kontakt ohne und
mit Adhésion konnte die Korrektheit dieser Erweiterung der Dimensionsreduktionsmethode anhand
verschiedener Beispielrechnungen bestiarkt werden. Zur Berechnung der zunéchst fiktiven Spannun-
gen und Verschiebungen im Inneren des zweidimensionalen Mediums wurde dabei die Fourierinte-
gration herangezogen, die notwendigen Integrale mit MATHEMATICA gelost. Wie bereits erwiahnt,
ist dieser Schritt aber an keinerlei Losungsverfahren gebunden und damit der gesamte Redukti-
onsalgorithmus eine Bereicherung verschiedener kommerzieller Programmpakete. Bei der Nutzung
von diskreten Losungsmethoden ist darauf zu achten, dass sie das zweidimensionale, isotrope, linear-
elastische Kontinuum moglichst genau abbilden. Sie dienen quasi nur als Mittel zur Bestimmung von
Zwischenergebnissen, die erst nach anschlieffender ABEL-Transformation auf die Endresultate fithren
— Spannungen und Verschiebungen im axialsymmetrisch beanspruchten Halbraum. Ohne auf die Vor-
und Nachteile einzelner numerischer Berechnungsverfahren (FEM, BEM, FDM, MCA, LSM, etc.)
niher einzugehen, mochte ich nachfolgend anhand elastischer Gittermodelle (lattice-spring-model,
elastic-lattice-model) verschiedene Abbildungsmoglichkeiten diskutieren.

Aus historischer Sicht muss die Arbeit von HRENNIKOFF [47] genannt werden, der Flichentrag-
werke durch gleichwertige Stabwerksysteme ersetzte und damit die sogenannte Gitterrostmethode
entscheidend vorantrieb. Tauschen wir nun die Stébe des Fachwerks durch masselose Federn aus und
konzentrieren die Masse anteilig an den reibungsfreien Gelenken, liegt bereits ein elastisches Git-
termodell vor, welches das Verhalten des kontinuierlichen Systems abbildet, dabei aber nur endlich
viele Freiheitsgrade besitzt. Deren Anzahl ist je nach Problemstellung geeignet zu wéahlen. Bei genii-
gend kleinem Knotenabstand kénnen wir die Massenpunkte auch als miteinander wechselwirkende
Atome interpretieren. Gittermodelle eignen sich grundsétzlich zur Abbildung von Prozessen auf ver-
schiedenen Skalen und werden besonders hiufig zur Simulation des bruchmechanischen Verhaltens
(Rissentstehung und -ausbreitung einschlieflich akustischer Emission) genutzt [102, 43, 80, 127|.
Materialdefekte oder Heterogenitéaten konnen sehr einfach eingebaut werden. In einer jiingst erschie-
nenen Arbeit wurden sie zur Analyse von Wellenph&nomenen an real-diskreten und kontinuierlichen
Strukturen genutzt [44].

Unter anderem sind es materielle Symmetrien, die die Wahl einer zweckméfigen Gittergeometrie
unterstiitzen. Einen Uberblick {iber die unterschiedlichen Strukturen, die in der Mikromechanik zur
Anwendung kommen, gibt OSTAJA-STARZEWSKI [79]. Im gegenwértigen Kapitel geht es um die
Modellierung isotroper Materialien.

83
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5.1 Klassifizierung ebener, elastischer Systeme

Mehrfach wurde in dieser Arbeit von ebenen Systemen gesprochen. Gemeint waren dabei zumeist
dreidimensionale elastische Korper im ebenen Spannungs- oder ebenen Verzerrungszustand. Dass die-
se Falle nicht gesondert betrachtet werden miissen, ist elementar. Es bedarf lediglich einer Neufor-
mulierung der elastischen Parameter (siehe Abbildung 2.8 auf Seite 26), die jeweils nach Anpassung
des HoOKEschen Gesetzes in LAMEscher Fassung

oij = Negprlij +2pe4 (5.1)

an einen einfachen Zug- und Scherversuch aus einem Koeffizientenvergleich hervorgeht. Fiir die
spatere Bestimmung der Steifigkeiten des elastischen Gitters ist eine Umrechnung der elastischen
Parameter niitzlich und im folgenden tabellarisch aufgefiihrt:

Zustand | EOvp) | v w) | GO\ w) A(E, v) u(E, v)
L(3X +2p) A vE E
EVZ
At 20\ + 1) a A-2)1+v) | 20+v)
Ap(X+ p) A vE E
ESZ ) E7 | o TH =
/ A+ 24 A+ 2u K 1- 12 2(1 + )

Tabelle 5.1: Relationen zwischen den elastischen Parametern im Falle des ebenen Verzerrungs- (EVZ)
bzw. ebenen Spannungszustandes (ESZ); EZ bezeichnet ein ebenes System ohne z-Richtung.

Ein zweidimensionales linear elastisches Kontinuum kann aber auch als eines ohne 3- bzw. z-Richtung
interpretiert werden, also als ein tatséchlich ebenes System (abgek. EZ). Genau ein solches wird in
erster Linie das Gittermodell abbilden. Ignorieren wir in (5.1) die z-Komponenten, so erhalten wir
nach der erwdhnten Anpassung einen dritten Satz elastischer Koeffizienten, der sich als identisch mit
jenem im ebenen Spannungszustand erweist! Lediglich beim sogenannten Kompressionsmodul K ist
eine Unterscheidung zu treffen, da er im dreidimensionalen einen Volumen-, im zweidimensionalen
aber nur einen Fldchenelastizititsmodul darstellt. Aus einer jeweiligen hydrostatischen Beanspru-
chung ergibt sich:

E
K = )\ = R
2D +p 21— )
(5.2)
2 E
Kip = Abop = —o .
8D T 3H 3(1— 2v)

An dieser Stelle soll noch eine weitere Form des HOOKEschen Gesetzes notiert werden, bei welcher der
isotrope Elastizitétstensor 4.Stufe die lineare Abbildung zwischen Spannungs- und Verzerrungstensor
vermittelt

o = Ez’jkl €k Mmit Ez’jkl = )\(Sijdkl +u (5ik5jl + (5il(5jk) . (53)
Die besondere Gestalt der Steifigkeitstetrade als Kombination aus Produkten der KRONECKER-J
2.Stufe ist das Resultat der Invarianz gegeniiber beliebigen orthogonalen Transformationen (Dre-

hungen, Spiegelungen); zudem wurde die Symmetrie des Deformators berticksichtigt, weshalb nur
noch 2 Materialkonstanten verbleiben.
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Die spezifische Forméanderungsenergie U; ldsst sich als homogene quadratische Form in den Verzer-
rungen schreiben, wenn man (5.3) definitionsgeméf integriert:

s 1 A K o o
Uel = Oij d&‘ij = §Eij Eijkl Epl = E €ii€jj T WEij€i; = Esiﬁjj + peEijgij -
) . _\r—‘s (5.4)
vt =Ue

Der letzte Ausdruck in Gleichung (5.4) kennzeichnet die Zerlegung in einen Kompressions- U;( und
S

einen Gestaltinderungsanteil! U o, die in Verbindung mit der zusétzlichen Forderung nach positiver

Definitheit direkt auf die Stabilitdtsbedingungen

K>0 N p>0 (5.5)

fithrt. Unter Beachtung von (5.2) ergeben sich fiir zwei- bzw. dreidimensionale, isotrope Elastizitét
die Ungleichungen

D: Kep>0 A pu>0 < E>0 A -l<v<l
(5.6)

1
3D: Ksp>0 A pu>0 <= E>0 A —1<u<§.

5.2 Quadratisches Gitter und Isotropie

In diesem Abschnitt werden nun verschiedene Gittermodelle untersucht. Der Unterschied liegt dabei
nicht in der Gittergeometrie, sondern in der Art der gewdhlten Wechselwirkungen. Alle Modelle
sollen ein quadratisches Grundgitter besitzen und es gilt, jenes im Sinne einer addquaten Abbildung
des zweidimensionalen, linear elastischen, isotropen Kontinuums mit zwei unabhéngigen elastischen
Konstanten (z.B. E und v) anzupassen. Die Kenntnis dariiber, dass ein quadratisches Gitter mit
zentralen Wechselwirkungen zu nur ersten Nachbarn nicht isotrop ist, wird vorausgesetzt.

5.2.1 Zentrale Wechselwirkungen zu ersten und zweiten Nachbarn

Betrachten wir zunéchst das quadratische Gitter in der Abbildung 5.1, bei welchem die benach-
barten Massenpunkte durch einfache Langsfedern miteinander verbunden sind. Zur Nachbarschaft
zéhlen dabei erste und auch zweite Nachbarn. Die Einheitsvektoren in Richtung des Gitters in der
spannungslosen Referenzkonfiguration werden mit e* abgekiirzt, der Index o (a € {1,...,8}) num-
meriert die Bindungen. Die Léngssteifigkeit der horizontalen und vertikalen Federn sei mit &, die der
Diagonalfedern mit k, abgekiirzt.

1g;; gibt die Koordinaten des deviatorischen Anteils von D an.
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| . | < |
Kartesische Koordinaten der Gitterein- Q Q O 5
heitsvektoren: kp k
o 1 2 3 4 o ? >
o 1 0 -1 0
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Abbildung 5.1: Quadratischer Gitterbaustein mit zentralen Wechselwirkungen zu ersten und zweiten
Nachbarn inklusive Gittereinheitsvektoren.

Die Langenadnderungen der Federn werden ndherungsweise mit der Projektionsmethode berechnet,
d.h. die Verschiebungsdifferenzvektoren zweier benachbarter Massenpunkte auf die Ausgangsrich-
tung des Gitters projiziert, die (nach Theorie 1.0rdnung) zugleich die Wirkungsrichtung der Kraft
darstellt:

Al* = [u(X+c*) —u(X)]-e*. (5.7)
Die materiellen Koordinaten? des betrachteten zentralen Knotens wurden darin mit X abgekiirzt,

der Verbindungsvektor zu einem Nachbar in der Ausgangslage mit c®. Aus der Entwicklung von
u (X + c%) in eine TAYLOR-Reihe nur bis 1.Ordnung ergibt sich

ALX cefey = gijceed (5.8)

J oo

die letztgenannte Form enthélt die Komponenten des Deformators. Im néchsten Schritt wird nun
die spezifische elastische Energie aufgestellt, zu der die einzelnen Federpotenziale je zur Halfte bei-
tragen®. Wie in Abbildung 5.1 zu erkennen, kann jedem inneren Knoten eine Fliche A = ¢? bzw.
bei Annahme einer gleichmifigen Dicke ¢ ein Volumen V = ¢t anteilig zugeordnet werden. Daraus
folgt:

4 8
s 11 N N
Ua = 557 > k(A Y Tk (ALY
a=1 a=5
1 4 8
= L3Sk <02k;e?e?ege?+2c2k0;6?62‘626?) . (5.9)

2 Aufgrund der geometrischen Linearisierung wird auf die Unterscheidung materieller und rdumlicher Koordinaten
bis auf weiteres verzichtet; das Hinzufligen einer Zeitvariable ¢ im Argument der Verschiebungen im Falle der Kinetik
ist selbstverstéandlich.

3Die andere Hélfte gehort dem jeweiligen Nachbarknoten!
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Fiir die Gittermomente 4.Grades gilt

4
Z ejejenel = 205k (5.10)
a=1

8
Z 6?6?‘6?6? = (5z’j5kl + 031051 + 61'15]']4:) — 20511 5 (5.11)
a=>5

wobei d;;; nicht die Einheitsmatrix 4.Stufe, sondern ein verallgemeinertes KRONECKER-§ 4.Stufe
bedeutet, welches nur bei Gleichheit aller Indizes den Wert 1 ansonsten den Wert 0 annimmt; es ist
nicht isotrop! Einsetzen von (5.10) und (5.11) in (5.9) liefert

S

1 1
U, = 36 3 [(k —2kp) bijr + kp (050Kt + dir0j1 + 0udjn)] €kt - (5.12)

=:Lijki

Der Gittertensor 4.Stufe mit den Koordinaten L;;j; ist aufgrund des verallgemeinerten KRONECKER-
6 noch nicht isotrop. Erst durch die Forderung

k
k—2kp, =0 — Lz’jkl = TD (5ij(5kl + (5ik5jl + 5il5jk) (513)

gentigt er diesen Anspriichen. Bei der Anpassung der Federsteifigkeiten an die elastischen Parame-
ter des Kontinuums nutzen wir die Aquivalenz der Formé#nderungsenergiedichte aus.* Dies miindet
in einen Koeffizientenvergleich der Koordinaten des Gittertensors mit denen des isotropen Elasti-
zitétstensors 4.Stufe aus Gleichung (5.3), durch welchen ein wesentlicher Nachteil unseres Gitters
ersichtlich wird:

k 4k 1 k 1
)\:,uzﬂ = 2D: E:§ A v=g bzw. 3D: E:i—t A v=. (5.14)

Die LaMEkonstanten A\ und p sind nicht unabhdngig voneinander, weshalb mit dem untersuchten

Gitter nur linear elastische, isotrope, zweidimensionale Kontinua mit einer POissoNzahl von v = 3

abgebildet werden kénnen!

Am Rande noch eine Anmerkung: Es ist bekannt, dass das hexagonale Gitter bereits durch die sechs
zentralen Wechselwirkungen zu den ersten Nachbarn isotrop ist. Vorschnell ist aber der Schluss,
man konne durch die Hinzunahme von zentralen Wechselwirkungen zu den zweiten Nachbarn eine
Variierbarkeit der Querkontraktion erreichen. Bei genauerer Betrachtung wird man feststellen, dass
sich nichts an der Abhéngigkeit der LAME-Koeffizienten &ndert!

5.2.2 BORN-Modell mit unabhingigen elastischen Parametern

Die obigen Berechnungen haben gezeigt, dass eine Erweiterung des Modells nétig ist, um zwei unab-
héngige elastische Parameter zu realisieren. Dazu sollen zusétzliche Federn — ich méchte sie Schubfe-
dern nennen — zum Einsatz kommen. Die damit verbundene Wechselwirkung geht aus Abbildung 5.2
hervor.

“In [100] wird eine alternative Mdoglichkeit der Anpassung vorgestellt, die auf die Impulsbilanz zuriickgeht.
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7 uX e Kinematik:
ALY = [u(X+cY) —u(X)]-e%e”
X
As® = [uX+c)—uX)]-(I-—e“e?)

Abbildung 5.2: Zur Projektion ALY und Orthogonalprojektion As® des Verschiebungsdifferenzvek-
tors

Die tibliche Projektionskraft zwischen zwei benachbarten Knoten wird nun durch einen dazu or-
thogonalen Anteil proportional zu As® erginzt. Der Einfachheit halber werden nur fiir die vier
Diagonalbindungen solche Wechselwirkungen angesetzt. Zur Anpassung der Steifigkeiten soll anstel-
le der Aquivalenz der Verformungsenergie diesmal ein Grenziibergang auf die Zentralgleichung der
Elastokinetik verhelfen. Dazu ist unter Beriicksichtigung einer unendlich kleinen Maschenweite das
2.NEwTONsche Grundgesetz am diskreten Modell auszuwerten. Die Gesamtkraft auf das Teilchen
mit den materiellen Koordinaten X ergibt sich mittels Summation iiber alle umliegenden Federn

4 8
F(X) = Y kAL +) (koA + k) (5.15)

a=1 a=>

die kinematischen Beziehungen aus Abbildung 5.2 eingesetzt

4 8
F(X) = ) ku(X+c)—u(X)]-e%*+ > (kp— ko) [u(X+c”) —u(X)]-e"e”
a=1 a=5H
8
+> ks u(X+e®) —u(X)] (5.16)
a=5H

Reichte bei der Potenzialgegeniiberstellung noch eine TAYLOR-Entwicklung 1.Ordnung fiir die Ver-
schiebungen aus, miissen diesmal auch Glieder 2.0rdnung in ¢ hinzugenommen werden:

6u2- o o 1 82’&1

zX N — zX ~ -
u( +C) u( ) Oa:jc e] 2633j633k(

®)? e ey - (5.17)

Unter Beachtung der verschwindenden ungeraden Gittermomente verbleibt damit fiir die kartesischen
Koordinaten der Resultierenden

k 2 a g 2 8 Usj
F(X) = 3 amjaxkz:le?e?‘egelo‘—i-(k:,; ks)c axja$k26?e?egef‘
D%y 8
koc? Qe 5.18
+ SC ax]a$k;€] ek ( )
N —
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Die Gittermomente 4.Grades sind mit (5.10) und (5.11) bekannt; im Gleichgewicht muss die Resul-
tierende Null sein, wahrend sie in der Kinetik der Impulsdnderung des Massenpunktes entspricht
(Man beachte Fufnote 2 auf Seite 86.). In letzterem Fall gilt dann wiederum mit Bezug auf das
anteilige Volumen

1
pu = %V (V-u)+ n <§ + 2k‘s> Au, (5.19)

was an eine zusétzliche Isotropieforderung gekniipft ist, die das verallgemeinerte KRONECKER-0
vierter Stufe eliminiert:

k = 2(kp—ks) . (5.20)
Abschliefsender Koeffizientenvergleich mit der LAME-NAVIERschen Verschiebungsdifferenzialgleichung
pu = A+ p)V(V-u)+plu (5.21)
bestimmt die Konstanten zu
At = g — 2k, % = Atu 2D 3D
k kp A+ 3u 4k k + 4k, k ks ks
= — 4+ 2k, - = — FE = ———— —([1+4— —4—
b o T2k : 1 t 3k 1 4k, 4t<+ k:)<5 2
ks w—A k — 4k, 1 kg
= 2(kp — ki s = 22 = — e
g (ko = ks) t 1 Y 3k + 4k, 1k

Setzt man die Schubsteifigkeit ks gleich Null, so gehen die Koeflizienten und die Isotropieforderung
wie erwartet in jene des vorab behandelten Modells tiber. Der Vorteil des neuen Ansatzes liegt in den
zwei unabhéngigen elastischen Parametern. Dennoch beinhaltet er einen entscheidenden Nachteil,
der auf dem gefiihrten Weg quasi umschifft wurde. Sichtbar wird er, wenn man die Formé&nderungs-
energiedichte des Gitters aufstellt

s

8
1 1 1 1
Ua = 5 57 |20 ALY+ kp (AP + oo ke (A7) . (5.22)
a=5h

nicht rotationsinvariant!

Starrkorperbewegungen diirfen die Forménderungsenergie nicht beeinflussen. Auch unter Beriick-
sichtigung kleiner Verzerrungen (Verschiebungen) ist der zusétzliche energetische Schubanteil nicht
mwvariant gegentiber infinitesimalen Starrkérperrotationen, was fiir die Resultierende noch der Fall
war. Die Begriindung dafiir liegt allerdings in der Summation iiber die Bindungen, denn in jeder
einzelnen Schubfeder wird sich die Kraft durch die Drehung &ndern. Auf die strengere energetische
Forderung machte KEATING in der Kristallelastizitdt aufmerksam [57, 58]. Der Schubfederanteil
kann alternativ auch als harmonisches Drehfederpotenzial der aktuellen Bindungs- gegeniiber ih-
rer Referenzrichtung interpretiert werden. Ferner ist mit Hilfe der kinematischen Beziehungen aus
Abbildung 5.2 sehr leicht nachweisbar, dass die Energiedichte nach Gleichung (5.22) zu einem soge-
nannten BORN-Modell [10] gehort.

Mit Verzicht auf die langweilige Zwischenrechnung gebe ich hier nur das Ergebnis der Auswertung
von (5.22) bekannt

s 62

Uel = W [(kD — ks) €jj€kk + (kD + ks) €kj€kj + (kD — ks) €kj€ik + ks (wkjwkj — wkjwjk)] ,(5.23)
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das neben dem symmetrischen erwartungsgeméf nun ebenso den (ungewollten) antimetrischen Anteil
des Verschiebungsgradienten (infinitesimaler Drehtensor) enthélt. Die Isotropiebedingung (5.20) fallt
in der Zwischenrechnung ab; von ihr wurde in (5.23) bereits Gebrauch gemacht. Der Spannungstensor
setzt sich demnach ebenso aus einem symmetrischen und einem antimetrischen Anteil zusammen?,

seine Koordinaten lassen sich gemaéfs

ous,  ou.,
+ —&
Oe ij Owi 7

Oij (5.24)
berechnen. Anschliefende Auswertung der differenziellen Impulsbilanz unterstreicht die Richtigkeit
von (5.19).

Wohlwissend des nicht rotationsinvarianten Potenzials werden BORN-Modelle gerade wegen ihrer
simplen Implementierung dennoch zu Simulationszwecken genutzt und liefern zum Teil sehr gute
Ergebnisse [43, 20, 80, 19, 110]. Auch in modernen Verfahren zur Simulation von elastoplastischen
Verformungen und Reibungsprozessen kommen sie zum Einsatz [92].

5.2.3 Rotationsinvariantes Modell

Zu einem elastischen Gitter, dessen gespeicherte Energie gegeniiber infinitesimalen Rotationen in-
variant ist, gelangt man beispielsweise durch den Einbau von Drehfedern zwischen benachbarten
Bindungen. Dies ist ein wesentlicher Unterschied zum BORN-Modell, bei welchem die Torsionsfe-
dern an die Referenzlage gekoppelt waren. Solche Modelle, die neben Léngs- auch iiber derartige
Drehsteifigkeiten verfiigen, sind haufig nach KIRKWOOD benannt, da er eines (in eindimensionaler
Form) zur Analyse der Schwingungen von Kettenmolekiilen gebrauchte [60]. Erweiterte planare he-
xagonale und quadratische Gitter untersuchten MONETTE und ANDERSON auf ihre elastischen und
Brucheigenschaften [72]. In deren Arbeit ist der Weg vom KIRKWOOD-Potenzial bei angenommenen
kleinen Verschiebungen bis hin zum funktionalen Zusammenhang zwischen Steifigkeiten und LAME-
Konstanten erlautert. Im Gegensatz zu ihrem quadratischen Modell, werden beim nachstehenden
nur Drehfedern zwischen den Bindungen zu den ersten Nachbarn eingefiigt (also nur vier anstelle
von acht).

¢ Orthogonale Einheitsvektoren:
1
oy e = Q7?.e* = (ee.t+Ixe.)-e”
bzw
« _ « 0 _ A4
c €gi = €izk € mit eg = e

Tei
€y
o,

Abbildung 5.3: KIRKWOOD-Modell: Quadratisches Gitter mit zentralen Wechselwirkungen zu ersten
und zweiten Nachbarn (Steifigkeiten k, kp) sowie Drehfedern zwischen benachbarten Bindungen zu
den ersten Nachbarn (Drehfedersteifigkeit k).

5Die fiir das klassische Kontinuum aus dem Momentengleichgewicht resultierende Symmetrie des Spannungstensors
ist demnach hier nicht erfiillt!
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Die Torsionsfedern in Abbildung 5.3 haben die Steifigkeit k;; sie kann iiber die vorher eingefiihrte
Schubsteifigkeit ks gemif ky = kyc? ausgedriickt werden. Die Formanderungsenergledlchte setzt sich
nun aus dem bekannten Zwei-Kdrper- Potenzial nach (5.9) (es wird voriibergehend mit U; ; abgekiirzt)
und einem zusétzlichen Drei-Kdrper-Potenzial U; 77 Zusammen

UISI = % st {fu(X+c*)—uX)]-ef — [u(X +c°‘_1) —u(X)] -eg‘_l}2 ; (5.25)
a=1

die Einheitsvektoren e verlaufen senkrecht zu den Gittereinheitsvektoren e®. Sie gehen demnach
aus einer Drehung um 7 /2 aus ihnen hervor, d.h. ihre skalarwertigen Komponenten sind tiber das
Permutationssymbol €;,; miteinander verkniipft.5 Wiederum werden die Verschiebungen bis zur er-
sten Ordnung entwickelt, zudem Gebrauch von der allgemein bekannten Beziehung

€izk€jzm = 0ij0km — OimOkj (5.26)

gemacht und die dokumentierten Gittermomente einbezogen. Daraus folgt nach elementarer Rech-
nung:

s k C 8ul aUk z : o a a « a—1_oa_ o a—
UII — 2V ax] all 45,”{35][ 45’&]]@1 —|— ( Z J 1 lel _|_ e 16 ekel 1)]
ksc? Ou; Ou
= Y 8.1‘3 8 Tk [ 85z]kzl + 4(5ik5jl + 5i15jk)] . (5.27)

Durch Addition von (5.9) ergibt sich die gesamte spezifische Forméanderungsenergie U’ o= UI +U; 1
zZu

s 1 Ou; 8uk
Ug = 2 0z, O (k — 2kp — 8ks)0ijrt + kpdijors + (kp + 4ks) (Ordji + 6udje) | - (5.28)

=0
Durch geeignete Wahl seines Vorfaktors wird der anisotrope Anteil unterdriickt, die Isotropieforde-
rung lautet damit

k— 2k, — 8k = 0. (5.29)

Der verbleibende Rest in eckiger Klammer kann im Gegensatz zum BORN-Modell direkt mit den Ko-
ordinaten des isotropen Elastizitdtstensors nach Gleichung (5.3) verglichen werden. Die Begriindung
liegt darin, dass diesmal die beiden richtigen Produkte d;;0; und 6;6;, von Kronecker-d 2.Stufe nur
als Summe auftreten und damit die Substitution
—_— i 5.30
a$j 8951 — El]Ekl ( )
ermoglicht wird. Im weiteren sind die Abhéngigkeiten zwischen LAME-Konstanten und Federsteifig-
keiten fiir den 2D und 3D Fall zusammengefasst

o= F o L 2D 3D
2 ¢
k kyp Ak k — Ak, k 5k — 24k,
H 2 ¢ ¢ 3k — 8ky Atk — 4k,
ks =\ k — 8k, 1k — 8k,
ko= 2(kp+ Ak, B _ 2”4 - T -
(ki + dks) ¢ 4 v 3% — 8k, 1% — Ak,

5Man beachte, dass die energetischen Drehfederanteile im Gegensatz zu den axialen vollstdndig dem Massenpunkt
zuzuordnen sind!
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Abschliefsend noch ein Wort zur Materialstabilitat. Um jener zu geniigen, miissen die Forderungen
(5.6) erfiillt sein. Mitunter sind dazu negative Steifigkeiten zu wéhlen, woraus sich bei Sicht auf
Einzelfedern ein unphysikalisches Verhalten erschliefst. Die Stabilitdt im Verbund mit den anderen
Elementen sollte dadurch nicht beeintrachtigt werden. Fiir die Abbildung des ebenen Verzerrungs-
zustandes ergeben sich beispielsweise

5 k
k>0/\—oo<ks<ﬂk: = k>0/\—§<k,3<oo. (5.31)

5.2.4 MCA-Modell mit effektiver Bindungslinge

In der Methode der beweglichen zelluldren Automaten (MCA: movable cellular automata) verwirk-
licht man das isotrope elastische Kontinuum mit zwei unabhéngigen elastischen Konstanten durch
Einfithrung einer effektiven Bindungslinge [93]. Um bei Briichen nicht zwischen verschiedenen Bin-
dungen unterscheiden zu miissen, greift man dabei im ebenen Fall auf ein hexagonales Grundgitter
zuriick. Die Ubertragung der Idee auf das quadratische Gitter soll hier aus zweierlei Griinden nur
angedeutet werden. Zum einen kann man die vollstindige Abhandlung in [100] nachlesen, zum ande-
ren mochte ich im Anschluss die Vorgehensweise anhand eines speziellen dreidimensionalen Beispiels
diskutieren.

0]

Abbildung 5.4: Zur Erlauterung der effektiven Bindung in der Methode der beweglichen zelluldren
Automaten

Betrachten wir die Methode aus Sicht des Teilchens P in Abbildung 5.4. Die rotmarkierte Bindung
erhélt eine modifizierte Langenénderung. Sie setzt sich additiv aus dem normalen Anteil aufgrund
der Verschiebungsdifferenz zwischen P und () und einem fiktiven Part zusammen, der die gewich-
teten Federlingungen der ersten Nachbarn von @ beinhaltet (griine Federn).” Diese Vorgehensweise
ist auf alle weiteren ersten Nachbarn anzuwenden. Beziiglich des Teilchens P lautet die effektive
Langendnderung A/ der Bindung zum Nachbar @) damit

4
AL = Al wd AP, (5.32)
=1
worin der Index (3 die ersten Nachbarn vom ersten Nachbar ) bezeichnet und w ein Wichtungs-

faktor darstellt. Es ist eine interessante Verbindung zwischen dem hier angesprochenen und dem
KIRKwWoOOD-Modell festzustellen, denn beide erweisen sich nach einfacher Substitution

w — —ks (5.33)

"Die betrachtete Bindung geht hier nochmals ein!
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als dquivalent.

5.2.5 Zur Randproblematik bei ebenen Systemen am numerischen Beispiel

Die Unabhéngigkeit der elastischen Parameter und eine strengere (energetische) Formulierung der
Isotropie bildeten den Mittelpunkt vorausgegangener Abschnitte. Welches der vorgestellten Modelle
sich am besten fiir einen bestimmten Simulationszweck eignet, ist fallabhéngig zu entscheiden. Hier
wurde nur auf eine mogliche modellgebundene Fehlerquelle hingewiesen, die man schnell {ibersehen
kann.

Nehmen wir nun an, wir miissten die Felder im Inneren eines halbunendlichen, zweidimensionalen,
elastischen Kontinuums mittels eines Gittermodells moglichst prézise abbilden (beispielsweise wie
vom Dimensionsreduktionsalgorithmus auf Seite 50 verlangt). Dann tritt neben der Wahl des Modells
noch eine ganz andere Schwierigkeit auf, welche hier nur angesprochen und an einem numerischen
Beispiel aufgezeigt werden soll. Gemeint ist die Erfiillbarkeit der Randbedingungen im Unendlichen,
die ein gemeinsames Problem aller Verfahren darstellt, die auf einer Diskretisierung des Inneren
(Volumens) basieren. Nicht nur im Rahmen der weit verbreiteten Finite Elemente Methode beschaf-
tigen sich zahlreiche Forscher damit. So wurden sogenannte infinite Elemente entwickelt, die das
Fernfeld approximieren. Eine andere Moglichkeit zur Abbildung des azialsymmetrischen Halbraums
besteht darin, das diskrete Modell gegeniiber den Abmessungen des Kontaktgebietes sehr grofs zu
wahlen, was aber die Anzahl der Freiheitsgrade und damit die Rechenzeit erh6ht. Aufserdem l&sst
sich diese Alternative aufgrund der nicht-verschwindenden Verschiebungen im Unendlichen nicht oh-
ne weiteres auf das ebene Kontinuum iibertragen! Wahrend man im axialsymmetrischen Fall durch
vertikale Gleitlagerungen an den Réndern (u, = 0) eines geniigend groft gewahlten Systems noch sehr
genaue Ergebnisse erzielen kann, fiihrt eine derartige Lagerung im Zweidimensionalen nicht zum Ziel.

| a | E |
| | |
P
: xr
N P h
QOO0 - QOO0 - - [ONONONO)
7 7 7 7 7 7 77 777777 77 77 7 7777777

Abbildung 5.5: Finites elastisches Gitter als Modell fiir ein halbunendliches zweidimensionales Konti-
nuum; das untere Ende ist reibungsfrei gelagert, d.h. nur die vertikalen Randverschiebungen werden
dort unterdriickt.

In der folgenden numerischen Berechnung wurde ein quadratisches Gitter nach Abschnitt 5.2.1 ge-
nutzt, um ein elastisches Medium im EVZ mit einer POISSON-Zahl von v = 1/4 zu modellieren.
Da links- und rechtsseitige vertikale Gleitfiihrungen (zur Einschrinkung der horizontalen Verschie-
bungen) schlechtere Resultate einbrachten, blieben diese Réander frei. Die untere Berandung in Ab-
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bildung 5.5 soll reibungsfrei sein, was sich geniiber der lokalen Einschrankung horizontaler und
vertikaler Freiheitsgrade als sinnvoller erweist.

An den Knoten innerhalb der Kontakthalbbreite a wirken konstante Punktlasten. Ziel ist die Be-
rechnung der Oberflichenverschiebungen, die im Anschluss der analytischen Lésung der durch eine
konstante Streckenlast beaufschlagten Halbebene gegeniibergestellt wird. Als Berechnungsverfahren
dient die Matrizen- Verschiebungsmethode. Durch Uberlagerung von Elementsteifigkeitsmatrizen und
Beriicksichtigung von Randsteifigkeiten durch die direkte Methode® wurde die Systemsteifigkeitsma-
trix K, aufgestellt, die Losung des Gleichungssystems

K, & = P (5.34)

nach Einbau der Randbedingungen und geeigneter Reduzierung MATLAB iiberlassen (Lastspalte: P
; Verschiebungsspalte: @1). Ein charakteristisches Ergebnis zeigt Abbildung 5.6. Hierbei wurde eine
Viertelebene durch ¢ x h = 100 * 100 Knoten diskretisiert.” Die Kontakthalbbreite a umfasst 20
Knoten und damit 1/5 der Hohe h bzw. der Systemhalbbreite £. Wéahrend die Vertikalverschiebun-
gen u, innerhalb des Kontaktgebietes (visualisiert ist der Ausschnitt —2a < x < 2a) nahezu exakt
der analytischen Losung entsprechen, weichen die Funktionsgraphen aufferhalb immer mehr vonein-
ander ab. Die Vergréfserung des Systems durch Anbau weiterer Gitterbausteine wirkt sich insofern
positiv aus, als dass auch in einem gewissen Bereich auferhalb des Kontaktgebietes gute Uberein-
stimmungen erzielt werden. Das Auseinanderlaufen der Aste zum Rand hin lisst sich hierdurch aber
nicht unterbinden (siehe Abbildung 5.7); dieser charakteristische Fehler ist das Resultat der unzu-
reichend erfiillten Randbedingungen! Deren negative Auswirkung auf die Horizontalverschiebungen

ist noch viel grofer. Um annihernd gleiche Steigungen —— im Bereich —a < x < a zu erzeugen,
z

bedarf es schon eines sehr grofen Verhéltnisses £/a. Ungeachtet dessen weist das Fernfeld erhebliche
Abweichungen auf, was die Abbildung 5.7 wiedergibt.

7
’ 0.25 1
04 4
oslh (=h=5a  Az/a=1/20| ] 02 ]
’ 015" E
w 08f 1 o1l ]
; g
QS L 4
07} A 0.05
& &
~ \H 0 L |
N L |
s 08 IS _oosh J
< = '
09F E
-01f E
1t 1 COAB v NGt h
1l - numerisch | -02f | f=h=ba Az/a=1/20 ‘
’ —— analytisch
-0.25}
15 -1  -05 0 05 1 1.5 2 15 -1  -05 0 05 1 1.5 2
z/a z/a

Abbildung 5.6: Normierte Vertikal- und Tangentialverschiebungen der Oberfliche fiir das Modell aus
Abbildung 5.5; Halbsystembreite ¢ und Héhe h stehen im Verhéltnis 1:1 und wurden je durch 100
Massenpunkte diskretisiert. Der Kontaktradius a betragt 1/5 der Hohe.

8Threr Definition nach sind die Elemente der Steifigkeitsmatrix nichts anderes als aktive/reaktive Krifte, die durch
Einheitsverschiebungen hervorgerufen werden.

9Aufgrund der Achsensymmetrie wiirde eine diskretisierte Viertelebene ausreichen, wobei der neue Rand
R (z =0, z) vertikal gefiithrt werden miisste.
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Abbildung 5.7: Halbsystembreite ¢ und Hohe h stehen im Verhéltnis 1:1 und wurden je durch 200
Massenpunkte diskretisiert. Der Kontaktradius a betragt 1/10 der Hohe.

Analoge Berechnungen wurden auch fiir eine symmetrische Dreiecks-Last durchgefiihrt. Trotz des
geringeren Lastsprunges am Kontaktrand ergab der Vergleich zwischen Numerik und Analytik qua-
litativ ahnliche Ergebnisse wie bei der konstanten Beanspruchung.

Grundlage vorausgegangener Untersuchungen bildete das in Abschnitt 5.2.1 vorgestellte Gitter mit
Zentralwechselwirkungen, was nur eine einzige POISSON-Zahl hergab. Ein elastisches Kontinuum
mit anderer Querkontraktion konnte u.a. durch ein einfaches BORN- oder ein KIRKWOOD-Modell
realisiert werden. Bei ersterem sollten neben dem oben diskutierten Problem der infiniten Berandung
mogliche Abweichungen aufgrund des nichtrotationsinvarianten Potenzials beachtet werden. Auch
die Stabilitét solcher Systeme ist zu priifen; fir v > 1/4 und damit Wahl negativer Schubsteifigkeit
ks (siehe Tabelle auf Seite 89) fiihrten beispielhafte Rechnungen zu keinem Ergebnis.

5.3 Raumliches Gittermodell mit effektiver Bindung

Zum Abschluss des Kapitels soll mit Hilfe der ,effektiven Bindungsldnge” ein rdumliches elasti-
sches Gittermodell konstruiert werden, welches den Eigenschaften des isotropen elastischen 3D-
Kontinuums geniigt. Abbildung 5.8 zeigt drei Beispiele: die D3Q7-, D3Q9- und D3Q13-Anordnung.
Die Bezeichnungen stammen aus der Theorie der Gittergase [121], gemeint sind ein banales kubisches,
ein kubisch-raumzentriertes (bcc) und ein kubisch-flichenzentriertes Gitter (fcc). Es ist allgemein
bekannt, dass kein dreidimensionales Gitter existiert, das allein aufgrund von Wechselwirkungen zu
den ersten Nachbarn isotrop ist.
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P

Abbildung 5.8: Anisotrope dreidimensionale Gitteranordnungen: D3Q7-, D3Q9- und D3Q13-Modell

Als Grundlage mochte ich das D3(Q13-Modell heranziehen, bei dem das zentrale Teilchen mit seinen
zwoOlf ersten Nachbarn wechselwirkt. Zunéchst muss es isotrop gemacht werden, weshalb in einem
ersten Schritt Wechselwirkungen zu zweiten Nachbarn hinzugenommen werden — quasi eine Erwei-
terung auf D3Q19.

[
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Abbildung 5.9: Erweiterungen der D3@Q13-Anordnung: Isotropieerzeugung durch Wechselwirkungen
zu den sechs zweiten Nachbarn und Sicherung zweier unabhéngiger elastischer Parameter durch
zuséatzlichen Einfluss der ersten Nachbarn von den ersten Nachbarn per Definition einer ,effektiven
Bindung”.

Dass dieser Schritt tatsichlich getrennt von dem Einfluss der ersten Nachbarn von den ersten Nach-
barn ausgewertet werden darf, hat seine Berechtigung, denn zu den normalen Wechselwirkungen
werden nur Kombinationen von Kronecker-d zweiter Stufe hinzukommen! Der dynamische Einflussbe-
reich auf das in Abbildung 5.9 gelbe Teilchen setzt sich aus drei Anteilen zusammen:

o Wechselwirkungen zu den zwolf ersten Nachbarn (blau),

e Wechselwirkungen zu den sechs zweiten Nachbarn (magenta),
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o (Fiktive) Zusatzkréfte, da die Federn zu den ersten Nachbarn modifiziert werden. In der Skizze
beeinflussen die gelb markierten ersten Nachbarn vom ersten Nachbar die Langendnderung der
griinen Bindung! Diese Vorgehensweise ist auf alle zwolf Bindungen zu den néchsten Nachbarn
auszuweiten.

Mathematisch in Form der Gesamtkraft auf die im Mittelpunkt stehende Punktmasse ausgedriickt,
heiftt das

12 18 12
F(X) = > kALe™+ > kAle® mit ALY = A" +w) AP, (5.35)
a=1 a=13 8=1

Die Entwicklung der in A¢*? enthaltenen Verschiebungen erfolgt wie fiir A¢® aufgrund der kraftba-
sierten Anpassung der Steifigkeiten wiederum bis zweiter Ordnung

AP = [u(X—i—ca—l—Cﬂ)—u(X_Fca)}.eﬁ
~ ﬁgz; zﬁaﬁ"';%[(C) ﬁeﬁeﬁ—l—caﬂﬁ(e ef—i—eﬁ a)] (5.36)

Die Symmetrie des Gitters garantiert verschwindende ungerade Gittermomente, so dass indizistisch
notiert mit (5.36) von (5.35) nur noch

18

F(X) = 2 <\/§C) Ouz; 0y, 2 Ze ejege; 7(26) Da,08 ;36 efene]
klw 2 92 12 - 12 12 y
(\/_c) 9,008 az::lel €; 2 16 ek, + Z ef ﬁz:;ei €; (5.37)

verbleibt. Leicht nachvollziehbar sind die folgenden Summationen (gerade Gittermomente):

12

[eNed — ..
E eje; = 40
a=1

12
Z erejere’ = (0i50k + dirdji + 0djk) — Gkl (5.38)
a=1

18

Z ejejegel = 204

a=13

Einsetzen von (5.38) in (5.37) und Beriicksichtigung der Invarianz gegeniiber beliebigen orthogonalen
Transformationen liefert
0%y, D%y,

F(X) =k | 2% 491+ 16w
l() /{16 82+ (+6)a$la$k

1
A kg = Zkl (Isotropieforderung) .  (5.39)

Das jedem Teilchen im fee-Gitterverbund zustehende Volumen (WIGNER-SEITZ-Zelle) betragt V =

1 (2¢)® =2¢3, was eingebaut in das erste Aziom der Mechanik zu folgender Bilanz fiihrt

pit = ];1 [Au+2(1 4+ 16w) V (V- )] . (5.40)
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Durch den Koeffizientenvergleich mit der Zentralgleichung der Elastokinetik (5.21) filtern wir die
Abhéngigkeiten

k k
A= 5 (1+320) = (5.41)
bzw.
ky 5 + 96w 1+ 32w
_hk _ 1tsew 42
dc1+ 16w T4+ 16w) (542)

die Querdehnzahl v ist allein eine Funktion des Wichtungsfaktors w. Da der Elastizitdtsmodul neben
w noch die Steifigkeit ki enthalt, sind zwei unabhéngige elastische Parameter gefunden, so wie es
von einem linear elastischen, isotropen Kontinuum verlangt wird.



Kapitel 6

Kontaktsimulation mittels hierarchischer
Gittermodelle

Zur Simulation der in tribologischen Systemen auftretenden Prozesse, wie z.B. elastoplastische De-
formation, Bruch und Verschleifvorgdnge kommen sehr oft Teilchenmethoden zum Einsatz. Die
MCA-Methode [96] stellt diesbeziiglich ein allumfassendes Verfahren dar, da es sdmtliche tribo-
logischen Mechanismen abbilden kann. Neben solchen universellen Simulationsverfahren existieren
zahlreiche, die der Untersuchung ganz spezieller technischer Problemstellungen dienen. So eignen
sich beispielsweise besondere zwei- und dreidimensionale zelluldre Automaten hervorragend zur Be-
schreibung der Grenzschichtdynamik von Bremssystemen |77, 74, 78|.

Die Mikrodynamik des Modells muss nicht zwangslaufig mit der des realen Systems iibereinstimmen,
wenn nur die Abbildung makroskopischer Vorgéinge im Vordergrund steht. Sogar ein vermeintlich
falsches” mikroskopisches Verhalten kann durch geeignete ,Neudefinition” kinematischer und dyna-
mischer Variablen auf lokal korrekte, reale Grofen fiithren, so geschehen in [33].

Dieses Kapitel wird sich insofern von allen bisherigen unterscheiden, als dass wir uns von der Auf-
gabe 16sen, ein Kontaktproblem exakt abbilden zu wollen. Unter Beriicksichtigung typischer Annah-
men [90, 94] soll ein geeignetes Modell — ein hierarchisches Feder-Masse-System — formuliert werden,
welches die charakteristischen Eigenschaften des elastischen Kontaktes mit rauen Oberflichen qua-
litativ richtig wiedergibt. Mit Hilfe der zum Teil sehr strengen Vereinfachungen ist eine erhebliche
Einsparung an Rechenzeit verbunden, ohne nennenswerten Verlust an Genauigkeit. Die Anpassung
der Modellparameter wird im wesentlichen durch Vergleich mit dem Original erfolgen, d.h. auf ein
sindividuelles Fitting” verzichtet.

6.1 Motivation

6.1.1 Vollstindiger Kontakt zwischen einer starren sinusférmigen Oberfliche
und dem elastischen Halbraum

Als motivierendes Beispiel betrachten wir zunéchst einen starren Koérper mit sinusférmiger Oberfla-
che der Wellenldnge A und Amplitude h, der soweit in den elastischen Halbraum gedriickt wird, bis
gerade vollstandiger Kontakt besteht, also keine Liicke mehr vorhanden ist.! Die in diesem Zustand
innerhalb des Kontaktgebietes wirkenden Normalspannungen lauten

p(z) = po [1+cos (%ﬂxﬂ 6.1)

'Die Deformationen seien dabei als rein elastisch angenommen!

99
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~h
wobei der aufzubringente mittlere Kontaktdruck nach p, = FEX vom effektiven elastischen Modul

und dem Rauheitsparameter h/\ abhéingt. Es ist allgemein bekannt und aus genanntem Zusammen-
hang sofort ersichtlich, dass ein steiferer Kérper oder aber eine grofere Rauigkeit mehr Anpressdruck
verlangen.

o L \ \ \ \
0 1 2 3 4

x/A

Abbildung 6.1: Starrer Korper mit sinusférmiger Oberfliche der Wellenldnge A in vollstdndigem
Kontakt mit einem elastischen Halbraum: Eingezeichnet sind die Kontaktspannungsverteilung nach
(6.1) und das (abklingende) Normalverschiebungsfeld in der normierten Form (6.2) fiir v = 0.3.

Abbildung 6.1 zeigt die Druckverteilung, die (normierte) relative Normalverschiebung der Oberflache
sowie einiger Punkte im Inneren, die in der Referenzkonfiguration auf ausgewéhlten Horizontalen

o,
uz(w,z)_c _ l< z —i—i)cos(%ﬂv)e e (6.2)

7h A\l—v 7

lagen, gemafs

Das induzierte Feld im Inneren behélt die charakteristische Wellenlénge bei, wihrend seine Ampli-
tude mit steigendem z exponentiell abnimmt. In einer Tiefe von z4 &~ A sind alle Heterogenitéten im
Verschiebungsfeld beinahe vollstandig abgeklungen. Gleiches gilt daher fiir die einzelnen Spannungs-
komponenten, da sie aus den Verschiebungsableitungen hervorgehen. Die Hauptschubspannungen
sind insbesondere unabhéangig von der Koordinate x

—2Zr,

2mp,
Tu(2) = %ze ; (6.3)

A
sie nehmen fiir z,, = — ihren Maximalwert Max [7,] = Lo an, von dem im besagten Abstand zg,
e

also von einer Wellenldnge normal zur Oberflache, nur noch ca. 3% vorherrschen!
Erweitern wir nun die Aufgabenstellung, indem wir eine Oberfliche mit Welligkeiten auf zwei ver-
schiedenen Skalen annehmen:

2 2

u, (x) = hycos <)\—7r x> + hg cos ()\—W x> mit ho € by A Ao € Aq. (6.4)
1 2

Dann wird sich das resultierende Verschiebungsfeld aus einer einfachen Uberlagerung der beiden Fille

ergeben. Der kurzwellige Anteil klingt bereits in den obersten Schichten vollstédndig ab (Reichweite

A2), wihrend sich der langwellige bis zu einer Tiefe von z & \; erstreckt (siehe Abbildung 6.2).
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Abbildung 6.2: Oberflache mit Welligkeiten auf zwei verschiedenen Skalen und daraus resultierende
Normalverschiebungen im elastischen Halbraum bei Annahme eines vollstidndigen Kontaktes und
v =20.3.

Den notwendigen Anpressdruck fiir einen kompletten Kontakt gewinnt man gleichermafsen aus der
Superposition [90]

-~ (h1 hy
, = nB(2 42, .
P T <)\1+)\2> (6.5)

Die Aussagen iiber das rdumliche Abklingverhalten sdmtlicher Gradienten in Abhéngigkeit der Wel-
lenlinge der Oberflichenverschiebung bilden den Schliissel nachfolgender Uberlegungen.

6.1.2 Struktur hierarchischer Systeme

Raue Oberflichen besitzen Wellenldngen auf verschiedenen Skalen. Aufgrund der Abhéngigkeit der
Reichweite des Deformationsfeldes von der Wellenlinge der Rauigkeit ist lediglich eine sehr feine
Diskretisierung im oberflachennahen Bereich erforderlich. Mit zunehmender Tiefe ist eine Vergrobe-
rung zuléssig, die keine (nennenswerten) Auswirkungen auf die Genauigkeit der Ergebnisse hat. Ein
Modell, das von dieser Moglichkeit Gebrauch macht, wollen wir hierarchisches System nennen, da
seine Teilchenanordnung eine solche Struktur aufweist.

Hierarchische Strukturen koénnen auf ganz unterschiedliche Weise erzeugt werden. Abbildung 6.3
zeigt diejenige, welche wir im weiteren verwenden werden. Sie beruht im zweidimensionalen Fall auf
einer Halbierung der Teilchenanzahl von Schicht zu Schicht, wobei der Schichtabstand jeweils verdop-
pelt wird?. In gleicher Weise werden wir ein dreidimensionales Modell benutzen, das einen Aufbau in
y-Richtung analog dem in z-Richtung hat. Anstelle von N? Teilchen im zweidimensionalen Fall bei
homogener Diskretisierung benétigen wir so nur S = 2N — 1, im rdumlichen S = % (4N 2 1) statt
N3. Auch dieses kann als eine Art Dimensionsreduktion® interpretiert werden, da die Teilchenanzahl
in einem hierarchischen System je um eine Grofenordnung geringer ausfillt, als die im Original.

2Es wird also in z- und z-Richtung je eine Vergréberung um den Faktor 2 vorgenommen!
3Selbstverstindlich hat diese in der Literatur desofteren zu findende Dimensionsreduktion nichts mit der gemein,
welcher in den vorausgegangenen Kapiteln behandelt wurde und etwas absolut neues darstellt!
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Abbildung 6.3: Beispielhafte Anordnung von Teilchen in einem ebenen hierarchischen Modell

Die hier angewandte Vergroberung ist als Extremfall anzusehen, der sicherlich die Genauigkeit be-
eintrachtigt, jedoch aufgrund noch weiterer Modellannahmen vertretbar ist. Unter anderem soll
jedes Teilchen nur einen vertikalen Freiheitsgrad besitzen. Ferner wird die Wechselwirkung mit dem
Grundkorper durch eine allein vom vertikalen Abstand abhéngige fiktive Abstofsungskraft simuliert.
Genauere Angaben zur Kinematik und Dynamik des verwendeten hierarchischen Systems wie bei-
spielsweise die Anpassung der Steifigkeiten in Abhéngigkeit der Materialparameter des elastischen
Halbraums werden in Anhang F gemacht. Ein andere Variante eines hierarchischen Systems wird
in [124] vorgestellt. Diese ldsst durch eine Vergroberung nur alle zwei Schichten, den Einbau von
flieRenderen Ubergiingen sowie der Beriicksichtigung aller drei Teilchentranslationen eine grofere
Genauigkeit vermuten, ist dadurch jedoch auch wesentlich komplizierter als das hier vorliegende und
erfordert deutlich mehr Rechenzeit. Auch ist es keinesfalls isotrop und kann ebenfalls nur Stoffe mit
einer Querdehnzahl von v = 0 abbilden.

Unser Ziel ist es, zu qualitativ guten Ergebnissen fiir den Normalkontakt mit rauen Oberflichen mit
dem erheblich einfacheren Modell zu gelangen. Ehe solche Gegenstand der Untersuchung sind, muss
die Giite des Modells anhand grundlegender Kontaktversuche gepriift werden. Auch die Kontaktde-
finition geht zum Teil aus einer Anpassung an analytisch bekannte Standardfélle hervor.

6.2 Kontaktformulierung und Testfille

Bevor wir uns dem {ibergeordneten Ziel — der Simulation des rauen Kontaktes — zuwenden, miissen
wir eine geeignete Kontaktformulierung finden. Darunter ist (zunéchst) das Auffinden eines kritischen
Abstandes zweier zugeordneter Teilchen aus elastischem Block und Grundkorper zu verstehen, ab
welchen von Kontakt gesprochen werden darf.

6.2.1 Vollstandiger Kontakt mit sinusformiger Oberflache

Als Beispiel wird der in der Einleitung (Kapitel 6.1.1) beschriebene Kontakt eines elastischen Blockes
mit einer starren gewellten Oberflache herausgenommen. Es ist bekannt [53|, dass sich der Quotient
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aus realer und scheinbarer Kontakfliche aus dem Verhéltnis von mittlerem Kontaktdruck p und
kritischem Anpressdruck p, nach

A 2 p
real - — 2 arcsin ( £> (6.6)
™ Po

ergibt. Bei Erreichen des kritischen Anpressdrucks liegt vollstéandiger Kontakt vor.

Zur Simulation dieses Kontaktes wurde das in Anhang F genauer erlduterte, ebene hierarchische
Modell eingesetzt; der Zusammenhang (F.3) zwischen Lings- und Schubsteifigkeit dabei beachtet.*
Als allein vom vertikalen Abstand zwischen den Kontaktpartnern abhéngige fiktive Wechselwirkung
wurde die aus dem Potenzial zwischen Atom und dreidimensionalen Korper abgeleitete Abstofiungs-
kraft herangezogen (Gleichung (F.4)). Abbildung 6.4 zeigt die numerischen Resultate und stellt sie
der analytischen Losung (6.6) gegeniiber. Bei konstanter Amplitude h = 10Az wurden verschiedene
Wellenldngen untersucht, die Kontaktkraft, welche zum vollstdndigen Kontakt fiihrt, entsprechend
angepasst.

09}

0.7F

0.6

N

real

04}

03}

analytisch

0.1F

0 L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

p/po

Abbildung 6.4: Abhéngigkeit der realen Kontaktfliche A;cn vom mittleren Kontaktdruck p in nor-
mierter Form; Gegeniiberstellung der Simulationsergebnisse des zweidimensionalen hierarchischen
Gittermodells und der analytischen Losung (6.6) fiir drei verschiedene Wellenldngen. Die unterste
Schicht wurde durch 512 Teilchen (Teilchenabstand Az) diskretisiert, die Amplitude betrégt 10Az .

Bei den groferen Wellenlingen A\; = £ und Ay = £/2 ist eine sehr gute Ubereinstimmung von Numerik
und Analytik zu erkennen. Fiir A = £/3 sind gerade bei grofseren mittleren Driicken Abweichungen
zu finden. Dabei darf allerdings nicht aufser Acht gelassen werden, dass die Amplitude bereits von
der Grofenordnung h ~ A/10 ist und damit typische Rauheitswerte iiberschreitet.

4Von der wohl am ehesten physikalisch nachvollziehbaren Zuordnung k" /t = E musste ich leider Abstand neh-

men, stattdessen eine um ziemlich genau den Faktor ,,2” verdnderte 2k" Jt = E annehmen, um der Analytik beim
vollstandigen Kontakt zu entsprechen.
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6.2.2 HERTZscher Kontakt

Im Hinblick auf die Simulation des Kontaktes mit rauen Oberflachen wird fiir das dreidimensionale
hierarchische System eine exponentiell abfallende, fiktive Wechselwirkungskraft vorgezogen. Der kri-
tische vertikale Abstand und die kritische Kontaktkraft, bei welchen von ,Kontakt” geredet werden
darf, sollen aus einer Anpassung an die HERTZsche Kontakttheorie hervorgehen. Als gegebene Grofsen
werden die Normalkraft P, der Kriimmungsradius der Kugel R sowie der generalisierte Elastizitats-
modul E angesehen. Aus letzterem lassen sich die Lings- und Schubsteifigkeiten berechnen (siehe
Anhang F). Die Theorie des Kontaktes einer starren Kugel mit dem elastischen Halbraum liefert die
bekannten Zusammenhénge flir den Maximaldruck p,, den Kontaktradius ¢ und die Eindriicktiefe §

~ 1/3
~ (erE*\" . <3PR>1/3 5 < 3P )2/3 6.7
bo = \ R ’ 4B ’ ~ \4ERY?

Ll

10

. ;\\\\h\\'\"\\\\\\-\\\.\'\i

Abbildung 6.5: Teilchenanordnung im dreidimensionalen hierarchischen System; die unterste,
blaumarkierte Schicht umfasst 128 % 128 Teilchen.

Fiir die numerischen Simulationen dieses Kapitels wird von der Software MATLAB Gebrauch ge-
macht, jedoch gegeniiber der Vorgehensweise aus Kapitel 5 - der Methode der Steifigkeitsmatrizen
- eine uberkritisch geddmpfte (kinetische) Rechnung getétigt, d.h. fiir jedes Teilchen die zugeho-
rige Bewegungsdifferenzialgleichung nach dem zweiten Newtonschen Grundgesetz aufgestellt und
darauf anschliefend ein einfaches Differenzenverfahren (EULER-Verfahren) angewendet. So ist das
Programm fiir statische und kinetische Simulationen einsetzbar.

Abbildung 6.5 zeigt noch einmal das (zumeist) verwendete hierarchische Modell in der Ausgangs-
konfiguration mit 128 %128 Teilchen in der untersten Schicht®, welches im weiteren auf starre Kugeln

5Die Verdoppelung der Schichtabstinde in z-Richtung ist aufgrund logarithmischer Skalierung nicht sofort ersicht-
lich.
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unterschiedlicher Kriitmmungsradien R gedriickt wird.® Mit Hilfe des numerisch berechneten Druckes
Do, welcher sich im Zentrum des Kontaktgebietes ergibt, lasst sich in Verbindung mit der Normal-
kraft P ein Kontaktradius a, bestimmen und damit den Verlauf der HERTZschen Pressung. Nun wird
geschaut, welche Teilchen sich innerhalb der durch a, definierten Kontaktflache befinden. Der ma-
ximale Abstand Az, eines Teilchens zur Oberflache unter der Menge der einbeschriebenen Teilchen
entscheidet zwischen Kontakt und Nicht-Kontakt, er soll das Kontaktkriterium bei der Untersuchung
des Kontaktes rauer Oberflichen bereitstellen.” Selbstverstiandlich muss die Allgemeingiiltigkeit ei-
ner solchen Kontaktbedingung gepriift werden. Der kritische Abstand Az, zeigte sich als nahezu
unempfindlich auf Anderungen der Belastung P bei konstanter Kriimmung (Abweichungen < 5%).
Variationen des Kriimmungsradius R iiber eine 10er Potenz bewirkten ebenfalls nur geringfiigi-
ge Schwankungen dieser kontaktgebenden Kenngrofe. Lediglich Variationen des verallgemeinerten
elastischen Moduls (nicht des Zusammenhangs zwischen Schub- und Léngssteifigkeiten) stellt die
(modellbezogene) Allgemeingiiltigkeit der Kontaktbedingung in Frage. Hier ergaben sich zum Teil
erhebliche Unterschiede; tendenziell nahm der kritische Abstand mit wachsender Steifigkeit ab.

2 F T T =
. . . numerische Daten

1.8 Pt ¥ analytische Losung ;

. . angep. an Zentrumsdruck

1.6

1.2

0.8

p(z) in GPa

0.4F

0.2

Abbildung 6.6: HERTZscher Kugelkontakt; Vergleich der Ergebnisse des hierarchischen Modells mit
der analytischen Losung. Eingezeichnet ist auch die mittels Anpassung an den Zentrumsdruck der
Numerik erhaltene Druckverteilung, welche auf die Kontaktbedingung fiihrt.

Abbildung 6.6 vergleicht die Ergebnisse des hierarchischen Modells mit der analytischen Losung des
HERTZschen Kontaktes. Zudem ist der Verlauf der HERTZschen Pressung unter Beriicksichtigung
des Druckes im Zentrum des Kontaktgebiets skizziert (schwarze Linie), mit deren Hilfe auf oben
beschriebene Weise die Kontaktbedingung gewonnen wird. Im speziellen Fall wurde das (skalenun-
abhéngige) hierarchische System zur Simulation eines makroskopischen Kontaktes, charakterisiert

5Es ist allgemein bekannt, dass der Kontakt zweier elastischer Kérper iiber den Kontakt eines starren mit einem
elastischen Korper abgebildet werden kann; verallgemeinerter E-Modul £ und Kriimmungsradius R sind entsprechend
zu modifizieren [53].

"Voraussetzung dieser Vorgehensweise sind ausreichend viele Teilchen innerhalb des Kontaktgebietes; nach oben
hin wird das Verfahren durch die Systemgréfie beschrankt.
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durch E = 100GPa, R = 128 mm und P = 50kN herangezogen. Das Modell liefert den Maximal-
druck® p, ~ 1.8 GPa und einen Kontaktradius a ~ 3.6 mm, welche in hervorragendem Einklang mit
der Theorie stehen.

Im Rahmen der nachfolgenden Untersuchung des Kontaktes rauer Oberflachen wird das hierarchische
System als Multiskalenmodell dienen, dabei von ,,Kontakt” nach den Erlduterungen dieses Abschnitts
gesprochen!

6.3 Kontakt mit rauen Oberflachen

Mikroskopisch betrachtet findet der Kontakt zweier Festkorperoberflichen nur an einzelnen Rau-
heitsspitzen — Asperiten — statt, die reale Kontaktfliche Ay als Summe der Mikrokontaktflichen
ist demnach sehr viel kleiner als die scheinbare. Neben der Kraftiibertragung findet auch der Wéar-
metransport in diesen lokal begrenzten Bereichen statt, in gleicher Weise wird der elektrische Wider-
stand beeinflusst. Bereits 1939 nutzten BOWDEN und TABOR [14] die elektrische Leitfahigkeit aus,
um auf die reale Kontaktflache zu schliefsen. Dabei stellten sie fest, dass sich die reale Kontaktflache
direkt proportional der aufgebrachten Normalkraft P &ndert und nahmen daher an, dass sdmtliche
Mikrokontakte plastisch verformt seien. Letztendlich hangt sogar die Grofse von Verschleifsteilchen
von den Abmessungen der Mikrokontakte ab. Die moglichst prézise Voraussage von Groéfse und
Topographie der realen Kontaktfliche spielt demnach eine wichtige Rolle.

Mittlerweile existieren zahlreiche Theorien, die den linearen Zusammenhang P ~ A,ea im Bereich
kleinerer Normalkréfte (anndhernd) auch fiir den elastischen Kontakt von rauen Oberflichen auf-
zeigen. Altere gehen dabei zumeist von den HERTZschen Beziehungen (6.7) fiir den Einzelkontakt
aus und weisen die angesprochene Abhéngigkeit iiber die Verbundwirkung aller Asperiten (multi-
asperity-contact) nach. ARCHARD [4] présentierte bereits eine Art fraktales Multiskalenmodell, da-
bei ging er von einer makroskopisch sphéarischen Kugelkappe (Kriimmungsradius R;) aus und fiillte
deren Oberflache vollstédndig mit kleineren auf. Diese Kappen mit geringerem Kriimmungsradius
(R2 < R1) wurden nun ihrerseits wiederum durch noch kleinere Paraboloide besetzt. Je mehr Stu-
fen er hinzunahm, desto ndher kam er einem linearen Zusammenhang zwischen realer Kontaktflache
und dufserer Last. GREENWOOD und WILLIAMSON [40] gelangten zu einem &hnlichen Ergebnis,
wobei sie allen Kappen ein und dieselbe Kriimmung gaben, deren Hohen jedoch GAuss-verteilten.

BusH, GIBSON und THOMAS [18] wiesen erstmalig eine strikte Linearitit zwischen Kontaktkraft
und realer Kontaktfliche nach, indem sie die zufallsverteilten Rauheitsspitzen durch Paraboloide
annaherten. Thren Ergebnissen kommt besondere Bedeutung zu, da sie quasi bis heute noch Bestand
haben. Selbst jiingste Theorien, die von einer fraktalen Beschreibung rauer Oberflichen ausgehen,
unterscheiden sich nur durch einen konstanten Faktor 7/2. In diesem Zusammenhang sind vorallem
die Beitrdge von PERSSON zu nennen [81, 82, 86|, der die reale Kontaktfliche an die betrachte-
te Langenskala A bindet, wobei Rauigkeiten kleiner A weggegléittet werden. Die Ergebnisse seiner
Kontakttheorie angewandt auf selbstaffine Oberfidchen werden u.a. anschliefend zur Bewertung nu-
merischer Resultate des hierarchischen Systems herangezogen.

8Der Druck im Zentrum wird als Maximaldruck bezeichnet /angenommen, d.h. die fluktuationsbedingten Uberho-
hungen ignoriert. Sie sind eine Folge des stark vereinfachten Modells, bei welchem geringste Unterschiede im Abstand
zur starren Oberfliche Spriinge in der lokalen Druckverteilung erzeugen.
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6.3.1 Hohenprofil und Leistungsspektrum

Es soll von der tiblichen Annahme Gebrauch gemacht werden, dass die raue Oberflache vollstandig
durch das Leistungsspektrum der Rauheiten charakterisiert ist

Cl@ = g [(hEOh©)e > ds. (6.8)
(2m)
Hierin steht (...) fiir Ensemble-Mittelung und h (x) gibt das Hohenprofil gemessen vom Mittelwert
an, so dass (h (x)) = 0 ist. Ferner wurden die statistischen Eigenschaften der Oberflache als transla-
tionsinvariant vorausgesetzt. Durch Riicktranformation von (6.8) erhélt man entsprechende Statistik
im Ortsraum, ausgedriickt iiber die Autokorrelation

h(x)h(0) = / C (q) 9% d?q. (6.9)

Die numerische Erzeugung des Hohenprofils h(x) aus dem Leistungsspektrum ist in [85] néher
erlautert. Darin wird das Profil iiber eine FOURIER-Reihe ausgedriickt

h(x) = ZB(q)ei[q'x““f’(q)}, (6.10)
q
dessen Koeflizienten gemélfs
27
B(a) = —+vC(a = B(-q) (6.11)

zu wihlen sind. Die Phasen sind auf dem Intervall [0, 27) zufillig (gleich-)verteilt, mit ¢ (q) =
—¢ (—q). Im weiteren sollen die statistischen Eigenschaften der Oberflache als isotrop angenommen
werden, so dass das Leistungsspektrum und damit die FOURIER-Koeffizienten nur vom Betrag des
Wellenvektors ¢ := |q| abhéngen C (q) = C (¢). Wichtige statistische Kennwerte, wie die mittlere
quadratische Hohe und die mittlere quadratische Steigung, lassen sich iiber das Leistungsspektrum
wie folgt berechnen:?

(h?) = /C(Q) d’q = 27r/q0(q) dg (6.12)
<(Vh)2> = /qQC(q) d?q = 2ﬂ/q30(q) dq. (6.13)

6.3.2 Selbstaffin fraktale Oberflachen

Viele technische Oberflichen sind in einem definierten Wellenzahlbereich ¢y < ¢ < ¢; annéhernd
selbstaffin fraktal (z.B. Oberflachen von Asphaltstraken), was bedeutet, dass sich ihre statistischen
Eigenschaften nach einer Skalentransformation nicht d&ndern. Die Streckung in z-Richtung weicht
dabei von der in der (z, y)-Ebene ab und ist durch den Rauigkeitsexponenten H (HURST-Exponent)
festgelegt:

_ Hp(TY

Man kann zeigen, dass das Leistungsspektrum solcher Oberflichen geméf

>, mit 0 < H < 1. (6.14)

Cl(q) ~ q2HHD (6.15)

9Ubliche RMS-Werte (root-mean-square) erfordern noch die Wurzel, so ist beispielsweise der quadratische Mitten-
rauwert durch hg,,o := /(h?) definiert; der RMS-Wert der Steigung wird im weiteren mit VZ abgekiirzt.
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abfillt. Fiir die folgenden numerischen Simulationen wird die Oberfliche in gleicher Weise diskreti-
siert wie die unterste Schicht im verwendeten hierarchischen System. Der Gitterabstand Az begrenzt

2
den groktmoglichen Betrag des Wellenvektors ¢ = —W, wahrend die Systembreite die untere Schran-

Ax
2 2
ke vorgibt gy = % = Niﬂ 10" Abbildung (6.7) zeigt zwei nach obigen Ausfiihrungen numerisch

- Ax

erzeugte selbstaffine Oberflichen (N = 256), die sich nur durch Wahl der oberen Grenzwellenzahl
unterscheiden. Wahrend linkerhand lediglich Wellenléngen grofter gleich 16 Az beriicksichtigt wer-
den, ist die Oberflache rechterhand tiber den groftmoglichen Skalenbereich Aw,..., L selbstaffin
fraktal.
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Abbildung 6.7: Numerisch erzeugte selbstaffine Oberflichen (256*256 Teilchen) mit unterschiedlichen
oberen Grenzwellenzahlen (links ¢; = 16qg, rechts g1 = 256qq) bei gleicher unterer Grenzwellenzahl

2
qo = fﬂ Die Systembreite betriagt L = 256 Ax , der HURST-Exponent H = 0.8 und der quadratische

Mittenrauwert hy, ~ 0.13.

6.4 Ergebnisse numerischer Simulationen mit selbstaffin fraktalen
Oberflachen

Bereits Bush, GIBSON und THOMAS [18] lieferten eine Theorie, die fiir kleine Normalkréfte P auf
einen konstanten mittleren Druck fiihrte

== (), (6.16)

welcher von der mittleren quadratischen Steigung der Oberfdche und dem effektiven elastischen
Modul kontrolliert wird. Die Theorie von PERSSON [82, 81] zeigt dasselbe Ergebnis auf, nur der
dimensionslose Faktor x nimmt einen anderen Wert an:

BusH: K= V2r =251

8
PERSSON: K= — =16
T

0Reale Oberflichen zeigen gewdhnlich bis zu einer gewissen Grenze ein konstantes Spektrum, bevor es dann ent-
sprechend (6.15) abféllt.
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In [86] begriindet PERSSON die Abweichung iiber die von BUSH (wie von GREENWOOD und WIL-
LIAMSON) angenommene Unabhéngigkeit der Asperiten, die zu einer etwas zu grofen Kontaktfléche
fithrt. HYUN und PEI [49] stellten Finite Elemente Berechnungen an und wiesen damit einen Propor-
tionalitatsfaktor x nach, der Werte zwischen den von PERSSON und BUSH analytisch vorhergesagten
annahm. Der Koeffizient reagierte nahezu unabhingig auf Anderungen im HURST-Exponenten H
und der Querkontraktionszahl v . Letzteres lasst darauf schliefsen, dass auch mit einfacheren Mo-
dellen korrekte Ergebnisse fiir den Kontakt zwischen rauen Oberflachen zu erzielen sind. Ob sogar
ein auf vertikale Freiheitsgrade beschrénktes, hierarchisches Modell ausreichend ist, wird folgend
diskutiert.

Fiir die numerischen Simulationen wird ein hierarchisches Modell mit 128 % 128 Teilchen in der
untersten Schicht genutzt und dessen Kontakt mit selbstaffin fraktalen Oberflachen bei je vier ver-
schiedenen Auflésungen

(€)= <q1—">: (8,16, 32, 64} (6.17)

q0

s
untersucht; untere Grenzwellenzahl ist ¢y = 2 - T

1.8F 7:_,
o 16T ol \
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3 \
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Abbildung 6.8: Numerisch erzeugte selbstaffine Oberfliche bei einer Auflosung & = 64 (qo =
2
. ﬁ), Mittenrauwert hg,,, ~ 0.23 Az. Linkerhand ist die zugehorige Verteilung der Hohen
T
abgebildet.

Abbildung 6.8 zeigt eine beispielhafte selbstaffine Oberfache bei hochster Auflésung und iiberhohter
Darstellung der z-Komponente, links daneben die Verteilung der Hohen inklusive einem fitting an
die Normalverteilung nach GAUSS. Samtliche Grofien sind in Bezug zum Gitterabstand Ax zu sehen,
so betrégt der Mittenrauwert hy,,, ~ 0.23 Az.

6.4.1 Kontaktflaiche vs. Normalkraft bei verschiedenen Auflésungen

Die Grafik links in Abbildung 6.9 gibt die numerischen Ergebnisse fiir den Verlauf der Kontaktfléche
als Funktion der Nomalkraft bei verschiedenen Auflésungen wieder. Wie erwartet, nimmt sie bei
Beriicksichtigung von Rauigkeiten auf einer kleineren Skala ab. Diesbeziiglich stellte auch BORRI-
BRUNETTO [12] numerische Untersuchungen an, bediente sich dabei der GREEN-Funktionen fiir die
Oberfliachenverschiebungen. In seinem Fokus stand auch das Tangentialkontaktproblem, weshalb er
vereinfachend fiir Dundurs’ Konstante 8 = 0 annahm. Das hat aber genauso Auswirkungen auf den
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hier vorliegenden reinen Normalkontakt, denn die tangentiale Verschiebung an der Oberflache (nicht
im Inneren) verschwindet; dies ist ein weiterer Aspekt, welcher unsere Modellannahme — Beschrén-
kung auf vertikale Freiheitsgrade — unterstiitzt. BORRI-BRUNETTO erhielt ein anndhernd lineares
Verhalten zwischen P und A fiir kleine Normalkréfte unabhéngig von der fraktalen Dimension. Die
numerischen Resultate fiir verschiedene Auflésungen verglich PERSSON [86] mit seiner Theorie und
stellte eine hervorrragende Ubereinstimmung der Steigungsverhiltnisse fest. In Abbildung 6.9 links
kdme man sehr wohlwollend noch auf die Idee, die Graphen durch Geraden anzundhern; dass jenes
doch nicht so einfach geht, veranschaulicht der Vergleich mit den theoretischen Voraussagen'! —
rechts im Bild.

o1f ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ — o1f ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ —
=8 ——{=38
0.09+ ——£=16 1 0.09 -—- Persgon o 1
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Abbildung 6.9: Reale Kontaktflache A aufgetragen tiber die Normalkraft P in normierter Darstellung;
links: vier verschiedene Auflosungen (¢,) = {8, 16, 32, 64 }, rechts: Vergleich der Ergebnisse fiir
¢ = 8 und £ = 64 mit der Theorie von PERSSON; h ~ 0.23Az, H=0.7

RMS

In [124, 122] wird darauf aufmerksam gemacht, dass sich bei einer iiber einen kritischen Abstand
Az, definierten Kontaktbedingung kein linearer Zusammenhang auftut. Allerdings &ufierte sich das
dort verwendete (mehrdimensionale) Multiskalenmodell hinsichtlich des kritischen Abstandes als
sehr empfindlich gegeniiber Anderungen im Kriimmungsradius beim HERTZschen Versuch, was bei
dem hier genutzten (vereinfachten) Modell nicht der Fall war. Die Mehrzahl meiner Simulationen
lieferte mit obigen vergleichbare Ergebnisse, d.h. auch hier erscheint die weggesteuerte Kontaktfor-
mulierung als unzureichend. Dass durchaus Resultate erzielt wurden, die die direkte Proportionalitat
P ~ A wiedergeben, zeigt Abbildung 6.10. Im Beispiel erstreckt sich der lineare Bereich sogar iiber
AJA, = 35%, fallt demnach viel zu grof aus. Die Kurvensteigung deckt sich hingegen hervorra-
gend mit der Theorie von PERSSON (die beispielhafte Oberfliche weist deutliche Unterschiede zur
Normalverteilung auf).

"Dabei wurden die numerisch berechneten Steigungen der Oberfliche zugrundegelegt.
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Abbildung 6.10: Zur Anderung der realen Kontaktfliche in Abhingigkeit der Normalkraft fiir eine
numerisch erzeugte selbstaffine Oberfliche (L = 128Ax; qo = 2n/L; § = 128; H = 0.7; hyys ~
0.13Az; VZ ~ 0.0254).

Die Formulierung der Kontaktbedingung {iber einen kritischen Abstand hat sich als unzureichend
erwiesen. Aus diesem Grunde greifen wir nachfolgend auf die Methode aus [124, 123| zuriick, d.h.
passen die Druckverteilung des sich durch den nominellen Druck p, := P/A, ergebenden Gleichge-
wichtszustandes der Verteilung

—(0—po)? —(0+po)?

1 ~ ~
P(o,€) = — | e G e 4@ (6.18)
2V G

bestmdéglich an, wobei G (€) der fit-Parameter ist (siche Abbildung 6.11). Hat man jenen gefunden,
so kann dariiber die Kontaktflache ermittelt werden
A Do

A
— = fir —<«1. 6.19
A, "G 4, (019

Die Anwendung dieses Verfahrens auf die Druckverteilungen der zu den Verldufen aus Abbildung 6.9
gehorigen Oberflachen fithrt auf einen nahezu linearen Zusammenhang zwischen Kraft und Kontakt-
flache.
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Abbildung 6.11: (Gesamt-) Druckverteilung fiir £ = 8 bei zwei verschiedenen Belastungen inklusive
des bestmoglichen Fits an Glg.(6.18).
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Abbildung 6.12: Reale Kontaktfliche A aufgetragen iiber die Normalkraft P in normierter Gestalt
erzeugt durch bestmoglichen Fit der Gesamtdruckverteilung an Glg.(6.18); links und rechts handelt

es sich um zwei selbstaffine Oberflichen mit gleichen statistischen Kennwerten hg, ~ 0.23 Az,
VZg =~ 0.05,VZg4 = 0.084, H = 0.7, die dennoch auf unterschiedliche Ergebnisse fiihren!

Lediglich bei &uferst kleinen Kontaktflachenverhiltnissen existieren Schwankungen; allerdings er-
scheint bei solchen die Anwendbarkeit (Giite) des Verfahrens ziemlich schwierig (fragwiirdig), da
nur wenige Punkte effektiv zum Verteilungsspektrum beisteuern. Besserung diirfte eine feinere Dis-
kretisierung der untersten Modellschicht bringen'?, was jedoch die Zahl der Freiheitsgrade und damit
die Rechenzeit trotz hierarchischer Struktur deutlich erhoht.

Je kleiner der zu untersuchende Oberflachenausschnitt ist, desto mehr Einfluss wird trotz gleicher
statistischer Kennwerte die konkrete Topographie nehmen. Ein solcher Effekt ist in Abbildung 6.12
zu erkennen. Beide Grafiken beziehen sich auf Oberflichen mit gleichen Kenngrofsen - Mittenrauwert
und RMS-Steigung - aber unterschiedlicher Topographie. Rechterhand fallen die Kurvensteigungen
erheblich groker aus; das gilt sowohl fiir die aus einer optimalen Anpassung der Druckverteilung

2Tn einem vergleichbaren Modell geht YANG [124] von 400*400 Teilchen in der Grundschicht aus, was in etwa dem
Zehnfachen in unserem System entspricht.
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resultierenden Verldufe als auch fiir diejenigen, bei welchen die Flachenberechnung aus einem kri-
tischen Abstand hervorgeht. Obwohl leider nicht fiir alle Oberflichen erhéltlich, ergaben sich fiir
letztere sogar lineare Verhéltnisse! Desweiteren féllt auf, dass die iiber die Druckverteilung gewon-
nenen Steigungen im Vergleich zu solchen aus der weggesteuerten Technik deutlich geringer sind.
Eine prinzipielle Aussage mit Bezug auf die theoretischen Werte ldsst sich jedoch nicht machen.
Die Literatur sagt unabhéngig vom verwendeten numerischen Verfahren (FEM, Molekulardyna-
mik, GREEN-Funktionen) eine gegeniiber der Theorie um 20-30 % zu grofe Kontaktflache voraus
[49, 123, 23|. Diesbeziiglich ldsst sich hier keine eindeutige Aussage treffen, was einmal mehr ein
Indiz dafiir ist, dass das zugrundegelegte Modell entweder in seiner prinzipiellen Struktur zu einfach
gewahlt ist oder aber die Resultate aufgrund der noch zu geringen Anzahl von Teilchen in der un-
tersten Schicht verzerren. Um letzteren Fall ausschliefen zu kénnen, sollten Rechnungen mit einem
mindestens um eine Schicht erweiterten hierarchischen System zukiinftig erfolgen.

6.4.2 Mittlerer Abstand der kontaktierenden Oberflichen und Topographie

Bei Erhohung des Anpressdrucks zweier in Kontakt stehender rauer Oberflichen vergréfert sich
die reale Kontaktfliche, wiahrend der mittlere Abstand beider Oberflichen und damit auch der
Raum zwischen ihnen abnimmt. Dies hat Auswirkungen auf zahlreiche Prozesse wie beispielsweise
den Wérmetransport oder die Schmierung, auch wird dadurch die Dichtheit einer Verbindung [90]
wesentlich bestimmt.
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Abbildung 6.13: Topographie des Kontaktes zu unterschiedlichen Anpressdriicken fiir zwei verschie-
dene Auflésungen & = 8 und ¢ = 64; untersucht wurden die Oberflichen des vorausgegangenen
Abschnitts.

Die sogenannte Perkolationsgrenze gibt an, ab welchem kritischen Anpressdruck man von der Dicht-
heit eines Kontaktes ausgehen darf. Hier sind erstmalig alle Wege durch das Kontaktgebiet unterbro-
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chen, was laut Theorie in etwa bei einem Flachenverhaltnis von A/A, ~ 40 % der Fall ist. Selbstver-
standlich ist dieser Effekt skalenabhéngig, denn bei gleichem Anpressdruck nimmt die Kontaktflache
auf einer kleineren Rauheitsskala ab, so dass eine Vielzahl von Kanélen durch das Kontaktgebiet
hervortreten. Als Beispiel sei auf die Abbildung 6.13 verwiesen, welche zu drei unterschiedlichen
Anpressdriicken die Topographie des Kontaktgebietes bei zwei verschiedenen Auflosungen aufzeigt.
Die Perkolationsgrenze bei der geringeren Auflosung £ = 8 ist bei einem kritischen (nominellen)
Anpressdruck von p, i, ~ 0.0174 E erreicht. Die zugehorige Kontaktfliche betrigt A ~ 0.487 A,
(Teilabbildung oben rechts). Im Mittel ergab sich unabhéngig von der Skala Ay, =~ 0.46 A,, gegen-
iiber der Theorie ein um gut 15 % zu grofer Wert.

Bestétigt durch experimentelle Untersuchungen [8| leitet Persson [83] fiir kleine nominelle Kontakt-
driicke die folgende Abhéngigkeit zwischen Normalkraft P und mittlerem Abstand der Oberflichen
4 her

—/uo

P ~ e ", (6.20)

wobei im Falle von selbstaffinen Oberflichen u, = chy,,q mit ¢ ~ 0.4 gilt. Ergebnisse numerischer
Simulationen mit dem mehrfach zitierten molekulardynamischen Modell von YANG stehen in sehr
gutem Einklang mit obiger Theorie, zumindest im Bereich 0.2 < @/hy,,s < 2. Auberhalb sind
deutliche Abweichungen vom exponentiellen Charakter sichtbar, die einerseits mit der zu geringen
Anzahl von Kontaktpunkten bei kleinen Anpressdriicken begriindet werden, andererseits kann das
LENNARD-JONES Potenzial nur bedingt den theoretisch angenommenen Unendlichkeitssprung bei
% = 0 abbilden. Beide Aussagen gelten gleichermafsen fiir das hier benutzte hierarchische System,
dessen unterste Schicht sogar noch weniger Teilchen umfasst, die iiber eine exponentiell mit dem
Abstand fallende Kraft mit dem Grundkérper wechselwirken. Dass ein groffes molekulardynamisches
Modell nicht notwendig ist, um obigen Zusammenhang zu beschreiben, zeigen die Ergebnisse mit dem
einfachen hierarchischen Modell - sieche Abbildung 6.14. Im Intervall 0.4 < @/hg, < 1.5 verlaufen
beide Kurven exponential; der Koeffizient ¢ nimmt in etwa den Wert ¢ =~ 0.44 an.

-3
& = 8 (numerisch)
_al — ¢ = 8 (exponential-fit) |
& = 64 (numerisch)
— & = 64 (exponential-fit)
-5} i

In(P/EA,)

a/h’RMS

Abbildung 6.14: Anpressdruck als Funktion der relativen Annéherung der beiden Oberflichen bei
unterschiedlichen Rauheitsskalen (£ =8, £ = 64).
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6.5 Ergebnisdiskussion

In den vorausgegangenen Berechnungen wurde der Kontakt eines Teilchens zunéchst durch das Un-
terschreiten eines kritischen Abstandes Az, zur Oberflaiche des Grundkorpers definiert, welcher aus
einer Anpassung an den HERTZschen Kontakt hervorging. Auf Anderungen im Kriimmungsradi-
us iiber eine 10er Potenz hatte sich die Kontaktbedingung als nahezu unempfindlich erwiesen. Die
Mehrzahl von untersuchten rauen Oberflichen auf verschiedenen Skalen fiihrte diesbeziiglich jedoch
nicht auf die theoretisch gestiitzte Proportionalitiat P ~ A fir A/A, < 1. Daher erfolgte im weiteren
die Ermittlung der realen Kontaktfliche durch bestmégliche Anpassung der Gesamtdruckverteilung
an jene aus der Theorie von Persson [124]|. Damit konnte eine (anndhernde) Linearitit zwischen
Normalkraft und realer Kontaktfliche erzielt werden, allerdings differierten die Kurvensteigungen
bei Oberflichen mit gleichen statistischen Kennwerten (H, hg,, VZ) deutlich. Auch reagiert das
Verfahren relativ empfindlich bei duflerst kleinen Kontaktflachen. Das kénnte mit der absoluten Men-
ge der kontaktierenden Teilchen zusammenhéingen (diese ist zu gering). Daher sollten Rechnungen
mit einem groferen System anschliefen (z.B. 256 * 256 Teilchen in der untersten Schicht), wodurch
ebenso die skalenabhéngigen Steigungen je gegen einen festen Wert konvergieren miissten.

Die Perkolationsgrenze wird im Modell erst ab einem durchschnittlichen (skalenunabhéngigen) Wert
von A/A, =~ 0.46 erreicht, wihrend Theorien sowie numerische Rechnungen ca. 0.4 angeben. In-
wieweit dieses noch ein annehmbares Ergebnis ist, vermag ich schwer einzuschétzen, da selbst ein
banales Schnittverfahren durch die Oberflache ein Verhaltnis A/A, = 0.5 vorhersagt.

In sehr gutem Einklang mit der Theorie von PERSSON stehen hingegen die erzielten Resultate zur
Abhéngigkeit zwischen Nominaldruck und mittlerem Abstand der rauen Oberflichen; hier kann auf
ein grofieres Multiskalenmodell verzichtet werden. Erst neue Ergebnisse mit einem um eine Schicht
erweiterten System geben Aufschluss dariiber, ob man auch in den anderen Féllen das deutlich
grofere Multiskalenmodell verdréngen kann. Unter anderem sollte dazu die Kontaktfliche gegeniiber
der Theorie um 20-30 % grofer ausfallen, ein Bereich, den verschiedene numerische Verfahren [23,
123, 50] belegen.






Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Heutzutage sind numerische Simulationen in der Kontaktmechanik und Reibungsphysik — wie auch in
allen anderen naturwissenschaftlichen Bereichen — nicht mehr wegzudenken. Sie dienen hauptsachlich
der Auslegung und Optimierung tribologischer Systeme von der Nano- bis zur Megaskala. Aufgrund
der Vielzahl verschiedener Phanomene wie Adhésion, Schmierung, Rissentstehung und -ausbreitung,
Verschleifs, elastoplastische Deformation sowie des Mehrskalencharakters konnen sich Tribosysteme
als dufserst komplex erweisen, so dass man trotz leistungsfahiger Rechner schnell an deren Grenzen
stofst. Aus diesem Grunde miissen sinnvolle Vereinfachungen her, die aus der analytischen Erfassung
des jeweiligen Problems hervorgehen kénnen. Jenem Prinzip geniigend bestand die Hauptaufgabe
der vorliegenden Arbeit darin, dreidimensionale Kontakte auf Systeme mit niedrigerer rdumlicher
Dimension abzubilden. Vom gewohnlichen abweichend wurde zusétzlich die Ezaktheit der Abbildung
gefordert. Damit kénnte ein dreidimensionales Original ohne Verlust jeglicher Information in ein
sehr viel einfacheres Ersatzmodell (niedrigerer Dimension) iiberfiihrt werden.! Das formulierte Ziel
darf fiir konforme und kontraforme Normalkontakte mit und ohne Adhésion zweifelsohne
als erfiillt angesehen werden. Sdmtliche dazu erforderlichen analytischen Beweisfithrungen wurden
erbracht. Insbesondere soll folgendes festgehalten werden:

Jedes reibungsfreie Normalkontaktproblem eines beliebig geformten axialsymmetrischen Indenters
mit dem elastischen Halbraum l&sst sich stets auf ein eindimensionales Modell abbilden. Das Ersatz-
system liefert exakt die dreidimensionalen Zusammenhéange zwischen Normalkraft P, Eindriicktiefe
¢ und Kontaktradius a. Dazu ist lediglich die Oberflichenform des Originals durch einen konstanten
Faktor zu modifizieren.?

Die Kontaktspannungen kénnen nach Gleichung (2.81) aus der modifizierten Geometrie durch ABEL-
Riicktransformation gewonnen werden. Eine physikalische Interpretation solcher, iiber die WEBER-
Transformierte, ist auf den Seiten 28-31 zu finden. Hier wird auch gezeigt, dass die fiir den HERTZ-
schen Kontakt mogliche, sehr effiziente Reformulierung von Spannungen nach V.L. PopPov und
GEIKE [33]| nur auf einige Sonderfille iibertragbar ist. In Erweiterung ihrer Idee wird allerdings
eine Alternative vorgestellt, die zunéchst eine Entwicklung der Ersatzgeometrie in besondere Wur-
zelausdriicke erfordert. Der anschliefsende Weg bishin zu den Normalspannungen ist duferst elegant
und steht der einst von G.Ia. Porov [89] veréffentlichten Methode in keinerlei Hinsicht nach. G.Ia.
Poprov driickte die reale Oberflichenform iiber LEGENDRE-Polynome aus und konnte daraus sehr
einfach auf die Spannungsverteilung schliefsen. Beide Theorien sind jedoch nur auf Potenzfunktio-
nen mit geraden (natiirlichen) Exponenten anwendbar. Einschliefslich eines konformen Kontaktes als
Anwendungsbeispiel werden sie in Anhang C gegeniibergestellt.

'Durch sinnvolle (auch ndherungsweise giiltige) Annahmen kénnte das Ersatzmodell sogar noch einfacher und
dadurch effizienter gestaltet werden.
2Der Faktor wurde mit & bezeichnet, dessen Definition ist auf Seite 17, Gleichung (2.48) gegeben.
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Aus den Forminvarianzen ebener und axialsymmetrischer Systeme hinsichtlich der Bestimmungsglei-
chungen fiir die Spannungen und Verschiebungen im Inneren wurde basierend auf der Theorie der
Altmeister ein Korrespondenzprinzip entwickelt, das fiir den Normal- und azialsymmetrischen
Tangentialkontakt® gilt. Solches gestattet die exakte Umrechnung zwischen den Feldgréfen
ebener und axialsymmetrischer Systeme. Dazu sind zunéchst die Randlasten zu transformieren
und auf eine Halbscheibe aufzuprédgen, deren innere Spannungen und Verschiebungen im Anschluss
einer ABEL-Riicktransformation zu unterziehen sind. Diese Linienintegrationen stellen einen Mehr-
aufwand dar, der grofte Vorteil allerdings besteht in der Reduktion einer vollen Dimension. Die
Gewichte beider miissen zukiinftig gegeniibergestellt werden. Es sei angemerkt, dass moglicherweise
durch eine Art Prinzip der lokalen Nachbarschaft der Integrationsaufwand verringert werden kann.
Trotz der analytischen Beweisfiihrung wurde das Korrespondenzprinzip numerisch am Beispiel der
Indentierung des Halbraums durch einen flachen zylindrischen, einen konischen und einen sphérischen
Stempel getestet. Abgesehen von minimalen Schwankungen bedingt durch die numerische Integrati-
on stimmten die inneren Felder exakt mit den analytisch gegebenen iiberein; das galt selbsterkldrend
auch fiir die im Rahmen elastoplastischer Untersuchungen wichtigen Vergleichsspannungen. Am En-
de von Kapitel 2 wird ein Dimensionsreduktionsalgorithmus aufgelistet, der das eindimensionale
Federmodell an das zweidimensionale System koppelt und so die exakte Abbildung sdmtlicher den
axialsymmetrischen Kontakt charakterisierender Grofen (P, 6, a, u(x), S (x)) verspricht.

Die Erweiterung der Reduktionsmethode auf den adhisiven Kontakt ist vollstindig ge-
lungen. Als Adhésionstheorie wurde dabei die JKR-Theorie verwendet. Wiederum kénnen beliebig
geformte axialsymmetrische Kontakte mit Adhésion exakt abgebildet werden. Das Zusammenspiel
des Studiums der Literatur von SNEDDON [107], des Originalpapers zur JKR-Theorie [55] sowie der
bruchmechanischen Analogien von MAUGIS [66] fithrte zu einer genial einfachen Umsetzung (siche
Abschnitt 3.2).4

Leider musste ich feststellen, dass die Erweiterung der JKR-Theorie auf beliebig geformte Inden-
ter bereits YAO und GAO [126] 2005 gelungen ist. Vollstdndige Stabilitdtsuntersuchungen unter
Hfixed-load™ und ,fixed-grips”-Bedingungen blieben sie schuldig. Solche habe ich nachgeholt und in
Tabelle 3.1 auf Seite 60 zusammengefasst.

Die exakte Abbildung des adhésiven Kontaktes bedeutet sicherlich eine Bereicherung fiir das Simu-
lationsverfahren von PorPov und GEIKE. Ebenso kann die Modellierung des axialsymmetrischen,
konformen Kontaktes biologischer Strukturen nun sehr viel einfacher und ohne Verlust an Genauig-
keit erfolgen — bei der Aktualitdt der Thematik und der Komplexitét der Strukturen bestimmt von
Interesse.

Die Kompatibilitit des Korrespondenzprinzips mit dem adhisiven Kontakt wurde an
einem numerischen Beispiel untermauert. Jenes kann sogar auf geschichtete und inhomogene
Halbriaume angewendet werden!

Alle oben vorgestellten Dimensionsreduktionen bilden dreidimensionale Kontakteigenschaften ezakt
ab. Sie sind aus analytischen Betrachtungen heraus entstanden und konnen daher in jedwede Si-
mulationsverfahren (kommerzielle Software) implementiert werden. Eine Erweiterung auf die exakte
Abbildung der globalen, zeitabhéngigen Grofen P (t), §(t), a(t) im Falle von viskoelastischen
Materialien scheint sehr einfach realisierbar, wenn man das Konzept von RADOK [97] verfolgt.
Demnach gehen die Losungen des viskoelastischen aus denen des reinen elastischen Kontaktes her-
vor, nur die elastischen Parameter miissen durch einen entsprechenden Integraloperator ausgetauscht
werden.

3Darunter fallt leider nicht der {ibliche Tangentialkontakt nach MINDLIN, da dort die Tangentialspannungen nur
in eine Richtung weisen!
4Lediglich die Uberlagerung einer Starrkdrpertranslation musste beachtet werden.
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Grundlegende Uberlegungen eingangs von Kapitel 4 fithrten zum Schluss, dass die Verschiebungen
innerhalb einer inhomogenen Halbscheibe durch geeignete Wahl eines tiefenabhéngigen elastischen
Moduls derart regelbar sind, dass sich qualitativ der dreidimensionale Zusammenhang wu; ~ 1/r ein-
stellt. Das Charakteristikum der 2D-Spannungsgrofen lasst sich hingegen dadurch nicht beeinflussen!
Das schliefit die Moglichkeit aus, jemals die axialsymmetrischen Felder direkt aus einer inhomogenen
Halbscheibe abgreifen zu koénnen.

Da die Oberflachenlinie der GIBSON-Halbscheibe wie eine WINKLER-Bettung reagiert, ergeben sich
beim Eindruck mit dem modifizierten Stempel die exakten dreidimensionalen P-§-a Relationen. Die
Spannungen aber nicht Verschiebungen in einer linear-inhomogenen, inkompressiblen Halbscheibe
sind identisch mit jenen im homogenen, ebenen Medium, wodurch mit dem Korrespondenzprinzip
zumindest die Spannungskomponenten o, und 7,, exakt abbildbar sind. Fiir die Reproduzierbarkeit
aller den Kontakt ausmachenden dreidimensionalen Gréfien eignet sich das ebene GIBSON-Medium
meines Erachtens nicht; eine weiterfiihrende in der Analytik des Problems verborgene Idee mochte
ich nicht ausschliefen. Aufbauend auf einer solchen konnte ich beispielsweise nachweisen, dass der
Quotient aus Haft- und Gesamtkontakthalbbreite ¢/a fiir den 2D-Tangentialkontakt zwischen einem
starren Zylinder und einem linear-inhomogenen Grundkirper mit dem der Kontaktradien des tan-
gentialen Kontaktes einer starren Kugel auf einem homogenen elastischen Halbraum {ibereinstimmt.

Urspriinglich sollten in Kapitel 5 verschiedene zweidimensionale elastische Gittermodelle hinsichtlich
ihrer Eigenschaft untersucht werden, das Verhalten des zweidimensionalen, isotropen Kontinuums
mit zwei unabhangigen elastischen Parametern adaquat abzubilden, dabei analytische Betrachtungen
und numerische Anwendung gepaart werden. Letztere mussten leider ausbleiben, da sich aufgrund
der Randproblematik ebener Systeme bereits ein zu grofer Fehler einstellt, der weitere Untersuchun-
gen als nicht sinnvoll einstuft. Zwischen BORN-, KIRKWOOD- und MCA-Modellen wurde unterschie-
den und auf Grundlage eines quadratischen Gitters deren Vor- und Nachteile aufgezeigt. Speziell
im BORN-Modell tritt in der Formdnderungsenergie ein Anteil auf, der gegeniiber infinitesimalen
Starrkérperrotationen nicht invariant ist. Dessen Einfluss zu studieren, sehe ich als eine interessante
zukiinftige Aufgabe an.

Zur numerischen Simulation des Kontaktes selbstaffiner Oberflachen wurde ein hierarchisches Sy-
stem® entwickelt, welches gegeniiber einem homogen-diskretisierten, dreidimensionalen elastischen
Block eine weitaus geringere Anzahl unabhéngiger Bewegungsmoglichkeiten besitzt. Bedingt durch
die Tatsache, dass das Abklingen von Inhomogenitéiten im Deformationsfeld an die Wellenldnge der
Rauigkeit gekoppelt ist, darf auf eine feine Diskretisierung im Inneren verzichtet werden. Hier wurde
die Teilchenanzahl von Schicht zu Schicht je auf ein Viertel reduziert, gleichzeitig der Schichtabstand
verdoppelt und eine Beschrankung auf vertikale Freiheitsgrade vorgenommen. Es galt zu untersu-
chen, inwieweit man mit diesem extrem vereinfachten Modell noch angemessene Resultate erzielen
kann. Bei 128 % 128 Teilchen in der Oberflachenschicht lieferte das Modell folgende Ergebnisse:

Die relative Anné&herung der Oberflichen mit zunehmendem Nominaldruck zeigte qualitativ und
quantitativ den von Theorie und Experiment vorhergesagten exponentiellen Verlauf.

Die Abhéngigkeit der realen Kontaktflache von der Normalkraft fiir A/A4, < 1 wurde unter Beriick-
sichtigung zweier verschiedener Kontaktdefinitionen untersucht. Unter Verwendung eines kritischen
Kontaktabstandes ergaben sich zum Teil lineare aber auch nichtlineare Zusammenhéange. Mit dem
Verfahren von PERSSON und YANG [124] — bestmdglicher Fit der Druckverteilung an eine analyti-
sche Vorgabe — konnte eine (annéhernde) Linearitét sichergestellt werden. Bei duferst kleinen (aber
dennoch relevanten) Kriften ist die Anwendbarkeit des Verfahrens zweifelhaft.

Fiir verschiedene Oberflichen mit gleichen statistischen Kennwerten differierten die P-A Verlaufe in
ihrer Steigung zum Teil sehr stark und verhinderten so einen effektiven Vergleich mit der Theorie bzw.

SEs ist ebenso als Modell fiir real-diskrete Strukturen geeignet.



120 KAPITEL 7 ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

den Ergebnissen anderer numerischer Simulationen. Daher sollten Rechnungen mit einem um eine
Schicht vergroferten System (256%256 Teilchen) anschlieften. Bei zu vermutender Konvergenz konnen
dann reprisentative Aussagen iiber die Eignung des hierarchischen Systems zur Kontaktsimulation
getroffen werden, zumal eine Vielzahl unterschiedlicher Verfahren einheitliche Resultate zeigen. Die
Ergebnisse hinsichtlich der Perkolationsgrenze sind schwer einzuordnen.



Anhang A

Differenzialoperatoren und
Integraltransformationen

A.1 Differenzialoperatoren
Die Darstellung des LAPLACE-Operators in Zylinderkoordinaten r, ¢, z lautet

2 10 1 9 0?

N — 4+ -~ 4+ - 7 4 7 . Al
87”2_'—7“87”—1—7“28@2—1—822’ (A1)
bei Axialsymmetrie mit der z-Achse als Symmetrieachse vereinfacht sich dieser zu
2 1 2
Ny = 0 0 0 (A.2)

oz rar 922
A.2 Integraltransformationen

Zwischen den HANKEL-Transformationen spezieller Ableitungen existieren mitunter wichtige Zu-
sammenhénge

Mo [t A0 | = - [0 6 (A3)

Hn [r‘”_lg {r ()} 5} = EHppr [f(r); €]

Das Aufsuchen von Verbindungen zwischen HANKEL- und FOURIER-Sinus- bzw. FOURIER-Cosinus-
Transformation hat sich fiir die Anwendung in der Elastizitdtstheorie als sinnvoll erwiesen. Definiert
man die FOURIER-Sinus- bzw. die FOURIER-Cosinus-Transformierte einer Funktion f(¢) durch

16 = Firore— g =y [ s i
0

fe(§)

Felf(t); t — &) = \/g/f(t) cos(&t) dt (A4)
0
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so besitzen folgende auch als ABEL-Transformationen 1. und 2.Art bekannte Beziehungen Giiltigkeit

Adlf(t); o] = Hol¢™" fe(€) \f/\/i (A.5)

As[f(t); o] == Hol¢ " fs(€) \/7/\/? wobei 0>0. (A.6)

Die zugehorigen Umkehrtransformationen gehorchen den Gesetzméabigkeiten

ATNF@s o = A (0); o = 0Ailf(1); d (A7)
A f(): o] = =S Atf (1) 0] = —0Aalf(1); o (A.8)
niitzliche Verkniipfungen sind
A {tHo [f ()5 t]; o} = Felf(0); 2] (A.9)
s As {H1[f (0)st]; 2} = Fs[f(o);a]. (A.10)

Sei nun

1
g = z Cos
£) = \/; 0/ (1) cos(&t) dt (A11)

dann gelten in Anlehnung an Gleichung (A.5)

min(,1)

—1a0py. _ 2 g(t)
Hol¢™ 9(8): o = \/; 0/ 7mdt (A.12)
1
Holg(©): o) = \/zHu@){ N hgj”éﬂdt}, (A.13

worin H (z) die HEAVISIDE-Funktion darstellt.

Aus einer Reihenentwicklung ist der folgende funktionale Zusammenhang

cos(t€) = /gtgj_%(tg) (A.14)

leicht nachvollziehbar und unterstiitzt die Giiltigkeit der integralen Beziehung

Folf(t); €] = M 1 [t 2 £(1); €], (A.15)

die im Rahmen der Auswertung von Dualintegralgleichungen fiir ebene Probleme der Elastizitét
sinnvoll ist. Dabei wird u.a. auch die MELLIN-Transformation bzw. ihre Inversion in Anspruch ge-
nommen

1

fru(€) = MIf(1); €] = 71‘ e dt = <£fc>
0

c+1i00

O =ML = o [ fulortde, (A1

c—100
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Bei der Bestimmung von Eindringtiefe und Kontaktkraft fiir einen Indenter mit einem Polynom

n-ten Grades als Formfunktion hat sich nachfolgendes Integral als Hilfe erwiesen

/t VAT,
R ET

zudem wird Gebrauch von I'(3) = /7 sowie den Zusammenhéngen

MNx+1) = zl(z)
I'n) = (n—1)! Vn e Nt

gemacht. Weitere Integrationen von Bedeutung sind:

/2 e
/ cos® Tt () cos (B80) df = 2 (2 + a)
r <3+a—ﬂ) r (3+a+6>
—7/2 2 2
w/2

/ cos®™! (9)sin (B80) d§ = 0.

—7/2

(A.17)

(A.20)

(A.21)






Anhang B

Zum zweidimensionalen Kontaktproblem

B.1 Herleitung der integralen Bestimmungsgleichungen fiir die Feld-
grofien

In Kapitel 2.3.2 wurde erwahnt, dass ein ebenes Problem im Rahmen der klassischen Elastizitats-
theorie auf die Losung der biharmonischen Gleichung

AND(z,y) =0

zurlickgefithrt werden kann. In Anlehnung an die Definitionen (A.4) werden FOURIER-Hin- und
-Riicktransformation in der Formulierung

fNy) = Flf(z,y); x — A= \/% / F(z,y)e™ da

fay) = F RO A —a] = %27/ FOuy)e ™ dx (B.1)

in der Folge genutzt. Angewandt auf die Bipotenzialgleichung ergibt sich

2 2
(8@—3/2 - /\2> d(\y) =0, (B.2)

deren allgemeine Losung
®(\,y) = (A+ By)e N 4 (C + Dy) M (B.3)

leicht nachvollziehbar ist. Die Konstanten hinsichtlich der Ortskoordinate y sind Funktionen der
Bildvariable A und miissen wiederum den Randbedingungen geniigen. Da in dieser Arbeit stets die
Anwendung der Halbraumtheorie vorausgesetzt wird, kann der zweite Losungsteil nicht auftreten,
denn sémtliche Spannungen im Unendlichen streben gegen Null!. Die Bestimmung der verbleibenden
Koeffizienten ist an die Spannungsrandbedingungen gekniipft — ersichtlich aus Abbildung B.1.

Im Gegensatz zur axialsymmetrischen Belastung werden bei ebenen Problemen die Verschiebungen im Unendlichen
nicht verschwinden; daher werden héufig Relativverschiebungen gegeniiber einem Fixpunkt der Momentankonfigura-
tion angegeben!
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Uyy($>y:0) = —p(x)

Y

Abbildung B.1: Normalspannungen auf einem halbunendlichen zweidimensionalen elastischen Medi-
um.

Fiir die FOURIER-Transformierte der Airyschen Spannungsfunktion nach Anpassung an (B.4) folgt

b0 9) = B (14 e, (B.5)

wobei p(\) die Transformierte der Normaldruckverteilung p(x) darstellt. Mit Hilfe der Beziehungen
(2.63) konnen zunéichst die Spannungen und daraus die Verschiebungen ermittelt werden. Die Be-

rechnung ist in den Biichern von HAHN [42]| bzw. SNEDDON [105] detailliert aufgezeigt, weshalb hier
nicht ndher darauf eingegangen wird; die Integralgleichungen fiir die Feldgréfen lauten

17 .
Opy = ———— 1 — |Ay) p(\)e”Plv=iAz g)
Wor (1= [Ay)B(A)
1 ~ —|A|y—iAz
W= T e (1 + [My)p(A)e dA
Tay = L iIAyp(N)e MY=IAT g (B.6)
v \ 27
14y i [ p(N) “Aly—iA
. = - 1—2v— |\ Y=L g
1+v 1 [ p(N) —|Aly—ix
= 2(1 — A Y7L g\ .

B.2 Lo6sung von Dualintegralgleichungen

Im Rahmen einer Anwendung der HANKEL-Transformation zur Losung von Randwertproblemen
konnen diese haufig auf zwei gekoppelte Integralgleichungen zuriickgefithrt werden, welche die fol-
gende Gestalt besitzen

o0

/ EFOInlte)dE = gt) i 0<t<1 (B.7)

0

/f(f)Jm(tf)dn ~ 0 fiir t>1. (B.5)
0
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Der Aufwand reduziert sich dadurch auf das Auffinden der Funktion f(&) bei gegenem g(t). Auf der
Grundlage der MELLIN-Transformation (A.16) schuf TITCHMARSH [116] einen formalen Losungsweg;
in einer durch BUSBRIDGE [17] modifizierten Fassung lautet das Ergebnis

k 1
_ 2t 1+4 mAl (1 _ 42\
1O =t m+§<5>0/t (1 2)% g (1) de +
1 1
/um+l (1—u2)2/g(yu) (gy)Q—f—g Jm-l—l—l—% (&y) dydu| . (B.9)
0 0

Die Giiltigkeit der Gleichung (B.9) ist dabei auf k > —2und —m — 1 < k — 3 < m + 1 beschréinkt.






Anhang C

Erganzungen zum axialsymmetrischen
Kontaktproblem

C.1 Darstellung der realen Oberflachenverschiebung iiber verallge-
meinerte LEGENDRE-Polynome

Die Verschiebungsformeln, die Boussinesq einst fiir die Einzelkraft auf einem elastischen Halbraum
ableitete [13], sind auch fiir die Oberflichenpunkte bei (z = 0) giiltig. Danach ergibt sich fiir die
Normalverschiebung eines Punktes im Abstand r = /22 + y2 von der Angriffsstelle der Last P

B P 1—v
G r

Die Fundamentallosung (C.1) gepaart mit dem Superpositionsprinzip ermoglicht nun gerade die
Erweiterung auf eine beliebige Spannungsverteilung an der Oberflache, welche bei Verwendung von
Zylinderkoordinaten s, ¢ bzw. 6 := ¢/2 die folgende Gestalt annimmt

(C.1)

u, (r, z=0)

2m a

u, (r,z=0) = 12;;0/0/\/( 5 (5) - dsdp

scosp — 1) + s2sin ¢

o 2(1-v) / n(s) <2r) . ©2)

e s+r s+r

mit K

ix
y 1

(x) = /—d@.
) V1 —22cos?6

Die Radialkoordinate r misst dabei den Abstand des betrachteten Punktes vom Ursprung (zu-
gleich Zentrum des Kontaktes) und K (.) kennzeichnet das wvollstindige elliptische Integral 1. Art.
In der Literatur [89] wurde gezeigt, dass (C.2) geschlossen 16sbar ist, wenn die Spannungsverteilung
iiber verallgemeinerte LEGENDRE Polynome Lo, (a: =v1- f2> ausgedriickt wird. Nachstehend ist
sowohl deren allgemeine Definition als auch eine daraus resultierende niitzliche Rekursionsformel
angegeben

1 dm

Ly, (z) = S g (2 - 1)m (C.3)
Lois () = mLH (2 + 1) 2L () — mLy_1 (2)] - (C.4)
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Die konkrete Losung soll — obwohl mit Gleichung (2.85) aus Abschnitt 2.3.4 bereits gegeben — hier
nochmal wiederholt werden

(r=3) = msz”LQ"(V ?)

=  wne=0 = %G_V)Zkzn[mnm)m% (vVi-7).
n=0

Die Anwendung dieser Beziechungen auf den HERTZschen Kontakt inklusive einer eleganten Berech-
nung von P (§) und ¢ (a) hat GLADWELL [39] aufgefiihrt. Dass die Methode durchaus noch aktuell
ist, zeigt der Artikel von JAFFAR [52], in welchem sowohl die Normal- als auch Tangentialspannun-
gen bei axialsymmetrischer reibungsbehafteter Indentierung iiber LEGENDRE Polynome ausgedriickt
wurden. Fiir den durch das AMONTON Gesetz vollstiandig gekoppelten Kontakt werden Losungen
fiir die Kugel und den flachen zylindrischen Stempel analysiert. Abschliefsend mé&chte ich mit dem
vorgestellten Konzept einen reibungsfreien konformen Kontakt behandeln.

Beispielhafte Anwendung auf einen Konformen Kontakt

Gegebene Formfunktion: u, (r)=49—cr

2
Verschiebungsansatz: u, (F) = %Zkgn [Lon, (0)]2 Lo, (\/ 1-— F2>
n=0

1 1
LEGENDRE Polynome:  Lo(¢) =1 Ly(a) =5 (-1+3%)  Li=< (3 3022 + 352 >>
1
Einsetzen und Sortieren: u, () = "l [kzo + —ko + 6%k4 + (-%]{32 — 6—5k4> + ngkUA]
E 8 64 E 512 F
Koeffizi leich: =—(0——a' =_——a =-————a
oeffizientenvergleic ko — <<5 5 c> ko 51 7% C k4 T

Die Beziehung zwischen der Eindriicktiefe § und dem Kontaktradius a erhalten wir aus der stetigen
Differenzierbarkeit eines kontinuierlichen Kontaktes am Indentierungsrand

N
limp(r)=0 = Zan[an (0)=0,
n=0

die Normalkraft P hingegen mittels Integration der Spannungen p (r) iiber das Kontaktgebiet!.

! Anstelle der Standardintegration ist auch eine Ausnutzung der Orthogonalititseigenschaften der LEGENDRE Po-
lynome moglich.
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2
1
Differenzierbarkeit bei r = a: Zk‘gnLgn 0)=0 = ko— 51/62 + gkz; =0 == §a4c
n=0 I

32 Eca®
Einsetzen der Konst. in p (r): p(F)=— L V1= (1+27?)

64 ~
Integration von p (7): P = /p (r) dA = = Eca®
A

Man verifiziere die Ergebnisse mittels der im Rahmen des Ersatzmodells abgeleiteten Gleichungen
(2.42), (2.43) und (2.56).

C.2 Darstellung der Geometrie des Ersatzmodells iiber Wurzelglie-
der

Im Sinne einer Ankopplung an das reduzierte System zur vereinfachten Berechnung der Kontaktspan-
nungen wird anstelle der realen die Oberflaichennormalverschiebung im Ersatzsystem in eine Reihe
der Glieder s™ := (1 — icQ)m/ ? entwickelt. Zunichst sei angenommen, dass dieser Schritt vollzogen
ist, Ausgangspunkt weiterer Untersuchungen daher die 1D-Geometrie in der Form

K

9. (s)=) e (C.5)
k

=1

&z(rv 0) = g(s) =

T

bildet. Einsetzen von (C.5) in (2.81) gefolgt von einer Substitution auf die Integrationsvariable s
und der Beriicksichtigung des Hilfsintegrals (A.17) fiihrt auf die reale Kontaktspannungsverteilung

1B &E
P =Y ps) = st (C6)
k=1 k=1

Ein Vergleich von (C.5) mit (C.6) bestétigt die Vermutung, die Spannungsverteilung mittels einfacher

Division der Verschiebungen durch s := /1 — %% gewinnen zu konnen; leider miissen dabei aber
die einzelnen Glieder gewichtet werden, wobei der schon bekannte Transformationsfaktor s, aus
Abschnitt 2.2.1 auf Seite 16 zwischen solchen vermittelt:

K = K

p(s) = 5 2% (s) = s 2 S (C.7)

Das Ergebnis (C.7) zusammen mit dem Ansatz fiir die Verschiebungen im diskreten Federmodell
(C.5) stehen in ihrer Einfachheit dem oben erwidhnten Losungsweg iiber LEGENDRE Polynome nichts
nach! Schuldig bleibe ich noch die Relation zwischen den Formkoeflizienten ¢, und e, beim Ubergang

i (@) =6 f (&) — a(e)=g(s), (C.8)
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wobei ich mich der Einfachheit halber auf gerade Potenzen beschréinken mochte?. Mit dieser An-
nahme unter Beachtung der Bestimmungsgleichung fiir die Eindriicktiefe (2.49) erfolgt zunéchst die
Abbildung vom Original- zum Ersatzsystem

N N
uy (r)=20— Z Cona?" 2" — U, (x) = Z Cona™ (1— 5:2n) (C.9)
n=1 n=1

und im Anschluf die Entwicklung letzteres iiber die genannten Wurzeln, indem & = v/1 — s? gesetzt
wird

N N n o
G(s)=> Gna™ [1—(1-5%)"] =) &pa® [1 —~ < 7; ) (1) 32’] : (C.10)
n=1 n=1 i

1=0

Diese mit Hilfe von binomischen Formeln zustandegekommene Doppelsumme kann elementar ver-
einfacht werden, wodurch letzten Endes nur noch

N N
TR D) SR G I 1)

verbleibt und ein Koeffizientenvergleich die neuen Formfaktoren e,, definiert

al k
ey =Y Eya’” ( N > (—1)" (C.12)
k=n

Analog dem vorausgegangenen Abschnitt, moéchte ich auch dieses Kapitel mit einem Beispiel ab-
schliefsen, welches angefangen von einer gegebenen axialsymmetrischen Indenterform den Ablauf-
prozefs bishin zur Bestimmung der Normaldruckverteilung darlegt.

2Auch G.Ia. Popov hatte in [89] diese Einschrinkung gemacht!
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Zweigliedrige Verschiebungsvorgabe mit geraden Exponenten
Gegebene Formfunktion: u, (r) =6 —c,r? —c,rt
Formfaktoren - Ersatzgeometrie: C, = x,c, = 2c, ¢, == x,c, = ¢y
= = .2

. . 8
Ersatzgeometrie: i, (z) =0 — &2 — ¢, 2% = § — 2c,2° — 36T

Eindriicktiefe aus @,(a) = 0: & = 2c,a® + §c4a4 = i, (v) = 2¢,a® (1 — 7°) + §c4a4 (1-3%

> c,a ( >262a2—|—2&4a4
2
2

Formfaktoren e,, aus (C.12): = ¢,a? (

1

1 +c
: 1 2 4
Druckverteilung nach (C.7): p(s) = —= (5,6, + »,e,5%)

s

[%2 (52a2 + 254a4) s — %4E4a4s3]

E

™

32 64
4c,a + §c4a3 - §c4a3 (1 - f2) 1 — 72

Die Richtigkeit der aus dem zweigliedrigen Verschiebungsansatz berechneten Druckverteilung kann
man leicht priifen, indem je ein Koeffizient c,, zu Null gesetzt wird. Die resultierenden Losungen er-
geben dann den Spannungsverlauf nach HERTZ bzw. den fiir das behandelte Beispiel eines konformen
Kontaktes. Es bleibt noch zu sagen, dass das Vorhandensein auch ungerader Potenzen in r erheb-
lichen Mehraufwand bedeutet, da u.a. Entwicklungen in eine unendliche TAYLOR-Reihe notwendig
sind.






Anhang D

Bruchmechanische Grundlagen

D.1 Energiefreisetzungsrate und Bruchkriterium nach GRIFFITH

Betrachten wir den durch eine konstante Last P beanspruchten axialsymmetrischen elastischen Kor-
per in Abbildung D.1, welcher an einer starren horizontalen Ebene adhiert. Das kreisformige Kon-
taktgebiet soll in dem gezeigten Gleichgewichtszustand die Flache A besitzen.

T

Abbildung D.1: Durch eine konstante Kraft P beanspruchter elastischer Korper, welcher iiber die
Fldache A an einer Ebene adhiert.

Der Zustand des adiabatisch abgeschlossenenen Systems héngt nur von der Kontaktfliche A und
der Eindriicktiefe 6 ab. Die innere Energie U ist rein elastischer Natur (U = Uy;). Nach dem ersten
Hauptsatz der Thermodynamik wird ein Beitrag der Arbeit der duReren Lasten W¢ eine Anderung
der Summe aus elastischer Energie U,; und Oberflichenenergie Ug hervorrufen

dU (A,0) + dUs(A) = dw*®
dUy (A,8) —5dA = P(A,0)ds. (D.1)

7 bezeichnet darin die DUPREsche Adhésionsenergie. Mittels LEGENDRE-Transformation kénnen wir
das Paar unabhéngiger extensiver Parameter tauschen

—d[P6 — Uy —7dA = —6(A,P)dP, (D.2)
——
U (A,P)

sodass die Ausfithrung der vollstdndigen Differenziale fiir die elastische und komplementére elastische
Energie U el‘i nach einem Koeffizientenvergleich einerseits die Sétze von CASTIGLIANO

U\ oukN
(%), =" (55), =% (B3
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andererseits die unterschiedlichen Berechnungsmoglichkeiten fiir die elastische Energiefreisetzungs-

rate G
~ oU,; oU k’i
= = — & D4
¢ = (4), = (54), (B4

liefert. Wie eingangs erwahnt, nehmen wir nun eine Variation der Kontaktflache bei konstanter Kraft
P vor (= dP =0), so dass aus (D.2) die Gleichgewichtsbedingung

- ou*
G:—< el> =5 (D.5)
9A ),

abfillt. Eine gedachte Anderung der Kontaktfliche bei konstanter Verschiebung ¢ (= dé = 0) fiihrt
auf die gleiche Bedingung, nur die Berechnung von G geschieht auf unterschiedliche Weise

é=<%§%27- (D)

Obige Gleichgewichtsrelationen bilden das Energetische Bruchkriterium nach GRIFFITH [41]. Vollig
analog kann man nun die Stabilitdt des Gleichgewichtes entweder bei konstanter Kraft oder kon-
stanter Verschiebung untersuchen; es werden Diskrepanzen in den Stabilitdtsgrenzen auftreten. Die
Stabilitdat bezieht sich dabei auf den Rand des Kontaktes zwischen dem elastischen Korper und der
Ebene, welcher als Rifs gedeutet wird, der sich nach innen bzw. aufen ausbreiten kann. Fiir ein

stabiles Gleichgewicht
oG
Pbzw.o

wiirde eine Stérung/Variation der Kontaktfliche den Riff stets wieder schliefen. Nur die Anderung
von P bzw. ¢ kann das Kontaktgebiet beeinflussen, wobei sich wiederum G = 7 einstellt.! Die kriti-
sche Kraft P, — die Adhiisionskraft? — sowie die kritische Eindriicktiefe §, gehoren zum grenzstabilen
Zustand. Sie ergeben sich damit aus den Beziehungen

oG
() o
Pbzw.§
Im quasistatischen Gleichgewicht muf das totale Differenzial von G gleich Null sein

- oG oG

dG (A,d) = (8_A> dA + (%> dd =0 (D.9)
1) A

- oG oG

dG (A, P) = (8_A>PdA+ <O_P>Adp_0’ (D.10)

nutzt man zusétzlich die Indifferenzforderungen (D.8), so verschwinden hierin die partiellen Ablei-
tungen nach A und unter den Voraussetzungen (%)A # 0 bzw. (%)A # 0 erhalten wir zwei leicht
nachvollziehbare alternative Stabilitdtsgleichungen
dd dP
dA ~ dA ~
Thre Auswertung fithrt auf unterschiedliche kritische Kontaktradien, je nachdem, ob der Versuch

einer Weg- oder Kraftsteuerung folgt. Die kritische/minimale Eindriicktiefe, bei welcher sich der
Riss spontan ausbreitet, kann daher ebenfalls auf zweierlei Art definiert werden.

0 0. (D.11)

!Gemeint sind quasistatische Anderungen der Normalkraft oder Verschiebung!
2Hsufig wird nur der Betrag von P. als Adhisionskraft bezeichnet. Da aber die Geometrie entscheidenden Einflu
auf das Vorzeichen von P. nimmt, méchte ich davon absehen!
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D.2 Aquivalenz zum Konzept der Spannungsintensititsfaktoren

Ebene Probleme in der linear elastischen Bruchmechanik 16st man bevorzugt mit Hilfe der Methode
der komplexen Spannungsfunktionen. In dieser Arbeit werden nur die Ergebnisse in der unmittelbaren
Umgebung einer Rissfront zugehorig zu einem Riss im Modus I wiedergegeben. Darunter versteht
man einen Riss, der sich senkrecht zur Rissfront aufgrund einer Zugbelastung 6ffnet. Fiir eine genaue
Rechnung sei auf [3] verwiesen.

Abbildung D.2: Zur Kinematik und Dynamik eines ebenen Risses im Offnungsmodus I

Im Nahfeld des Risses (siche Abbildung D.2) sind die Spannungen und Verschiebungen durch

o2z (1,5) ] [ 1 —sin (g) sin (%) |
0. (n, ) = \/% cos <§> 1 + sin (g) sin (%) (D.12)
Taz (1) ] ] sin (g) cos %) |

- 8
Uy (777 ﬁ) K; n cos (5)
= —/=— B —4v —cosf) (D.13)
2G \ 27
Uy (7775) | 1 (
gegeben. Unser Interesse galt nun gerade den Ligamentspannungen o, (1, 5 = 0) sowie den Normal-
verschiebungen u, (1, 3 = £7) — der Offnungsform des Risses; diese lauten?3
K

2
uy (n,==+m) = :I:EK[\/QI. (D.15)

Die Starke des Rissspitzenfeldes charakterisiert allein der K-Faktor, welcher i. a. vom Material so-
wie von der Geometrie, Liange und Belastung des Risses abhéngt, was IRWIN [51]| dazu bewegte,
ein Bruchkriterium zu definieren. Nach diesem wird eine Rissausbreitung erst dann einsetzen, wenn
der Spannungsintensitatsfaktor K die sogenannte Bruchzihigkeit K. des Werkstoffs erreicht, die
wiederum experimentell aus genormten Bruchversuchen ermittelbar ist. Bei Kenntnis der Ligament-
spannungen geht K aus der Umkehrung

Ky := 111%\/271’77 0..(n,0) (D.16)
77—>

3 Acht . Hierin gilt £ = E !
ung: Hierin gi 51 - 1/2)



138 ANHANG D. BRUCHMECHANISCHE GRUNDLAGEN

hervor.

Beschéftigen wir uns nun mit der Fragestellung, wieviel Arbeit fiir eine Erweiterung des Risses
um A/ erforderlich ist. Dazu fiihren wir gedanklich einen entsprechenden Schnitt im Ligament um
die Rissspitze aus, wodurch die inneren Spannungen nach (D.14) zu duferen Lasten werden (nach
dem Wechselwirkungsprinzip sind diese an den Schnittufern gleich grofs aber entgegengesetzt gerich-
tet.). Anschlieflend werden jene quasistatisch auf Null abgesenkt, so dass sich der Riss entsprechend
(D.15) offnet; die Spannungen verrichten dabei die Arbeit AW, an den Normalverschiebungen der
Schnittufer?
Afl
AW, = —Qb/—azz(n:s,ﬂzo; Du,(n=A0—s,8=m; L+ Al) ds

2
0

V2rs 2m

| ME(OK(C+A0 D17
2F

Al
. _2_b/KI(€)K1(€+A€) Af—sds
EO

b gibt die Tiefe/Breite des ebenen Zustandes an, die Vergroferung der Rissflache ist demnach AA =
b AL

ZAUszy Oy

Abbildung D.3: Qualitative Darstellung der Ligamentspannungen sowie der realen und gedachten
Normalverschiebungen — Zum Arbeitsintegral bei Risserweiterung

Abbildung D.3 trégt zum besseren Verstdndnis oben gedufserter Vorgehensweise bei. Das Verhélt-
nis AW,./AA ist ein Maf fiir die bei einem Rissfortschritt freigesetzte Energie pro Flédche. Durch
Ubergang zum Differenzialquotienten erhalten wir einen Ausdruck fiir die im vorigen Abschnitt
eingefiihrte elastische Energiefreisetzungsrate

dW. K} (0)

G =-— >
dA 2F

(D.18)

Diese Formel unterstreicht die Aquivalenz der Bruchkriterien nach GRIFFITH (energetisches Krite-
rium) und IRWIN (Spannungsintensitatskonzept); von ihr wird in Kapitel 3.1.3 Gebrauch gemacht.

4Dabei ist darauf zu achten, dass die Spannungen bei einer Risslinge ¢ und die Verschiebungen bei £+ Af anzusetzen
sind (Die K-Faktoren waren ja u. a. von der Rissldnge ¢ abhéngig!).



Anhang E

Linienkontakt des inhomogenen
elastischen Kontinuums

In diesem Abschnitt sollen kurz die wesentlichen Zusammenhénge und Ergebnisse fiir den in Ab-
bildung 4.1 skizzierten jedoch inhomogenen Keil aufgefiihrt werden, welcher an seiner Spitze durch
die Linienlasten P und @) beansprucht wird. Dabei orientiere ich mich an den Ausfiihrungen von
BOOKER [9], auch wenn vergleichbare Ergebnisse schon weitaus frither bekannt wurden. Die Inho-
mogenitét soll folgender Art sein:

E(z) = mgyz* mit 0<a<l1. (E.1)

Die in Kapitel 4.1 erlauterte Selbstdhnlichkeit sowie das globale Gleichgewicht iiber verschiedene
selbstahnliche Oberflachen sagen die Darstellung der Feldgrofien in der Form

0ij (R,0) = %%‘(9)
w (R,0) = %Ui(ﬂ) (E.2)

voraus, wobei fiir die Verschiebungen die Beziehung (E.1) beriicksichtigt wurde. In den zugrundege-
legten Polarkoordinaten R,# lauten die das Elastizitatsproblem beschreibenden Grundgleichungen

e Gleichgewichtsbedingungen:

aURR 1 80R9 Opr — Oy
+ —= + 0
OR R 00 R
0o,, 100, 20,
= = E.
oR "R o0 | R 0 (E-3)
e Materialgesetz:
1+v
€rr — E(2) [(1— V)JRR - 1/099]
1+v
= 1—
€0 2) [( v) ) VURR]
1+v
€ro = E (Z) O ro (E4)
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e Verschiebungs-Verzerrungsgleichungen:

ou
“re = 3R
e = LOu  ug
“ ~ R R
1 (1 0u,  Ou, wu,
ro = 2<R 90 TR "R (E.5)

Die Gleichgewichtsbedingungen (E.3) vereinfachen sich erheblich, wenn man den Ansatz (E.2) ver-
wendet. Fiir die nur noch vom Winkel 8 abhédngigen Grofien Sgg und Sgg ergeben sich die beiden
gekoppelten partiellen Differenzialgleichungen erster Ordnung;:

0S
859_599 =0
0Spg
g - . E.
20 + Skre 0 ( 6)

Da beide Seiten des Keils spannungsfrei sind, wird sich nach Anpassung der allgemeinen Losung an
die zugehorigen Spannungsrandbedingungen auch im Inneren Srg = Sgg = 0 einstellen — einzig von
Null verschiedene Spannung ist o . Mit diesen Informationen gewinnen wir aus den Verschiebungs-
verzerrungsgleichungen (E.5) und dem Materialgesetz (E.4) die Bestimmungsdifferenzialgleichungen
fiir die noch drei verbleibenden Unbekannten Sgrg (0), Ur (0) und Uy (0)

—aUg () = msRR(Q)
E
oUy (0 1+v
860( )+UR(9) - m COSO‘HVSRR(H)
E
Wrll) 1+ a)tpe) = 0, (£7)

deren allgemeine Losungen sich mit der Abkiirzung § := \/ (1+a) (1 —ag v > zu
—v

Ur(8) = Ccos(B6)+ Dsin(56)
g

Ug () = Tta [—C'sin (86) + D cos (80)]
Srr(0) = _amlE_iczzo‘H [C cos (80) + D sin (30)] (E.8)

ergeben. Darin sind die Konstanten C' und D aus dem globalen Gleichgewicht zu bestimmen:

02
P = —/SRR(H)COSHCZH
01

02
Q = —/SRR(H)SiHHdH. (E.9)
01
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Im Spezialfall eines elastischen Halbraums (im EVZ) sind 6; = —g und 6y = g zu setzen, so dass

unter Verwendung der Hilfsintegrale (A.20) und (A.21) die Integrationskonstanten

1—12

C(a,p) = o FogP (E.10)
E
3+a—p 3+a+ps
a+1 1-—12 F( p) )F( 2 )
D(a,f) = Y FQ mit Fopi— —— E.11
(@,5) 5 am, 7 2 17T (2 4 a) (E-11)

resultieren; darin gilt entsprechend obiger Einfithrung 8 = 3 (a, v).






Anhang F

Kinematik und Dynamik hierarchischer
Systeme

1-te
Schicht

ii é& ~iiiiﬁiii}i&iﬂag}}&ﬂ;i;}}iiz

%WW

Abbildung F.1: Struktur eines hierarchischen Systems mit dquidistanter Schichtung in z-Richtung;
Schub- und Langsfedern der i-ten Schicht sind hervorgehoben. Das Modell ist auf vertikale Freiheits-
grade beschrankt und beinhaltet periodische Randbedingungen.

Ein hierarchisches Modell nutzt die Tatsache aus, dass die Reichweite von Inhomogenitéaten im Ver-
schiebungsfeld, welche eine charakteristische Wellenldnge der Rauigkeit hervorruft, in etwa von der
gleichen Grofenordnung ist, wie die Wellenldnge selbst (siehe Kap. 6.1.1). Bei der Abbildung des
elastischen Halbraums durch ein diskretes Teilchenmodell miissen wir daher nur im oberflachennahen
Bereich eine sehr feine Diskretisierung verwenden und kénnen mit zunehmender Tiefe eine Vergrobe-
rung vornehmen. Abbildung F.1 zeigt eine zweidimensionale Beispielanordnung der in dieser Arbeit
verwendeten Modelle, bei welcher die Anzahl der Teilchen von Schicht zu Schicht halbiert wird. Alle
Teilchen sollen nur vertikale Freiheitsgrade besitzen, d.h. die angedeuteten Balkenelemente verfiigen
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iiber keinerlei Rotationsbewegungen. In Tiefenrichtung sind die Teilchen durch Léngsfedern der Stei-
figkeit k:ZL miteinander verbunden, horizontal durch ,,Schubfedern” (Federkonstante k:ZS ) gekoppelt;
der Index ¢ kennzeichnet die betrachtete Schicht.

Ferner sind periodische Randbedingungen implementiert, d.h. die Randpunkte innerhalb einer Schicht
interagieren miteinander.! Auch wenn die Skizze eine Aquidistante Schichtung andeutet, so soll in
allen Modellen der Schichtabstand mit dem Faktor zwei zunehmen. Trotz der erheblichen Vereinfa-
chungen des Modells werden die Steifigkeitsparameter durch einen Vergleich mit jenen des elastischen
Kontinuums gewonnen.

F.1 Wechselwirkungen zwischen den Teilchen

Die Anpassung der Léngs- und Schubsteifigkeiten erfolgt mittels Bezug auf einen einachsigen Zug-
und einen Scherversuch. Aus der Konstanz des Elastizitéts- und Gleitmoduls erhalten wir die nétigen
Informationen dariiber, wie die Steifigkeitsparameter von Schicht zu Schicht zu wéhlen sind, um lokal
dieselben Materialeigenschaften zu erzeugen (Abbildung F.2).

AL,

Abbildung F.2: Zur Anpassung von Langs- und Schubsteifigkeiten im hierarchischen Gittermodell;
Vergleich mit lokalem Zug- und Scherversuch.

L L Qg bz ei—l
k. = k. ;- . . F.1
7 i—1 ai_1 bi—l 67, ( )
Koo g, e bi & (F.2)

a;  bi—1 li

a;, b; und ¢; sind die anteiligen linearen Abmessungen, die jedem Federelement zustehen. Obwohl
die Schubfeder stets am Rande zweier Schichten liegt, soll die Zuordnung zu den Léngen in der
dariiberliegenden Schicht erfolgen. Selbstverstdndlich nehmen wir dabei einen weiteren Fehler billi-
gend in Kauf, der allerdings aufgrund der vorausgegangenen Vereinfachungen vertretbar sein diirfte.
Ein diesbeziiglich genaueres (aber komplizierteres) Multiskalenmodell, welches sogar (aus einer Rei-
henschaltung von Schichtsteifigkeiten hervorgehende) Zwischenfedern berticksichtigt, wird in [124]
vorgestellt. Ob dieses ebenfalls nicht isotrope Modell genauere Ergebnisse liefert, sei dahingestellt.

'Das oberste Teilchen wiirde mit sich selbst wechselwirken, was keinen Sinn macht, weshalb hier ein Balkenelement
iiber die ganze Breite gezogen wurde.
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Ein nach Vorgaben dieses Kapitels aufgebautes, ebenes hierarchisches Modell zeigt die Besonderheit,
dass die Steifigkeiten aller Schichten gleich zu wahlen sind! Im rédumlichen Fall hingegen miissen die
Steifigkeiten von Schicht zu Schicht verdoppelt werden. Die Beziehung zwischen den Léngs- und
Schubfedern einer Schicht ist durch die Abhéngigkeit von Elastizitéits- und Gleitmodul festgelegt.
Fiir eine Querdehnzahl von v = 0 ergibt sich der Zusammenhang G = %E und damit

(F.3)

Eine zur Abbildung von kinetischen Vorgédngen korrekte Massenanpassung ist nach Kenntnis der
linearen Abmessungen a;, b; und ¢; banal.

F.2 Wechselwirkungen mit der Oberfliche, Kontaktdefinition

Die Beschrankung auf vertikale Freiheitsgrade wurde bereits angesprochen. Die starre Oberfliache,
mit welcher der elastische Block (das hierarchische System) in Kontakt kommt, wird in gleicher Weise
diskretisiert wie die unterste Schicht des Modells. Jedes Teilchen der Grundschicht soll nur mit dem
Teilchen der starren Oberfliche wechselwirken, das die gleiche x- und y-Koordinate aufweist. Diese
lokale Kraft, welche nur von Az abhéngt, soll derart bemessen sein, dass sie der Wechselwirkung
mit allen anderen Teilchen des Gegenkdrpers entspricht. Waren unsere Teilchen neutrale Atome, so
kann die Kraft mit Hilfe des LENNARD-JONES-Potenzials ermittelt werden. Dabei ist zunéchst das
Potenzial zwischen einem Teilchen und dem Grundkorper zu berechnen und anschlieffend daraus die
konservative Kraft mittels Differenziation nach der Hohendifferenz. Es ergibt sich [90]

R = o ()" e (L) w0

Fiir die hier untersuchten nicht-adhésiven Kontakte ist Cy = 0 zu setzen. Obwohl aus der Dynamik
auf atomarer Skala entsprungen, soll diese Wechselwirkung zum Teil auch als Abstoffungskraft zwi-
schen unseren Teilchen angesetzt werden. Fiir die Simulation des Kontaktes mit rauen Oberflichen
wird eine exponentiell abklingende Funktion vorgezogen, um numerische Probleme nahe der Polstelle
zu umgehen.

»Kontakt” definieren wir, sofern ein kritischer Abstand Azy, zwischen Teilchen und Grundkoérper
unterschritten wurde. Dieser wird aus einer Anpassung an grundlegende zwei- und dreidimensionale
Versuche gewonnen.
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