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Bevor es losgeht ...

0.1 Wofiir dieses Buch

Dieses Buch richtet sich an Studenten der Mathematik, Phy-
sik, und Informatik. Der Inhalt ist auf eine zweite Analysis-
Vorlesung ausgerichtet.

Es gibt viele Biicher iiber Analysis mehrerer Dimensionen, aber
sehr wenige Biicher behandeln die Analysis-Aufgaben in einer
einfachen, detaillierten Art und Weise. Fiir diese Leser ist dieses
Buch geschrieben.

0.2 Lernen durch Aufgaben

In meinem Mathematik Studium habe ich die Erfahrung ge-
macht, dass das Lernen durch Aufgaben mit Lésungen die beste
Methode ist. Natiirlich muss man zuerst selber versuchen eine
Aufgabe zu losen, aber es ist eine Zeitverschwendung, wenn
man zu lange an einer Aufgabe sitzt. Wenn man keine Mu-
sterlésung vor sich hat, dann ist es moglich dass man nie erfahrt,
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wie eine Losung dieser Aufgabe aussehen konnte. Deshalb ha-
be ich mir die Mithe gemacht Losungen zu allen Aufgaben zu
schreiben. Um einen grofitmoglichen Lerneffekt zu haben, ist
es wichtig sich nicht zu lange mit allen Details einer Aufgabe
zu beschéftigen. Viel wichtiger ist es die Methodik einer Aufga-
be zu verstehen. Aus diesem Grund habe ich meine Aufgaben
moglichst einfach gehalten.

0.3 Der schmale Grad zwischen Erfolg und Misserfolg

Dass immer nur eine schmale Wand zwischen Erfolg und Ver-
sagen liegt beschreibt Jeff Olsen, der Président einer amerikani-
schen Satelliten-Fernsehstation, die oft Programme zur personli-
chen Weiterentwicklung anbietet, als ‘den kleinen Unterschied’.
Genau diesen kleinen Unterschied, der iiber Erfolg und Ver-
sagen entscheidet, sieht Olsen in den in leicht zu erfiillenden
taglichen Aufgaben. Doch durch genau diese alltédgliche Konti-
nuitat mit der die kleinen Gewohnheiten durchgefiihrt werden,
werden aus Thnen entscheidende Erfolge oder Misserfolge.

0.4 Einstein und der kleine Unterschied

Auch Einstein kannte Misserfolg. So war es ihm nicht gegliickt
an der Universitat Fufl zu fassen und er arbeitete schlecht be-
zahlt als Patentpriifer. Natiirlich hatte er vollig resigniert und
entmutigt aufgeben kénnen. Seine gesamten Lebensumsténde
waren zu dieser Zeit desillusionierend. So beschrieb sein da-
maliger Hochschullehrer David Reichinstein Einsteins Leben-
sumsténde als fast unertréglich: Einsteins Tiir stand offen, da-
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mit die Wasche im Flur trocknen konnte, er rauchte sehr bil-
lige Zigarren und der Ofen qualmte das ganze Zimmer voll, in
dem gleichzeitig ein Kind lag. Ja, da hatte man schon aufge-
ben konnen und seine Physikstudien mit dem Einwand, dass
alles hektisch und schwierig sei, beruhigt verschieben kénnen.
Mit voranschreitender Zeit brauchte man auch keine Entschul-
digungen mehr fiir das Hinauszégern. Einstein wiirde sich kaum
noch an diese Zeit-Raum-Frage erinnern konnen.

Nein, aber genau dies geschah nicht. Es gab da namlich die-
sen kleinen Unterschied, ndmlich Einsteins kleinen Vorteil, der
grofle Auswirkungen haben sollte: Physik war seine Passion.
Er konnte gar nicht so beschéftigt sein keine Zeit dafiir zu fin-
den. Innerhalb von Zehn Jahren konnte er eine neue Theorie
entwickeln, die weltweit Schlagzeilen machen sollte. Auch Ein-
stein war hieriiber {iberrascht. So war er doch nur seiner Passion
gefolgt und hatte diese zu einem geliebten Hobby gemacht.

0.5 Aufgaben 16sen als Spiel

e Sie sollten ihre Aufgabe als Spiel betrachten.

e Sein Sie sich wahrend des Spiels immer des intellektuellen
Zwecks, der Sie motiviert, bewusst.

e [hr Geist sollte von allen innerlichen oder auflerlichen Ab-
lenkungen frei sein.

e GenieBlen Sie schon den Prozess der Arbeit. Versteifen Sie
sich nicht darauf Ihr Ziel zu erreichen.

e Ein ekstatisches Gefiihl wird Sie als natiirliches Ergeb-
nis plotzlich iiberraschen. Dieser Zustand eroffnet ihnen
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Kapitel 1

Metrische Raume

d [Gan Fronsisco, Rend) = 5

Der Metrische Raum ist ein Begriftf aus der Topologie. In der Topologie stu-
diert man topologische Rdume, die eine Verallgemeinerung der metrischen
Réaume sind. Meistens reicht es, nur metrische Rdume zu betrachten.

1.1 Abstand und Norm

Den zwei dimensionalen Raum R? kann man als eine Ebene, mit z; und
Ty als kartesischen Komponenten darstellen. Der Abstand zwischen zwei

1



2 KAPITEL 1. METRISCHE RAUME

Punkten z = (x1,x2) und y = (y1,y2) ist laut dem Satz von Pythagoras

d(z,y) = /(y1 — 71)2 + (Y2 — 79)?

Dieser Abstand héngt nur von der Differenz y — x ab und wird also mit

ly — ]2

beschrieben, wobei

|2|l2 ;== 1/22 + 23 falls 2z = (21, 29)

Im dreidimensionalen Raum ist der Abstand zwischen

T = (xl,ZEQ,I'g) und Yy = (y17y27y3)

d(z,y) =/ (11 — 21)? + (g2 — 22)> + (y3 — 23)> = |ly — 2|2

wobel

2|2 == \/zf + 23+ 25 falls 2= (21,29, 23)

Im n-dimensionalen Raum definieren wir

Il = /23 + B+ + 22
falls z = (21, 22, ..., 2,) ist. Der Abstand zwischen x € R™ und y € R™ ist

d(z,y) = |ly — =l

Man nennt ||z||; die Euklidische Norm.
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1.2 Metrische Riaume

1.2.1 Definition

Sei M eine nicht leere Menge. Eine Abbildung
d: MxM—R

heifit Metrik oder Abstand auf M, falls fiir alle x,y,z € M gilt :

e d(x,y) >0 (Positivitét)
o d(z,y) =0 <= =y (Definitheit)
e d(x,y) =d(y,x) (Symmetrie)
o d(z,z) <d(z,y)+ d(y, 2) (Dreiecks-Ungleichung)

Auf R" definiert man die Standardmetrik

n

d(x,y) = (z,y) = Z(xz —¥)?

i=1

Wir werden die Menge R" fast immer mit der Standardmetrik versehen.

1.3 Offene Mengen

Offene Mengen sind eine Verallgemeinerung von offenen Intervallen. Um
offene Mengen zu definieren, méchten wir zuerst den Begriff von e-Kugeln
einfiihren.

1.3.1 Definition

1. Sei (M, d) ein metrischer Raum. Fiir jedes x € M und € > 0, heifit die
Menge
D(z,€) :={y € M | d(z,y) < e}

die e-Kugel oder e-Umgebung um z.
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2. Eine Umgebung eines Punktes in M ist eine offene Menge, die diesen
Punkt enthélt.

3. Sei A C M eine Teilmenge. Dann heifit A offen, falls es fiir jedes
x € A eine e-Umgebung D(z, €) gibt, die ganz in A liegt.

1.3.2 Beispiel 1

Offene Intervalle (a, b) sind in R offen, aber nicht in R

Das Intervall [0, 1) ist in R nicht offen.

Eine endliche oder sogar abzahlbar unendliche Menge von Punkten in
R™ ist stets nicht offen. Also sind offene Mengen in R™ bis auf die leere
Menge iiberabzéhlbar.

Die Menge S := {(z,y) € R* | 0 < x < 1} ist offen.
Die Menge S := {(z,y) € R? | 0 < x < 1} ist nicht offen.

1.3.3 Beispiel 2

Sei A C R” eine offene Menge und B C R” eine beliebige Menge. Wir

definieren
A+B:={z+yeR"|z€ A und ye€ B}



1.3. OFFENE MENGEN 5

und wir wollen zeigen dass A+ B ist offen ist. Dafiir sei w € A+ B beliebig
gewdhlt. Es gibt x € A und y € B mit w = x + y. Da A offen ist, gibt es
ein € > 0 so, dass

D(z,e) C A
gilt. Wir wollen zeigen dass D(w,e) C A+ B ist. Sei z € D(w, €). Dann gilt
Iz —wl[ =z = (z+y)|| <e
Aber
Iz = @+ y)l =z —y) — ]l
Also

z—ye€ D(x,e) CA

Daye B, gilt z= (2 —y)+y € A+ B. Damit gilt D(w,e) C A+ B, und
somit ist A + B offen.

1.3.4 Satz
Sei (M, d) ein metrischer Raum. Dann gilt :

e Jede e-Kugel ist offen.

e Die Durchschnittsmenge enlich vieler offener Mengen ist offen.

e Die Vereinigungsmenge beliebiger Anzahl von offenen Mengen ist offen.
e Die leere Menge () und die Menge M sind offen.

Die Produktmenge A x B ist in R? offen, falls A und B offen in R sind.

1.3.5 Bemerkung

Die Durchschnittsmenge unendlich vieler offener Mengen ist nicht unbedingt

offen. Zum Beipiel
~ 11
— = =) =10
N(-5 )=

n=1

Dabei sind alle Mengen (—1/n, 1/n) offen, aber ihre Durchschnittsmenge
{0} ist nicht offen.
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1.4 Innerer Kern

1.4.1 Definition

1. Sei M ein metrischer Raum und A C M. Ein Punkt x € A heifit
innerer Punkt von A falls es eine offene Umgebung U von x gibt die
ganz in A liegt.

2. Der innere Kern A° von A ist die Menge aller inneren Punkte von
A. Diese kann auch leer sein.

1.4.2 Beispiele

e Der Punkt 1 ist ein innerer Punkt von [0,2].
e Der Punkt 2 ist kein innerer Punkt von [0,2].

e Der Punkt (0,0) ist ein innerer Punkt von
{(z,y) e R* [ 2% +y* < 2}.

e Der Punkt (1, 1) ist kein innerer Punkt von
{(z,y) e R* [ 2 +y* < 2}.

1.4.3 Satz

Sei M ein metrischer Raum und A C M dann gilt
A°:U{GCM|GCAundG0ffen}

mit anderen Worten, A° ist die gréfite offene Teilmenge von A.
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1.4.4 Beispiel 1

Sei S :={(z,y) e R? |0 <z < 1} dann gilt

S i={(z,y) eER* |0 <2 <1}

1.4.5 Beispiel 2

Wir wollen wissen ob (AU B)° = A° U B°.
Dalfiir betrachten wir in R

A:=1[0,1] und B:=][1,2]
Dann gilt A° = (0,1) und B° = (1,2), und damit
A°UB°=(0,1)U(1,2)

wahrend
(AuB)®=(0,2)

Also ist (AU B)° = A° U B° im Allgemeinen falsch.

1.5 Abgeschlossene Mengen

Abgeschlossene Mengen sind eine Verallgemeinerung von abgeschlossenen
Intervallen.

1.5.1 Definition

Eine Menge B in einem metrischen Raum M heifit abgeschlossen, falls
das Komplement M\ B offen ist.
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1.5.2 Beispiele

Ein Punkt in R™ ist immer abgeschlossen.

Abgeschlossene Intervalle sind in R™ abgeschlossen.

Das Intervall [0, 1) ist in R nicht abgeschlossen.

Eine endliche Menge von Punkten in R" ist stets abgeschlossen.
Die Menge S := {(z,y) € R? | 0 < z < 1} ist abgeschlossen.

Die Menge S := {(z,y) € R? | 0 < x < 1} ist nicht abgeschlossen.

Abgeschlossene Mengen in R™ konnen sehr kompliziert sein, zum Bei-
spiel die Cantor Menge. Deswegen verwendet man in den meisten
Sétzen offenen Mengen.

1.5.3 Satz

1.

Die Vereinigungsmenge enlich vieler abgeschlossener Mengen ist abge-
schlossen.

. Die Durchschnittmenge einer beliebigen Anzahl von abgeschlossenen

Mengen ist abgeschlossen.

. Die leere Menge () und die Menge M sind stets abgeschlossen.

Die Produktmenge A x B ist in R? abgeschlossen, falls A und B ab-
geschlossen in R sind.

1.5.4 Bemerkung

Die Vereinigungsmenge unendlich vieler abgeschlossener Mengen ist nicht
unbedingt abgeschlossen. Zum Beipiel

Ol -0z

n=1

Dabei sind alle Mengen [1/n, 2] abgeschlossen, aber ihre Vereinigungsmenge
(0, 2] ist nicht abgeschlossen.
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1.6 Haufungspunkte

Eine andere wichtige Weise, um zu wissen ob eine Menge abgeschlossen ist,
ist mit dem Begriff Haufungspunkt mdoglich.

1.6.1 Definition

1. Eine Umgebung eines Punktes x in einem metrischen Raum M ist
eine Menge U, die eine offene Menge A enthélt, so dass z € A C U ist.

2. Ein Punkt z in einem metrischen Raum M heifit Haufungspunkt
von A, falls fiir jede offene Umgebung U von z gilt

Un(A\{z}) #0

Mit anderen Worten, ein Haufungspunkt von A ist ein Punkt, der

anderen Punkten von A beliebig nahe kommt.
Die Menge der Hiufungspunkte werden wir mit A’ bezeichnen.

A":={x e M|z ist Hiufungspunkt von A}

3. Eine Folge (z4)72, in einem metrischen Raum M heifit konvergent
gegen z, falls gilt:

zu jedem € > 0 gibt es ein N € N,

so dass d(zk, z) < € fiir alle k > N

Wir sagen limg_.o 2 =
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1.6.2 Beispiele

e Die Menge
1
A:{—€R|n=LZ&”}
n

hat nur einen Haufungspunkt, nédmlich 0.

e Die Menge der rationalen Zahlen Q hat als Haufungspunkte alle reellen
Zahlen.

e Die Menge
A= {(z,y) €R? |y <2? +1}

hat alle Punkte der Menge
A= {(x,y) eR* |y < 2® + 1}

als Haufungspunkte.

1.6.3 Satz

Eine Menge A C M ist abgeschlossen genau dann, wenn alle Haufungspunk-
te von A in A liegen.

1.6.4 Beispiele

Die Menge
1
A:{—GRM:LZ&”}
n

ist nicht abgeschlossen, weil der Haufungspunkt 0 ¢ A ist.

1.7 Abgeschlossene Hiille

Der innere Kern einer Menge A ist die grofite offene Teilmenge von A. Ana-
log kann man die kleinste abgeschlossene Menge A, die A enthélt, definieren.
Diese Menge heifit die abgeschlossene Hiille von A.
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1.7.1 Definition

Sei (M, d) ein metrischer Raum und A C M. Die abgeschlossene Hiille
von A ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen die A enthalten.

A= ﬂ{G C M | G abgeschlossen }

1.7.2 Satz

Es gilt
A=AUA

das heifit, die abgeschlossene Hiille von A ist gleich die Haufungspunkte von
A plus die Punkte von A.

1.7.3 Beispiel

Sei A:=[0,1) U {2} in R, dann gilt

A =101 und A=][0,1]U{2}

1.8 Rand

Wenn wir eine Kreisscheibe betrachten, dann verstehen wir unter Rand
dieser Kreisscheibe einen Kreis. Genau das wollen wir jetzt mathematisch
formulieren.

1.8.1 Definition

Seien (M, d) ein metrischer Raum und A C M, dann definiert man den
Rand von A durch
0A = AN M\A
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1.8.2 Beispiel
e Sei A:=10,1)U{2} in R, dann gilt

0A = {0,1,2}

e Sei
A:={x eR |z €]|0,1] und z ist rational}

Dann gilt 0A = [0, 1]

e Sei
A= {(ny) €RP |2 > 1)
Dann gilt 0A = {(x,y) € R* | 2* — y* =1}

Eine andere Beschreibung von Randpunkte bietet folgender Satz.

1.8.3 Satz

Seien (M, d) ein metrischer Raum und A C M, dann gilt:

r € JA <—

fiir alle € > 0, enthélt D(z, €) Punkte aus A und aus M\ A.
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1.9 Aufgaben

1. Welche der folgenden Raume (M, d) sind metrische Réume

(a) M ={a,b,c}; d:MxM —R
d(a,b) =d(b,a) =1

(b) M =R\{0} d:RxR—->R ;d(z,y)=1/x—1/y
(c) M=R d:RxR—-R ;d(zvy)=|2*—1v?
(d) M =R? d:R?xR?— R definiert durch

d((xlayl)a (372,y2)> = |CC% _ y§|

2. Welche der folgenden Mengen ist offen, und welche abgeschlossen in
R? (ohne Beweis):

(a) {(z,y) |z >y}

(b) {(z,y) | xy # 0}

(c) {(z,y) |y =5}

(d) {(z,y) | 2] > 3}

(e) {(z,y) | 2* +y* =4}

(f) {(z,y) | 2* > -1}

(8) {(z,y) |22 +3y—5 <1}
(h) {(z,y) | 2?/2+y* < 3}
(i) {(z,y9) |z —y <3}

() {(z,y) [z = [y[}

3. Welche der folgenden Mengen ist offen, und welche abgeschlossen in
R3 (ohne Beweis):
o {(z.y,2) |z +y+z=1}
o {(z,y,2) |z <0,y<0z<0}
o {(z,y,2) [z =y +2}
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o {(z,y,2) | 2®+y* <1}
o {(w,y,2) | |z| + |yl + || # 0}

Zeige dass R? selbst in R? offen und abgeschlossen ist.

. Zeige dass die leere Menge () offen und abgeschlossen ist.

. Gib ein Beispiel von einer Menge in R*, die weder offen noch abge-

schlossen 1ist.

Zeige dass R?\{(0,0)} offen in R? ist.

. Sei S ={(z,y) € R? | xy > 1}. Zeige dass S offen ist.

. Zeige dass die Menge S = {(x,y) € R? | 0 < 2* +y? < 1} in R? weder

offen noch abgeschlossen ist.

Sei A C R eine offene Menge und B C R? definiert durch B = {(z,y) €
R? | z € A}. Zeige dass B offen ist.

Sei B C R" irgendeine Menge. Wir definieren die Menge C' durch
C={zeR" |3 ye Bsodassd(z,y) < 1}. Zeige dass C offen ist.

Gib ein Beispiel in R? von unendlich vielen offenen Mengen deren
Durchschnittsmenge nicht offen ist.

Gib ein Beispiel in R? von unendlich vielen abgeschlossenen Mengen
deren Vereinigung nicht abgeschlossen ist.

Gib ein Beispiel in R* von unendlich vielen offenen Mengen deren
Durchschnittsmenge nicht offen ist.

Gib ein Beispiel in R* von unendlich vielen abgeschlossenen Mengen
deren Vereinigung nicht abgeschlossen ist.
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16. Sei A C R eine offene Menge und B C R. Wir definieren AB := {zy €
R |2z € Aund y € B}. Ist AB stets eine offene Menge ?

17. Finde S°, S und 0S5 in R? (ohne Beweis):
(a

)
(b) S —{(x y) | xy # 0}
(c) S:={(z,y) |y >2?}
(d) §:={(z,y) | |z[ > 3y}
(e) S:={(z,y)|2* +y*> =0}
(f) S:={(v,y) | 2> —y* > 0}
(g) S:={(z,y) | 2x+3y2 -5 < 1}
(h) S:={(z,y) | 2*/2+y* < 3}
(i) S:={(z,y) [z -y <3}
(G) S=A{(v,y) | = > |y|}

18. Falls A G B, muss dann gelten, dass A° & B° 7

19. Gilt im Allgemeinen, dass AN B = (AN B) ?

20. Sei S = {(z,y) € R?* |z > 1 und y > 1}. Ist S abgeschlossen?

21. Sei S = {(z,y) e R? |z =0 und 0 < y < 1}. Ist S abgeschlossen?
22. Sei S = {z € R | x irrational}. Ist S abgeschlossen?

23. Finde die Hiufungspunkte von A = {(x,y) € R? |y =0 und 0 < z <

1.

24. Sei A C B und z ein Haufungspunkt von A. Zeige dass x auch ein
Héaufungspunkt von B ist.
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Finde die Haufungspunkte von
A={(1/n+1/m, 0) € R*| n,m positive natiirliche Zahlen}.

Finde die abgeschlossene Hiille von A ={1/n e R |n=1,2,3,...}.

Finde die abgeschlossene Hiille von
A={(z,y) € R*| z ist irrational}.

Finde den Rand von
A={l/neR|n=1,23,...}.

Seien M ein metrischer Raum und A eine Teilmenge. Falls x € A\ A,
zeige, dass x € JA ist.

Finde den Rand von
A={(z,y) eR* |z <y}.
Gilt im Allgemeinen, dass 0A = 0(A°)?

Sei (M,d) ein metrischer Raum, und N C M eine abgeschlossene
Teilmenge. Zeige dass

M vollstdndig = N vollstandig

Sei (M, d) ein metrischer Raum, und N C M. Zeige dass

N vollstandig = N abgeschlossen
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1.10 Losungen

1. & Ldsung %k

(a) Die Abstandsfunktion d erfiillt alle drei Axiome der Metrik wie
man leicht nachpriifen kann. Also ist
({a,b,c},d) ein metrischer Raum.

(b) Die Abstandsfunktion d ist negativ fiir x = 2, y = 1, also ist
(R\{0}, d) kein metrischer Raum.

(c) Fire=-1,y=1
d(—1,1) = [(=1)* = 1*| =0

Die Abstandsfunktion d erfiilllt das erste Axiom nicht. Also ist
(M, d) kein metrischer Raum.

(d) Firx =(-1,1),y = (1,1)
d((-1,1),(1,1)) = |(-1)* = 1% =0

Die Abstandsfunktion d erfiilllt das erste Axiom nicht. Also ist
(M, d) kein metrischer Raum.

2. D Losung %
(a) {(z,y) | x > y} ist offen.
(b) {(z,y) | zy # 0} ist offen.
(¢) {(z,y) | y = b} ist abgeschlossen.
(d) {(z,y) | |z| > 3} ist offen.
(e) {(z,y) | 2* + y* = 4} ist abgeschlossen.
(f) {(x,y) | 2* > —1} ist offen.
(g) {(z,y) | 2+ 3y — 5 < 1} ist offen.
(h) {(z,y) | 2*/2 + y* < 3} ist offen.
(i) {(x,y) | * —y < 3} ist abgeschlossen.
() {(z,y) | x > |y|} ist abgeschlossen.
3. ™Losung ¥k

(a) {(z,y,2) | * +y+ z = 1} ist abgeschlossen.
(b) {(z,y,2) |z <0,y <0z <0} ist offen.
(e) {

(x,y,2) | * > y+ 2} ist abgeschlossen.
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(d) {(z,y,2) | 2* + y*> < 1} ist abgeschlossen.
(e) {(z,y,2) | |z| + |y| + |z| # 0} ist offen.

. N Losung ¥

Wir miissen zeigen, dass alle Punkte aus R? eine offene Umgebung in
R? haben. Das ist aber offensichtlich weil R? der ganze Raum ist,und
damit alle Umgebungen enhélt.

Um zu zeigen, dass R? abgeschlossen ist brauchen wir nur zu zeigen,
dass die leere Menge () = R?*\R? offen ist. Wir miissen zeigen, dass
alle Punkte aus () eine offene Umgebung in () haben. Da () aber keine
Punkte enhélt, ist die Aussage trivialerweise richtig.

. N Losung %

Wir miissen zeigen, dass alle Punkte aus () eine offene Umgebung in ()
haben. Da ) aber keine Punkte enhilt, ist die Aussage trivialerweise
richtig. Die leere Menge () abgeschlossen, weil alle Haiufungspunkte von
0 in 0 liegen.

. N Ldosung %

Die Menge
S={z eR"[|z] <1}U(20,0,0)

ist ein Beispiel von einer Menge in R*, die weder offen noch abgeschlos-
sen.

. N Lésung %

Ein Punkt (xo,v0) € R*\{(0,0)} besitzt immer die Umgebung
U={(z,y) €R*| (x — 2)” + (y — v0)* < e} CR\{(0,0)}

Wobei € = (22 + y3). Also ist jeder Punkt in R*\{(0,0)} ein innerer
Punkt und damit ist R?\{(0,0)} offen.

. N Ldsung %

Es ist einfacher zu zeigen, dass
R2\S = {(z,y) € R? | oy < 1}

abgeschlossen ist. Wir brauchen nur zu zeigen, dass alle Haufungs-
punkte (a,b) aus R?\S in R?\S liegen. Falls (a,b) ein Hiufungspunkt
ist, dann gibt es eine Folge (z,,¥,) von Punkten aus R*\S die gegen
(a,b) konvergiert. Das heifit

lim z, =a und limy, =0
n—oo n—oo
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10.

11.

12.

13.

Es gilt x,y, < 1 fiir alle n, weil z,,,y, € R*\S sind. Daraus folgt
lim z,y, =ab <1

n—oo

Also ist (a,b) € R*\S.

. N Ldsung ¥k

Die Menge S = {(z,y) € R?* | 0 < 2% + y* < 1} ist nicht offen, weil
der Punkt (0,1) € S keine Umgebung in S hat.

Die Menge S = {(z,y) € R? | 0 < 2% +y* < 1} ist nicht abgeschlossen,
weil der Punkt (0,0) € S ein Haufungspunkt von S ist, der nicht in S
liegt.

N Losung ¥k
Man kann die Menge B als Produkt von zwei offenen Mengen schreiben

B={(z,y) eR*|z€ A} =AxR
also ist B in R? offen.

™ Losung %k
Wir kénnen die Menge C' in einer andere Weise schreiben

C=|J{zreR" | d(z,y) <1}

Also C' ist eine Vereinigung von offenen Kugeln, und ist damit offen.

™ Liosung %k
Sei
U, ={(z,y) eR* | 2* +y* <1—1/n}

Dann ist U, fiirn =1,2,3,... offen aber

() U= {(0,0)}

nicht mehr offen.

™ Liosung %k
Sei
U, :={(z,y) € R* | 2> +y* > 1/n}

Dann ist U, fiir n = 1,2,3,... abgeschlossen aber

J Un = B2 {(0,0)}

nicht mehr abgeschlossen.



20

14.

15.

16.

KAPITEL 1. METRISCHE RAUME

N Losung ¥k
Sei
U, ={zcR||z|| <1-1/n}

Dann ist U, fiirn =1,2,3,... offen aber

ﬁ U, = {(0,0,0,0)}

n=1

nicht mehr offen.

N Losung ¥
Sei

Uy = {z € R" | [lz]| = 1/n}
Dann ist U, fiirn =1,2,3,... abgeschlossen aber

UU = R*\{(0,0,0,0)}

nicht mehr abgeschlossen, weil der Punkt (0, 0,0, 0) ein Haufungspunkt
von R\ {(0,0,0,0)}, der ausserhalb von R*\{(0,0,0,0)} liegt.

NLosung ¥k

Ja. Das kann man direkt mit der Definition zeigen, wir wollen es aber
mit Hilfe von stetigen Funktionen beweisen (Kapitel 5). Wir brauchen
nur zu wissen, dass stetige Funktionen offene Mengen auf offene Men-
gen abbilden.

Da A und B offen sind, ist A x B in R? offen. Sei die Funktion
f:R? — R definiert durch

flz,y) =y

dann ist f stetig, und damit ist AB = f(A x B) offen.

17. & Losung %
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(c) S°:={(x,y) |y > 2}
S = {(z,y) |y > 2}
08 = {(z,y) | y = 2°}
(d) 5°:={(z,y) | [2| > 3y}
S=A{(z,y) | |z] = 3y}
08 = {(x,y) | |z| = 3y}
(©) 5=
S = {(z,y) | 2* +y* =0}
S = {(x,y) | v* + y* = 0}
(f) 5= {(z,y) | 2* —y* > 0}
S = {(z,y) | 2* —y* > 0}
08 == {(z,y) | 2* —y* = 0}
(2) S° ={(z,y) |2 +3y2 -5 < 1}
S:={(x,y) |20 +3y2—-5<1}

) |
0S ={(z,y) | 2 +3y2—-5=1}

) | 2%/2 +y* < 3}
y) | 22/2+y? < 3)
9 = {(x,y) | 12/2+ ¢ = 3}

—~r
s
<

(G) S°:={(z,y) |z <|yl}
S={(v,y) | > |yl}
08 = {(x,y) |z = |y|}

18. ™ Losung ¥k

21

Das muss nicht gelten. Zum Beispiel sei A = (0,1) und B = [0, 1],

dann gilt A G B, aber A° & B° gilt nicht.
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N Losung ¥k
Das muss nicht gelten. Zum Beispiel sei A = Q und
B =R\Q, dann gilt AN B =R, aber (AN B) =0 = 0.

N Losung ¥
Die Menge S = {(z,y) € R? | x > 1 und y > 1} ist abgeschlossen,
weil R?\S = {(z,y) € R* | z < 1 oder y < 1} offen ist,.

™ Liosung %k

Die Menge S = {(z,y) € R? | z = 0und 0 < y < 1} ist nicht
abgeschlossen, weil (0,1) ein Haufungspunkt von S, der nicht in S
liegt.

N Losung &

Die Menge S = {x € R | z irrational} ist nicht abgeschlossen, weil
zum Beisiel 0 ¢ S ein Haufungspunkt von S ist. Um zu beweisen, dass
0 ein Haufungspunkt von S, ist kénnen wir zum Beispiel die irrationale
Folge x,, = 1/+/n, die gegen 0 konvergiert, betrachten.

Losung ¥k
Die Haufungspunkte von A = {(z,y) € R* |y = 0und 0 < = < 1}
sind [0, 1] x {0}.

N Losung &

Wenn x ein Haufungspunkt von A ist, dann heif3t das per Definition,
dass es eine Folge z,, € A gibt, die gegen = konvergiert. Also liegt die
Folge x,, auch in B. Damit ist auch x ein Haufungspunkt von B.

N Losung ¥k

Die Haufungspunkte von

A={(1/n+1/m, 0) € R* | n,m positive natiirliche Zahlen} sind
(0,0) und (1/4,0) fiiri =1,2,3,....

(0,0) ist ein Haufungspunkt, weil die Folge

(1/n+ l/n)zo:1 €A

gegen 0 konvergiert.
(1/4,0) ist ein Haufungspunkt, weil die Folge

(1/i+1/n)" €A

gegen 1/i konvergiert.
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N Losung & B
Die abgeschlossene Hiille A von
A={l/neR|n=1,23,...}ist

A=Au{0}

N Ldsung K
Die abgeschlossene Hiille von
A = {(z,y) € R?*| z ist irrational} ist R?.

N Losung &
Der Rand von
A={1/neR|n=1,23,...}ist 90A = AU {0}.

S Ldsung % B B
Falls z € A\A, dannist v € Aund x ¢ A. Oder v € Aund z € M\ A.
Das heifit x € AN M\ A = 0A.

™ Losung ¥k
Der Rand von der Halbebene
A={(z,y) e R? | z <y} ist die Gerade y = .

™ Losung ¥k
Sei A = Q2. Dann gilt

OA=R*\Q* , 9(A°)=9(0) =10
Also gilt 0A = 9(A°) im Allgemeinen nicht.

™ Liosung %k
Wir nehmen an, dass N nicht vollstandig ist. Sei v, eine Cauchy-Folge
aus N, die in N nicht konvergiert. Da M vollstindig ist, konvergiert

die Folge gegen ein § € M\N. Dann ist § ein Hédufungspunkt aus
N\N. Also ist N nicht abgeschlossen: Widerspruch!

N Losung %

Wir nehmen an, dass N nicht abgeschlossen ist. Sei v ein Haufungs-
punkt aus N\N. Zu jedem k € N gibt es dann ein y, € N mit
d(yx,v) < 1/k. Die Folge yy, ist eine Cauchy-Folge in Y. Sie konvergiert
gegen v € M\ N und kann daher in N nicht konvergieren. Also ist N
nicht vollstdandig: Widerspruch!
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Kapitel 2

Zusammenhang

2.1 Definition von Zusammenhang

2.1.1 Definition

1. Sei M ein metrischer Raum und A C M. Die Menge A heifit zusam-
menhingend , wenn fiir alle offenen Teilmengen O, O, C M gilt:

Aus ANO; #Dund AC O1UO, und ANO; NOy =10

folgt
ANOy=10
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Einfacher ist es zu wissen, wann eine Menge unzusammenhéngend ist.
Die Menge A heifit unzusammenhingend, wenn offenen Teilmengen
01,09 C M gibt so, dass

ANOL#0; ACO,UOy; ANOINOy=0; ANOy #£ 0D

2. Jeder Punkt x € A liegt in einer maximalen zusammenhéngenden Teil-
menge X von A. X nennt man eine Zusammenhangskomponente
von A.

2.1.2 Beispiele

e Die zusammenhédngenden Mengen in R sind genau die Intervalle von

R.

Die Menge {xz € R | |z| > 1} ist nicht zusammenh#ngend.

Die Menge {(z,y) € R? | 22 + y? > 1} ist zusammenhiingend.

Die Menge {(z,y,2,t) € R* | 22 + ¢y* + 22 +¢* > 1} ist zusam-
menhéngend.

Die Menge {(x,y) € R? | 22 — y? > 1} ist nicht zusammenhingend.

2.1.3 Satz

1. Sind A und B zusammenhéngend so ist AN B auch zusammenhéngend.

2. Sind A und B zusammenhéingend und gilt AN B # (), so ist AU B
auch zusammenhéangend.
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3. Ist A zusammenhingend so ist A auch zusammenhingend.
4. Sind A und B zusammenhéngend so ist Ax B auch zusammenhéngend.

5. Ein metrischer Raum M ist genau dann zusammenhingend, wenn ()
und M die einzigen Teilmengen sind, die gleichzeitig offenen und ab-
geschlossenen sind.

2.1.4 Beispiel

Die Menge [0, 1] ist zusammenhéngend in R. Also folgt, dass die Menge
[0, 1] x [0, 1] auch zusammenhéngend ist.

2.1.5 Warnung

Das Innere einer zusammenhéngenden Menge ist nicht unbedingt zusam-
menhangend.

In dem néchsten Satz brauchen wir die Defintion von stetigen Funktionen
iiber R™. Diese werden wir im Kapitel 5 einfiihren.

2.1.6 Satz

Sei f : R™ — R™ eine stetige Funktion, und A € R" eine zusammenhéngen-
de Menge, dann ist die Bildmenge f(A) auch zusammenhéngend.

2.1.7 Beispiel

Sei f : R? — R? eine stetige Funktion definiert durch
fla,y) = (@ +y, =)
Dann ist das Bild von der zusammenhéngenden Menge [0, 1] x [0, 1]
F([0,1] x [0,1]) ={(z,y) eR* | 0< 2’ +y<lund 0 <z —y* < 1}

auch zusammenhéangend.
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2.2 Wegzusammenhang

2.2.1 Definition

Sei M ein metrischer Raum und A C M. Die Menge A heifit wegzusam-
menhingend , wenn es fiir zwei beliebig gewéahlte Punkte x; und z5 aus
dieser Menge einen Weg gibt, der beide Punkte verbindet. Ein Weg ist
nichts anderes als eine stetige Funktion

v:[0,1] = M

mit v(0) = x; und (1) = xo.

2.2.2 Satz

Sei M ein metrischer Raum und A C M. Es gilt :
A wegzusammenhédngend = A zusammenhéngend

Die Umkehrung dieses Satzes ist falsch, da es komplizierte Mengen gibt,
die zusammenhéngend aber nicht wegzusammenhéngend sind. Fiir die of-
fenen Mengen aber, ist zusammenhéangend gleichbedeutend mit wegzusam-
menhangend.

2.2.3 Beispiel

Wir wollen zeigen, dass die Menge A = {x € R" | ||z| < 1} wegzusam-
menhéngend ist. Seien xq,x9 € A. Dann miissen wir einen Weg v von x4
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nach xz, folgendermaflen definieren :
v:[0,1] - R"

t— (1 —t).l"l + taxo

Nun miissen wir zeigen, dass dieser Weg v in A liegt. Das heifit, wir miissen
zeigen, dass jeder Punkt v(¢) von 7 die Ungleichung ||v(¢)|| < 1 erfiillt. Es
gilt nach der Dreiecksungleichung

V@ = (1 = )21 + taal] < [J(T =)z || + [

=1 =tz +tlaef| < (1 -0) +t=1

weil ||z1|| <1 und ||x2|| < 1 sind, da sie in A liegen.

2.2.4 Satz

Sei M ein metrischer Raum und A C M eine offene Menge. Es gilt :

A wegzusammenhédngend <= A zusammenhédngend
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2.3 Aufgaben

1. Welche der folgenden Mengen sind zusammenhéngend? (ohne Beweis)

)
)
(¢) Zin R
(d) {z eR" | [Jz|l2 =1}, n=1,2,3,...
(e) Qin R
(f) {reR ||z —2| >4} inR
(2) {(z,y) e R* |y > 2} in R?
(h) {(z,y) € R?| 2y > 1} in R?
(i) {(z,y) € R?|y = 2?} in R?
G) {(z,y) e R? | 22 +y* =1} in R?
(k) {(z,y) e R? | 2> +y*> =4 und |z| < 1} in R?
1) {(z,y) € R? | zy =1} in R?
(m) {(z,y) € R?| |z — 2| > 4} in R?
)

2. Zeige dass eine Menge A € R"™ genau dann nicht zusammenhéngend
ist, wenn es abgeschlossene Mengen F}, F5 gibt, so dass

ACF1UF2; AﬂFlﬂFQZQ); FlﬂA#@; FQﬂA#@

3. Zeige oder widerlege:

(a) A zusammenhédngend in R = R™\ A zusammenhéngend.

(b) A zusammenhéngend in R” = A ist entweder offen oder abge-
schlossen.

(c) Ai={z e R" | ||z| <1} = R™ A zusammenhingend.

4. Ein metrischer Raum M heifit lokal wegzusammenhéngend, falls
alle Punkte in M eine Umgebung U haben, so dass U wegzusam-
menhéngend ist. Zeige dass wenn

M zusammenhéngend und lokal wegzusammenhéngend

= M wegzusammenhangend
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10.

11.

12.

. Zeige dass wenn A zusammenhingend ist und A C B C A, dann ist

auch B zusammenhéngend.

Seien Ky C M; und Ky C M, beide wegzusammenhéangend. Zeige dass
K, x Ky wegzusammenhéangend in M; x M, ist.

Zeige dass eine Menge A C M genau dann zusammenhéngend ist,
wenn () und A die einzigen Mengen sind, die gleichzeitig offen und ab-
geschlossen in A sind.

. Zeige dass () und R™ die einzigen Untermengen von R” sind, die gleich-

zeitig offen und abgeschlossen sind.

. Finde zwei Untermengen A, B C R? und einen Punkt z, € R? so,

dass A U B nicht zusammenhéngend ist, aber A U B U {x¢} zusam-
menhéngend ist.

Sei A:={(z,y) € R? | z* + y* = 1}. Ist A zusammenhiingend ?

Seien A, B € M zusammenhingend und AN B # (). Zeige dass AU B
zusammenhéngend ist.

Sei A:={(0,0)} U {(z,sin(1/z)) | 0 <z < 1}. Zeige, dass A zusam-
menhéngend, aber nicht wegzusammenhéangend ist.



32 KAPITEL 2. ZUSAMMENHANG

2.4 LoOsungen

1. & Losung %k
(a) {(z1,72) € R? | |z1| <2} in R? ist zusammenhingend.
(b) {z € R" | 2 < ||z]|2 < 3} in R™ ist zusammenhéngend.
(c
(

d) {zx e R" | ||z|2 =1}, n=1,2,3,... ist zusammenhéngend.

7, in R ist nicht zusammenhéngend.

(e) Q in R ist nicht zusammenhéngend.
(f

(g) {(z,y) € R* | y > x*} ist in R? zusammenhingend.
(h

(i
(J
(k

z,y) € R? | xy > 1} ist in R? nicht zusammenhéngend.
z,y) € R? | y = 2%} ist in R? zusammenhéngend.

)

)

)

)

)

) {x € R | |z — 2| > 4} ist in R nicht zusammenh&ngend.
)

)

)

) {(z,y) € R? | 2% + y* = 1} ist in R? zusammenhéingend.
)

{
{(
{(
{(
{(z,y) € R* | 2 + 4> = 4 und |z| < 1} ist in R? nicht zusam-
menhéngend.

(1) {(z,y) € R? | xy = 1} ist in R? nicht zusammenhéngend.
(m) {(z,y) € R? | |z — 2| > 4} ist in R? nicht zusammenhéngend.
{

(n)

(r,y,2) € R®| 2 — 2% — y* > 0} ist zusammenhiingend.

2. DLosung %

Nach der Definition von Zusammenhang, ist A C M nicht zusam-
menhingend, genau dann wenn es offenen Teilmengen 0,0, C M
gibt mit

AN O1#0; AC O1U Oy; AN O1NOy=0; AN Oy # 0

Falls O; N Oy = () so setzen wir einfach F; = O; und Fy, = O,, und die
Aufgabe ist bewiesen. Sonst wahlen wir £7 = O1\Oz und Fy = O3\ Os.

3. ™aLosung ¥k

(a) Falsch! Sei A = [0,1]x R"! C R™. Dann ist A zusammenhéingend
aber R™\ A ist in R™ nicht zusammenh&ngend.

(b) Falsch! Sei A = (0,1] € R™ dann ist A weder offen noch abge-
schlossen.
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(¢) Gilt nur fiir n > 2. Um zu zeigen, dass R"\ A zusammenhéingend
ist, zeigt man dass A zusammenhédngend ist. Fiir zwei Punkte a
und b wahlt man einfach einen Weg, der die abgeschlossene Ein-
heitskugel nicht beriihrt. Dieser Weg ist nicht ganz einfach in einer
Formel zu geben. Trotzdem ist es intuitiv offensichtlich, dass es
ihn gibt, und dass reicht als Argument den meisten Mathemati-
kern aus.

Fir n = 1 ist R"\A = (—o0,—1) U (1,00). Mit Oy = (—o0, —1)
und Oy = (1, 00) gilt
ANOL#0; ACO,UOy; ANONOy=10

aber

ANOy #0

Also ist A nicht zusammenhéngend.

4. NLosung ¥

Wir nehmen an, dass M nicht wegzusammenhéngend ist. Dann gibt es
mindestens zwei Punkte a und b in M so, dass es keinen Weg zwischen
a und b in M gibt. Wir nehmen die maximale wegzusammenhéangende
Teilmenge von M, die a enhélt, als O; und den Rest von M als Os.
Dann sind O, und O, offen wegen des lokalen Wegzusammenhangs von
M. AuBlerdem gilt :

MN Oy £#0; MC O1U O; MN O1N Oy =0; M Oy # 0

Also ist M nicht zusammenhédngend: Widerspruch!

5. ™ Losung ¥k

Wir nehmen an, dass B nicht zusammenhéngend ist. Also gibt es zwei
offenen Mengen O1, Oy so, dass

BN O, #0; BCO, U Oy BN O:NOy=0; BN Oy #0

Also gibt es b; € A und O, ist eine Umgebung von b, und b, € A und
O, ist eine Umgebung von by. Also existiert ein a; € AN O; und ein

ay € AN Oy. Und es gilt ANO; # O und AN Oy # (. Daraus folgt,
dass A nicht zusammenhéngend ist: Widerspruch!
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6. ™ Losung ¥k

Seien (x1,%2), (y1,y2) € K1 X Ks. Wir suchen einen Weg ~ der die
beiden Punkte (x1,x2) und (y1,y2) verbindet. Dann gibt es einen Weg
7 ¢ 10,1] — K7 mit y1(a) = 27 und 71(b) = y;. Genauso gibt es einen
Weg v : [0,1] — Ky mit y2(a) = x5 und ¥2(b) = ys. Also definieren
wir

’)/1[0,1]—>K1XK2

Y(t) == ((t),72(2))
Dann ist v ein Weg mit y(a) = (21, z2) und v(b) = (y1,y2). Also ist ~y
der gesuchte Weg und K, x K, ist wegzusammenhéngend.

. N Ldsung ¥

Sei B ; A eine Teilmenge die gleichzeitig offen und abgeschlossen
in A ist. Setzen wir Oy := B und Oy := A\ B, dann sind O; und O,
offen, und es gilt :

AN O1 #0; AC O1U Ogy; AN O1N Oy =0; AN Oy #£0)

Daraus folgt dass A nicht zusammenhéngend ist.
Umgekehrt, falls A nicht zusammenhngend ist, so gibt es O; und O,
offen mit :

AN O; #0; AC O1U Oy; AN O1N Oy =0; AN Oy # 0

Setzen wir B := O; N A dann ist B ; A. AuBlerdem ist B gleichzeitig
offen und abgeschlossen in A.

. N Ldsung ¥

Wir wissen dass R" wegzusammenhéngend ist:
je zwei Punkten x und y kénnen durch einen Weg

y(t) ==t + (1 —t)y

verbunden werden.

Also ist R™ ein zusammenhéngender Raum. Nach den vorigen Aufgabe
sind () und R™ die einzigen Untermengen von R, die gleichzeitig offen
und abgeschlossen sind.
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9.

10.

N Losung %
Zum Beispiel :
A=(-1,0)x{0} , B=(0,1)x{0} , xz=(0,0)
Dann gilt : AUB = (—1,0) U (0, 1) ist nicht zusammenhéngend, aber
AUBU{xo} = (—1,1) ist zusammenhéngend.
N Losung ¥

Es gilt A = f({(z,y) € R? | 22 + y* = 1}) mit der stetigen Funk-
tion f : R? — R? definiert durch

fla,y) = (2*,9°).

Da das Bild einer zusammenhéngenden Menge auch zusammenhéangend
ist, miissen wir nur zeigen, dass die Menge B := {(z,y) € R? | 2%+y* =
1} zusammenhéngend ist. Nun ist B := {(z,y) € R? | 22 + y* = 1}
wegzusammenhdngend und damit auch zusammenhéngend. Um das
zu sehen betrachten wir zwei beliebige Punkte (21, y;) und (29, y2) aus

A. Also ist y; = /1 — 22 und y, = /1 — x3. Setzen wir
v(t) := (cost,sint)
mit ¢ € [arccos 1, arccos zp]. Dann ist

v(arccos x1) = (1, sin (arccos (z1)))

= (21, 1/1 — cos? (arccos (11))) = <x1, \/1— :z:%) = (x1,y1)

Auflerdem ist

v(arccos (x2)) = (9, sin (arccos (x3)))

— (29, v/1 — cos? (arccos (23))) = (372, 1-— x%) = (x2,Y2)

Dass v € B ist, siecht man durch die Formel

cos’t +sin’t = 1.
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2 Liosung % Nehmen wir an, dass AU B nicht zusammenhéngend ist.
Dann gibt es offenen Mengen O; und O, mit

(AUuB)N Oy #0; (AUB) C 01U Oy;

(AUB)N O1N0Oy=0; (AUB)N Oy £ 0

Dann gilt
AC01U02 und AﬂOlmOQZQ

Da A zusammenhingend ist, gilt AN O; = @ und A C O,, oder
ANO;=0und A C Os.
Dasselbe gilt fiir B:

BCO,U0Oy und BﬂOlﬂogz@

Da B zusammenhingend ist, gilt BN O; = ) und damit B C O, oder
BﬂOlz@undBCOg.

O.B.d.A., sei A C Oy. Wegen AN B = () muss auch B C O, und
BN O; = sein. Daraus folgt (AU B) N O; = (). Dies ist ein Wider-
spruch zu der Annahme, dass A U B nicht zusammenhéngend ist.

NLosung ¥k
Das ist einer der schwierigsten Beweise in der Topologie.

Zuerst, wollen wir beweisen, dass A zusammenhéngend ist. Die Menge
B:={(z,sinl) |0 <z <1} C Aist als Bild des Intervalls (0, 1] mit
der stetige Funktion

f(z) = (z,sin i))

zusammenhéngend. Wegen B C A C B, ist A auch zusammenhéngend
(nach Aufgabe 5).

Nun wollen wir zeigen, dass A nicht wegzusammenhéngend ist. An-
schaulich ist es klar, weil die Lange von A unendlich ist. Also wollen
wir beweisen dass ,zum Beispiel, (0,0) und (1/m,0) sich in A nicht
durch einen stetigen Weg verbinden lassen. Nehmen wir an, dass es

v=(,72):[0,1] — A
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gibt so, dass v(0) = (0,0) und (1) = (1/7,0).
Wir wollen eien Widerspruch erreichen, in dem wir zeigen dass der
Weg nicht stetig sein kann. Sei

to:= sup {te€][0,1)}
7()=(0,0)

Dann gilt
to <1 U_Hd’}/(to) = (0, 0)

Setzen wir € := 1/2 und 6 € (0,1 — ty) beliebig. Also wollen wir
erreichen, dass es, egal wie klein wir § wéahlen, immer ¢, mit |[to—tx| < §
gibt, so dass

[7(to) — v(tr)]| > €

Fiir tg <t < tg+ 9 ist y1(t) > 0. Das v, —Bild von [tg, tg + d] ist ein
Intervall de Form [0, o] mit o > 0. Also gibt es ein t;, € [to, o + d] so,
dass

2
== 1 = -

Damit gilt aber
17 (t0) = (L)l = [72(to) = y2(te)| =1 > €

Fir tg < t < tg+ 0 ist 71(¢) > 0 ein Widerspruch und damit lassen
sich (0,0) und (1/7,0) in A nicht durch einen stetigen Weg verbinden.
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Kapitel 3

Kompaktheit

Intuitiv wollen wir sagen, dass eine Menge kompakt ist, wenn sie abge-
schlossen und beschréankt ist. Es stellt sich heraus, dass es eine allgemeinere
Definition gibt, die nicht nur in metrischen Rdumen funktioniert, sondern
auch in topologischen Rdumen. Mit dieser allgemeineren Definition kann
man meistens besser arbeiten.

A

Lampniite Tenae in z
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3.1 Kompaktheit

3.1.1 Definition

1. Sei (M,d) ein metrischer Raum und A eine Teilmenge von M. Eine
Kollektion von offenen Mengen U;, mit ¢ in einer Index-Menge I, heif3it
offene Uberdeckung von M, falls gilt

McUm

el

2. Eine Menge A heiBt kompakt, falls jede offene Uberdeckung von A
eine endliche Teiliiberdeckung enthélt.

3. Eine Menge A heifit folgenkompakt, falls jede Folge aus A einen
Héufungswert in A besitzt.

3.1.2 Beispiele
e Sei A={5-€R|n=123,..} Seil = (557 507) mit i =
1,2,3,.... Dann ist die Kollektion von offenen Mengen U;, eine offene
Uberdeckung von A, weil A C |J,, U; ist.

e Die Menge A = {5- € R | n=1,2,3,...} ist nicht kompakt, weil es
eine offene Uberdeckung U; = (5 22‘11) mit ¢ = 1,2,3,... gibt, die
keine endliche Teiliiberdeckung enthélt.

e Die Menge A = {;- € R |n=1,2,3,...} ist nicht kompakt, weil sie
den Haufungspunkt 0 ¢ A besitzt.



3.2. WICHTIGE SATZE UBER KOMPAKTE MENGEN 41

3.1.3 Bemerkung

Kompakte Mengen kénnen sehr kompliziert sein wie zum Beispiel die Can-
torsche Menge in R".

Canlorsche Menge

3.2 Wichtige Sitze iiber Kompakte Mengen

3.2.1 Satz (Bolzano-Weierstrass)

Sei (M, d) ein metrischer Raum und A eine Teilmenge von M. Dann ist die
Menge A genau dann kompakt, wenn sie folgenkompakt ist.

3.2.2 Satz (Heine-Borel)

Eine Menge A C R ist kompakt genau dann, wenn sie abgeschlossen und
beschrankt ist.
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3.2.3 Satz (Maximum-Satz)

Seien M und N metrische Rdume,f : M — N eine stetige Funktion,und
A C M eine Kompakte Menge, dann ist die Bildmenge f(A) auch kompakt.
Insbesondere fiir f : M — R stetig und M kompakt, dann besitzt f ein
Maximum und ein Minimum auf M.
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3.3 Aufgaben

1. Welche der folgenden Mengen ist kompakt in R? (ohne Beweis):

DO

ot

S5

7.

oo

o)

(a) {(z,y) |z >y}

(b) {(z,y) | zy # 0}

(c) {(z,y) |y =5}

(d) {(z,y) | |z] > 3}

(e) {(z,y) | 2* +y* =4}

(f) {(z,y) | 2* > 1}

(g) {(z,y) |22 +3y—5 <1}
(h) {(z,y) | 2?/2+y* < 3}
(i) {(z,y) [z —y <3}

() {(z,y) [z = [y[}

. Zeige, dass jede endliche Teilmenge M C R™ kompakt ist.

. Zeige, dass die Menge A = {z € R" | ||z|| < 1} nicht kompakt ist.

43

. Seien A, B kompakte Mengen. Zeige, dass A U B auch kompakt ist.

. Seien A, B kompakte Mengen. Zeige, dass A N B auch kompakt ist.

Zeige dass die Menge der ganzen Zahlen Z C R nicht kompakt ist.

Zeige oder widerlege

A kompakt in R" = R™\ A zusammenhéngend

Menge

= e

. Sei Uy eine Folge offener Mengen in R". Zeige oder widerlege :

ist kompakt.

. Zeige, dass die Menge A = {(z,y) € R? | 2* + y* = 1} kompakt ist.

Die



44 KAPITEL 3. KOMPAKTHEIT

10. Sei A C R™ eine nicht kompakte Menge. Zeige, dass es eine Folge von
abgeschlossenen Mengen Fy; D Fy, D F3... gibt mit F, N A = () so,

dass N
Q]@>QA:@

11. Sei A C R"™ eine iiberabzidhlbare Menge. Zeige, dass A mindestens
einen Haufungspunkt besitzt.

12. Cantorsche Menge: Sei
1 2
A=fo Y21
' 3] 713

die von [0, 1] hergeleitete Menge, die durch die Beseitigung des mittle-
ren Intervalls [1/3, 2/3] entsteht. Wir wiederholen diesen Prozess fiir
beide Intervalle [0, 1/3] und [2/3, 1] und definieren

MR MM

9l ~lg” 31713 9] Ly’
Durch Induktion definieren wir die Mengen F3, F},.... Die Menge
C=()F.
n=1

heiffit dann die Cantorsche Menge. Zeige, dass die Cantorsche Men-

— - L | ]

ge C' kompakt ist.

13. Sei S = {x € R? | ||z|| < 1} Finde eine stetige Funktion f : S — R die
weder ein Maximum noch ein Minimum hat.
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3.4 Losungen

1. &Losung %
(a) {(z,y) | z > y} ist nicht kompakt.

(b | xy # 0} ist nicht kompakt.
(¢) {(z,y) | y = 5} ist nicht kompakt.
(d) {(z,y) | |=| > 3} ist nicht kompakt.

(7, y)
(z,9)
(z,9)
(z,y) | 2* + y* = 4} ist kompakt.
(z,y) | * > —1} ist nicht kompakt.
(z,y) | 2z + 3y — 5 < 1} ist nicht kompakt.
(z,y) | 2/2 4+ y* < 3} ist nicht kompakt.
(z,y) | x —y < 3} ist nicht kompakt.
() {(z,y) | * > |y|} ist nicht kompakt.
2. N Losung ¥k

Sei M C R" eine endliche Teilmenge. Dann kann man M in folgender
Form

M ={ay,a9,...,a,}
schreiben. Um zu zeigen, dass M kompakt ist, sei U; eine offene Uber-
deckung von M, das heif3t
M C U U;
iel

Dann gilt fiir jedes a; € M gibt es mindestens ein U;; so, dass

a; € U;
Bilden wir die Vereinigung von a; fiir j = 1,2,...,m dann gilt
M = U a; C U Uij
Jj=12,..., j=1,2,...,

Also die Menge M ist kompakt, weil jede offene Uberdeckung U; von
M eine endliche Teiliiberdeckung | J =19, Ui; enthilt.

3. NLdsung ¥k
Seien A, B kompakte Mengen. Wir wollen zeigen, dass AU B auch
kompakt ist. Sei U; eine offene Uberdeckung von A U B. Also

AuBcl U

1€l
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Damit folgt

AC U U; U, ist eine offene Uberdeckung von A

B C U U; U, ist eine offene Uberdeckung von B

Daraus folgt

Also ist AU B auch kompakt.

. N Ldosung ¥

Seien A, B kompakte Mengen. Wir wollen zeigen, dass A N B auch
kompakt ist. Sei U; eine offene Uberdeckung von A N B. Also

ANBC U U,
el
Damit folgt

AC U U; U, ist eine offene Uberdeckung von A
i€l

B C U U; U, ist eine offene Uberdeckung von B
icl

Da A kompakt ist, gibt es eine enliche Indexmenge 4 so, dass
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Daraus folgt
AnBc |J U

1€laNlp
Also ist AN B auch kompakt.
5. N Ldsung ¥
Um zu zeigen, dass die Menge A = {x € R" | ||z|| < 1} nicht kompakt
ist, sei

U= {z €R" | |z]| <1—1/i}

Dann ist die Kollektion U; eine Uberdeckung von Z die keine endliche
Teiliiberdeckung enthélt. Daraus folgt dass Z nicht kompakt ist.

6. ™Losung %
Um zu zeige dass die Menge der ganzen Zahlen Z C R nicht kompakt
ist, sei
U ={zeR||r—1i| <1/4}

Dann ist die Kollektion U; eine Uberdeckung von A die keine endliche
Teiliiberdeckung enthélt. Daraus folgt dass A nicht kompakt ist.

7. D Losung ¥k
Die Aussage ist falsch fiir alle n € N.

Falls n = 1 ist die Aussage falsch, weil fiir A = {0} ist A kompakt
aber R\ A = (—00,0) U (0, 00) nicht zusammenhéngen.

Falls n > 2 betrachten wir die Menge
A={r eR"[[lz]| =1}

Die Menge ist kompakt, weil sie abgeschlossen und beschréankt ist.
AuBlerdem ist R™\ A keine zusammenhéngende Menge, weil sie offen
und nicht wegzusammenhngend ist. Um zu zeigen dass R™\ A nicht
wegzusammenhngend ist, kann man den Zwischenwertsatz benutzen (

Kapitel 5 ).

8. ™Losung ¥k
Die Menge A = {(z,y) € R? | 2* + y* = 1} ist abgeschlossen und
beschriankt in R? also nach Heine-Borel kompakt.
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9.

10.

11.

12.
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N Losung ¥k
Die Aussage ist falsch.
Sei
Uy :={x e R" |||z — (k,0,...,0)|| = 1/4}
Dann ist

A= ((R\U)

nicht beschriankt ( (—a,0,...,0) € A mit a beliebig grof}) und damit
auch nicht kompakt.

N Losung ¥ )
Sei A C R" eine nicht kompakte Menge. Also existiert eine Uber-
deckung Uy von A, die keine Teiliiberdeckung enthélt. Wir definieren

Fia = ®\[JUp)
k=i
und daraus folgt
( ﬂ Fk) ﬂ A=10
k=1

N Losung &
Wir zeigen die Aussagen fiir n = 1. Fiir n > 2 funktioniert der Beweis
genau so.
Wir teilen die Menge R" in Intervallen der Lénge 1 :

R= | (i,i+1]
Da A C R eine iiberabzéhlbare Menge, gibt es ein Intervall (7,74 1] der
unendlich viele Punkte aus A enthélt. Sonst wire A eine abzdhlbare
Vereinigung von abzéhlbaren Mengen, also abzéhlbar.
Nun besitzt die unendliche Teilmenge von A in (4, i+1] einen Haufungs-
punkt.

N Losung ¥
Die Cantor-Menge C' ist zwischen 0 und 1 beschrinkt. Aulerdem, ist

A
n=1

als Vereinigunng von abgeschlossenen Menge auch abgeschlossen. Dar-
aus folgt nach Heine-Borel, dass C' kompakt ist.
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13. & Losung ¥k
Sei

f:9—-R

1
f(iE,y,Z)— x2—|—y2—22

Dann hat f weder ein Maximum noch ein Minimum.

49
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Kapitel 4

Normierte Raume

~17

Ein Vektorraum ist eine Menge V' mit zwei Operationen: Addition und Sk-
alarmultiplikation. Wir wollen ein Abstandsfunktion auf diese Vektorraum
definieren so, dass wir von Stetigkeit oder Differenzierbarkeit von Funktio-
nen iiber einem Vektorraum reden kénnen. Unser Ziel ist, einen metrischen
Raum aus einem Vektorraum zu machen, ohne die Vektorraumstruktur zu
verlieren. Dafiir gibt es den Begriff Norm.
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4.1 Normierte Riaume

4.1.1 Definition

Sei V' ein Vektorraum iiber R. Eine Abbildung
-V —-=R
hei3t Norm , falls fiir alle z,y € V und X € R gilt

L. |z >0 und |z]|=0<2=0 ( Positive Definitheit )
2. ||[Az]| = |\l ||| firalle AeR ( Homogenitit )
3.z +yl <zl + lyl ( Dreiecksungleichung )

4.1.2 Bemerkung

Die Norm in R" ist eindeutig fetgelegt, wenn man die Einheitskugel
Sy ={x eR"||z]| <1}

dieser Norm definiert.

4.1.3 Definition

Ein normierter Raum (V.|| ||) ist ein Vektorraum zusammen mit einer
Norm.
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ewkliaiacite - Ftetd
Horen “

X . ~ - Florm

.:_:,fe're".:f{ ﬂ'iim;?f{ Py

4.1.4 Definition

Sei € R™ dann definiert man

n
2l =" |l l;-Norm
k=1

- 1/p
ol = (3 leal?) " -Norm
k=1

|1%|| 0o := max |xy] loo-Norm

4.1.5 Definition

Zwei Normen || ||, und || ||, heiBen &quivalent falls es C; und Cy gibt so,
dass
Crlzll, < Jlzll; < Cao.lz]|, fir alle xzeR"
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4.1.6 Satz

Es gilt
[2lloe < l[zfl2 < flzfly < 7.[[2]] oo

Das heifit alle Normen ||z||, sind dquivalent.

Fiir dquivalente Normen gelten dieselben qualitative Sétze wie stetigkeits-
oder differenzierbarkeits-Satze. Eine Verallgemeinerung von diesem Satz ist
folgender Satz

4.1.7 Satz

Alle Normen auf R™ sind dquivalent.

4.2 Banach-Riume

Ein Banachraum kann sehr grofl und kompliziert sein. Wir werden uns
mit dem Rest dieses Buches auf den endlich dimensionalen Raum R™ be-
schrinken. Jedenfalls ist es sinnvoll eine Ahnung von der Vielfalt der Ba-
nachrdumen zu haben.

4.2.1 Definition

Ein vollstdndiger normierter Raum heif3t Banachraum.

4.2.2 Beispiele

e Die Menge R" beziiglich jede Norm ist ein Banachraum, weil alle Nor-
men von R™ dquivalent sind.
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e Fiir 1 < p < oo ist der Folgenraum [P definiert als

o= {(ze)i2y |or €R und ) | — kP < oo}
k=1

zusammen mit der [P — Norm

]|, :=

ein Banachraum.

e Die LP-Réume sind fiir 1 < p < oo erklart als
LP(G) = {u G—R|G GR”,/ lulPdr < oo}
G

zusammen mit der LP — Norm
fully = ] [ fups
G

e Sei GG € R” eine abgeschlossene Menge. Der Raum der stetigen Funk-
tionen C°(G)

sind Banachraume.

CUG):={f:G — R| f stetig }

zusammen mit der Maximum — Norm
|71 = mas |£(2)]

ist ein Banachraum.

4.3 Inneres Produkt

Das innere Produkt oder Skalarprodukt ist das was man aus der Schule
kennt, allerdings ein bischen allgemeiner fiir R™ oder fiir irgend ein Vektor-
raum.
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4.3.1 Definition

Sei V' ein Vektorraum iiber R.
Eine Abbildung (, ) : V x V — R heifit inneres Produkt oder Skalar-
Produkt, falls gilt

o (x,x) > 0 fir alle x # 0 ( Positive Definitheit )
o (\r+ py,z) = Nz, 2) + ply, 2) ( Linearitét )

e (z,y) = (y,x) ( Symmetrie )

Dann heifit (V, (, )) ein Préahilbert-Raum.

4.3.2 Bemerkung
Man kann leicht beweisen, dass

(z, Ay + pz) = Mz, y) + piz, z)
4.3.3 Satz (Cauchy-Schwarz Ungleichung)

Es gilt
[(z, )] < ll[l.lly]
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4.3.4 Satz (Parallelogramm-Identitéit)

In einem Prahilbert-Raum (V, (, )) gilt die Parallelogramm-Identitét
lz+ yl* + llz = ylI* = 2(/|=[* + [ly]*)
4.3.5 Satz (Polarisations-Identitét)

In einem Prahilbert-Raum (V, (, )) gilt die Polarisations-Identitét

1
(w.y) = (e +yl* = e = yl*)

4.3.6 Satz (Stetigkeit des Skalarprodukts)

Sei (V, (, )) ein Prahilbert-Raum, und sei limy_, o ) = x und limy_.o, yr =
y. Dann gilt

lim (2, yi) = (z,y)

k—o0

4.4 Hilbertraume

Eine besondere Art von metrischen Réumen sind diejenigen, die mit einer
Vektorraumstruktur versehen sind. Man méochte eine Metrik definieren die
vertraglich mit der Vektorraumstruktur und seinem Skalarprodukt ist.

4.4.1 Definition

Ein Vektorraum mit innenem Produkt heiffit Hilbert-Raum, falls er vollstandig
ist.
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4.4.2 Beispiele

e Der R" mit dem Standardskalarprodukt

(,y) = Z LjYj
j=1

ist ein Hilbert-Raum.

e Der Hilbertsche Folgenraum [?

Pi={(ze)iy |z €R und ) |z — k* < oo}
k=1

mit der Skalarprodukt

oo
(z,y) = ijyj
j=1

ist ein Hilbert-Raum.
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4.5 Aufgaben

1. Welche der folgenden definiert eine Norm auf R? :

(a) [[(z1, zo)|| := 27 + 23

(b) [[(z1, 2)[| := 21

(c) (w1, 22)[| =1

(d) (@1, z2)[| := min ([21], [22])
(€) [(z1,z2)]| = [22]

(£) (21, z2)|| = |z122]

(&) [[(z1,22)|| := |sin (21 + )]
(h) [[(z1, z2)[| := max (|z1], [22])

2. Welche der folgenden definiert ein Skalarprodukt auf R? :

a) ( (371,372) (Y1,92) ) = T1y1 + T2y
T2), (Y1, Y2) ) = 2141 + 222Y2
9U1,5L'2), (y1,92) ) = 22191 + 3222
), (Y1, 92) ) = T1y2 + Y172
T1,%2), (Y1, Y2) ) = 2722 + Yy
(

T1,%2), (Y1,Y2) ) =1 + T2+ Y1 + Yo
3. Sei (

>

,|I'll) ein normierter Raum, und =,y € X. Zeige, dass
= yll = {lzll = [y
4. Sei (X, || ||) ein normierter Raum, und z,y € X. Zeige, dass
[zl = llyll| < lle =yl
5. Sei (X, || ||) ein normierter Raum. Wir definieren
d: X x X —[0,00)

d(z,y) == |lz -yl
Zeige, dass (X, d) ein metrischer Raum ist.

6. Sei (X, ]| ||) ein normierter Raum, und sei limy_., 5 = x. Zeige, dass
die Norm || || stetig ist, das heift :

Jim [lzg]] =[]
—00
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7. Sei C[0,1] die Menge aller stetigen Funktionen auf [0, 1]. Ist

[F1] == f(0) + f(1)
eine Norm auf C°[0,1] 7

8. Sei C°[0,1] die Menge aller stetigen Funktionen auf [0, 1] zusammen

mit der Norm ) Lo
= 2(x)d
If= ([ o)

Ist (C°[0,1],] ||) ein Banachraum ?
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4.6 Losungen

1. & Losung %
(a) [[(x1,x2)|| := x? + 23 ist kein Norm da
121, D)l = 1(2,2)]] = 2* +2° = 8 #
2(1,1)|| =2(12 + 1%) = 2

Also die Homogenitét der Norm ist nicht erfiilt.
(b) ||(z1,x2)|| := x1 ist kein Norm da

(=1, )]|=-1<0
Also die Positivitat der Norm ist nicht erfiilt.
(¢) ||(x1,2z2)] := 1 ist kein Norm da
12(L, D =1[1(2,2)| =1 #2[|(1, )] =2

Also die Homogenitét der Norm ist nicht erfiilt.

(d) ||(z1, z2)|| := min (|x1],|z2]) ist kein Norm da
(L0 =0 aber (1,0) # (0,0)
Also die Positivitat der Norm ist nicht erfiilt.
(e) ||(x1, z2)|| := |z2| ist kein Norm da
I(1,0)[[ =0 aber (1,0) # (0,0)
Also die Positivitdt der Norm ist nicht erfiilt.
(f) |[(z1,z2)|| := |x122] ist kein Norm da
[(1,0)] =0 aber (1,0) # (0,0)
Also die Positivitat der Norm ist nicht erfiilt.
(g) |[(z1,x2)| := |sin (x1 + x2)| ist kein Norm da
(1)l =0 aber (1,-1) # (0,0)

Also die Positivitat der Norm ist nicht erfiilt.

(h) ||(z1,z2)|| := max (|z1], |x2|) ist ein Norm da alle drei Norm-
Axiome erfiilt sind.
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2. ™Losung ¥k
(a) { (x1,m2), (Y1,Y2) ) := T1y1 + 2y definiert ein Skalarprodukt auf
R2, da alle drei Axiome
o ((x1,x2), (x1,12)) > 0 fiir alle (zq,22) # (0,0)

o (A(z1,22) + (Y1, 42), (21, 22))
= M(@1,22), (21, 22)) + p{(T1, 22), (Y1, Y2))
o ((z1,22), (y1,92)) = (Y1, 42), (1, 72))
erfiillt sind.

(b) ( (z1,%2), (y1,¥2) ) := x1y1 + 222y definiert ein Skalarprodukt auf
R2, da alle drei Axiome

o ((x1,x2), (x1,12)) > 0 fiir alle (zq,22) # (0,0)

o (A(z1,22) + (Y1, Y2), (21, 22))
= M(@1,22), (21, 22)) + p{(T1,22), (Y1, Y2))
o ((z1,22), (y1,92)) = (Y1, 42), (v1, 72))
erfiillt sind.

(¢) ( (z1,72), (y1,92) ) := 2x1y1 + 3x2y> definiert ein Skalarprodukt
auf R?, da alle drei Axiome

o ((x1,x2),(1,22)) > 0 fiir alle (z1,22) # (0,0)

o (A1, 22) + p(y1,92), (21, 22))
= M(z1,22), (21, 22)) + p((z1, 22), (Y1, 92))
o ((w1,m2), (y1,92)) = (Y1, 2), (x1,72))
erfiillt sind.

(d) ( (z1,22), (y1,¥2) ) := x1y2 +y122 definiert kein Skalarprodukt auf
R? da
< (170)7 (170) > =0
Also die Positivitét ist nicht erfiilt.
(e) ( (x1,x2), (y1,y2) ) := x2x9 + y7yo definiert kein Skalarprodukt

auf R? da
((1,0),2(1,0) ) # 2((1,0),(1,0) )
Also die Homogenitét ist nicht erfiilt.
(f) ((x1,22), (Y1,92) ) := &1 +22+y1 +y2 definiert kein Skalarprodukt

auf R? da
((1,0),2(1,0) ) #2((1,0),(1,0) )
Also die Homogenitét ist nicht erfiilt.
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3. ™Losung ¥k
Wir wollen zeigen, dass

[z =yl = [lzll =yl
Nach der Dreiecks-Ungleichung gilt
[zl = llz =y +yll < [lz =yl + |yl

= [z =yl = =[] = lly]

4. ™aLosung ¥k
Wir wollen zeigen, dass

[zl = llyll| < llz =yl
e Falls ||z] > ||y|| Nach der Dreiecks-Ungleichung gilt
Izl = llz =y +yll < llz =yl + [yl
= [zl = llyll] = llzll = llyll < ll= =yl
e Falls ||z] < ||y|| Nach der Dreiecks-Ungleichung gilt
Iyl =T =1llyl ==yl =l —y+=z -]
<[ =y+aff +[ =zl = llz =yl + [l]

= [zl = lyll] = llyll = Nzl < llz =yl
5. ™ Losung ¥k

Wir wollen zeigen, dass (X, d) ein metrischer Raum ist. Es gilt :
e Positivitat
d(z,y) = [lz —yl| 20
e Definitheit
dlz,y) =]z —y]|=0 <= 2—-y=0 < =y

e Symmetrie

d(z,y) == v —yll = [ = 1y = [l = ly — 2] = d(y, z)
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e Dreiecks-Ungleichung
d@,2) = |le— 2l = o —y — 2+ yll = (& —y) — (= )|
< li@ =l + 1l = =)l = I = )| +1 = 1l = =)
=z =yl + [z =yl = d(z,y) + d(y. 2)

6. ™ Ldsung ¥k
Sei (X, ]| ||) ein normierter Raum, und sei limy_,, ; = . Wir wollen
zeigen, dass :

lim o] = [l
Oder
el = flzll] <€ fir op -zl <o
Nach Aufgabe — 4 gilt
el = llzll] < flow — =l <

Damit wéahlen wir 6 = € und damit gilt

lm [l — [l = 0
oder
i [l = [l
7. DLosung ¥
Mit

If1[ == f(0) + (1)
wird auf C°[0, 1] keine Norm definiert weil zum Beispiel : fiir
filz) =2" —z gilt [fi]| =0
Obwohl f; nicht identisch 0 ist, also die Definitheit ist nicht erfiilt.

8. D Losung %
Der Raum (C°[0,1],]| ||) ist ein normierter Raum aber kein Banach-
raum, weil er nicht vollstdndig ist. Um das zu sehen, betrachten wir
die Funktionen-Folge aus C°[0, 1]:

fn(x) =z"
Dann gilt
, 0 firxel0,1)
1 n(x) =
A fa() {1mm—1
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Also konvergiert die Folge aulerhalb von C°[0, 1]. Es ist jetzt nur noch

zu zeigen, dass (f,) eine Cauchy-Folge in (C°[0, 1], ||) ist. um das zu
sehen, betrachten wir die Differenz

1 = 1all = </01(fm - fn)2(x)dq:) v
_ (/Ol(xm - :c”)gdx> 1/2

1 1/2
_ (/ (me +x2n o me-f-n)dx)
0
1 1/2
< (/ (x2m+x2”)d:r)
0

0.B.d.A sei m > n, also ist z*™ < 2*" auf [0, 1] dann gilt :

1 1/2 1 1/2 |
</0 (:E2m+x2”)dx> < </o x%da:) =1 0

fiir n — oo, also (f,,) ist tatsdchlich eine Cauchy-Folge
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Kapitel 5

Stetige Funktionen

£ =1 [xv¥]

5.1 Funktionen von R" nach R™

Sei A eine Untermenge von R". Eine Funktion f : A — R™ bildet ein
Vektor x = (z1,...,z,) € A auf einen Vektor y = (y1,...,yn) € R™ ab.
Wir schreiben y = f(x) oder

v = fi(xy,o ) o Ym = [T, x)
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5.1.1 Beispiel 1

Eine Funktion (m = 1) mit zwei Variablen (n = 2) kann man als eine Fliche
in R? darstellen. Zum Beispiel kann man die Funktion

2= flz,y) =2+ ¢
als Flache darstellen. Diese heifit Paraboloid.

5.1.2 Beispiel 2

Die Funktion f : R? — R definiert durch

ry(a? —y?)

flz,y) = .

kann man als Fliache darstellen. Sie ist auf (0,0) nicht definiert!
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5.1.3 Beispiel 3

Die Funktion f : R? — R definiert durch

f(z,y) =In(2® + ?)

kann man als Flidche darstellen. Sie ist auf (0,0) nicht definiert!
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5.1.4 Beispiel 4

Eine Funktion f : R? — R? definiert durch

(U, U) - f(xa y) — (fl(xa y): fQ(xa y))
kann man mit Gitterverformung darstellen.

5.2 Stetigkeit

Der Begriff des Limes einer Funktion lédsst sich leicht auf mehrdimensionale
Funktionen erweitern.

5.2.1 Definition

Sei f: A —R™, AC R" eine Funktion, und sei zy € A, dann sagt man

lim f(z) =05
T—T0
oder
f(x) = b fir x—a

falls gilt
lim | f(z) — bl = 0

[z—al|—0
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5.2.2 Satz

Seien f,g: A — R™ | A C R" zwei Funktionen, und es gelte lim,_., f(z) =
b, lim, ., g(z) = ¢ dann gilt:

o lim, ., (f(z)+g(z)) =b+c
e lim, ., f(x)g(z) = be

o limg ., [|f(2)] = 0]

Sei f(z,y) eine Funktion die bei (xg,yo) definiert ist, grob gesagt heifit f
bei (xg, o) stetig, falls gilt:

lim  f(z,y) = f(zo,y0)

(@,y)—(z0,y0)

Insbesondere ist die eindimensionale Funktion

fz,a(x — x0) + yo)

bei z stetig fiir alle reellen a. Das heifit wir ndhern den Punkt (z¢,yo) auf
die Gerade y = a(x — 29) + yo an.
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5.2.3 Definition (Stetigkeit)

Eine Funktion f: A — R™ | A C R" heif}t stetig bei xy € A falls gilt:

Ve>0 36>0 VeeA : |r—uxf <6

= |f (@) = flzo)] < e

5.2.4 Beispiel 1

Sei f: R? — R definiert durch f(z,y) = 2x +y. Dann ist f in jedem Punkt
(o, v0) € R? stetig. Um das zu beweisen, sei € eine beliebige positive Zahl.
Es gilt

1f(z,y) = f(zo,y0)|| = [22 +y — (220 + yo)|
= 2(x — w0) + (¥ — vo)| < 2]x — xo| + |y — w0l

Nun gilt

|z — x| = \/(x — x0)?

< V(x =202 + (y — %0)? = ||(z,y) — (x0, %0
Genauso gilt
v = yol = V(¥ — 0)?

< V(@ =202+ (y — %)* = (=, y) — (z0, %0
Wir wéhlen jetzt § = ¢/3, dann gilt

€ €
]:U—x0|<§ und ]y—y0|<§

fir |[(z,y) — (xo,y0)|| < 6. Daraus folgt

|f(z,y) = f(@o, yo)|l < 2|z — z0| + |y — Yol

<2€+€
JR— — = €
3 3

fir |[(z,y) — (xo,y0)|| < &, und f ist stetig in (z,yo).
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5.2.5 Beispiel 2

Sei h : R? — R definiert durch h(z,y) = zy. Dann ist h in jedem Punkt
(a,b) € R? stetig. Es gilt
[h(z,y) — h(a,b)|| = |zy — ab]
= vy —ay + ay — ab| < [zy — ay| + |ay — ab| = |z — ally[ + |a[ly — b]
Nun sei |y — b < 1. Dann gilt
lyl =1y = b+ <[y —>bl+[b] <1+ ]|
Damit folgt
[7(x,y) — h(a,b)|| < |z —al(1+[b]) + |ally — 0]

fiir |y — b] < 1. Weiterhin gilt
o —al = V(2 —a)? < V(2 —a)? + (y — 1)?

< [[(z,y) = (a, )]

Nun konnen wir 6 als die kleinste Zahl der drei Zahlen

] € €
2(1 + [b]) 2al
wéahlen. Dann kénnen wir die Stetigkeit von h mit folgender Abschétzung

beweisen
€

1+ 1b
(14 0 +lal 57

A2, y) — h(a,b)|| < m

fiir || (z,y) — (w0, yo)|| < 0.

Zum Gliick muss man diesen langen Beweis nicht bei jeder Uberpriifung
der Stetigkeit einer Funktion ausfithren. Um zu entscheiden wo eine Funkti-
on stetig ist, benutzt man folgende Rechenregeln. An den Stellen an dernen
die Rechenregeln nicht gelten benutzt man die Definition.
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5.2.6 Satz

1. Eine konstante Abbildung ist immer stetig.
2. Die Identitédtsabbildung ist immer stetig.

3. Seien f,g: A — R, A C R" zwei stetige Funktionen in zy € A, dann
sind f+ g, f — g, f.g stetig. AuBerdem, falls g(z¢) # 0 ist f/g auch
stetig.

4. Sei f:R"™ — R™ stetig in 2o und g : R™ — R! stetig in f(x¢),dann ist
die Funktion g o f : R® — R’ stetig in .

5. Eine Funktion f : A — R™, A C R" ist stetig bei zy genau dann, wenn
fi - A — R stetig bei xq fiir alle j = 1,...,m ist.

5.2.7 Beispiel 1

Die Funktion f : R? — R definiert durch

2 2

flay) =@ +yhe ™"

ist iiberall stetig.
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5.2.8 Beispiel 2

Sei

[\

_ ) oe o falls (z,y) #(0,0)
f(@,y) = {0 ' , falls (z,y) = (0,0)

Dann ist f nach den Rechenregeln iiberall stetig wo (z,y) # (0,0). Bei

(z,y) = (0,0) gilt :

lim f(#,0) = 0

Wahrend .

t—0

Also ist f bei (0,0) nicht stetig.

5.2.9 Warnung

Eine Funktion von zwei Variablen kénnte stetig in jeder Variablen (als ein-
dimensionale Funktion betrachtet) sein, aber dennoch unstetig als Funktion
von zwei Variablen. Zum Beispiel

_Jmie s falls (zy) #(0,0)
f(x,y) = {0 ' , falls (x,y) = (0,0)
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5.2.10 Satz

Sei f(z,y) eine stetige Funktion, dann gilt

lim lim f(z,y) = lim lim f(x,y) = f(xo,v0)

T—T0 Y—Yo Y—Yo T—T0

5.2.11 Beispiele

e Sei
L—Y ..
x,Y) = fir o+ 0
fz,y) Ty y#
Dann gilt
lim lim f(x,y) = +1
z—0y—0
lim lim. (=, y) = —1

Damit ist die Funktion bei (0, 0) nicht stetig fortsetzbar.

e Manchmal kann man die Unstetigkeit einer Funktion nicht so schnell
beweisen. Man braucht dann eine geeignete Annaherungskurve.
Sei f : R? — R definiert durch

1
e 2y

fx,y) =

£(0,0) :==0
besitzt bei Anndherung an (0,0) langs aller Geraden der Form
Yy =azx

f den Grenzwert 0, aber f ist bei (0,0) nicht stetig weil

lim f(t,eft%) = lim - = % # £(0,0)

t—0+ t—0+ 2

e Sei ,

0 , falls (x,y) = (0,0)
Die Funktion ist bei (0,0) nicht stetig.
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5.2.12 Satz (Zwischenwertsatz)

Sei (M, d) ein metrischer Raum. Die Funktion
f:M—R

sei stetig auf der zusammenhéngenden Mengen X C M. Es seien a,b € X
mit f(a) < f(b). Ferner sei v eine reelle Zahl mit

fla) <v < f(D)

Dann gibt es mindestens ein £ € X mit f(§) = v.

5.2.13 Satz (Norm-unabhingigkeit)

Seien
f:R"—=R™
eine Funktion, || ||; und || ||z zwei dquivalente Normen. Dann gilt:

f stetig beziiglich || ||y <= f stetig beziiglich || |2
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5.3 Aufgaben

1. Bestimme den maximalen Definitionsbereich in R? fiir folgende Funk-
tionen f(z,y) :

(a) flz,y,2) = /22 +y2+ 22— 1
(b) f(z,y) =a* +y* — ba’y’
(c) flz,y) =In(z* +y?)
(d) f(z,y) = ; cos (a?)
() f(w.y) = an(§)
f x
2. Berechne folgende Grenzwerte falls sie existieren :
li 2 2
(&) (:013_»(2,1) Tyt
x
b lim _
(b) (2.9)—(0,0) T + Y
4
(c) lim 5 Y
(2,y)—(0,0) T2 + 12
(d) T 1 it )
(z,y)—(0,0) cos (x + y)
(e) lim sin (zy)

(z,y)—(0,0) 2 + 2
202 — xy

f lim
(1) (z,y)—(0,0) 422 — y?

(2) lim f—y
(2,y)—(0,0) o+ + 10

W im oY
(z,9)—(0,0) 22+ + 3y*

3. Sei

LY .
fy) = e T 2% (2= y)* £ 0

Ist diese Funktion bei (0,0) stetig fortsetzbar?
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. Sei

f(x,y)zw

ist diese Funktion bei (0, 0) stetig fortsetzbar?

fir x+y#0

. Sei

$3y4

f(x,y):$6+y4 fir (z,y) # (0,0)

ist diese Funktion bei (0,0) stetig fortsetzbar?

Sei

x3e®Y

[z, y) = —

et — 1

fir x«#0

ist diese Funktion bei (0, 0) stetig fortsetzbar?

Sei F': R?® — R? eine Funktion definiert durch
F($7 Y, Z) - (fl(xa Y, Z)7 fg(il?, Y, Z))
Das heifit, f; und fs sind die Koordinaten-Komponenten von F'. Zeige,

dass F' genau dann stetig ist, wenn f; und f5 stetig sind.

Eine Funktion f : R®™ — R™ heifit lokal beschrankt, falls fiir alle
v € R”, ein r > 0 gibt so, dass f auf der Menge

B.(v) ={x e R" | ||z —v| < r}
beschrankt ist. Zeige, dass

f stetig= f lokal beschrankt

. Zeige mit dem Zwischenwertsatz, dass die Menge

A={zeR"| |z #1}

nicht wegzusammenhéngend ist.
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5.4 Losungen

1. & Losung %k

(a) Die Funktion f(z,y,2) = /22442 + 22— 1 macht nur Sinn,
wenn
22 —-12>0

Also ist der Definitionsbereich
D={(z,y,2) | 2°+y*+2* > 1}

Das ist die Menge aller Punkte von R? die auf und auflerhalb den

Einheitskugel.

(b) Die Funktion f(z,y) = z* + y* — 5z%y* macht Sinn fiir alle reelle
Zahlen x,y € R. Also ist der Definitionsbereich

D = R?
(c) Die Funktion f(z,y) = In(2* + y*) macht Sinn nur, wenn
2> +y* >0 oder (z,y)#(0,0)
Also ist der Definitionsbereich
D =R*\{(0,0)}
(d) Die Funktion f(z,y) = icos (z?) macht Sinn nur, wenn

y7#0

Also ist der Definitionsbereich

D ={(z,y) eR* | y # 0}
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(e) Die Funktion f(z,y) = tan (%2) macht Sinn nur, wenn

2
y#0 und x—%ngka
Y

mit k € Z. Also ist der Definitionsbereich

5 T
D:{(x,y)ER |y #0 und ?#§+2k7r}

(f) Die Funktion f(z,y) = ——— macht Sinn nur, wenn

Varty?
Vr2+y2#0 oder (x,y)# (0,0)

Also ist der Definitionsbereich

D =R\{(0,0)}

2. NLosung ¥k
(a) Es gilt : lim iy +2° =27 427 =8
(z,y)—(2,1)
(b) Das Limes : lim ’ existiert nicht, weil

(z9)=(00) 2% + ¢
Fir (x,y) = (¢,0) ist

t
(2,9)—(0,0) 2% + 3 t—0 {2
Wiéhrend fiir (z,y) = (0,t) ist
0
lim T = lim - =0
(@)= (0,0) T2 + y? t—0 ¢
yt

C as Limes : 1m existiert nicht, weil
Das Li I o b 1

(z,y)—(0,0) 2 + y?

Fiir (z,y) = (¢,0) ist

4
0
lim 4 lim

—_— —_— = 0
(z,y)—(0,0) 1'2 -+ y2 t—0 t2
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Wihrend fiir (z,y) = (¢2,1) ist

y4

lim

(@) —(00) 22 + Y2

t4

m —=1
t—0 t4

(d) Die Funktionen sin und cos sind stetig. Auflerdem

cos(0) =1#0
Also ist .
Mbei (0,0) stetig
cos (z + )
Damit gilt :

S (x — ) _

(,y)—(0,0) cos (z + y)

_ sin (zy)
lim
(,y)—(0,0) 2 4 72

Fir (z,y) = (¢,0) ist

(e) Das Limes :

sin (zy)

lim

(2)—(00) T2 + 42

Wahrend fiir (z,y) = (¢,t) ist

lim sin (zy) _
(z.y)—(0,0) 2 4 Y2

(f) Das Limes :

lim

Fiir (z,y) = (¢,0) ist
lim
(z,y)—(0,0) 4% — 12

Wahrend fiir (z,y) = (¢,t) ist

20° —xy

.
(;,Iyriﬁ(o,O) 4?2 — 2

lim

(z,y)—(0,0) cos (0 4 0)

202 — xy
(z,y)—(0,0) 4x? — y?

202 — xy B

sin (0 — 0) _0

existiert nicht, weil

sin 0
im =
t—0 t2
sin (7)1
t—0 2t2 2

existiert nicht, weil

_ 262 1
lim — ==
t—04¢2 2

ot — 2 1

1Htl—>0 4t2 — t2 N §
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2,.2
lim Ty
(2,y)—(0,0) % + /O

Fiir (z,y) = (¢,0) ist

(g) Das Limes :

22y
x4 b N

im
(2,y)—(0,0)
Wahrend fiir (z,y) = (¢,t) ist

$2y2

lim =
(z,y)—(0,0) x* + b

2,2
(h) Das Limes : lim %
(z,y)—(0,0) 22* + 3y

Fiir (z,y) = (¢,0) ist
2,2
lim _rY
(z,y)—(0,0) 224 + 3y*
Wiéhrend fiir (z,y) = (¢,1) ist

2,2
lim vy
(z,9)—(0,0) 2x* + 3y*

3. NLdsung ¥k

Die Funktion
:U2y2
2?y® + (z — y)?

flz,y) =

IthO A A

83

existiert nicht, weil

0

11m —
bﬁ0t4

=0

t4

existiert nicht, weil

fiir 2’y*+ (x—y)*? #0

ist bei (0,0) nicht stetig fortsetzbar, weil fiir (z,y) = (¢,0) ist

$2y2

lim —
(2,9)—(0,0) 22y% + (z — y)?

Wiéhrend fiir (z,y) = (¢, 1) ist

$2y2

lim
(z,y)—(0,0) 2y + (. — y)?

0

11n21_)0 5 =0
) t
hn%eogz _-1
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4. ™aLosung ¥

Die Funktion

sin(z + y)

flz,y) = oy

fir x+y#0

ist bei (0,0) stetig fortsetzbar, weil fir x 4+ y # 0 gilt :

sin(z + y)

flz,y) = z Ty

_ @ty +(@+y)?’/Bi+ (@ +y)°/5 + ..
(z +y)
=1+ (@ +9)?*/3 + (x+y)" /5l + - =1
wenn (z,y) — (0,0)

5. NLdsung ¥k

Die Funktion
23y
566 + y4

flz,y) = fir (z,y) # (0,0)

ist bei (0,0) nicht stetig fortsetzbar, weil fir (z,y) = (¢,0) ist

$3y4 . 0
1m = lim —=0
(z,y)—(0,0) 26 + y* t—0 6

Wihrend fiir (z,y) = (¢1/5,¢1/8) ist

x3y4 ¢ t1/2
(z,l;ﬂ(o,o) x + y* N hgo t + t1/2 - h{go /2 + 1 -
6. Losung ¥
Die Funktion
x3exy
er —

ist bei (0,0) stetig fortsetzbar, weil fiir = # 0 gilt :

e™ (14 ay+ (zy)?/2' +...)

f(x’y):em—l (o422l ) -1
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bt aty+ a2yl ety + a2 4
B r+ax?/20+ ... B L+ax/21+ ...

Die Funktion im Nenner und im Zéahler stetig sind und es gilt

lim 14+z/2l+...)=1%#0
(ﬂf:y)—>(0’0)( / ) 7

7. D Losung %

Wir wollen zeigen dass

F(I, Y, Z) - (fl('ra Y, Z); f2(x7 Y, Z))
genau dann stetig ist, wenn f; und fy stetig sind.

Falls F' stetig ist, gilt :

< €

H(fl(x,y,z), fz(x,y,z)) — (fl(azo,yo,zo), fz(xo’ymzo))

fir ||(z,y, 2) — (zo, Yo, z0)|| klein genug. Da alle Normen || || &quivalent
auf R3, kénnen wir eine Norm wéhlen, so dass der Beweis einfacher
wird. Wir wéhlen die Maximum — Norm. Damit gilt

H(fl(xvy7z)7 f2(x7y7z)> - (fl(x07y0720)7 f2(x07907'20)>H

= max (}fl(xayaz) - fl(any()nZO)‘a
|f2(5’3>y72) - f2($0790720)|> <€
fir ||(x,y, z) — (xo, Yo, 20)|| klein genug. Daraus folgt

|f1(fE7?Ja z) — f1(9307yo,20)’ <€

und
|f2(1'7?/a z) — fz(ion?/o,Zo)’ <€
fir ||(z,y, 2) — (20, Yo, 20)|| klein genug. Das heifit, f; und f> sind stetig.

Falls fi; und f5 stetig sind, gilt :

‘fl(xoya z) — f1(xo,yo,zo)] <€
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und
‘fQ('CU7 Y, Z) o f2(x07 Yo, ZO)‘ < €
fir ||(x,y, z) — (x0, Yo, 20)|| klein genug. Daraus folgt

(A9 o)) = (o), oo )|

= max (’fl(xayaz) - fl(x()ayO:ZO)‘)
‘fg(x,y,z) - fQ(x())yO;ZO)‘) <€
fir ||(x,y, z) — (x0, Yo, 20)|| klein genug. Das heifit, F' ist stetig.
8. Wir mochten zeigen, dass f auf der Menge
By (v) :={z e R" | |lz — o <r}

fiir ein geeignetes r beschriankt ist. Das heifit es gibt ein R € R so,
dass || f(x)|| < R fiir alle x € R™. Da f stetig an der Stelle x = v ist
gilt nach Defintion:

1f(z) = f(o)ll <e

fiir ||z —v|| klein genug. Also wihlen wir 7 klein genug so, dass || f(x) —
f(v)|| < e daraus folgt:

LF )l = 1f () = fv) + fo)]]
< [If(z) = F@) + [ F )| < e+ [ F ()]

Da wir R beliebig Wé&hlen konnen, setzen wir
R=e+|f()]

und damit ist || f(z)|| < R.

9. wir wollen, dass die Menge
A={zeR"| |2l £1}

nicht wegzusammenhéngend ist. Wir nehmen an, dass A wegzusam-
menhéngend ist. Dann gibt es einen Weg + der ganz in A liegt, so
dass

v(0) =(0,0,...,00 € A und ~(1)=(2,0,...,0) € A
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Betrachten wir die stetige Funktion:
AR =R, f(z) ==
Dann gilt

f(’}/(O)):f(0,0,,O):O und f(fy(l)):f((2707"'70):2

Da die Funktion f o~ auf [0,1] stetig und die Menge [0, 1] zusam-
menhéngend ist, konnen wir den Zwischenwertsatz verwenden. Also
gibt es ein £ € [0,1] so, dass f(7(£)) = 1. Das heifit, v(§) € A und
|17(€)]| = 1: Widerspruch!
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Kapitel 6

Differenzierbarkeit

6.1 Partielle Ableitung

Sei f(x,y) eine Funktion in Abhéngigkeit der Variablen x und y. Da x und
y voneinander unabhéngig sind, kann man folgendes machen:

Ist y fest und = verédnderlich, so ist f(x,y) eine Funktion von x und ihre
Partielle Ableitung beziiglich x ist

Oz A0 Az

Ja
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Ist x fest und y verdnderlich, so ist f(z,y) eine Funktion von y und ihre
Partielle Ableitung beziiglich y ist

_of i fla,y+ Ay) — f(z,y)
= — = 11In
oy Ay—0 Ay

fy

6.1.1 Beispiel
Sei f(z,y) := 23 — zy + > dann gilt:

%:3x2—y = =-—x+3y

6.2 Partielle Ableitungen H6herer Ordnung

Die partiellen Ableitungen % und g—i konnen auch wieder partiell (nach x
oder nach y) abgeleitet werden. Es entstehen vier zweite Ableitungen

oof _&f oof _of
Ox Ox  Ox? oy dy  Oy?
o of  Pf oof  0f

dr oy 0xdy dy Ox - Oyox
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6.2.1 Beispiel

Sei
fx,y) == 2% + 32y + 3
Dann gilt:
2 2
7, 7,
Ox? 0y?
2 2
f _ 4 of _ 4
0xdy 0yox

6.3 Partielle Ableitung Impliziter Funktionen

Manche Funktionen kéonnen nur in einer impliziten Form ausgedriickt wer-
den. In solchen Fillen kann man die Funktion auch partiell ableiten, indem
man die partielle Ableitung der Funktion als unbekannt betrachtet und da-
nach die Gleichung 16st.

6.3.1 Beispiel

Sei z:=f(x,y) eine Funktion definiert durch
xy+xz+zr=1

Differentiation nach z :

N (9z+ 8z+ 0 = 0z Y+ 2
—+r—+z= — =
YT Yo ox Ox T4y

Differentiation nach v :

N 0z g 0z 0 = 0z
x — tzdr— = — =
yay oy dy T +y
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6.4 Totales Differential

6.4.1 Definition

Das totale Differential einer Funktion f

z:f(x,y)

ist definiert durch

6.4.2 Beispiel

Fiir z = xy gilt dz = %d:ﬁ + g—zdy = ydx + xdy

6.5 Richtungsableitung

Eine Verallgemeinerung der partiellen Ableitung ist die Richtungsableitung
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6.5.1 Definition

Sei f: R® — R und sei e € R ein Vektor mit ||e]| = 1. Dann

d . flzo+te) — flwxo)
%f(:vo) = lim

t—0 t

heiflt die Richtungsableitung von f and der Stelle xy in Richtung e.

6.5.2 Beispiel 1

Sei f : R? — R eine Funktion definiert durch

fla,y) =" +y°

Wir wollen die Richtungsableitung von f an der Stelle o = (1,1) in die
Richtung von v = (3,4) berechnen. Zuerst, sollen wir den Richtungsvektor
e berechnen :

v (3,4) <3 4>

e = = = -,z
lol V38 +42 575

nach der Definition gilt

d T f(xo+te) — f(xo)
o/ (7o) = i /

o f<(1, D+t(4 g)) L)

t—0 t

P+ 2004 4) - 71
= lim
t—0 t
3 2 4 2
(1+2t) + (1+8) -2 4

= lim _ -
t—0 t 5%
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6.5.3 Beispiel 2

Sei f : R? — R eine Funktion definiert durch

f(x7y) - ny

Wir wollen die Richtungsableitung von f an der Stelle (z,y) in die Richtung
von e = (v/2/2,v/2/2) berechnen. Es gilt

ol y) = lim ;

f<a: R2/2,y + h\/§/2) ~ f(z,y)

=i h
. (7w hV2/2)%(y + hV2/2) — 22y
= lim
h—0 h
o ?hV/2/2 + zyhv/2/2 + 20h*S + yh*+ + h3V/2/4
= h
2
= x2§ + :Uy\/§
6.5.4 Spezialfille
Sei f:R3 — R.
Wenn e = (1,0,0) dann gilt
d of
£f($o) or
Wenn e = (0, 1,0) dann gilt
d of
%f(xo) 8_3/
Wenn e = (0,0, 1) dann gilt
d of
%f(xo) 02
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6.5.5 Satz

Sei f: R? — R. Dann ist die Richtungsableitung im Punkt P = (zg, o) fiir
den Winkel 0
af _of

0
= 9 — (9, Yo) cos + —f(aco Yo) sin

dy

6.5.6 Satz

Sei f(z,y) = 2* — 6y? und P = (7,2) dann ist die Richtungsableitung im
Punkt P fiir den Winkel 6 = o

d
d_f — 2z cosf — 12ysinf = —5v/2
e

6.5.7 Satz

Sei f: R3 — R. Dann ist die Richtungsableitung im Punkt P = (x¢, yo, 20)
in Richtung e = (e1, e2,e3) (|le]| = 1)

df of of . of

—-—€1 + — €9 + — €3

de  Ox dy 0z

6.5.8 Satz

Sei f(z,y, 2) = vy+2wz—y*+2* Dann ist die Richtungsableitung im Punkt
(1,—2,1) in Richtung e = (1,1, 2) gleich

ﬁ af€1+af€2+af€3 — 0% L—FE)XL—{—ZLX 2 13\/6

de  Oxllel| Oyl = Oz |le] V6 V6 V6 6
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6.6 Totale Ableitung

6.6.1 Definition

Eine Abbildung f : A C R® — R™ heifit differenzierbar an der Stelle o € A
falls es eine lineare Abbildung D : R™ — R™ gibt so, dass

o @) = £(w0) = Dia = 20)]

=0
el [l = o]

dann heift D die totale Ableitung (oder einfach Ableitung) von f an der
Stelle z¢ und wird mit f’ bezeichnet.

<)

Fixl= =+ 49

6.6.2 Satz (Jacobi-Matrix)

Sei A C R" eine offene Menge und

f:A—=R™
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eine differenzierbare Funktion auf A. Dann exitieren alle partiellen Ablei-
tungen % und die totale Ableitung ist gegeben durch

ofr of1 df1
o0x1 0z e 8xn\
Of2 9f2 Ofa
f/ o0z 0xo o O0Tn
\%n Ofm
ox1 0z o OTn

Diese Matrix heifit die Jacobi-Matrix. Die Determinante von der Jacobi-
Matrix heiit Funktionaldeterminante. Falls m = 1 ist diese Matrix ein
Vektor in R™ und sie heifit auch Gradient von f. Man bezeichtet sie mit

V) = grad f

6.6.3 Beispiel 1

Sei f : R? — R? eine Abbildung deiniert durch

f(z.y) = (2%, 2%, a'y?)

Dann ist die totale Ableitung durch folgende Jacobi-Matrix gegeben

of of
Pe oy 2 0
9 9

=% %S|=|3%% 7
af af 3,2 4
8l a_; 4y 227y

6.6.4 Beispiel 2

Sei f : R3 — R eine Abbildung definiert durch

T siny

flx,y, 2) =
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Dann gilt

af of 8f> _ (siny X CoSY _xsiny)

gradf = (aaa—yag ; 2

z oz z

Noch ist etwas nicht ganz geklart und zwar, wie konnen wir wissen, dass die
totale Ableitung fiir eine bestimmte Funktion an einer bestimmten Stelle
iiberhaupt existiert. Der néichste Satz garantiert diese Existenz.

6.6.5 Satz (Differenzierbarkeitsbedingung)

Sei A C R” eine offene Menge und
f:A—=R"™

eine Funktion auf A. Falls alle partiellen Ableitungen 71 existieren und
stetig auf A sind, dann ist f garantiert total differenzierbar auf ganz A.

6.6.6 Beispiel

Dieses Beispiel zeigt, dass die partielle Ableitung einer Funktion nicht un-
bedingt stetig sein muss.

Sei

1
oo (1 }
fle,y) == Sm(l.> fiar z 70,
und
flx,y)=0 firz=0
dann gilt
of S /1 o1y
%—QQZSIIl(E)—COSSln(E) fir z # 0,
und of fz,y) =0
T, Yy)— _
g, Oy =l === =0

Also existiert die partielle Ableitung nach x iiberall. Allerdings oszilliert fiir
x — 0 die Ableitung zwischen —1 und +1, und damit ist die Ableitung nicht
stetig. Daher erfiillt diese Funktion nicht die Differenzierbarkeitsbedingung.
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6.6.7 Satz (Differenzierbarkeit und Stetigkeit)

Sei A C R" eine offene Menge und
f:A—R"™
eine (total) differenzierbare Funktion auf A. Dann ist f stetig.

Die totale Ableitung kann auch ein Mittel sein um die Richtungsableitung
zu berechnen wie folgender Satz zeigt.

6.6.8 Satz (Richtungsableitung)

Sei A C R" eine offene Menge und
f:A—R"™

eine (total) differenzierbare Funktion auf A mit Ableitung f’. Dann existie-
ren alle partielle Ableitungen und die Richtungsableitung in alle Richtungen
e und es gilt

df

de—f.e

6.6.9 Beispiel

Dieses Beipiel, zeigt dass die Existenz der Richtungsableitung in alle Rich-
tungen e nicht impliziert dass die totale Ableitung existiert (wie man sich

intiutiv vorstellt).
Sei f.R? — R eine Funktion definiert durch

flz,y) =0 fir 2°=—y
Mit dem Richtungsvektor e = (eq, e2) gilt

d tey,t I
W o,0) =y Llert2) _py, L _Feree _pp, @2 _
de t—0 t t—0 t t2e{ +tey  t—0te] + eo
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Also existieren alle Richtungsableitungen an der Stelle (0,0). Allerdings ist
f bei (0,0) nicht stetig, da

.CC2

glglir(l)f(x’x) B ilg(l) 24z

Also kann f bei (0,0) nicht diffenrenzierbar sein.
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6.7 Aufgaben

1. Berechne die partiellen Ableitungen der Funktionen:

(a) fla,y) =2+ %

(b) f(x,y) = sin(2z + 3y)

(¢) f(z,y) = arctan(z +y)

(d) f(:z:,y,z) — et tayztl

(¢) fla,y) =% -5

(f) f(z,y) = sin(22* — Say)

(8) f(z,y) = tan(zy” + 1)

(h) f(x,y,z,t) = zyz + 2%y*2 — wyz® + 2y°27

2. Sei f: R — R eine differenzierbare Funktion, und
g(x,y) == f(x/y). Zeige dass

3. Sei f: R — R eine differenzierbare Funktion, und
g(z,y) == f(2® +y?). Zeige dass

(9g 89

83: 83/ =0

4. Sei f: R — R eine differenzierbare Funktion, und
g(z,y) == f(a® — y?). Zeige dass
dg (99

8x+ 83/ =0

5. Berechne die zweiten Partiellen Ableitungen der Funktionen:

101
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6. Seien f,g : R — R zweimal stetig differenzierbare Funktionen. Zeige
dass die Funktion

w(x,t) = f(x —ct) + g(x + ct)
die partielle Diferentialgleichung

P*w 0%

—_— = —

ot? ox?
erfillt.

7. Berechne die Richtungsableitungen der Funktionen an der Stelle P in
die Richtung von v:

(a) f(z,y) =%y’ P=(12) wv=(1,2)

(b) f(x,y) = sin(2z + 3y) P = (m,2m) v=1(2,1)

(c) f(z,y) = arctan(z?y) P =(3,0) v=(3,2)

(d) flz,y) = e+ P=(-13) v=(23)

(e) f(z,y) =2?ysin (zy) P=(0r) v=(42)

(f) f(x,y) = sin(2zy) P=(-1,m) v=(5,2)

(g) f(z,y) = tan(2’y) P=(3,0)  v=(61)

(h) fz,y) = e P=(-13) wv=(L9)

8. Seien f,g : R® — R zwei differenzierbare Funktionen, und a,b € R.

Zeige, dass

grad (af + bg) = a grad (f) + b grad (g)

9. Berechne den Gradient der folgenden Funktionen:

(a) fz,y) =y

(b) f(z,y) = sin(2zy)

(c) f(z,y) = cos(z?y)

(d) f(z,y)=e™

(e) f(z,y) =sinz + ysin (zy)
(f) f(z,y,2) = sin(22%y + 2y2?)

10. Berechne die totale Ableitung f’ der folgenden Funktionen:
(a) f(z,y) = (zy, )
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) = (sin(2zy), 2°y)

) = (cos(z?y), 2%, zy)

Y, 2) = (e"% xsinx, yz)

r) = (2*sinz, 2% v — 1)

z,y,2) = (2,4, 2)

11. Benutze die Differenzierbarkeitsbedingung um zu zeigen, dass die Funk-

tion f:R? - R
1

f(z,y) S B N |

uberall total differenzierbar ist.

12. Sei f : R? — R die Funktion definiert durch

) a?sin(1/z) fire #0
f@y) = {0 fiire =0

Zeige, dass f iiberall differenzierbar, aber ihre Ableitung f’ nicht iiber-
all stetig ist.
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6.8 Losungen

1. & Losung %k

20 y? x> 2y

(a) 6f/0:c=?—— L Offoy= -5+

x? Y x
(b) 0f/0x =2cos(2x +3y) , Of/0y = 3cos(2x + 3y)

1 1
of /0y =
1+ (@ +y)? 1oy 1+ (z +y)?

(c) f/0x =

(@) 0100 = (20 +y2)e= 0 | 0fj0y = sz

of 0z = ar:yegczﬂwrl

2 221 2yx? 2
(€) 0f/0r =5+~ 1= OffOy=—" "~
(f) Of )0z = (4x — y) cos(22* — Hxy)
Of |0y = —bx cos(2z*® — Sxy)
2
(&) 0f 0w =+ COf oy =

L+ (zy? +1)° L+ (zy? +1)°
(h) Of /0x = yz + 2wy*z — y2° + 42°y°2"
Of |0y = vz + 20%yz — x2° + batyts”
Of 0z = wy + x*y* — 3xyz® + Taty°2°
af /ot =0
2. ™Losung ¥k

Sei f: R — R eine differenzierbare Funktion, und
g(z,y) == f(x/y). Wir wollen zeige dass



6.8. LOSUNGEN 105

Nach der Kettenregel (f(u)) = u'f'(u) gilt:

ag o 1 ! ag o -T .

e ;f (z/y) Dy = 2 f(z/y)
Daraus folgt

dg : dg -z

ro— =12y Y3, = f(x/y)
Also gilt
dg 9y
3. ™Losung ¥k

Sei f: R — R eine differenzierbare Funktion, und
g(z,y) = f(2® +y?). Wir wollen zeige dass

39 99 _
8x 83/
Nach der Kettenregel (f(u)) = o f'(u) gilt:
dg 2 @ _ (.2 2
5, = 2l @ +y) 5y~ W@ +y)

Daraus folgt
0 0
yﬁ—g =22y f'(z* +y7) | x8—§ = 2zyf'(a* +y?)
Also gilt

8g Gg

851: (9y =0

4. NaLosung ¥

Sei f: R — R eine differenzierbare Funktion, und
g(z,y) == f(2® — y?). Wir wollen zeige dass

39 99
Yor e 8y =0
Nach der Kettenregel (f(u)) = u'f'(u) gilt:
dg dg _ o2 oo
5, = 2ef'(@ =) oy~ /@ =)



106
Daraus folgt
0
y% =22y f'(a® +y°)
Also gilt
dg n
— 42
Yor
5. N Ldsung &k

KAPITEL 6. DIFFERENZIERBARKEIT

rcg—g = —2zyf'(z* + v°)

dg
a—y_o

Um die zweiten Partiellen Ableitungen zu berechnen miissen wir zuerst
die ersten Partiellen Ableitungen berechnen.

of |0x = 3z%y* | Of /0y = 42*y?

(a)

Ff)ox” = 6xy' , O°f/0y°

= 122%y°

O*f/0xdy = 122%y> |, O°f/0ydxr = 122%y°

0f /0x = —2sin(2z + 3y),

of /0y = —3sin(2z + 3y),

O f/0x* = —4cos(2x + 3y),
O0*f /0y* = —9cos(2z + 3y),
0% f/0x0y = —6 cos(2z + 3y),

O*f/0ydx = —6 cos(2z + 3y).

Of /0x = 2xy + cosx,
of |0y = =,
O*f/0x* = 2y — sinw,
0*f/0y* =0,

O0*f |0xdy = 2z,
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O*f |Oydxr = 2x.

(d) 8f/0x = 2zye®’?,
of [0y = 226"’
O f )0 = dxPyPe™’Y,
O*f |0y* = 3:463323’,
0*f |0x0y = 203ye”’Y,

O f | Oydx = 203ye”’Y.

6. ™ Losung %

Fiir die Funktion
w(z,t) = f(z —ct) + gz + ct)

gilt
0
8—1: = —cf'(x — ct) + cg'(z + ct)
0
a—: = f(x—ct)+ ¢ (z+ct)
Weiterhin
62w 2 el 2 1
o = C [z —ct)+cg"(x+ ct)
a2w 1 1
Also folgt
P*w L 0%w
—_— =
ot? Ox?
7. aLosung %

Um die Richtungsableitung zu berechnen, berechnen wir zuerst die
totale Ableitung und das Noprmierte verktor e = v/||v]|, und dann die
Richtungsableitung mit der Formel

af _

de—f.e
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(a) Fiir f(x,y) = z*y> gilt
fl(wy) = (22y°, 32%y%) = f'(1,2) = (8,12)

Weiterhin

Daraus folgt

%:f’.e:(&m)( L2 ) —

(b) Fiir f(x,y) = sin(2x + 3y) gilt
f(x,y) = (2cos(2z + 3y), 3cos(2z + 3y)) = f'(7,27) = (2,3)

Weiterhin

v 2 1
=11~ (5 %)

Daraus folgt

af .
%_fe_(273)<_7

(c) Fiir f(x,y) = arctan(z?y) gilt
2xy 22

L+ (22y)?" 14 (22y)?

Flay) = ( ) = 1(3.0) = (0,9

Weiterhin

e

v 3 2
ol <m’ m>

Daraus folgt

a .
%:f.e—(0,9)<

9

(G6)

o
N———
|
ﬁ@

(@]
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(d) Fiir f(z,y) = e ¥ gilt

flla,y) = (20 +y)e™ ™ 2e™ ) = f/(=1,3) = (e, —e7?)

Weiterhin

v ( 2 3 )

C = — = ]

lol  \V13" V13
Daraus folgt
d 2 3 2e 2  —3e2 —e?
4 _ fle= (6_2,—6_2)<—,—> == _ 4 T
de V13'V13/ V13 V13 V13

(e) Fiir f(z,y) = 2%y sinzy gilt
f'(x,y) = 2wy sin vy + 2%y* cos vy, v* sin vy + 2y cos 1y)

= f'(1,7) = (7*cos T, wcos ) = (—72, —7)

Weiterhin
v 4 2

=11~ &7

Daraus folgt

a ., I 4 2 :—47r2 —271':—27'('2—71'
== ) v T T v

(f) Fir f(z,y) = sin(2zy) gilt
f'(z,y) = (2y cos(2zy), 2 cos(2zy))
= f'(-1,2) = (27, —2)
Weiterhin

Daraus folgt

i, . /5 2y 1lor —4 10m—4
& —fle=r 2)(\/@,@) N v Sl
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(g) Fiir f(z,y) = tan(2?y) gilt
f(x,y) = (2zy/ cos®(zy), 2%/ cos® (z°y))

= f'(3,0) =(0,9)

Weiterhin
v

6 1
el <¢3—7’ m)

e

Daraus folgt

a _ ., _ 6 1 N_ 9
2= 1= N7 7m) = 7
() f(z,y) = e P=(-1,3)  v=(1,9)Fir f(z,y) =
Y gilt
f(x,y) = (2xyem2y, xQery)
= f'(—1,3) = (—6¢€°, e*)
Weiterhin

v 1 9
Tl (¢8—2’ ¢8—z)

Daraus folgt

af .
%—f.e—( 663,63)(

8. D Losung %

Seien f,g : R® — R zwei differenzierbare Funktionen, und a,b € R.
Zeige, dass

grad (af + bg) = a grad (f) + b grad (g)

Es gilt
grad (f) = (0f /0w, 0f /0y, 01 /02)

grad (g) = (09/0:6, dg/0y, 89/02)
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Weiterhin
grad (af +bg) = (0(af +bg)/dx, D(af +bg) /0y, O(af +bg)/0z)
- (aa 10z + bdg)dz, adf |y + bdg/dy, adf]dz + bag/az)
- a(a /o, Of oy, f/az) v b(@g/@x, Bg/dy, 89/(92)
= a grad (f) + b grad (g)
9. @ Losung %
(a) Fiir f(z,y) = zy gilt
(b) Fiir f(z,y) = sin(2zy) gilt
vf = <2y cos(2zy), 21 Cos(2xy)>
(c) Fiir f(z,y) = cos(z?y) gilt
vf= ( — 2zysin(z’y), —2° Sin(fL‘Qy))
(d) Fiir f(z,y) = e gilt
o = (o2
(e) Fiir f(z,y) = sinz + ysin (zy) gilt
v/ = <cos:c + ysin (zy) + ysinx + y cos (zy),
cosx + ysin (zy) + xsinz + y cos (a;y)>
(f) Fiir f(z,y,2) = sin(22%y + zyz?) gilt
vf= ((4:17y +y2?) cos(22%y + ay2?),

(222 + 22?) cos(22%y + xyz?), xycos(22%y + xyzQ))
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10. ™ Ldsung %k

(a) Fir f(z,y) = (zy,z) gilt

/ y x
r=(5)
(b) Fiir f(x,y) = (sin(2zy), z%y) gilt
2y cos(2zy) 2x cos(2xy)
=

2xy 22

(c) Fiir f(z,y) = (cos(x?y), x%, zy) gilt
—2zxysin(x?y) —z?sin(z?y)
= 2x 0
Y Y

(d) Fir f(z,y,2) = (e™*, xsinz,yz) gilt

yzerv? rze™*  xye™v*
f'= | sinz + zcosx 0 0
0 z Y

(e) Fiir f(z) = (2%sinz, 22, o — 1) gilt
2z sinx + a? cos ©

= 2

(f) Fir f(x,y,2) = (2,y,z) gilt

f=

— O O
o~ O
O O =
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11. & Losung ¥k

Fiir |
f(x,y) == 2l
gilt
of —2x
or (22 + 12 + 1)?
of —2y

dy (2P +y?+ 1)

Da ist Partiellen Ableitungen stetig auf ganz R? sind, ist f(x,y) iiber-
all total differenzierbar.

12. & Lésung %

Fir
x?sin (1/x) fiirz # 0
f@,y):= {0 fiire =0
gilt:
Falls  # 0
o _ 2xsin (1/x) — cos (1/x)
or
of
— =0
dy
Falls z =0
of .. h*sin(1/h) . B
i }lllir(l)— = }lli%hsm(l/h) =0
Wiéhrend
. of . : :
hH(l) = = hn(1)2gcsm(1/::r;) —cos (1/x) = hn%—cos(l/x)
Tr— T Tr— T—

existiert nicht. Also die Partielle Ableitung nach x ist nicht stetig.
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Kapitel 7

Kettenregel und
Mittelwertsatz

7.1 Kettenregel

Ist z = f(z,y) eine stetige Funktion mit stetigen partiellen Ableitungen
und sind z und y differenzierbare Funktionen

einer Verdnderlichen ¢, so ist z eine differenzierbare Funktion von ¢, und es
gilt:
dz  0z0x 020y

@ oxot oot

Das war ein Spezialfall der Kettenregel.
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7.1.1 Satz (Kettenregel)

Sei A C R” eine offene Menge und
f:A—=R"™

eine differenzierbar Funktion an der Stelle xy € A. Sei B C R" eine offene
Menge mit f(A) C B und
g: B—R?

eine differenzierbare Funktion an der Stelle yo := f(xg). Dann ist die Kom-
position g o f an der Stelle xq differenzierbar und es gilt

(g0 f)(x0) = g (v0)-f'(20)

7.1.2 Beispiel 1

Sei f : R? — R? definiert durch
fla1,22) = (2123, 22)
Sei g : R? — R? definiert durch
g(x1,x9) := (21, sin x9)
Dann gilt
fog(ay,zs) = fglay,22)) = f(z1,sinxs) = (21 sin® T, sin 25)
und damit ist die totale Ableitung von f o g

sin? o 221 COS X9 SIN X9

(fog) =

0 COS X9
Man kann dasselbe Ergebnis mit der Kettenregel erreichen. Es gilt ndmlich

x% 21179

f=
0 1

sin? zy 221 sin a9

= f(g(w1,22)) = f'(21,8in25) =
0 1
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und
1 0
g =
0 COS X9
Also gilt
sin? x5 221 sin xy 1 0
(fog) =
0 1 0 COS Ty
sin? o 221 COS X9 SIN X9
0 COS Lo

7.1.3 Beispiel 2

Sei f(u,v,w) = v?v +wv? und g(x,y) = (u,v,w) = (zy,sinz,e®). und wir
wollen die Kettenregel fiir h := f o g(z,y) verifizieren. Es gilt
h(z,y) = f(xy,sinz, e®) = 2*y*sinw + " sin® x
Also ist die partielle Ableitung nach z gleich
Oh
0x
Mit der Kettenregel gilt
oh _ofou  0fov  ofou
or Oudxr Ovdr OwOx

= 2zy?sinx + 2%y? cos x + €* sin’®  + 2" sin x cos

= 2zy%sinx + 2%y cos x + e” sin & 4 2e” sinx cos x

7.1.4 Beispiel 3

Sei f: R — R und F : R? — R definiert durch

F(x,y) = f(zy)

Wir wollen zeigen, dass
OF OF
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Sei g(z,y) = zy, dann gilt F(y,z) = f(g(x,y)) das heifit
F=fog
Mit der Kettenregel gilt

oF oF

o f'(zy)y und 6_y = ['(zy)z
damit gilt
OF OF
T— = y—
Ox Y oy

7.2 Mittelwertsatz

7.2.1 Definition

Sei A C R™. A heifit konvex , falls fiir alle x,y € A das Segment zwischen
x und y in A liegt.

7.2.2 Satz (Mittelwertsatz)

Sei f: ACR"™— R eine differenzierbare Funktion auf einer offenen Menge
A. Fiir alle z,y € A so, dass das Segment zwischen x und y in A liegt,
existiert ein Punkt ¢ auf diesem Segment so, dass

fly) = f(z) = f(c).(y — x)
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7.2.3 Beispiel

Sei f: A CR"™ — R eine differenzierbare Funktion auf einer offenen konve-

xen Menge A. Falls
f'(z)=0 firallexe A

dann gilt
f(x) = konstant

wegen
fly) — f(z) :f/(C)(y—x):Ox (y —2) =0
= f(y) = f(z) = konstant
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7.3 Aufgaben

1. Seien f, g, h, F,G, H, K Funktionen definiert durch

fle,y) =2 —y
g(z,y) = yxcosy
hz,y,z) = xyz

e o
Q
—~
8 8
NI
I
—
8
|
=
8
_I_
<
~—

o H(x,y,z)
o K(z,y,2) = (2°,y% 2°)

Berechne mit der Kettenregel folgende Ableitungen:

(a) (f o FY (go HY
(b) (hoGY (ho KY
(c) (FoHY (fo HY
(d) (HoG) (FoF)

2. Seien g,h : R — R stetig differenzierbare Funktionen,und definiere
f:R? — R durch
flzy) = g(z) + h(y)
Zeige mit der Kettenregel, dass f differenzierbar ist und berechne ihre
Ableitung.

3. Sei f : R? — R eine differenzierbare Funktion und definiere F : R? —
R durch
F(r,0) = f(rcosf,rsinf)

Berechne die Ableitung F’ beziiglich r,6,0f/0x und 0f/0y.

4. Sei f : R? — R eine differenzierbare Funktion, und definiere F' : R® —
R durch
F(p,0,0) = f(psinpcosf, psin¢sinb, pcos p)
Berechne die Ableitung F” beziiglich p,p,0, 0f /0x, df /0y und O f /0z.

5. Seien f : R — R? und ¢ : R? — R differenzierbare Funktionen. Berech-
ne die Ableitung von H := g o f beziiglich der partiellen Ableitungen
von f und g.
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6. Sei f : R — R eine differenzierbare Funktion. Berechne die Ableitung

von
f(z)
H(x) = / t2dt
1

beziiglich der partiellen Ableitungen von f.

7. Seien f:R? — R und g : R — R differenzierbare Funktionen. Berech-
ne die Ableitung von

flz,y)
H(z,y) — / o(t)dt
1

beziiglich der partiellen Ableitungen von f und g.

8. Seien f: R — Rund g : R — R differenzierbare Funktionen. Berechne
die Ableitung von

9(z)
H(x) ::/ sin tdt
f(z)
beziiglich der partiellen Ableitungen von f und g.
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7.4 Losungen

1. & Ldsung ¥ Wir berechnen zuerst alle Ableitungen.
f'xy) = (1, -1)

g'(x,y) = (ycosy, xcosy — yxsiny)

W(x,y,z) = (yz,xz, xy)

o Fl(x,y) = G _11>

(]
2
—
8
<
N~—
|
— o O

yz Tz TY

H’(:c,y,z) _ <€ 0 xre )

200 0 0
o K'(v,y,2)=10 2y 0
0 0 2z

Nun berechnen wir mit der Kettenregel:

@ oy =rr=-n(; 1) =0-2
(b) (g0 HY = g (H)H

= (zyz cosxyz, re® cos xyz — yre® sin xyz) ¢ 0 e
= (zyz coswyz, Yz —y VI e vy

= <:z:yz cos zyze® 4+ yzre® cos xyz — zytre” sin ryz,
2 z 2 z .z
zroe® cosxyz — zyx“e® sinxyz,

r?yz cos wyze® + ya’e” cos xyz — yrale® sin xyz)

0 01
(¢) (hoG) =W(G)G = (yz,zzx,zy) |0 1 0] = (2y, 2z, yx)
1 0 0
(d) (ho K) = h(K)K'
2¢ 0 O
= (222, 2222, 2%%) [ 0 2y O | = (2zy?2?, 2yx?2?, 220%y?)
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(e) (FoH) = F(H)H'
(1 =1\ [(e* 0 ze*\ (e —yz —wz we®—u1Y
S\l 1 yz xz xy ) \e+yz xz x4y
(f) (foH) = f'(H)H

e 0 ze® ; ;
-0 (5 g o) = s e - a)

0 1 . -
Lo = (% 5 )
0 0 ) Y

2. NLosung ¥

Fur
f(z,y) = g(x) + h(y)
gilt
f(z,y) = Add(g(x), h(y)) = Add o (g(x), h(y))

wobei Add(u,v) = u+ v Also f ist eine Verkniipfung von zwei diffe-
renzierbare Funktionen. Nach dem Kettenregel, muss f auch differen-
zierbar sein, und es gilt:

= adt (o). n) = (1,0 (40 = @)+ 1

3. ™Losung ¥k
Fiir
F(r,0) = f(rcosf,rsinf)

gilt
F(r,0) = fog(r,0) mit g(r,0) = (rcosf,rsinf)

Nach dem Kettenregel folgt
F'(r,0) = f'(9)g'
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_(% ﬁ) cosf —rsinf
~ \9z’ gy/ \sinf rcosd

_ of of of of
_<COS(98:1:+SI Qay 08$+r00898y)
4. NaLosung ¥

Fiir

F(p,0,0) = f(psinpcosh, psin psinb, pcos )
gilt

F(p.0,0)=fog(p.0,)

mit

g(p,0,¢) = (psinpcos, psinsin b, pcos )
Nach dem Kettenregel folgt

F'(p,0,0) = f'(9)d

sinpcosf —psingsinf pcosycosl

of of of L . ,
=\ 55 a2 sinpsin® psinpcosf pcospsind
Ox’ 0y’ 0z
cos ¢ 0 —psing
— (singpcos@% —SiIlgOSiIleg—:];—}—COSgpg—];,

of

0
—psmgpsm@—f +psmgpcos€a
Y’

Ox

of of of
P COos p cos == + pcos psinf—— — psin p——
ox oy 0z

. NLosung ¥ Seien f : R — R? und g : R?> — R differenzierbare
Funktionen. Berechne die Ableitung von H := g o f beziiglich der
partiellen Sei

f=h == (f0)
Dann gilt

o =gr = (2.2 (n8) = (520 508)
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6. ™Losung ¥k
Es gilt
f(@) 31/ f3(x) — 1
H(z) :/ vidr = [:c ] _J ()
1 1 3
Damit gilt
2 /
e~ M@
3
7. NLosung %k
Es gilt

f(x,y)
H(x,y) = / g(2)dx = G(f(z,y)) = G o f(z,y)

wobei G(u) := [, g(x)dz. Damit gilt

) = 2 / " g(@)da = g(2)

Also of of
H =G0 = o(fen) (555 )
0 0
— (s 5t oS5 )
8. ™ Losung ¥k
Es gilt
9(z)
H(x) :/ sinxdx = F o G(x)
f(2)
wobei
F(u,v) = /v sinzdr und  G(x) = (f(z),g9(x))
Also folgt

F'(u,v) = <%/ sinxdaz,(%/ sinxdx)
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—[sin z];, —[sinx]Z) = (sinu, —sinv)

ou “ Ov
Dann gilt mit der Kettenregel

:(8 0

H(z) = F(Q)C(x) = ( (f(2)), - sin (g<a:>)) (@), g(2))"
_ [(@)sin (£(2) — (@) sin (9(2))
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Taylorformel

8.1 Satz von Schwarz

8.1.1 Einfiirung

Sei f(x,y) eine differenzierbare Funktion. Eine wichtige Frage ist ob die
zweite Ableitung nach x und dann nach y gleich die zweite Ableitung nach
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y und dann nach z. Der grofle mathematiker Euler hat im Jahr 1734 an

einem Beispiel
[l y) == Va? + ny?

gemerkt, dass

0*f nry 0% f
0x0y ¢/(22 +ny?)2  Oyox

(z,9)

und hat vermutet dass

TS gy = 2 ()
Oxdy HY) = Oyox o

fiir alle Funktionen gilt.

Allerdings, hat Schwarz im Jahr 1873 ein Gegenbeispiel gegeben, und da-
nach hat Peano noch eine Funktion als Gegenbeispiel gegeben, die etwas
einfacher war als die von Schwarz, und sie lautet

22— .
f(x,y) = xym fir x°4+y° >0

und

flz,y) =0 fir (z,y)=(0,0)
Dann gilt

0 f 0% f

—1 — 1
920y (z,y) =1# Dy0 (z,y)

8.1.2 Beispiel (Schwarz)

Sei f : R? — R eine Funktion und ihre partiellen Ableitungen

o o oy
ox ' 0Oy = 0x0y

existieren und sind stetig in einer offenen Menge die (xg, yo) enthélt. Dann

. 2 : :
existiert % bei (z¢,yp) und es gilt

D0y Lo, Yo) = Dy Lo, Yo
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8.2 Der Satz von Taylor

Sei
f:R"—=R™

mit f(x) 1= ( fi(x),. .., fm(sc)> eine unendlich oft differenzierbare Funktion
und h = (hy,...,h,) € R", dann existiert ein § € R™ so, dass

E)fl " 0%f;
f(370+h)—fzx0+g ,]Elg_ axjakl“ohhk—i‘
Y Ofi O;h)h:hih
3!22233; 0,01 (2o + O:h)h; il
=1 k=1 l=1

Das war nur ein Spezialfall der Taylorformel. Den allgemeinen Fall kann
man leicht nachvollziehen, was aber leider nicht angenehm Aufzuschreiben
ist. Man kann sogar die Taylor-Reihe betrachten, wenn sie konvergiert; dann
gilt

filzo+h) =

" fi
(o) + Z m! Z Z Z 02,025, . ..0x;, (%0) hjihjo - h,

J1=17j2=1j3=1

Um solche Formeln geschickter schreiben zu kénnen, hat Dieudonné fol-
gende Bezeichnungen verwendet

f(z) : R" x R" — R™
definiert durch

und

definiert durch

<f///($>(u7 v, w)) = Z Z Z m(ﬂf)%%wz
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und so weiter, und somit kann man die nichteinfache Taylorformel in einer
einfachen Form schreiben

Flao +h) = F(x0) + £ (@l + o (o) () + 7" (o + 61) (b, )

8.2.1 Beispiel 1

Sei 2.2
flz,y) =e™ 7
Dann gilt
8f 2 .2 6f —gZ—y?
8517 (ZU? y) xre ) 83/ (ﬁlf, y) y@
OF () e oyt TS () = =ty
@(x,y) = (42" — 2)e ; a_yQ(xay) = (4y* — 2)e
0% f 0*f 2

— — dpe—® Y
axay(:ﬁ,y) %ay(x,y) re

Also kann man die Funktion f fiir zo = 0,9, und yy = 1, 2 folgendermaflen
approximieren

f(0,94h, 1,2+ k) = e ??(1 — 1,8h — 2,4k + 0,62h* + 2, 16hk + 1, 88k?)

8.2.2 Beispiel 2

Sei
f:R*=R
unendlich oft differenzierbar. Dann gibt es ein 6 € (0, 1) so, dass
f(xo+h,yo + k) = f(z0, yo)
L1 of

8 (:Uo,yo)h+a—y($o,yo)k
<g J;(:po yo)h? + 268 gy (0, yo) Wk + %(mo,yo)k2)
1,0%f 3 o f 2 O f 2 O’ f 3
5 (G Cmh + 3 €k + 35 6 i + S ek

Wobei & := x¢ + 6h und n := yy + Ok.
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8.2.3 Beispiel 3

Sei
1

f(xhy):m

Wir koénnen die ganze Taylor-Reihe um den Punkt (0,0) aufschreiben. Die
Formel fiir eine geometrische Reihe lautet

=14+r+r4+r°+. ..
1—r

wobei |r| < 1 ist. Also kénnen wir schreiben

1

=14+ @+ + @+ + @+ +...
[y Py (+y)+(z+y)" + (@ +y)

flz,y) =

fiir |z + y?| < 1. Das ist die Taylor-Reihe, weil die Taylor-Reihe eindeutig
ist. Nun ordnen wir die Glieder um

flr,y) =1+z+9°+ 2%+ 20y +y* + 2° + 32%y* + 3ay* + 95 + . ..

=1+z+ @ +2°) +Quy* +2°) +...



132 KAPITEL 8. TAYLORFORMEL

8.3 Aufgaben

1. Berechne die ( Dieudonné Bezeichnungen ) f'(z)(u), f"(x)(u,u) der

Funktionen:
(a) flz,y) =%
(b) f(z,y) = cosy — ycosx
(¢) flz,y) =a® +3zy +y°
(d) f(z,y,2) = e
) f(z.y) = (z—1)%/(y — 3)*

f) f(x,y,z,t) = sin (zyzt)

2. Schreibe eine Polynom-Aproximation den Punkt P fiir jede der folgen-
den Funktionen :

(a) f(z,y) =2y  P=(0,1)

(b) flz,y P
(c) flz,y) =2*+3vy+y*> P
(d) flz,y,2) =€ P=(11,

= (m,m)

) =cosy —ycosx :
(1,1)

—_
~—

3. Schreibe das Taylor-Polynom vom Grad 3 um den Punkt P fiir

f(x,y) =sinxe’ bei P=(0,1)
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8.4 Losungen

1. & Losung %
(a) Fiir f(x,y) = 2°/y gilt
/ 6 a 2x $2
fiw,y)(u) = 3_];(%9)“1 + a_]yt(xa Y)ug = ?ul - Em
" an 2 azf 2
f (x’ y)(u’ U) - @(%, y)ul + a_yg(xv y)u2
Of? o2
+Wfay(xv y)u1u2 + WJ(;ZE(CE’ y)u2u1
2 5, 2yx* , 2 2r
= §u1 + y4 U2 - ?Ulﬂg - ?UQ’UJ

U5 — 2—U s
y yt Ty

(b) Fiir f(z,y) = zcosy — ycosx gilt
f(x,y)(u) = (cosy + ysinz)u; + (—xsiny — cos x)us
" (z,y)(u,u) = ycos xui — x cos yus + 2(— sin y + sin x)uju,
(c) Fiir f(z,y) = 2% + 3zy + y* gilt
f(,y)(u) = 22 + 3y)ur + (32 + 2y)uy
" (x,9) (u, u) = 2u? + 2u3 + 6uius
(d) Fir f(x,y, z) = ™ gilt
(2,9, 2)(u) = yze™*u; + xze™uy + xye™ us
f(@y, 2)(u) =y y
P09, 2) (0, 0) = PR S + e
+2(2e™* + zy22e™ uguy + 2(ye™V + 2y 2 ) ujus

+2(xe™* + 2?yze™* Y uyus

(e) Fiir f(z,y) = (x—1)*/(y — 3) gilt

, 2@ —1) —2(x — 1)2u

f (l’,y)(U) — (9_3)2 1 (y_3)3 2
Vi o 2 u2 6(55 B 1)2u2 —4(1‘ T 1)u u
e AV N VRS
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(f) Fir f(x,y, z,t) = sin (zyzt) gilt
f(x,y, 2, t)(u) = yzt cos (xyzt)uy + x2t cos (xyzt)us

+ayt cos (xyzt)us + yzt cos (xyzt)uy

"x,y, 2, t)(u,u) = y*2%t% cos (zyzt)u? + x*2°t* cos (xyzt)u?
1 2

+a?y*t? cos (vyzt)ul + y° 22t

cos (zyzt)uj
+2xy2*t? cos (wyzt)usuy + 2wy® 2t cos (vyzt)ugus
+2x1° 2%t cos (wyzt)usuy + 20%yzt? cos (vyzt)ugus

+22%y2°t cos (wyzt)uguy + 22%y 2t cos (zyzt)uzuy

2. Um eine Polynom-Aproximation von f zu berechnen, benutzen wir die
Formel:

flxog+h) = f(zo) + f'(x0)(h) + %f”(l‘o)(h, h) 4+ Rest

(a) Fiir f(z,y) = 2?/y gilt

2x x2
f((z0,y0) + D) = x5/y0 + “Lhy — ~2hs
Yo Yo

+% (%h% + 2%;%}13 — 22y_?h1h2> + Rest
Mit P = (z¢,y0) = (0, 1) folgt
f((0,1) + h) = h? + Rest
(b) Fiir f(z,y) = zcosy — ycosx gilt
f((x,y) +h) =xcosy —ycosx + (cosy + ysinx)hy

1
+(—xsiny — cosx)hy + o1 (y cos xh?

—x cosyhs + 2(—siny + sin x)h1h2> + Rest

Mit P = (z,y) = (m, ) folgt

1
f((m, 7))+ h) = why + hy — = (wh? — wh%) + Rest
o\ 2
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(c) Fiir f(z,y) = 2* + 3zy + y* gilt
f((z,y) +h) = 2* + 32y + 3
+(2x 4 3y)h1 + (3 + 2y)hs + = (2h2 + 2h3 + 6h1hy) + Rest
Mit P = (z,y) = (1, 1) folgt
f((1,1) + h) =5+ 5hy + 5ha + h + h3 + 3h1hy + Rest

Hier gilt sogar Rest = 0.
(d) Fiir f(z,y,z) = e™¥* gilt

Sy, 2) + h) = e
+yze®™hy + xze™*hy + xye*™*hs + 21' <y2z26xyzh%
+a? 22" h3 + pPyPe™ h3 + 2(z2e™YF + xyzie™* ) hihy
+2(ye™* + zy*2e™*)hihg + 2(ze™* + nyze””yz)hghg) + Rest
Mit P = (z,y) = (1,1, 1) folgt
f((1,1,1)+h) = e+ e(hy + ha + hs)
+§ (hf 4 R2 4 b2+ Ahaho + 4hohy + 4h2h3) + Rest

3. Wir wissen, dass

smx—:c——x+ 4.
3! 5!

eV = eed !
1 2 1 3
:e<1+(y—1)+5(y—1) —|—§(y—1) +>

daraus folgt
f(x,y) = sinxe’

(:c—l:c+1x+ )(1+( 1)+21'(y 1)2 4 31'( —1)3+...>

3! 5!
= e(x +x(y—1)+ 1:z:(y —1)* - —:c3> + Rest
2 6
Lo L
= ((0,1) + (hy, hy)) = e(h1 + by + Shihj - ghl) + Rest

Alle Glieder der Rest haben ein Potenz-Summe grofler 3.



136 KAPITEL 8. TAYLORFORMEL



Kapitel 9

Implizite Funktionen

9.1 Einfiithrung

Y

In der Mathematik kommt es oft vor , dass man Gleichungen und Relationen
betrachten muss die keine Funktionen sind. Zum Beispiel kann man die
Gleichung

2yt =1
in R? kann nicht als eine Funktion y = f(x) oder x = f(y) schreiben. Wir
konnen aber diese Gleichung meistens 16sen, wenn wir uns auf eine kleinere
Teilmenge U C R? beschrinken. Wenn wir

U={(z,y) e R |y >0}
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wéahlen, dann konnen wir ohne Informationen zu verlieren, die Relation
22 +y? = 1 als die Funktion

y=[flz)=v1-a?
ansehen. Und das ist meistens ein praktischer Weg um eine Relation zu

't [ ]

studieren und daraus eine Funktion (zumindest Teilweise) zu machen. Der
Grund ist, dass man mit Funktionen Gleichungen und Ungleichungen und
andere Sachen einfacher 16sen kann.

Nun betrachten wir dieses Problem allgemeiner fiir F'(x,y) = 0, wobei
F : R? — R stetig differenzierbar ist. Wir suchen eine stetig differenzierbare
Funktion f und eine Teilmenge U C R? so, dass

Flz,y) =0 <= y=f(z) inU

Das heif3t
F(z,f(z))=0 inU

Meistens interessieren wir uns dafiir ob dieses Problem in einer Umgebung
U ( egal wie klein ) eines bestimmten Punktes (zy, yo) losbar ist. Da wir im
Allgemeinen nicht wissen wie diese Kurve in R? aussieht, suchen wir U der
Form

{(z,y) eR® | (z — 30)* + (y — v0)” < €}

wobei (g, 1) ein Punkt auf der Kurve und e eine beliebige positive Zahl
ist. Es ist meistens unwichtig welche Gréfle € hat. Es ist nur wichtig, dass
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es ein solches € gibt.
Dieses Problem eine Losung genau dann, wenn die partielle Ableitung

OF [0y (x0,y0) # 0.

Dann gibt es ein f so, dass F(z, f(x)) = 0. Genau diese Idee 148t sich auf
meherere Variablen verallgemeinern.

9.1.1 Beispiel 1

Hier ist eine Graphische Darstellung der impliziten Funktion

F(x,y,z) = (2—\/:1:2—|—y2)2—|—22—1:0

9.1.2 Beispiel 2

Sei
Flr,y)=e"Y4+a?—y—1

Dann gilt
0F/0y (0,0) = =2 #0

Also gibt es eine Funktion f und einer Umgebung von (0, 0) so, dass

F(z,y) =0 <= y= f(x) inU
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In diesem fall kénnen wir f nicht explizit ausrechnen, aber wir kénnen f defi-
nieren und einen Name geben wie zum Beispiel nei In z, sin x, arctan x, /., . . . .
Und dann kann man damit besser arbeiten.

9.2 Satz iliber Implizite Funktionen

Betrachten wir folgendes allgemeine Problem:
Sei F': R" x R™ — R™. Wir wollen etwas iiber die Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung folgender Gleichung

F(x,y)=0
wissen, oder anders geschrieben

Fi(zy, ..., y1y - Ym) =0

Fo(zi, . Tn, Y1, Ym) =0

mit y als unbekanntem und z als bekanntem Vektor. Das heif3t wir suchen
eine Losung der Form

y=f(x)
Das Problem dieser Losung ist, dass f eine Funktion sein muss. Das heif3t
f(z) hat einen eindeutigen Wert.

9.2.1 Satz

Sei A C R™ x R™ eine offene Menge, und sei
F:A—-R"

eine unendlich oft differenzierbare Funktion. Fiir (zg,v0) € A definieren wir
folgende Determinante

oFy OF

oy T Oym
A =

OFm, OFm

oy T Oym




9.2. SATZ UBER IMPLIZITE FUNKTIONEN 141

ausgewertet bei (xg,yo), wobei F':= (F},..., F,,). Dann gilt
A#0=3f so,dass F(x, f(x))=0

fiir alle x in einer Umgebung von x4 in R™. Weiterhin ist f auch unendlich
oft differenzierbar und es gilt

OFy OFi\ —1 som OF,

o1 o O0Tm o1 T 0Tn
fl= -

OF, OF, oF, oF,

o1 e OTm, o1 e OTn,

9.2.2 Beispiel

Betrachten wir folgende Gleichungssystem
zu+yv’ =0

20 + y*u® = 0

Es gilt
oFy ory
ou ov T 2yU
A —= —
or, ory 2,5 2
o B 6y“u 3xv

An der Stellex =1,y =—-1,u=1,v = —1 gilt

1 2
A_‘G 3‘_—97&0

Also gibt es eine eindeutig bestimmte Losung fiir u,v in einer Umgebung
dieses Punktes.
Andererseits gilt an der Stelle z =0,y = 1,u = 0,v = 0:

A=0

Also muss es keine eindeutig bestimmte Losung fiir u, v in einer Umgebung
dieses Punktes geben. Der Satz iiber imlizite Funktionen sagt hier nichts
iiber die Existenz einer Losung aus.
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9.3 Aufgaben

1. Untersuche, ob die Gleichung F(x,y) = 0 in einer Umgebung von
(70, yo) theoretisch als y = f(x) geschriben werden kann

(a) F(v,y) = 2" +y* =3,
(onyo) = (\/3, O)

(b) F(z,y) =a*+zy +y° — 11,
(%JJG) = (172)

(¢) F(z,y) =sinx 4 cosy — 1,
(20, yo) = (7/2,7/2)

(d) F(z,y) =2 +y° - 12,
(20, 90) = (=2,2)

(e) F(z,y) =€"+tany — 1,
(%0, 40) = (0,0)

(f) F(x,y) = xy — 2% +9° + 1,
(5’30,3/0) = (271)

2. Untersuche, ob die Gleichung F'(z,y,z) = 0 in einer Umgebung von
(20, Yo, 20) nach z theoretisch gelost werden kann

(a) F(x,y,z) =x* + y* + 2% — 49,
(3307 Yo, ZO) - (67 _37 _2)

(b) F(z,y,2) =2y +yz+ a2z —zyz — 4,
(0, Y0, 20) = (2,2, —3)

(c) F(x,y,2) = xye* + zcos (z° + y?),
(:UOJ Yo, ZO) — (07 07 0)

(d) F(x,y,z) =2xy + €% — zlny — 1,
(0, Y0, 20) = (0,1, 1)
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(e) F(r,y,2) =2y° —yz* + 2 —ay — 11,
(550,90720) - (17273)

(f) F(z,y,2) =v+y+ 2+ cosxyz — 1,
(%0, Y0, 20) = (0,0,0)
3. Betrachten wir folgendes Gleichungssystem
2?4y + 22 =20
r—zy+z=4

Kann man y und z als Funktion von x in einer Umgebung von (0, 2, 4)
definieren?

4. Betrachten wir folgendes Gleichungssystem
23 — zyu +yv* =0

u? — 20 + 2%y = 0

Kann man v und v als Funktion von z und y in einer Umgebung von
(u,v,x,y) = (1,—1,0,2) definieren?
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9.4 Losungen

1. & Losung %k

Wir miissen einfach die Determinante 0F /0y ausrechnen.

(a)

Fiir F(z,y) = 22 + y* — 3 gilt
OF /0y (z,y) = 2y = OF /0y (V3,0) = 0

Also kann die Gleichung F(z,y) = 0 in einer Umgebung von
(v/3,0) nicht als y = f(x) geschriben werden.

Fir F(z,y) = 2* + zy +3° — 11 gilt
OF [0y (z,y) =2 +3y* = 0F /0y (1,2) =1+3x 2> =13 #0

Also kann die Gleichung F'(x,y) = 0 in einer Umgebung von (1, 2)
theoretisch als y = f(x) geschriben werden.

Fiir F(z,y) =sinx 4 cosy — 1 gilt
OF /0y (x,y) = cosx —siny = 0F /0y (n/2,7/2) = =1 #0

Also kann die Gleichung F(x,y) = 0 in einer Umgebung von
(w/2,7/2) theoretisch als y = f(x) geschriben werden.

Fiir F(z,y) = 22 +3° — 12 gilt
OF /0y (x,y) = 3y* = OF/0y (—2,2) = 12 # 0

Also kann die Gleichung F(x,y) = 0 in einer Umgebung von
(—2,2) theoretisch als y = f(x) geschriben werden.

Fir F(x,y) = e* + tany — 1 gilt
OF /0y (z,y) = 1/cos’y = 0F /0y (0,0) =1 #0

Also kann die Gleichung F'(z,y) = 0 in einer Umgebung von (0, 0)
theoretisch als y = f(z) geschriben werden.
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(f) Fiir F(z,y) =2y — 2% + y% + 1 gilt
OF /0y (x,y) = v +6y° = OF /0y (2,1) =8 # 0

Also kann die Gleichung F'(x,y) = 0 in einer Umgebung von (2, 1)
theoretisch als y = f(z) geschriben werden.

2. NLosung ¥

Wir miissen einfach die Determinante 0F'/0z ausrechnen.
(a) Fiir F(x,y,2) = 2% + y* + 22 — 49 gilt
0F/0z (x,y,2) =22 = 0F/0z (6,—3,—2) = —6 # 0

Also kann die Gleichung F'(z,y,z) = 0 in einer Umgebung von
(6, —3, —2) theoretisch als z = f(x,y) geschriben werden.

(b) Fiir F(z,y,2) =2y + yz + vz — xyz — 4 gilt
OF [0z (x,y,z) =y+x—azy = 0F/0z(2,2,-3) =0

Also kann die Gleichung F'(z,y,z) = 0 in einer Umgebung von
(2,2, —3) nicht als z = f(z,y) geschriben werden.

(c) Fiir F(x,y,2) = zye® + zcos (z* + y?) gilt
0F/0z (x,y,z) = zye* + 1 = 0F/0z (0,0,0) =1

Also kann die Gleichung F'(z,y,z) = 0 in einer Umgebung von
(0,0,0) theoretisch als z = f(x,y) geschriben werden.

(d) Fir F(z,y,2) =2zy +e* — zlny — 1 gilt
0F [0z (x,y,2) = ze** —Iny = 0F/0z (0,1,1) =0

Also kann die Gleichung F'(z,y,z) = 0 in einer Umgebung von
(0,1,1) nicht als z = f(x,y) geschriben werden.

(e) Fir F(z,y,2) = 2y — y2® + 2 — zy — 11 gilt

OF )0z (x,y,2) = —3yz*> + 1= 0F/0z (1,2,3) = —63 # 0

Also kann die Gleichung F'(z,y,z) = 0 in einer Umgebung von
(1,2, 3) theoretisch als z = f(x,y) geschriben werden.
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(f) Fir F(x,y,2) =2 +y+ z + cosxyz — 1 gilt
OF [0z (x,y,z) = —xysinzyz = 0F/0z (0,0,0) =0
Also kann die Gleichung F'(z,y,z) = 0 in einer Umgebung von
(0,0,0) nicht als z = f(x,y) geschriben werden.

3. ™ Losung ¥k
Um zu wissen ob folgendes Gleichungssystem
Fi=2*4y*4+22-20=0 ; Fh=x—ay+2—4=0

nach y und z in einer Umgebung von (0,2,4) gelost werden kann,
berechnen wir

ok Ok
oy 0z
A= :'Qy 22:2y—|—2:{;2
oy 0z
Mit (z,y,2z) = (0,2,4) gilt
A=4+#0

Also kann die Gleichungssystem in einer Umgebung von (0, 2,4) theo-
retisch als

(y,2) = G(z) = (91 (2), g2(7))

geschriben werden.
4. NaLosung ¥
Um zu wissen ob folgendes Gleichungssystem

Fi=2>—ayu+y?t=0 ; F=u—-—2"+2%y=0

nach v und v in einer Umgebung von (1, —1,0,2) gelost werden kann,
berechnen wir

% % —xy  4yv?
A= = = dayv — Syuv®
or, 95 2u  —4v

ou ov
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Mit (u,v,z,y) = (1,—1,0,2) gilt
A=-8+#0

Also kann die Gleichungssystem in einer Umgebung von (1,—1,0,2)
theoretisch als

(u,0) = G(z,y) = (91(2, 9), g2(2, y))

geschriben werden.
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Kapitel 10

Umkehrbarkeit

FEE 2

10.1 Einfiirung

Wir lernen in der linearen Algebra, dass ein lineares Gleichungssystem

11Ty + T ATy = Y1
11+ -+ ATy = Yn
eine eindeutige Losung fiir x4, ..., x, besitzt genau dann, wenn die Matrix

A = (a)
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regulér ist, das heifit, detA # 0.
Wir wollen eine Verallgemeinerung dieses Problems betrachten. Sei

fl(xlw"rxn) = U

fn(xh cee 7xn) = Un

Wann hat dieses Gleichungssystem (das nicht unbedingt linear sein muss)

eine eindeutige Losung fir z4,...,x,7
Die Antwort ist eigentlich sehr einfach : wenn
det f" # 0

mit f = (f1,..., fn)-
Die néachste Frage die uns in diesem Kapitel beschéftigt ist die Frage wie
man die Ableitung einer Umkehrfunktion (f~')" allgemein berechnet, falls

det f # 0. Die Antwort ist auch sehr einfach
(="

wobei diese —1 Potenz die Inverse der Matrix f’ bezeichnet.

-
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10.2 Satz iiber Umkehrbare Funktionen

10.2.1 Satz

Sei A C R” eine offene Menge mit zg € A und
f:A—=R"
eine stetig differenzierbare Funktion. Falls

det f'(z) # 0

dann ist die Funktion f in einer Umgebung von xy umkehrbar , und die
Umkehrfunktion f~! ist auch stetig differenzierbar mit der Ableitung

(7Y = ()
10.2.2 Bemerkung

Dass die Funktion f eine Umkehrfunktion f~! besitzt bedeutet genau, dass
die Gleichung

flz)=1y

eine eindeutige Losung fiir z besitzt: = f~1(y). Das heifit auch, dass die
Funktion f bijektiv ist.

10.2.3 Beispiel

Sei L
U(ZL‘,y) - fl(xmy) - w

und
v(z,y) = fa(r,y) = sinz cosy

wir wollen die Punkte bestimmen, wo die Funktion f = (fi, f2) umkehrbar
ist. Der Definitionsbereich von f ist offensichtlich

A={(z,y) eR* |z # 0}
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es gilt
af df1 4_,4 A3
oo By L -
det f' = =

of: Of2

oy En COS T —siny
sin 43

2y (y* — 32%) — Y cosx
x x

4 3
(y* — 32%) — %cos:v#o

16sen. So eine Ungleichung kann man im Allgemeinen nicht losen. Wir
konnen aber nur fiir einzelne bestimmte Werte von zq, 3y sagen ob die Un-
gleichung erfiillt ist oder nicht.

Der Satz iiber umkehrbare Funktionen ist niitzlich, weil er uns sagt ob es
Losungen zu bestimmten Gleichungen gibt, obwohl es meistens unmaoglich
ist einen expliziten Ausdruck fiir die Losung zu berechnen.
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10.3 Aufgaben

1. Welche der folgenden Funktionen hat in ihren Definitionsbereich eine
Umkehrfunktion ? Berechne die Umkehrfunktion falls sie existiert.

(a) f:[2,6] = [9,41] ;f(z) =2"+5

(b) f:[-3,-1 —[6,14] ;f(z)=2*+5

(c) f:[=31] = 1[6,14] ;f(z)=2"+5

(d) f:00,2] = [0,16] ;f(x) ==2*

(e) f:[0,7] = [-L1] ;f(x) =cosz

() T:R* =R ; T(x,y) = (y,2)

(g) T:R*=R* 5 T(x,y)=(x+3y,z—y)

(h) T:R* = R* ; T(x,y) = (y,0)

2. Zeige, dass die Funktion f : R?\{0,0} — R?

£(r,0) = (rcos 0, rsin6)

iiberall lokal umkehrbar, aber nicht global umkehrbar ist.

3. Finde den grofiten Definitionsbereich U mit zy € U so, dass die Funk-
tion f umkehrbar ist:

(a) f(x)=a*>—-Toe+1 |, x9=2
b) flz)=a®—2*+1 , x,=3
(¢) f(x) =sinx , xy=5

(d) f(z) =sinx +cosz , x7p=0
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(e) f(x)=e" |, xo=1

4. Sei f(z,y) = (#* —y? xy). Hat f eine Umkehrfunktion in einer Um-
gebung von (0,0)?

5. Sei f(x,y,2) = (2%z,sinwy, ¥?). Hat f eine Umkehrfunktion in einer
Umgebung von (0,0,0)7

6. Sei f:R?*\(0,0) — R? definiert durch

f(w,y)z( : - >

x2+y2’x2+y2

Berechne die Umkehrfunktion von f.

7. Berechne die Ableitung der Umkehfunktion (f~')" an den Punkt P

(a) flz,y) = (2% %) | P=(1,2)

(b) f(z,y) = (sinay,cosz + cosy), P =(m1)

(c) flz.y) = (9%, 2%y°) P=(-1,1)

(d) flz,y) = (ye", ay?) P=(22)
8. Sei f:R" — R"

f(x17x27 oo 7xn) — (xnaxn—la oo 7x1)

Berechne die Umkehfunktion f~!.
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10.4 Losungen

1. &Ldsung %

(a)

Fiir f:[2,6] — [9,41]; f(x)=2%>+5
gilt
y=f(r)=a*+5= fl(x) =20 #0 fir z €26

AuBerdem, ist die Funktion bijektiv, weil sie monoton wachsend
1st mit
f(2)=9; f(6) =41
Also ist die Funktion Umkehrbar und es gilt
f7H9,4] = 2,6 TN y) =y =5
Fiir f:[=3,—1] = [6,14] ;y= f(x) =2"+5
gilt
f@)=2*+5= fl(x) =20 #0 fir z¢€[-3,—1]

Auflerdem, ist die Funktion bijektiv, weil sie monoton fallend ist
mit

f(=1) =6 f(=3) =14
Also ist die Funktion Umkehrbar und es gilt
F06, 1 = [=3, -1 fiy) =—Vy—5
Furf[_gal]_}[6714] 7y:f(x):$2+5
gilt
flr)=2>4+5= fl(x)=22=0 fir z=0¢€[-3,1]

Damit ist die Funktion nicht unbedingt (global) umkehrbar. Um
das zu iiberpriifen beobachten wir dass

f(=1)=f(1)=6
Also ist die Funktion nicht injektiv und damit nicht umkehrbar.

Fir f:[0,2] — [0,16] ;y = f(z) =2
ist die Ableitung gleich Null bei = 0, aber die Funktion ist
umkehrbar mit der Umkehrfunktion

[7H[0,16] = 0,25 fTHy) = VY
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(e) Fiir f:[0,7] — [-1,1] ;y= f(z)=cosx
ist die Funktion ist umkehrbar weil

f(x)=2"+5= f'(x) =sinz A0 fiir x=0¢c (0,7)

und die Funktion bijektiv ist. Die Umkehrfunktion hat man schon
in der Literatur untersucht und einen Namen dafiir gegeben f~1 =
arccos.

() T:R*=R> ; (u,v)=T(z,y) = (y,)
ist umkehrbar mit

TR =R T Hu,v) = (v,u)
Also T-'=T.
(g) Fir T:R? = R* ; (u,v)=T(z,y) = (x+3y,x —y) gilt

= —1-3=—4%#0

detT’:‘1 3‘

1 -1

Also ist die Funktion umkehrbar mit

u—+v u+5v>

TR SR 5 T (uw) =
- 3 (U,U) 4 ) A

(h) Die Funktion 7': R? — R? ; T(z,y) = (y,0) ist nicht umkehr-
bar, weil sie nicht bijektiv ist; zum Beispiel:

7(0,0) = T(1,0) = (0,0)

2. D Losung %

Die Funktion f : R?\{0,0} — R?
f(r,0) = (rcosf,rsinb)

ist nicht global umkehrbar, weil sie nicht bijektiv ist (f(1,0) = f(1,2m)).
Trotzdem ist sie iiberall lokal umkehrbar, weil

cos —rsinb
det f'(r,0) = =rcos’f +rsin®d =r#£0
sinf  rcos@
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3. ™Losung ¥k
(a) Fiir f(z) =2* — Tz + 1 gilt
7
fl(x)=20—T7+#0 fiirx;«é§
Also ist U = (—o0, 7/2] der grofite Definitionsbereich mit 2 € U.
(b) Fiir f(x) =23 — 2% + 1 gilt
fl(x) =32 =20 #0 fiir v ¢ {0,1}

Also ist U = [1, 00) der grofite Definitionsbereich mit xyp =3 € U.
(¢) Fiir f(z) = sinx gilt

f'(x) =cosx #0firx & {. . .,—7w/2,7/2,31/2,b6m/2,...}

Also ist U = [37/2, 57 /2] der grofite Definitionsbereich mit xy =
5eU.

(d) Fiir f(z) =sinx 4 cosx gilt
f(z) = cosz —sinx # 0
fir x ¢ {...,—3n/2,7/4,5m /4,97 /4,...}

Also ist U = [—3m/2,w/4] der grofite Definitionsbereich mit g =
0eU.

(e) Fiir f(z) = e* gilt
Fl(z) =2ze” £0 fiirz #0

Also ist U = [0, 00) der groBte Definitionsbereich mit zp =1 € U.
4. ™ Losung ¥k
Fir f(r,y) = (2 — y*, zy) gilt

det f'(z,y) = = 227 + 2

Yy

2x —2y‘

Also det f'(0,0) = 0, aber daraus kénnen wir nicht folgern, dass die
Funktion bei (0,0) nicht lokal umkehrbar ist. Jedenfalls ist die Funk-
tion in jede Umgebung von (0, 0)

U= {(z,y) e R?| |(z,y)]| < ¢}



158 KAPITEL 10. UMKEHRBARKEIT

nicht injektiv, weil

f(=€/2,0) = f(€/2,0) = (€*/4,0)
und damit ist die Funktion bei (0,0) nicht lokal umkehrbar.
5. ™ Losung ¥k
Fiir f(z,y, 2) = (2?2, sin xy, e¥?) gilt
2xz 0 7

det f'(z,y,2) = |ycosay zcosxy 0 | =22+ 2°

0 ze¥*  ye¥?

= det f'(0,0,0) =0

Daraus konnen wir nicht folgern, dass die Funktion bei (0,0, 0) nicht
lokal umkehrbar ist. Jedenfalls ist die Funktion in jede Umgebung von
(0,0,0)

U= {(z,y,2) €R’| ||(z,y,2)] < 2¢}

nicht injektiv, weil
(0, =€,€) = £(0,6,—€) = (0,0,e™)

und damit ist die Funktion bei (0,0, 0) nicht lokal umkehrbar.

6. ™ Losung %
Fiir ” .
gilt
2 2
2 Y 2 X
d 2 =
@+ T @y
= u® + 0’ = v i Ay !
(22 +92)? (@2 +y?)? (2 +9?)? (22 +9?)
Yy 22 e 2
= U Y y(u”+0v") und v = R z(u® + v7)
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N u q v
=—  und r=——
Y u? + v? u? 4 v?

= (@) = 7 w0) = (50 0 )

u? + v2’ u? 4+ v?

7. NLosung %
(a) Fir f(z,y) = (2,y) gilt

f(w,y) = <2§ 20y>

suvna= (29 = (0

(b) Fiir f(z,y) = (sinxy, cosz + cosy) gilt
) COSTY X COST
R

—sinx  —siny

== (3

Wir benutzen die Formel fiir die Inverse

)
(CCL Z) . ad— be <—C b>
= (f7)(n,1) = Sm11+7r <_S(1’n1 fl)

(c) Fiir f(z,y) = (2%y*,2°y°) gilt
3 2,2 2 3
f/(xay):<$y3 $2y2)

2xy° 3y

suean= (3 )

Wir benutzen die Formel fiir die Inverse

a b\ 1 d —b\ "
c d)  ad—bc\—c a

= L= (5 3)

159
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(d) Fir f(z,y) = (ye*, zy?) gilt

T T 2 2\ !
P = (1 )= e = (3 5)
1 9
SRICEE Y
8. D Losung %

Fir
(Upy .. up) = flx, 29, .. 20) = (Tp, Tpo1, .., 1)

gilt [~ ur, .. un) = (Up, ..., up). Also f~1 = f.



Kapitel 11

Extremwerte 1n mehreren
Variablen

11.1 Lokales Maximum und Minimum

11.1.1 Einfiirung

Betrachten wir eine glatte Fliche z = f(x,y) (d.h. f ist differenzierbar),
und suchen wir ein relatives Maximum oder Minimum zy bei (xg, o). Also
miissen die partiellen Ableitungen gleich Null sein:

of _ of _
or oy

PrN (I (Pf
w0 = (azzy) ~ (32) (3) <2

Dann hat z = f(z,y) bei (z¢, Yo, 20)

0 0

Nun gelte

: : - °f
ein relatives Minimum, falls — >0
0x?
. . . ’f
ein relatives Maximum, falls Ee) < 0
x

Falls A > 0 dann haben wir weder ein Maximum noch ein Minimum, son-
dern einen Sattelpunkt.

Falls A = 0 oder % = 0 dann scheitert dieses Verfahren daran, uns irgend
etwas Neues zu vermitteln.
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97*

Safteipuariyy " MaxisLm

11.1.2 Beispiel 1

Sei
f(z,y) =2 +y° + 3zy

Wir wollen diese Flache auf Maxima und Minima untersuchen.
Die Bedingungen

Of _ 4/ 2 _

sind erfiillt fiir (x,y) = (0,0) und (z,y) = (—1,—1). Also das sind unsere
kritischen Punkte.
Bei (0,0) gilt:

Af 5/ 2 _
8y_3(y +x)=0

Also

Pf N (O (0
A = — —_— —_— =
Somit haben wir bei (0,0) einen Sattelpunkt.

Bei (—1,—1) gilt:
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(PN (P[P
s = () - (35)(5) -

Weiterhin gilt

Also

o2 f
gez =V

Somit haben wir bei (=1, —1) ein Maximum.

11.1.3 Beispiel 2

Sei
flz,y) =a® +y* — 4z + 6y + 25

Wir wollen diese Flache auf Maxima und Minima untersuchen.
Die Bedingungen

of of
L =20 —-4=0 L =2y+6=0
or " T Oy v
sind erfiillt fiir (z,y) = (2, —3).
Da
flr,y)= (2" —do+4)+ (" +6y+9)+25—4—9
= (z =2+ (y+3)*+12
ist

f(2,-3) =12

offensichtlich ein Minimum.

11.1.4 Beispiel 3

Manchmal gibt es unendlich viele lokalen Maxima (oder Minima) wie man
bei der Funktion PR
_ smzt+y
f(x’y)_:c2+y2+1

leicht feststellen kann

Jetzt wollen wir verallgemeinern auf n-dimensionale reellwertige Funktio-
nen. Dafiir brauchen wir aber ein bisschen Vorbereitung.
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11.1.5 Definition

1.  Sei

fiACR" SR

Wobei A eine offene Menge ist. Falls es eine Umgebung von zy € A
gibt, auf der f(z) > f(z) fiir alle z in dieser Umgebung, dann nennt
man z, einen lokalen Maximumspunkt und f(z() einen lokalen
Maximumswert. Analog, definiert man lokalen Minimumspunkt
und lokalen Minimumswert.

"-.-.._

2. Ein Punkt heifit Extremum, falls die Funktion ein lokales Maxi-
mum oder lokales Minimum an diesem Punkt hat.

3. Ein Punkt z( heifit kritisch falls 7 f(z¢) = 0.
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11.2 Die Hesse-Matrix

Die Hesse-Matrix ist fiir reelle Funktionen mit mehreren Variablen wie eine
zweite Ableitung.

11.2.1 Definition (Hesse-Matrix)

Sei
frtACR" >R

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und A eine offene Menge ist.
Dann definiert man die Hesse-Matrix von f an der Stelle o € A durch

2 9?2
8—36“%0(560) C.e 8w18fxn (1‘0)

H(.fo) =

02 02
(%Ungwl (.5(3'0) C. ﬁ(x())

11.3 Definitheit einer Matrix

11.3.1 Definition (Positiv-Negativ Definitheit)

Sei
411 e din
Q=
dn1 s Ann
eine (n x n)—Matrix. Dann heifit die Funktion
Q:R"—=R

definiert durch o
Q(z1,. .., Tn) = Z Z qijTiT
i=1 j=1
die quadratische Form der Matrix ().
Man nennt () :
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positiv definit falls Q(z) > 0 fiir alle x # 0

positiv semidefinit falls Q(z) >0 fiir alle z #0

negativ definit falls Q(x) <0 fiir alle z # 0

negativ semidefinit falls Q(z) <0 fiir alle z # 0

indefinit falls keiner dieser Fille vorliegt

11.3.2 Beispiele

e Die quadratische Form Q(x1,x5) = 227 + 222 ist positiv definit.
e Die quadratische Form Q(z1,z5) = —4x? — 7x3 ist negativ definit.

e Die quadratische Form Q(z1,x3) = 327 — 5z ist indefinit.

11.3.3 Satz (Definitheitskriterium 1)

Sei
d11 . din
Q=
dn1 S nn
eine (n x n)—Matrix, mit Ay, ..., \,, Eigenwerte. Dann ist

e () positiv definit, wenn \; > 0 fiirv=1,2,...,m

e () semi-positiv definit, wenn \; > 0 fiir i = 1,2,...,m
e () negativ definit, wenn \; < 0 fiir¢e =1,2,...,m
e () semi-negativ definit, wenn \; < 0 firi=1,2,...,m

e () indefinit, wenn es sowohl positive als auch negative Eigenwerte gibt.
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11.3.4 Satz (Definitheitskriterium 2)

Sei
qdi11 ce din

dn1 o dnn

eine (n x n)—Matrix. Dann ist:

e () positiv definit, wenn folgende Determinanten positiv sind.

qdi1 ce q1i

4 >0 fir :=1,2,...,n

qi1 ce qii

e () ist negativ definit, wenn

qd11 . q1i

(—1)"|... e .| >0 fir 1=1,2,...,n

qi1 . qii

e () ist indefinit, wenn

qd11 ce q1i

#0 fir i=1,2,...,n

di1 ce qii

und keine der vorigen Félle vorliegt.
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11.4 Berechnung von Lokalen Extrema

11.4.1 Satz (Notwendiges Kriterium)

Sei
f:ACR"—=R

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und A eine offene Menge ist.
Dann gilt

xq ist eine lokale Extremstelle von f = <7 f(z9) =0

11.4.2 Satz (Hinreichendes Kriterium)

Sei
f:ACR"—=R

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und A eine offene Menge ist,
xo € A mit :
Vf(xo) =0

und sei H (xq) die Hesse-Matrix von f in xg. Dann gilt:

e H(xg) positiv definit = f hat in x( ein lokales Minimum

xo) indefinit = f hat in zg einen Sattelpunkt

H (o)

e H(xo) negativ definit = f hat in z( ein lokales Maximum
H (o)
H (o)

e H(xy) semidefinit = keine allgemeine Aussage moglich

11.4.3 Beispiel 1

Wir suchen den Punkt in der Ebene
20 —y+ 22 =16

der dem Nullpunkt am n#chsten liegt. Es sei (z,y, z) der gesuchte Punkt.
Dann ist das Quadrat seines Abstands vom Nullpunkt

d=x%+y*+2°
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Es gilt
20 —y+22=160=y =2x+ 22 — 16

Also folgt
d=2"+ (20 + 22z — 16)* + 2°

Die kritische Punkten miissen folgende Gleichungen erfiillen

od
%:2x+4(2x—|—2z—16):0
d
%:4(2x+2z—16)+2220
Daraus folgt
Sr + 4z = 32
4o + 5z = 32
N 32
rT=z=—
9

Also gibt es nur einen kritischen Punkt. Da bekannt ist, dass ein Punkt
existiert, fiir den d minimal ist, ist dieser Punkt

(32 16 32)
9" 979

der gesuchte Punkt.

11.4.4 Beispiel 2

Wir wollen zeigen, dass ein Quader bei konstanter Oberflache S sein maxi-
males Volumen V' als Wiirfel annimmt. Seien z,vy, 2 die Seitenlangen. Wir
miissen zeigen, dass r = y = z. Es gilt

V(z,y,z) =2zyz und S(z,y,2)=2(zy+yz+ zz)

Die zweite Beziehung kann nach z aufgelost werden und in die erste einge-
setzt werden, wodurch V' zu einer Funktion von nur zwei Variablen x und
y wird. Wir ziehen es hier vor, diesen Schritt zu vermeiden, indem wir z
einfach als Funktion von x und y betrachten. Dann ist

(9_V_ x—i—x% a—v—xz—i—x%
or Y Yor oy y@y
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Ausserdem gilt

g—i :0:2<y+z+x%—l—y%)

g—j :O:Q(a:—i—z—i—xg—;—l—yg—;)
Aus den letzten beiden Gleichungen folgt

0z y+z 0z x+z

Ox r+y = Oy r+y’
die Bedingungen
reduzieren sich auf

Pl-a)=0 . Pz-y)=0

daraus folgt x =y =2z was zu zeigen war.

11.4.5 Beispiel 3

Wir wollen das Volumen des grofiten Rechtecks, das in ein Ellipsoid

.’,13'2 y2 22
g‘f’—‘Fg:l

eingesetzt werden kann bestimmen. Es sei (x,y, z) der Eckpunkt im ersten
Oktanten. Dann ist
Viz,y,z) = 8xyz

Betrachte z als eine Funktion der unabhéngigen Variablen x und y, die
durch die Ellipsoidgleichung definiert wird. Die notwendigen Bedingungen
fiir ein Maximum sind

oV 0z oV 0z
o —8(yz+$y%) =0, En —8($Z+35?/8_y) =0

Aus der Ellipsoidgleichung erhélt man
2r 2z 0z 2y 2z 0z

st 22 9% ) it Ay
a2+c28x ’ b2+c28y
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Eliminiert man 2% und g—; dann gilt

Ox
oV aty oV cEay?
ox YR T . y v b2z
und schliefilich
22 2 22

@ B 2
Aus der Ellipsoidgleichung erhélt man jetzt

V3 V3 V3

= g—= —pr- _ e
xaB,y 3,,203

ist unser einziger kritischer Punkt, und damit auch unser Maximumspunkt
(anschaulich offensichtlich). Das grofite Volumen ist also V' = (8%5)@60.
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11.5 Aufgaben

1. Finde die quadratische Form folgende Matrizen
. 1 2 3 2
2 1 2 4
3 2
2 8
2 0 5

0 -2 3
o 3 1

(

()
— Ot
W N =
N
/\l\
Cﬂw
=~ Ot
N

o 2 1 3 7
2 0 3 1 1
1 3 -1 7 3
0200 1 1 25
2 5 3 1 05 30
0 240 0040
010 3 000 3

3. Finde alle kritischen Punkte der Funktionen

(a) f(z,y) =yz—52"+1

(b) f(z,y) =2* —4x + 29> + 8

(c) flz,y) =yx—1

(d) f(z,y) =e"

() f(z,y) =sin(z +y) +sin(z — y)
(f) flw,y) = "

(&) f(2,y) = mrp

(h) f(x,y,2) =TT
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(i) f(z,y,2) =sinz +siny + sin 2

) 1
(.]) f(xvyaz) = xQ _J’_yz +22
4. Finde die lokalen Extrema der Funktionen

(a) fz,y) =2 +y° — 2z
(b) flz,y) =2°+y*> =32+ 3y
(c) flz,y) =yr—1
(d) f(z,y) =€

T -+
(©) floy) ==~
(1) f(2,) = e

sin z

(8) flz.y:2) = —

5. Finde die lokale Extrema der folgenden Funktion

f(z,y) = (2 + cosx)(siny)
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11.6 Losungen

1. & Losung %k
. 1 2\ .
o Fiir Q = (gij) = <2 1) gilt
2 2
Qz1,72) = Z Z%‘sz‘fﬁj = 127 + QLaT1T2 + (21 T2T1 + G227

2 2 2
+ 22129 + 22971 + x5 = 2] + 42179 + 75

2
. 3 2\ .
o Fiir Q = (gi5) = (2 4) gilt

I
o

x% + 22129 + 22971 + 4x§ = 3[6% + 4129 + 4x§

Q(x1,x9) = —l‘% + 22129 + 20071 + x% = —x% + 4dxyxy + :L’%

.. 3 2 .
o Fiir Q = (g;5) = (2 8) gilt
Q(1,72) = 3] + 22179 + 22971 + 825 = 327 + 4a179 + 877

1 2
o Fir Q=1(g;;) =12 2 gilt
3 3

2

= 1177 T q1,201%T2 + Q137173
2

+q2,12221 + Q2,205 + q2,3T2T3

3

+q3,123%1 + 320322 + 3,373

= x% + 221209 + 3x1203 + 20971 + 2x§ + 3xox3 + 3r3x1 + 3x3T0 + 4%‘%

= x% +4x179+ 621203+ 2:13% + 62923+ 4x§
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2 0 5
o Fir Q=1(g;j) =0 —2 3] gilt
5 3 1
3 3
51]1,352,333 ZZQZJZU I'J
i=1 j=1

= 2x% + bx1x3 — 25(:% + 3xox3 4+ dx3xry + 3x379 + :U§

= 22% + 10223 — 225 + 62973 + 5
2. D Losung %

e Die Matrix (a;j) = (i) 1) ist positiv definit, weil

'15 1‘:5—1:4>0 und a3 =5>0

: : -3 5\ ... : :

e Die Matrix (a;;) = 5 4 st indefinit, weil
‘53 5‘ —37#0 und a;; =-3#0

e Die Matrix (a;;) ((2) > ist semidefinit, weil a;; = 0.
2 1
0 3 | ist indefinit, weil
3

5
e Die Matrix (a;;) = (2
1

o 1

9 3|:—26<0

—= N Ot
W O
W =
I
I
N
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=309-1)+3B-7)+71-21)=24—4—140 = —120 < 0

‘f é‘:9_1:8>0 und a;; =3>0
0 2 00
. . 2 5 3 1]. . . . .
e Die Matrix (a;;) = 02 4 0 ist semidefinit, weil a;; = 0 ist.
010 3
1 1 2 5
. . 0 5 3 0]. .. . .
e Die Matrix 00 4 0 ist positiv definit weil
0 00 3
11 25
0 53 0
0 0 4 0_1><5><4><3—6O>0
0 00 3

Lo N

=1x5bx4=20>0

Sk OO
(&2 Bl E R L
1N

':1X5:5>0 und a1 =1>0
3. NLdsung ¥k
(a) Fiir f(z,y) = yx — 5z? + 1 gilt:
vf(x,y):(y—le,x):(0,0):y—lox:O und =0

= (0,0) ist der einzige kritische Punkt von f.
(b) Fiir f(z,y) = 2* — 4z + 23> + 8 gilt:

vflx,y) = <2x—4,4y) =(0,0)=2x—4=0 und 4y=0

= (2,0) ist der einzige kritische Punkt von f.
(c¢) Fir f(z,y) = yxr — 1 gilt:

Viy) = (1.0) = (0,0)=y=0 wnd =0

= (0,0) ist der einzige kritische Punkt von f.



11.6. LOSUNGEN 177

(d) Fiir f(z,y) = ™ gilt:
Vflr,y) = (yemy,xexy) =(0,0) = ye™” =0 und ze™ =0
= (0,0) ist der einzige kritische Punkt von f.
(e) Fir f(z,y) =sin(z +y) + sin (z — y) gilt:
Vi(xy) =
<cos (x +y) +cos(x—y), cos(z+y)— cos (v — y)) = (0,0)
= cos (z +y)+cos(z —y) =0 und cos(x+y)—cos(z—y) =0
= (cos(x—i—y)—i—cos(:p—y)) + (cos(w—i—y) —cos(a:—y)) =0
und
(cos (x +y) + cos (z — y)) — (cos(x+y) — cos (r — y)) =0
= cos(x+y)=0 und cos(z—y)=0

:>x+y=g+k17r und x—y=1+k27r

2
T T
= (r+y +(r—y)= (§+I<}17T)+<§+k27()
und
(@+y) = (@ —y) = (5 + k) = (5 + k)
:>2$:z+]€1ﬂ'+i+k2ﬂ'
2 2
und - -
2y:§—|—]{717{'—§—k2’ﬂ'
:>237:(]€1+k'2+1)77'
und

2y = (kl — k‘g)ﬂ

Da £y und ko beliebig aus Z gewéhlt werden konnen, kann man
a:= (ki1 +ko+1) und 3 := (k; — ko) auch beliebig aus Z wéhlen,
und sogar unabhéngig voneinander.

= 2r =anr und 2y =~



178 KAPITEL 11. EXTREMWERTE IN MEHREREN VARIABLEN

=x=an/2 und y=[n/2
:>{(x,y)€R2]EI a,f€Z mit x=ar/2 und y:ﬁﬂ/2}

ist die Menge der kritischen Punkten.
(f) Fiir f(z,y) = — gilt:
(Y

1 =z 1 x
fx,yz(—,——):0,0 S 20 wd —-Z—0
viwy) =\ —p) =00 =2 2
Also hat die Funktion f keine kritische Punkte, weil 1/y stets
ungleich Null ist.

(g) Fir f(z,y) = PO gilt:
—2x — 212
— — (0.0
e = (e e ) =00
—2x —2x
= =0 d =0
(22 + 12 +1)2 RN E

= (0,0) ist der einzige kritische Punkt von f.
(h) Fiir f(x,y,2) = "V gilt:

vf(x7y) = <€x+y—|—z, 6x+y+z, €w+y+z) _ (O, 07 O) — €x+y+z —0

Also hat die Funktion f keine kritische Punkte, weil e*T¥*# stets
ungleich Null ist.

(i) Fir f(x,y,2) = sinx + siny + sin z gilt:
vilx,y, z)= (cosx,cos Y, COS z) = (0,0,0)
= cosSxT = cosy = cosz =0
:>:1::E—|—k;17r, y:E—FkQﬂ', zzﬁ+k37r

2 2 2
Also

{<g+k517r, g+k27ﬂ g-i-k:aﬂ) eR’ | k17k27k3ez}

ist die Menge der kritischen Punkten von f.
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. .o 1
(j) Fir f(x,y,2) = PN gilt
2x 2y 2z
Y, 2) = = (0,0,0
2x 2y 2z

:>a:2+y2+z2:x2+y2+22::€2+y2+22
= (0,0) ist der einzige kritische Punkt von f.
4. ™aLosung ¥
(a) Fiir f(z,y) = 2° + y* — 2z gilt:
f(z,y) = (2x—2,2y—2) —(0,0) = 22 —2=2y — 2 =0

= (1,1) ist der einzige kritische Punkt von f.

Nun berechnen wir die Hesse-Matrix von f:

2f 02 f

Ox2 Ozdy 2 0
H(z,y) = = (O 2)

02 f ﬂ

Oyozx Oy?

Diese Matrix ist positiv definit, weil
| 2 0

0 2‘:4>0 und a;;=2>0

Also handelt es an der Stelle (1,1) um ein Minimum von f.
(b) Fiir f(x,y) = 2> +y* — 3z + 3y gilt:
Vf(z,y) = (32% - 3,3y° + 3) = (0,0)

Also hat die Funktion f keine kritische Punkte, weil 3y* + 3 stets
ungleich Null ist. Damit besitzt f keine lokalen Extrema.

(¢) Fir f(z,y) = yxr — 1 gilt:
vf(x,y) = (y,x) = (0,0) = (0,0) ist der einzige kritische Punkt.

Nun berechnen wir die Hesse-Matrix von f:

2f 0% f
oz? Ozdy 0 1
H = =
wor=| =1 o)

Oyox oy?
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Diese Matrix ist indefinit, weil a;; = 0 ist. Also konnen wir mit
der Hesse-Matrix nichts iiber diese kritischer Punkt wissen. Al-
lerdings, kann man leicht sehen, dass es um ein sattelpunkt han-
delt, indem man z und y leicht um den Punkt (0,0) variiert.
Fir x > 0,y > 0 ist f(z,y) > f(0,0). Fir z > 0,y < 0 ist
f(z,y) < f(0,0). Damit kann an der Stelle (0,0) kein lokales

Maximum oder Minimum geben.
Fiir f(x,y) = ™ gilt:

Vflr,y) = (ye‘”y,:pemy) =(0,0) = ye™ =0 und ze” =0

= (0,0) ist der einzige kritische Punkt von f.
Nun berechnen wir die Hesse-Matrix von f:

o*f 0% f

g 2 x x

Ox? 0x0y ye Y rye Y
H(x,y) = =

02 f ﬂ xye:cy $2€xy

OyOzx Oy?

— H(0,0) = <8 8)

Diese Matrix ist indefinit, weil a;; = 0 ist. Also konnen wir mit
der Hesse-Matrix nichts iiber diese kritischer Punkt wissen. Al-
lerdings, kann man leicht sehen, dass es um ein sattelpunkt han-
delt, indem man z und y leicht um den Punkt (0,0) variiert.
Fir x > 0,y > 0 ist f(z,y) > f(0,0). Fir z > 0,y < 0 ist
f(x,y) < f(0,0). Damit kann an der Stelle (0,0) kein lokales

Maximum oder Minimum geben.

Fir f(z,y) = rry gilt:
1 —x 1 —x
7 f(z,y :(—,—): 0,0) = -=0 und — —0
(z,y) ey (0,0) ) 7

Da 1/y stets ungleich Null ist, gibt es fiir f keine kritische Punkte
und damit keine lokalen Extrema.

Fiir f(z,y,2) = 2% +y* + 22 gilt:
vz, y, z) = <23:,2y,22) =(0,0,0)=2z=y=2=0

= (0,0,0) ist der einzige kritische Punkt von f.
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Ohne die Hesse-Matrix zu berechnen kénnen wir schon erraten
dass es an der Stelle (0,0,0) um ein Minimum der Funktion f
handelt, weil 2% + y? + 22 > 0 fiir alle (z,y, z) € R3.

(g) Fir f(x,y,2) = 2

- gilt:
x

—2sin 2 COS 2

Vi(zy,z) = ( ) = (0,0,0)

Y Y

3 2

—2sin z COS 2

p— :0
x3 T

Da —2sin z/x? stets ungleich Null ist, gibt es fiir f keine kritische
Punkte und damit keine lokalen Extrema.

5. N Liosung ¥

Fir
f(z,y) = (2+ cosz)(siny)

gilt:
vz, y) = ( —sinx siny, (2 + cosx)(cos y)) = (0,0)

= sinzsiny = (2 + cosx)(cosy) =0
Da (2 + cos ) stets ungleich Null ist, folgt

sinzsiny = cosy =0
Da siny und cos y nicht gleichzeitig Null werden konnen, folgt
sinz = cosy =0
=z =knr und y=(ko+1/2)7
Also die Menge der kritischen Punkte ist

{(im, (ks +1/2)7) € R? | Ky, ko € z}

Nun berechnen wir die Hesse-Matrix von f:

2 2
% aaxafy —cosxsiny — SInx cosy
H(z,y) = —
O°f 0°f —sinzcosy —(2+ cosz)(siny)

Oyox oy?
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Falls £ gerade ist, und ko gerade ist gilt:
cosz =cos(kir) =1 und sinx =sin (ky7) =0

cosy = cos ((ke +1/2)m) =0 und siny =sin((ka+1/2)7) =1

1 0
H(z,y) =
0 -3

ist negativ definit und damit handelt es sich hier um ein Maximum.

Falls k1 ungerade ist, und ko gerade ist gilt:
cost = cos (k1) = —1 und sinz = sin (ky7) =0
cosy = cos ((ke +1/2)7) =0 und siny =sin((ks +1/2)7) =1

1 0
H(x,y) =
0 -1

ist indefinit und damit handelt es sich hier um einen Sattelpunkt.

Falls k&, gerade ist, und ks ungerade ist gilt:
cosz =cos (kym) =1 und sinz =sin (ky7) =0

cosy =cos ((ke +1/2)71) =0 und siny =sin((ky +1/2)7) = —1

1 0
H(x,y) =
0 3

ist positiv definit und damit handelt es sich hier um ein Minimum.

Falls k; ungerade ist, und ks ungerade ist gilt:
cosx = cos (kym) = —1 und sinz =sin (k7)) =0

cosy = cos ((ke +1/2)71) =0 und siny =sin((ky +1/2)7) = —1

—1 0
H(z,y) :=
0 -1

ist negativ definit und damit handelt es sich hier um ein Maximum.



Kapitel 12

Extremwerte mit
Nebenbedingungen

12.1 Langrange Multiplikatoren

12.1.1 Problem

Wir suchen ein lokales Maximum oder Minimum einer Funktion f : R? — R
unter der Voraussetzung das g(x,y) = 0.
Man kann direkt die Gleichung g(x,y) = 0 nach y 16sen

9(x,y) = 0=y = G(x)
und dann den Extrempunkt von der Funktion
F(z) := f(z,G(x))
suchen oder allgemeiner eine parametrisierung
y(t) = (x(t), y(t))
der Kurve g(z,y) = 0 finden und dann den Extrempunkt von der Funktion
F(t) = fz(t), y(t))

aufsuchen. Allerdings ist diese Vorgehen unpraktisch, weil es meistens schwer
ist, eine geeignete Parametrisierung zu finden.
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!

12.1.2 Lagrange Idee

Eine notwendige Bedingung dafiir, ob der Punkt (zg,yo) ein Extrempunkt
von f(x,y) mit der Nebenbedingung g(zo, yo) = 0 ist, ist

3\ so,dass grad <f(:v,y) — )\g(x,y)) =0

12.1.3 Beispiel

Sei
flz,y) =2 +y°

Wir suchen das Minimum von f unter der Nebenbedingung
gz, y) =y—ax—1=0

Es gilt
Grad f(z,y) = (2, 2t)
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und
Grad g(il?,y) - (_17 1)

Damit folgt

Grad (f(xo,yo) - /\9($0;y0)> = (220,2y0) — AM(—1,1) =0

Also haben wir zwei Gleichungen

2.%0 + A=0
2y0 —A=0
Eliminieren wir \, so folgt
Lo = —Yo

Nun gilt wegen der Nebenbedingung

1 1
9(x0, o) 3:yo—$0—1:0$29€0—1:0:>$0:57 Yo=—3

Also wissen wir dass
( ) ( 1 1)
T = - = =
05 Yo 2 ) 2

ein kritischer Punkt ist. Dieser Punkt (xg,y0) kann kein Maximum sein,
weil die Funktion f beliebig grofisein kann. Aulerdem kann (xg, o) kein
Sattelpunkt sein, weil der Punkt auf der eindimensionalen Kurve g(x,y)
liegt. Also ist (xg,yo) ein Minimum.

12.2 Warnung

Mit Lagrange Idee (oder Lagrange Multiplikatoren) kann man nicht wis-
sen ob es sich um ein Maximum oder ein Minimum, oder ob es iiberhaupt
um ein Extrempunkt handelt. Um dies zu wissen, muss man geometrische
oder andere analytische Argunmente geben. Es gibt leider kein Allgemeines
Verfahren.
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12.3 Aufgaben

1. Berechne die Extrema der Funktion f unter der gegebenen Nebenbe-

dingung

(a) flz,y,2)=a+2 ; 2®+y*+22=1

(b) fl(z, )—f-—y Pty =1

(c) flz, )—wy 4o’ +yt =4

(d) f(z,y,2) =8zxyz ; 162% +4a® + 922 = 144
2. Finde (z1,x9,...,x,) so, dass die Funktion

F(zy,29,...,2,) = fo
i=1
unter der Bedingung
S
i=1

minimal wird.

3. Finde das Minimum der Funktion

fx,y,2) =2 +y* + 2°

unter der Bedingung
2 + 3y + 4z = 30

4. Finde die minimale Strecke zwischen (0,0) und der Kurve a%y = 16

5. Finde den nichsten Punkt und den weitesten Punkt zwischen (0,0)
und der Fliche 1722 + 122y + 8y? = 100
6. Finde den Maximums- und den Minimumswert der Funktion
fla,y,z) =x+y+z
unter den Nebenbedingungen

4y =2 und x+z=1
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7. Finde den Maximums- und den Minimumswert der Funktion
flz,y,2) =2y + 22
unter den Nebenbedingungen

t4+y+2z=0 und 2*+¢y*+22=24
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12.4 Losungen

1. &Ldosung %

(a) Um die Extrema der Funktion f(z,y,2) = = + z unter die Ne-
benbedingung g(x,y, z) := 2*> + y* + 22 — 1 = 0 zu berechnen,
benutzen wir die Idee von Lagrange. Es gilt:

Vi(w,y,2)=(1,0,1) und 7 g(z,y,2) = (22,2y,22)
Nach Lagrange gibt es ein A € R so, dass

Vi, y,2) + A g(x,y,2) = (0,0,0)
= (1,0,1) + A (22, 2y, 22) = (0,0,0)
= (22X + 1,2y, 22X + 1) = (0,0,0)
= 2N+ 1 =20 =22A+1=0= )\ #0
Mit der Nebenbedingung
Py —1=0

kénnen wir diese Gleichungssystem nach x,y, z folgendermafien
16sen:
2 =0=y=0 weil A#0

Weiterhin
20 A+ 1 =22 A4+1=0=2x=2

Setzen wir z = x und y = 0 ein in

P4+ -1=0=2*+2t=1=>2=

St

Damit haben wir zwei kritischen Punkte

_7 ) = un
V2© V2 f \/’
Um zu wissen ob es um Maxima oder um Minima bei solche kri-

tischen Punkte handelt, brauchen wir nur die Werte von f an
solche Stellen miteinander zu vergleichen. Es gilt:

1 1 2 1 —2
(How v ™ (5% %
Also haben wir ein Maximum bei (1/v/2, 0, 1/v/2) und ein Mi-
nimum bei ( —1/v2, 0, —=1/v/2).
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(b) Um die Extrema der Funktion f(z,y) = 2* — y* unter die Neben-
bedingung g(z,y) := 2* + y* — 1 = 0 zu berechnen, benutzen wir
die Idee von Lagrange. Es gilt:

Vfl,y) = (22, -2y) und 7 g(r,y) = (22,2y)
Nach Lagrange gibt es ein A € R so, dass
V(@ y)+Av gz y) =(0,0)
= (2z,—2y) + A v (22,2y) = (0,0)
=2r+2\xr=0 und —-2y+2\y=0

Also entweder ist £ = 0 oder A = —1.
Falls x = 0, dann gilt

gl y) =2+ —1=0=9y*"=1=y==+1

Weiterhin
—2y+2y=0=>A=1

Mit A = 1 folgt:
y==x1

Also (0,1) und (0, —1) sind kritische Stellen. Falls A = —1, folgt:
r==21 und y=0
Also (1,0) und (—1,0) sind kritische Stellen. Um zu wissen ob

feirgd

es sich um Maxima oder Minima handelt, konnen wir die Ni-
veau Kurven der Funktion f betrachten. Damit sieht man, dass
bei (1,0) und (—1,0) ist f(x,y) = 1 ein Maximumwert auf der
Einheitskreis, und bei (0, 1) und (0, —1) ist f(z,y) = —1 ein Min-
mumwert auf der Einheitskreis.
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(¢c) Um die Extrema der Funktion f(x,y) = xy unter die Nebenbe-

dingung g(z,y) := 42? + y* — 4 = 0 zu berechnen, benutzen wir
die Idee von Lagrange. Es gilt:

Vi) = (y,2) ud  vglr,y) = (82,2y)
Nach Lagrange gibt es ein A € R so, dass
V() + Av gl y) =(0,0)

= (y,x) + v (8x,2y) = (0,0)
=y=-81\, x=-2y\ 4r’+y’—4=0
= 1 = —2(—8zA\)\ = 162)\?
= 1 — 1622 = 0= (1 — 16)?) =0
= =0 oder )\::I:i

Falls A = £1/4 dann gilt

y=—8x\=—8x(£l/4) = y=+2z
Mit der Nebenbedingung folgt

4 4y —4=0= 42> + (£22)* —4=0=82* =14

éx::tg und y::I:Qx::I:\/E
Also bekommen wir 4 kritischen Punkten
(3 ). (7). () (59
Falls x = 0 folgt nach der Nebenbedingung
4+ —4=0=9y—4=0=y=2 oder y=—2
Also bekommen wir zusétzliche 2 kritischen Punkten
(0,+2) und (0,-2)

Nun vergleichen wir die Werte von f an der kritische Stellen

f(%\/ﬁﬂr\@):l und f(%\/i,— 2):—1
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f(_Tﬁ,—H/i) =—1 und f(_Tﬁ,—\/ﬁ) =1
f(0,42) =0 und f(0,-2) =0

Damit kann man leicht sehen, dass f einen Maximumwert von 1
und ein Minimumwert von —1 an den kritischen Stellen hat.

Um die Extrema der Funktion f(z,y, 2) = 8zyz unter die Neben-
bedingung g(z,y, ) := 162% + 42% + 922 — 144 = 0 zu berechnen,
benutzen wir die Idee von Lagrange. Es gilt:

Vf(r,y) = (8yz.812,8ry) und v g(w.y,2) = (32¢,8y,18z)

Nach Lagrange gibt es ein A € R so, dass

V(@ y,2) + A g(z,y,2) = (0,0,0)
= (8yz,8zz,8zy) + A v/ (32, 8y, 182) = (0,0,0)
= 8yz = —32z\, 8rz = —8y\, 8ry= —18zA\,
1627 4+ 42% + 92° — 144 =0
= 24ryz = —322°\ — 8y* A — 1822\ = —2\ (1622 + 4y* + 927)
Setzen wir dies in 162% + 422 + 92?2 — 144 = 0 ein dann folgt:
= 24zxyz = —2883)\ = xyz = —12)

= 8xyz = —322°\ = 8(—12)\) = —322°)\
= 96\ — 322°\ = 0 = 32\(3 — 2%) =0
Also A = 0 oder z = /3. Fiir A\ = 0 folgt

2yz=0=2x=0 odery=0 oderz=0

an solche Stellen ist f(z,y,z) = 0.
Falls A # 0 dann folgt

4
r=4V3, y=+2V3, z=4+—
! V3

und an diese Stelle ist f(x,7,2) = £64v/3. Also nimmt f ihre
Maximum genau an den Stellen

(\/5, 2\/5, %) und ( — \/5, —2\/_, —%)
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und ihre Minimum genau an den Stellen

(—\/§,N§, %) und (\/§,—2\/§, %)

V3 V3
(V3.2v5, —%) und (= /3,-2v3, %)
( —/3,2V/3, —%) und (\/5, —2/3, —%)

2. ™Losung ¥k

Fir die Funktion

unter der Bedingung
g(r1, 0, ... xy) = —1 —|—in =0
i=1
gilt
VF(x1,20,...,1,) = (2x1,2x2, - .,an)
V(1,29 .. X)) = (1,1,...,1)

Nach Lagrange gibt es ein A € R so, dass

VF(x1, 20, .. x,) + A7 g(x1, 29, ..., x,) = (0,0,...,0)

= v (221,229,...,22,) + A (1, 1,...,1) = (0,0,...,0)

=2r1+A=0, 2x54+A=0, ...2z,+A=0,

:>$1:x2:"':xn

Also gilt

n n
1
T, =1= r1=1=nr;=1=2=—

Damit ist (1/n,1/n,...,1/n) eine kritische Stelle. Diese einzige kriti-
sche Stelle muss dass globale Minimum von F' unter der Nebenbedin-
gung sein, weil die Funktion keine globale Maximum unter der Neben-
bedingung hat.
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3. Fiir die Funktion
fz,y,2) = 42* + y* + 522
unter die Nebenbedingung
g(x,y,z) =2x+3y+42—12=0
gilt
vf(r,y, z) = (8x, 21, 10z)
vo9(r,y,z) = (2,3,4)
Nach Lagrange gibt es ein A € R so, dass
V(@ y,2) + Av gz, y,2) = (0,0,0)
= (8z,2y,10z) + A(2,3,4) = (0,0,0)
=8r =—-2)\, 2y=-3\, 10z=—-4\ und2z+3y+42—-12=0

2y 5z
=4y == = —
R
8
= y = 6x und z=€$
Setzen wir y = 6x undz:%”in 2x + 3y + 4z — 12 = 0 ein, dann gilt
32x 5 30 8
TEEET ST TR

Diese einzige kritische Stelle muss dass globale Minimum von f unter
der Nebenbedingung sein, weil die Funktion keine globale Maximum
unter der Nebenbedingung hat.

4. NLosung ¥
Fiir die
flz,y,2) =2 +y* + 27
unter der Bedingung
g(r,y,z) =2x+3y+42—-30=0
gilt
Vg(x, Y, Z) - (27 37 4)
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Nach Lagrange gibt es ein A € R so, dass

Vi y, 2) + A g(x,y,2) =(0,0,0)
= v(22,2y +22) + A (2,3,4) = (0,0,0)
=2r+2\ =0, 2y+3Xx=0, 22+4\=0, 2x+3y+42—30=0

3
=T =)\, y:—§>\, z= =2\

:>—2)\—g)\—8>\=30

éA:—@:—@éaj:@ y:@ z:4—0

21 7 7’ 7’ 7
Damit ist (20/7,30/7,40/7) eine kritische Stelle. Diese einzige kriti-
sche Stelle muss dass globale Minimum von /' unter der Nebenbedin-
gung sein, weil die Funktion keine globale Maximum unter der Neben-

bedingung hat.

. N Ldsung ¥

Um die minimale Strecke zwischen (0,0) und der Kurve 2%y = 9 zu
bestimmen, reicht es die Funktion

flz,y) = a® +y*
unter der Nebenbedingung
g(z,y) =2y —16 =0
zu minimieren. Es gilt

Vf(xvy) - (2'1:7 Qy)

vy(z,y) = (2zy,2%)
Nach Lagrange gibt es ein A € R so, dass
V. y) + Av gl y) = (0,0)
= v(2sc, 2y) + v (2563/,:1:2) = (0,0)
=2x=0 oder \y=1

Wir kénnen x = 0 ausschlieBen, weil sonst 2%y — 16 = 0 nicht mehr
gilt. Also folgt
0 = 2y* + \yx? = 2y* — 2*
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:>x::ty\/§$2y3:16:>y:2
Es gibt also zwei kritische Stellen

(+2v/2,2) und (—2v2,2)

Fiir beide haben wir /22 4+ y2 = 2v/3, also dies ist die minimale
Strecke.

6. ™Ldsung ¥k

Um den néchsten Punkt und den weitesten Punkt zwischen (0,0) und
der Fliche 1722 + 122y + 8y* = 100 zu finden, betrachten wir die
Funktion

flz,y) = a® +y*
Also wir mochten die Extrema von f finden unter der Nebenbedingung
g(z,y) := 172% + 122y + 8y* — 100 = 0
Es gilt
vV i(z.y) = (22,2y)
v(z,y) = (34 + 12y, 12z + 16y)
Nach Lagrange gibt es ein A € R so, dass

Vi y) +Av gz y) = (0,0)
= v (2x,2y) + A v (342 + 12y, 122 + 16y) = (0,0)
= 2r + \(34x +12y) =0, 2y+ A(12z + 16y) =0

Mit der Nebenbedingung 1722 + 122y + S8y? — 100 = 0, kann man \

eliminieren:
—2x —2y

34z + 12y 12z + 16y
= 122% + 162y = 34y + 12y

= 222 — 3oy — 2y° =0
Mit der Nebenbedingung 1722 + 122y + 8y? — 100 = 0 folgt

2522 =100 = 2z = +2 oder == -2

=1y +3y—4=0 oder y*—3y—4=0
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= (y—1)(y+4)=0 oder (y+1)(y—4)=0
=y==+1 oder y=+4
Damit bekommen wir vier kritischen Punkte
(2,1), (=2,—-1), (2,—4), (-2,4)
Nun berechnen wir die Abstand \/Wy2 fiir jede kritischen Punkt:
V224+12=+5 und /(224 (-1)2=+5

V22 (=42 =V18 und +/(—2)2+42 =18
Also sieht man, dass der ndchste Punkt zu (0, 0) ist (2, 1) oder (=2, —1),
und die weiteste ist (2, —4) oder (—2,4).

N Losung ¥
Fiir
flz,y,z)=z+y+=z
unter den Nebenbedingungen
gz, 2) =2 +9y*—2=0 und g¢(z,y,2) =2+2—-1=0
gilt
vVilx,y, z)= (1, 1, 1)
voi(z,y,z) = (27,2y,0)
Vga(w,y,2) = (1,0,1)
Nach Lagrange gibt es ein A € R so, dass
VI y,2) + M v gy, 2) + A v ga(z,y,2) = (0,0,0)
= (1,1,1) 4+ A\ (22,2y,0) + A2(1,0,1) = (0,0,0)
=142+ X =0, 14+20y=0, 14+ X =0

Mit den Nebenbedingungen gy = 0 und g, = 0 konnen wir dieses
Gleichungssystem losen:

=1, 22X\ =0, 2y\ =1
Sz=0 y=+V2, z2=1
Also die kritischen Punkte sind
(0,+v2,1) und(0, —v/2,1)

Damit kann man leicht sehen, dass an der Stelle (0,++/2,1) ist f
maximal und an der Stelle (0, —v/2,1) ist f minimal.
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8. ™Losung ¥k

Um den Maximums- und den Minimumswert der Funktion
flx,y,z) =xy+ 22
unter den Nebenbedingungen
g(z,y,2) =x+y+2=0 und gy(z,y,2) = 2> +y* +2* = 24

benutzen wir die Idee von Lagrange. Es gilt
v,y 2) = (y,2,2)

Va(r,y.2) = (1,1,1)
V92T, Yy, 2) = (2x, 2y,2z)
Nach Lagrange gibt es ein A € R so, dass
V(@ y,2) + M v oy, 2) + X v ga(2,y,2) = (0,0,0)
= (y,2,2) + A1 (1,1,1) + Ao (22, 2y, 22) = (0,0,0)
=Y+ M +200=0, 4+ +20y=0, 2+ +2X2=0,

Also folgt

= (r—y)(1—=2X)=0=>X=1/2 oder z=y
Falls Ay = 1/2 gilt
r+X+y=0 und 24+ X +2=0

r+y=24+z2z=2=—-1 und z+y=1
aus dies und zusammen mit den Nebenbedingungen folgt

1+3v5 1-3v5
:Ta y:T7

T z=—1

oder

C1-3v5  1+43V5
- 2 ) y - 2 )
An beide solche Stellen ist

flz,y,z) =—13

T z=—1
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Falls x = y dann folgt

oder

Weiterhin gilt
f(2,2,—4)=—4 und f(—-2,-2,4) =12

Also kann man daraus schlielen, dass f unter die Nebenbedingungen
g1 = 0und go = 0 einen Maximumwert von 12 und einen Minimumwert
von —13 annimmt.



Kapitel 13

Kurven

13.1 Beispiele von Kurven

Ein glatte Kurve in R?® kann man parametrisch mit

(z,y,2) = (f(£).9(t), h(?))
beschreiben, wobei f(t), g(t), h(t) zweimal stetig differenzierbare Funktio-
nen sind, und ¢ als Zeit aufgefasst wird.
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13.1.1 Warnung

Manchmal ist die parametrisierung stetig differenzierbar, aber die Kurve
sieht nicht glatt aus!

13.1.2 Beispiel

Ein Teilchen bewegt sich entlang der Kurve
r=(z,y,z) = (4cost,4sint, 6t)
Dann kann man die Geschwindigkeit v berechnen

dr
vi=—
dt
Also ist der Betrag der Geschwindigkeit fiir ¢ = 0

o] = v/ (—4)2 + 02+ 62 = 2V/13

= (—4sint, 4 cost,6)

13.2 Parametrisierung von Kurven

Kurven konnen sehr pathologisch sein. Zum Beispiel gibt es stetige Kur-
ven, die durch jeden Punkt eines Wiirfel durchgehen (die Piano Kurven).
Die Vorstellung solche Kurven ist schwer. Um solche Kurven auszuschlielen
betrachten wir nur stetig differenzierbare Kurven.
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b 7

e
]

Iy

\x
-

13.2.1 Warnung

1. Differenzierbare Kurven sind nicht unbedingt glatt. Sei
x(t) == (£, %)

eine unendlich oft differenzierbare Kurve in R”. Die Kurve ist im Null-
punkt nicht glatt, wie man aus dem Graphen sofort erkennen kann.

2. Beide folgenden parametrischen Kurven stellen dieselbe Bildmenge
dar:

3

z(t) = (V2cost,V2sint) | T

7T<t<
g =t=

o) = (—t,V2—8) , -—1<t<l1

solche Kurven heiflen dquivalent.
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13.2.2 Definition

Sei « : [a,b] — R"™ eine parametrisierte Kurve. Dann heift o dquivalent
zu [3, falls es einen Diffeomorphismus (eine differenzierbare Funktion mit
differenzierbarer Umkehrung) h : [¢, d] — [a, b] gibt so, dass

a(h(z)) = B(x)

fir alle z € [c, d]

13.3 Bogenlinge einer Kurve

Die Bogenlédnge einer Kurve kann man als Integral berechnen, und ist un-
abhéngig von der Parametrisierung.

13.3.1 Satz

1. Die Bogenlénge der Kurve v : x(t) = (z1(t),...,z,(t)) mit ¢t € [a,]

18t
Linge(y) = /ab z”: (da:;t(t))Q o

1=

2. Die Bogenlinge der Kurve v : y = y(z) in R? mit z € [a, 1] ist

Linge(vy) = / V1+y?(x) d
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3. Die Bogenlinge der Kurve v : r = 7(p) in R?* mit ¢ € [a,b] wobei r
und ¢ die Polarkoordinaten sind, ist

Linge(y / V() +1r2(p) dy
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13.4 Aufgaben

1. Finde eine Parametrisierung der folgenden Kurven in R?:

(a) Der Kreis mit Radius 3 und Mittelpunkt (1, 2).

(f) Der Graph der Funktion y = 2% —2? + 2 —1 fir 0 <z <3
2. Zeige, dass folgende Parametrisierungen dquivalent sind
a(t)=(t,t+1) mit 1 <t <4
B(s) = (s* s>+ 1) mit 1 < s <2
3. Zeige, dass folgende Parametrisierungen dquivalent sind
a(t) = (sint,cost) mit 0 <t < 7/2
B(s) = (coss,sins) mit —7/2<s5<0
4. Finde eine Parametrisierung der folgenden Kurven im R3:

(a) Die Gerade zwischen (0,0,0) und (3,3, 3).

(b) Die Gerade zwischen (—1,2,1) und (2, 3,4).

(c) Die Schnittmenge von y = x? und z = 23, fiir
0<x<l1.

5. Zeige, dass folgende Parametrisierungen dquivalent sind
at) = (et,ezt, e4t> mit 0 <t <1

B(s)=(2+s(2+5)%2+s)) mit —1<s<e—2
6. Berechne die Bogenlénge folgender Kurven:

a) y(t) = (t,1) mit 0<t <1,

)= (t,t) mit —1<t<I.

) = (cost,sint) mit 0 <t <27

t) = (4dcost,4sint,3t) mit 0 <t < 2.
t) = (cost,sint,t?) mit 0<t <.



13.5. LOSUNGEN 205

13.5 Losungen

1. & Ldosung %k

(a) Der Kreis mit Radius 3 und Mittelpunkt (1,2) hat die Parame-
trisierung

(x,y) = (3cost+1,3sint+2) mit ¢ € [0,2m)

(b) Der Kreis mit Radius 1 und Mittelpunkt (0,0) hat die Parame-
trisierung

(x,y) = (cost,sint) mit ¢ e [0,2m)
(c) Die Strecke zwischen (0,0) und (3, 3) hat die Parametrisierung
(x,y) = (t,t) mit ¢ € [0, 3]
(d) Die Strecke zwischen (—1,2) und (2,3) hat die Parametrisierung
(x,y) = (t,t/3+7/3) mit te[—1,2]
(e) Der Ellipse 22/9 + 3%/4 = 1 hat die Parametrisierung
(x,y) = (3cost,2sint) mit ¢ € [0,2n)

(f) Der Graph der Funktion y = 2 — 2> +2 —1 fiir 0 < 2 < 3 hat
die Parametrisierung

(,y)=(t, 2 —t*+t—1) mit tc[0,3]

2. N Losung ¥k

Fiir folgende Parametrisierungen
a(t)=(t,t+1) mit 1 <t <4

B(s)=(s*s*+1)mit 1 <s5<2
gilt
aoh =[5
mit & : [1,2] — [1,4] definiert durch h(x) = 2. Es ist leicht zu sehen,

dass h und h~! stetig differenzierbar sind; also ist h ein Diffeomorhis-
mus. Damit sind o und 3 Aquivalent.
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3. ™ Losung ¥k

Fiir folgende Parametrisierungen
a(t) = (sint,cost) mit 0 <t < 7/2
B(s) = (coss,sins) mit —7/2<s<0
mit h : [—-7/2,0] — [0, 7/2] definiert durch h(z) =z + /2, gilt
aoh(z) = a(h(z)) = a(x + 7/2)
= (sinz + 7/2,cosx + 7/2) = (cos x,sinx) = [B(x)

Es ist leicht zu sehen, dass h und h~! stetig differenzierbar sind; also
ist h ein Diffeomorhismus. Damit sind o und 3 Aquivalent.

N Losung ¥k
(a) Die Gerade zwischen (0,0,0) und (3,3,3) hat die Parametrisie-
rung
(z,y,2) = (t,t,t) mit ¢ €[0,3]
(b) Die Gerade zwischen (—1,2,1) und (2, 3,4) hat die Parametrisie-
rung
(r,y,2) =Bt —1,t+2,3t+1) mit te0,1]
(c) Die Schnittmenge von y = % und z = 23, fiir 0 < z < 1 hat die
Parametrisierung
(z,y,2) = (t,t%,¢%) mit tc[0,1]
. N Lésung %

Fiir folgende Parametrisierungen
at) = (et,e%, e4t) mit 0 <t <1
B(s)=(2+s52+5)2+s))mit —1<s<e—2
mit A : [0,1] — [—1,e — 2] definiert durch h(z) = e* — 2, gilt
o h(x) = [(h(z)) = B(e” = 2)
=(2+e"—2,2+e" -2 2+ -2 = (ex, e, 64$) = a(x)

Es ist leicht zu sehen, dass h und h~'(y) = In(y + 2) stetig diffe-
renzierbar sind; also ist i ein Diffeomorhismus. Damit sind o und
Aquivalent.
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6. ™Losung ¥k
(a) Fir v(t) = (t,t*) mit 0<¢ <1 gilt

Linge(y) = /01 V() + (t2)dt

1
:/ V14 2tdt
0

1 1
:5/ (1+2)Y2d(1 + 2t)
0

C1(1+ 2t)1/2+1} '
2 1/2+1 |,
G S RV T
- 203/2 3/2] 3
b) Fiir v(t) = (t,t) mit —1<t<1gilt
( g g

Lange(v) = /_1 V() + (t) dt

:/_jmdt
:/_11\/§dt
=\/§/_11dt

= \/§t] 1_1 — 22

(c) Fiir v(t) = (cost,sint) mit 0 <t < 2r gilt

2
Linge(y) = V/(—sint)? + cos? t dt
0

27
— V1 dt

0

27
:/ dt = 27
0

207
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(d) Fiir y(t) = (4cost,4sint,3t) mit 0 <t <27 gilt

2w
Linge(vy) = / V/(—4sint)? + (4cost)? + 32 dt
0
2w
[
0

27
:/ 5dt =107
0

(e) Fiir y(t) = (cost,sint, t?) mit 0 <t < gilt

Linge(y) = / Vsin? ¢ + cos2 ¢ + 442 dt
0
= / V1442 dt
0

:/j2,/t2+ (%)2 dt

Man kann eine Integrationstabelle benutzen um dieses Integral zu
berechnen. Es gilt die Formula

1
/\/x2 + a?dr = §<x\/x2 + a2+ a’*ln (z + Va? +a2))

Daraus folgt

Lange(y) = %(t\/ﬁ—k (%)2—# (%)211& (t4+4/t2+ (%)%)]W
:77\/71'24—%4—%(71'—1— 7T2—|—i) —iln\/g

1
= 2VIF AT+ ;2 + V1T dm)



Kapitel 14

Kurvenintegrale
i
& &

14.1 Kurvenintegral iiber einem Skalarfeld

Manchmal méchte man das Gewicht einer Kurve v berechnen. Das ist nichts
anders als die Bogenldnge mal die Dichte wenn die Kurve iiberall diesel-
be Dichte hat. Falls die Dichte f(z,y,z) aber variiert mit den Punkten
(x,y,2) € v, dann miiss man sie in die Gewichtsrechnung mit einbeziehen.
Dafiir folgende Definition.
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14.1.1 Definition

Sei v : [a,b] — R™ ein stetig differenzierbarer Weg im R™. Sei f : R" — R
eine stetige Funktion. Dann definiert man mit

/f ds—/f ) @)l dt

das Kurvenintegral des Skalarfeldes f ldngs .

14.1.2 Beispiel

Sei v die Helix
v:[0,27] — R?

v(t) = (cost,sint)

und sei
flry,z)=a>+y" +2°

o () (2 - ()

= \/sin2t+cos2t+1:\/§

Dann gilt

Weiterhin gilt
f(y(t)) = cos®t +sin’t 4 12

/ ds_/f ) IV (4)]| dt = /O%(l—i—tz)\/idt

_\/_[zuri]jr 2?)\/_(3—|—47r)

Also
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— —
e ?
X o~
AW

14.2 Kurvenintegral iiber einem Vektorfeld

In der Physik definiert man die Arbeit 1 durch ein Skalarprodukt aus der
Kraft ' und der Strecke &

W:=Fz7

Falls sich aber die Kraft mit der Strecke andert (%), dann muss man iiber
die Kurve ~ integrieren

IV:/ﬁ@M
v

Also hat man dieses Integral in der Mathematik genauer untersucht, und
daher folgende Definition.
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14.2.1 Definition

Sei v : [a,b] — R™ ein stetig differenzierbarer Weg im R™. Sei f : R — R"
eine stetige Funktion, dann definiert man

/ f(x)ds = / ()7 (0) dt

das Kurvenintegral des Vektorfeldes f langs ~

14.2.2 Beispiel

Sei F'(xy1, 1) = (23, 2w172). Wir wollen das Kurvenintegral

L F(x)ds

berechnen, wobei y(t) = (¢,¢) mit ¢ € [0, 1]. Es gilt

/yF(x)dS =

1 1
(12,262).(1,1)" dt:/ SE2dt — [ = 1
0

S~
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14.3 Aufgaben

1. Berechne das Kurvenintegral des Vektorfeldes f langs ~:
(a) flz,y) =22y, ~(t)=(-£1-¢") , —-1<t<2

(b) flz,y) =2(1+4y), () =(tt) . 3<t<5
2. Berechne das Kurvenintegral des Vektorfeldes f ldngs ~:
(a) f(z,y,2) = (2,y,2), ~(t) = (sint,cost,t) , 0<t<2m

(b) flz,y,2) = (z,~y,2), ~()=(tt) , 0<t<1

() fz,y,2) = (z,—y,z), ~(t) = (cost,sint,0) , 0<t<m/2

3. Sei f(x,y,z) = (2%, —wy, 1). Berechne das Kurvenintegral des Vektor-
feldes f langs v falls:

(a) v ist die Strecke zwischen (0,0,0) und (1,1,1)

(b) 7 ist der Kreis in der yz—Ebene mit Radius 1 und Mittelpunkt
(0,0,0)

(c) « ist die Parabel z = 2,y = 0 zwischen (—1,0,1) und (1,0,1)

(d) = ist die Strecke zwischen (—1,0,1) und (1,0, 1)
4. Berechne das Kurvenintegral des Skalarfeldes f ldngs v:
(a) f(z,y,2) = +y+2
v(t) = (sint,cost,t) , 0<t<2rm

(b) f(z,y,2) =cosz
v(t) = (sint,cost,t) , 0<t<2m

(¢) f(z,y,2) =xcosz
V() = (t,t%,0) , 0<t<1
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14.4 Losungen

1. & Losung %k
(a) Fir f(z,y) = 2xy
v(t) = (31 —-1°) | —1<t<2gilt

/fds—/f ) I @) dt

= [ 20 - ) (-3~

= /j 2(—t3)(1 — t3) \/(=3t2)2 + (=3t2)2 dt
= /_21 2(—t3)(1 — %) V18t dt
= /2 2(—t3)(1 — %) 3t2V2 dt
= 6\/_/ (%) (1 — £3)¢* at
:6\/§/_l—t5+t8 dt

= 6v/2°/9 — 156/6]2_1

= 6vV2—1/9—1/6—(2°/9 — 29/6)

—6\/_< —513 663>

(b) Fiir f(x,y) = 2(1+4y), ~(t) = (t,t*) , 3<t<5gilt

/fds—/f ) I @) dt

/ {1+ 42) [|(1,20)]] dt

3

:/St(1—|—4t2) V(1 +4t2) dt



14.4. LOSUNGEN 215

5
:/ t(1 + 4t3)3/% at
3

1 5

g/ (1 +4t332 d(1 4 4t2)
3

5

2
— 0+ 4t2)5/2}
i) 3

2
== ((37)5/2 — (26)5/2)
2. NLosung ¥k
(a) Fir f(z,y,2) = (z,y,2), ~(t) = (sint,cost,t) , 0< &< 2w
gilt
2w
[ ris= [ ) e d
¥ 0
2w
= / (sint,cost,t).(sint,cost,t) dt
0
2
:/ (sint, cost,t).(cost, —sint, 1)" dt
0

2w
:/ (sintcost — costsint 4 t) dt
0

2T o
- / tdt = t2/2} — (27)2/2 = 2r°
0 0

(b) Fiir f(z,y,2) = (z,—y,2), ~(t)=(tt) , 0<t<1gilt
[ ras= [ s voa
= /1(75, —t,t).(¢, t, 1) dt

1
:/ (t,—t,t).(1,1, )T dt
0

:/ tdt:t2/2} ==
0 0 2
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(¢) Fir f(z,y,2) = (x,—y,2), ~(t) = (cost,sint,0) , 0<t <
/2 gilt
/2
[ris= [ saey o a
0% 0
/2
:/ f(cost,sint,0).(cost,sint,0)" dt
0
/2
= / (cost, —sint,0).(—sint, cost,0)” dt
0
/2
:/ —costsint — costsint dt
0

/2
= —2/ costsint dt
0

/2
= —2/ sint d(sint)
0
B sintQ}ﬂﬂ 1
2 Jo 2

3. (a) Fiir f(x,y,2) = (2%, —zy, 1), und 7 ist die Strecke zwischen (0, 0, 0)
und (1,1, 1) gilt

v(t) = (t,t,t) mit t € [0,1]

Aﬂwzlvwmwﬂwﬁ

1
:/ (t*, —t3,1).(1, 1, )T dt
0
1
_ / dt =1
0

(b) Fiir f(x,y,2) = (2%, —xy, 1), und 7 ist der Kreis in der yz—Ebene
mit Radius 1 und Mittelpunkt (0,0,0) gilt

(0,cost,sint) mit ¢ e [0,2n]

/ﬂk— ) 0) dt
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2w
— / (0,0,1).(0, —sint, cost)" dt
0

27 ot
= / costdt = sint =0
0 0

(c) Fiir f(x,y,2) = (2, —zy, 1), und + ist die Parabel z = 2%,y = 0
zwischen (—1,0,1) und (1,0, 1) gilt

v(t) = (t,0,*) mit t € [-1,1]
/ fds = / )0 de

1
:/ (t%,0,1).(1,0,2t)" dt

1
1
:/ 2 + 2tdt
-1
1 )
—£3/3+ £2/2]
-1

(d) Fiir f(x,y,2) = (2%, —wy, 1), und 7 ist die Strecke zwischen (—1,0, 1)
und (1,0, 1) gilt

v(t) = (¢,0,1) mit te[—1,1]
/ fds = / ) (1) d

1
:/ (t*,0,1).(1,0,0)" dt

1

—/1t2dt—t3/3}1 -
) B 13

1

4. (a) Fur f(x,y,2) =x+y+ =z
v(t) = (sint,cost,t) , 0<t<2mgilt

/ pis= | " F00) I )] e
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2m
= / (sint 4 cost + 1) ||(cost, —sint, 1) dt
0

27
:/ (sint 4 cost + 1) \/(cost2+sin2t+1) dt
0
27
:/ (sint + cost 4+ 1) V2 dt
0

27
:\/5/ sint + cost +t dt
0

2w
:ﬁ[—cost+sint+t2/2 = 27
0

(b) Fiir f(z,y,z) = cos z
v(t) = (sint,cost,t) , 0<t<2m gilt

/ﬁu—/‘f ) @) dt

= / cost |[(cost,—sint, 1)|| dt
0

21
— / cost \/(cost2 +sin?t + 1) dt
0

2

2m
:/ cost V2 dt = /2sint =0
0

0

(c) Fir f(z,y,z) = xcosz
y(t) = (t,1%,0) , 0<t<1gilt

/ﬂk—/f ) 1Y) at

= [ o a

0

:/1t\/(1+2t)dt
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:%/1 V(L +2t) d(1+ 2t)

| 1
=S+ 2t)3/2}0 = (3 -1)
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Kapitel 15

Gradientenfelder und
Vektorfelder

15.1 Einfiirung

l F
-
J
\\ ~t
! F -
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~ e
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» 3
i g \
7 |
F f

15.1.1 Definition

1. Eine Funktion mit Definitionsbereich und Wertebereich, die Teilmen-
gen des Euklidischen Raumes R" sind, nennt man Vektorfeld .
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2. Eine Funktion mit Definitionsbereich, der Teilmenge des Euklidischen
Raumes R" ist, und mit Wertebereich in R nennt man Skalarfeld.

3. Man nennt ein Skalarfeld oder ein Vektorfeld glatt , wenn alle Rich-
tungsableitungen existieren und stetig sind.

15.1.2 Beispiel

Die Gravitationskraft F'(x,y, z) einer Masse m ist ein Vektorfeld. Der Betrag
dieser Kraft

1F(z,y, 2)

ist also ein Skalarfeld.

15.2 Konservative Vektorfelder

Aus der Physik weifl man, dass die Arbeit der Anziehungskraft nur von
der Hohe abhéngt und nicht von dem Weg, den ein Kérper durchlauft. Das
Vektorfeld der Erdanziehungskraft ist ein Spezialfall einer grolen Menge von
Vektorfeldern, die auch diese Eigenschaft haben. Das sind die sogenannten
konservativen Vektorfelder.

15.2.1 Definition

Sei A C R” eine offene Teilmenge und f : A — R™ ein Vektorfeld. Dann
heiflt f ein konservatives Vektorfeld, falls es eine reellwertige Funktion
(die Stammfunktion von f) F': A — R gibt so, dass

grad F'= f
15.2.2 Beispiel

Sei F(x,y,2) = xyz dann gilt

grad F' = (yz,xz, zy)
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Also konnen wir sagen, dass das Vektorfeld f(z,y, z) = (yz,zz, zy) ein kon-
servatives Vektorfeld ist, und dass F' eine Stammfunktion von f ist. Es gibt
sicherlich andere Stammfunktionen von f zum Beispiel F(z,y, z) = xyz+1.
Jedenfalls unterscheiden sich zwei Stammfunktionen eines Vektorfeldes nur
um eine additive Konstante.

Man interessiert sich fiir solche konservativen Vektorfelder, weil Kurvenin-

tegrale dort besonderes leicht zu rechnen sind, wie der folgende Satz zeigt.

Auflerdem ist jedes Kurvenintegral ldings einer geschlossene Kurve gleich
Null.

15.2.3 Satz

Sei A C R” eine offe Teilmenge und f : A — R” ein Vektorfeld, mit der
Stammfunktion F': A — R. Dann ist das Wegintegral wegunabhéngig, und
es gilt :

/ f(x)dz = F(7(b)) — F(1(a))

wobei 7 : [a,b] — G eine stetig differenzierbare Kurve ist.

15.2.4 Beispiel

Sei F'(x1,21) = 22 + 23 dann gilt
grad F' = (2z,2y)
Also konnen wir sagen, dass das Vektorfeld f(x1,x2) = (221, 225) ein kon-

servatives Vektorfeld ist, und dass F' eine Stammfunktion von f ist. Und
damit gilt

/f(x)dx = F(1,1) — F(0,0) =2

Wobei v : [a,b] — R? ein beliebige Kurve ist, die von (0,0) bis (1, 1) lduft.



224 KAPITEL 15. GRADIENTENFELDER UND VEKTORFELDER
15.3 Kriterium fiir die Existenz einer Stammfunktion

15.3.1 Satz (Integrabilititsbedingung)

Sei A C R" eine offe Teilmenge und f : A — R"™ ein Vektorfeld. Falls f eine
Stammfunktion F' besitzt, dann gilt

of, _of
8xk &cj

fir alle 7,k =1,2,...,n

Diese Integrabilitdtsbedingung ist nur notwendig und nicht hinreichend fiir
die Existenz der Stammfunktion. Jedenfalls ist sie lokal hinreichend, das
heifit, sie garantiert die Existenz einer Stammfunktion auf einer offenen
Teilmenge von R", aber wohl nicht auf ganz R".

15.3.2 Beispiel

Sei f: R*\{(0,0)} — R? die Funktion definiert durch
—y "
fly) = ( , )

515'2—|—y2 $2_|_y2

Dann erfiillt f die Integrabilitdtsbedingung aber ist kein konservativer Vek-
torfeld auf ganz R*\{(0,0)}. Um das zu sehen, braucht man nur zu wissen,
dass

Lf(x)dx =21 #0

fiir v(t) = (cost,sint), mit t € [0,27].



15.4. AUFGABEN 225

15.4 Aufgaben

1. Welches der folgenden Vektorfelder ist konservativ und welches nicht?

(a) flz,y) = (2zy°, 32%y?)

(b) f(z,y) = (ycos (zy), x cos (zy))

(c) f(z,y) = (e, 3x%y?)

(d) f(z,y) = (ysinz,zcosy)

(e) flz,y) = (x+1,2y +1)

() f(z,y) = (2* + 4oy + 4y?, 22% + 8xy + 8y?)
(&) flz,y,2) = (22,2y,22)

(h) f(z,y,2) = (2zy,2° + z,y)

2. Zeige, dass folgende Vektorfelder konservativ sind und berechne das
Kurvenintegral fv f(x)dx:

(a) f(z,y) = (zy? + 32%y , 2% + ya?)

yt)=(t—-t3/3,t>—=1) , 0<t<3

21 2y(z? 4+ 1)
b) fle) = <y2+1 L+ 1) )

(t,83—6) , —1<t<3

-2
~~
[
~—
|
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15.5 Losungen

1. &Ldsung %

Wir werden alle Rechnungen von Integrale

/f(:l:)dx = F(x)+C

ohne die Konstante C' aufschreiben. Die Stammfunktion ist bis auf
diese Konstante eindeutig bestimmt.

(a) Fir f(z,y) = (22y°, 32%y?) gilt

/2xy3dx = 2%° + C1(y)

Wobei 'y (y) eine Funktion die nur von y abhéngt und nicht von
x. Andererseits gilt

/3x2y2dy = 2%y + Co(7)

Wobei Cy(z) eine Funktion die nur von z abhéngt und nicht von
y. Nun kann man leicht erraten, dass

eine Stammfunktion von f(z,y) ist, weil

VE(z,y) = f(z,y)

Damit ist f(x,y) ein konservativer Vektorfeld.
Fiir £(z,) = (ycos (zy), x cos (zy)) gilt

/y cos (xy)dx = sin (xy) + C1(y)

Wobei (1 (y) eine Funktion die nur von y abhéingt und nicht von
x. Andererseits gilt

/x cos (zy)dy = sin (zy) + Cs(x)
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Wobei Cy(z) eine Funktion die nur von x abhéngt und nicht von
y. Nun kann man leicht erraten, dass

F(z,y) := sin (zy)

eine Stammfunktion von f(z,y) ist, weil

VE(x,y) = f(z,y)
Damit ist f(x,y) ein konservativer Vektorfeld.
Fiir f(z,y) = (e, 32%y?) gilt
e™

Wobei C(y) eine Funktion die nur von y abhéngt und nicht von
x. Andererseits gilt

/3:1:2y2dy = 2°y® + Cy(x)

Wobei Cy(z) eine Funktion die nur von x abhéngt und nicht von
y. Um f(x,y) ein konservativer Vektorfeld zu sein, muss gelten
ey 2,3

was offensichtlich unmoglich ist. Also ist f(z,y) kein konservati-
ver Vektorfeld.

Fir f(z,y) = (x + 1,2y + 1) gilt
2

Wobei (' (y) eine Funktion die nur von y abhéngt und nicht von
x. Andererseits gilt

/2y—|—1dy:y2+y+02(:p)

Wobei Cy(x) eine Funktion die nur von z abhéngt und nicht von
y. Nun f(x,y) ist ein konservativer Vektorfeld genau dann, wenn

2

o
7+x+01(y)=y2+y+02(x)
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2
— Cl(y):y2+y und Cg(x):%+x

Damit kann man sehen, dass
72

F(z,y) :=5+ﬂs+y2+y

Eine Stammfunktion von f ist.
(e) Fiir f(z,y) = (2 + 4oy + 4y?, 22% + S8xy + 8y?) gilt
2 2 x? 2 2
x” + 4wy + dy“dx = §—|—2x y+4y“x + Ci(y)

Wobei 'y (y) eine Funktion die nur von y abhéngt und nicht von
x. Andererseits gilt

8 3
/2x2 + 8zy + 8y?dy = 22%y + dxy® + % + Cy(x)

Wobei Cy(z) eine Funktion die nur von x abhéngt und nicht von
y. Nun f(x,y) ist ein konservativer Vektorfeld genau dann, wenn

x? 2 2 2 2, 8y’
3—1—235 y+4y“x + Ci(y) = 22°y + 4oy +?+Cg($)
x? 8y
< 3 + 01(y> = % + CQ(IC)
8y 3

— Ci(y) = - und  Cy(x) = 5

Damit kann man sehen, dass

3 8y
F(x,y) = 5 + 22y + 4yPx + %

Eine Stammfunktion von f ist.
(f) Fir f(z,y,2) = (22, 2y, 22) gilt

/Qxd:c = 2° + Ci(y, 2)
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Wobei 'y (y, z) eine Funktion die nur von y, z abhédngt und nicht
von x. Andererseits gilt

/2ydy = y* + Cy(m, 2)

Wobei Cy(x, z) eine Funktion die nur von x, z abhéngt und nicht
von .

/2zdz = 22 + Cs(z,y)

Wobei C3(x,y) eine Funktion die nur von x,y abhéngt und nicht
von z. Nun f(x,y) ist ein konservativer Vektorfeld genau dann,
wenn

2* + Ci(y,2) = y° + Co(x,2) = 2° + Cs(x, )

Damit kann man leicht erraten, dass
F(z,y,2) = 2> +19° + 22

eine Stammfunktion von f(z,y, 2) ist.
Fir f(z,y,2) = 22y, 2° + 2,y) gilt

/ 2aydr = ya* + Ci(y, 2)

Wobei C(y, z) eine Funktion die nur von y, z abhéngt und nicht
von x. Andererseits gilt

/a:2 + zdy = yz* + yz + Cy(x, 2)

Wobei Cy(x, z) eine Funktion die nur von x, z abhdngt und nicht
von 1.

/ydz =yz + Cs(x,y)

Wobei C3(x,y) eine Funktion die nur von x,y abhéangt und nicht
von z. Nun f(x,y) ist ein konservativer Vektorfeld genau dann,
wenn

yr® + C1(y, 2) = yz? + yz + Cy(x, 2) = yz + Cs(x, )

— Cl(yaz) = Yz, 02(3772) - 07 03('1779) - yxza



230 KAPITEL 15. GRADIENTENFELDER UND VEKTORFELDER

Damit kann man leicht erraten, dass
F(x,y,2) =y’ +yz

eine Stammfunktion von f(z,y, 2) ist.

2. D Losung %

(a) Fiir f(z,y) = (zy® + 32%y , 2 + ya?) gilt
1
/a:yz + 3xydr = §x2y2 + 2%y + C1(y)

Wobei (1 (y) eine Funktion die nur von y abhéngt und nicht von
x. Andererseits gilt

1
/:U3 + yridy = 23y + §y2:1:2 + Cy(x)

Wobei Cy(z) eine Funktion die nur von z abhéngt und nicht von
y. Nun f(x,y) ist ein konservativer Vektorfeld genau dann, wenn

1 1
§x2y2 + 2%y + O (y) = 23y + §y2x2 + Cy(x)

= Ci(y) = Co(x)
Damit kann man sehen, dass

1
Flz,y) = 52°y" + 2%

eine Stammfunktion von f ist.

Firvy(t)=(t—¢/3,t2—1) , 0<t<3gilt

fds = F(y(5)) = F(v(0)) = F(=8,0) = F(0,-1) = 0

(b) Fiir f(z,y) = ( 21 , —i%;fj:;?) gilt

2 2
/ T = o)

y2+1 Y2+ 1
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Wobei (' (y) eine Funktion die nur von y abhéngt und nicht von
x. Andererseits gilt

2y(x®+1) (2 2y
(/‘<w+1ﬁdy‘ ('+”/fw+¢v@

d(y* +1) _
=—(2* +1 /—:—x2—|—1 / 2+ 1) dy +1
@) [ G =) [0 )+ )

2

+1
O YT R e P
(@ + D+ )7 = T+ Gl

Wobei Cy(x) eine Funktion die nur von z abhéngt und nicht von
y. Nun f(x,y) ist ein konservativer Vektorfeld genau dann, wenn

x? > +1
1

Also kann man leicht sehen, dass

x? 41
F =
eine Stammfunktion von f ist.
Fir v(t) = (1,12 —6) , —1<t <3 gilt
fds = F(y(=1))=F(1(3)) = F(~1,~7)= F(3,21) = = ——
A )= ’ S TR0 442
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Kapitel 16

Mehrdimensionale Integration

16.1 Einfiihrung

Die Integrationstheorie ist eine lange und umsténdliche Ansammlung von
Definitionen und Sétzen, die von verschiedenen Integraltypen handelt, wie
zum Beispiel dem Riemann-Integral oder dem Lebesgue-Integral. Zum Gliick
sind alle solche Integraltypen dquivalent fiir die meisten Funktionen, wie
zum Beispiel die stetige Funktionen auf R". Jedenfalls muss man die genau-
en Definitionen nicht wissen, wenn man ein Integral einer stetigen Funktio-
nen auf einer kompakten Teilmenge von R™ berechnen will. Zwei allgemeine
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Satze muss man aber wissen : der Satz von Fubini und die Substitutionsre-
gel.

16.2 Mehrfachintegrale

16.2.1 Satz ( Fubini )

Sei f: R? — R eine Funktion, und sei I := [a, b] X [c,d] C R?, dann gilt:
d , b
/f(fc,y)dﬂfdy=/ (/ f(af,y)dfv)dy
1 c a

16.2.2 Beispiel 1

Um das Integral

/ (2° + y)dzdy

I
auf I = [0, 1] x [0, 1] zu berechnen, gilt nach dem Satz von Fubini

/I(x2 +y)dxdy = /01 (/01(x2 + y)da:)dy
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Wir berechnen zuerst das innere Integral, und betrachten y als Konstante

1

1 x3 1
/(w2+y)dw=[§+yw] =3ty
0

=0

Damit gilt
1 1 19 1 y2 1 5
2 dz |d :/ = dy = | = — = -
/0</0('T+y)x)y O(3+y)y 379 7%

16.2.3 Beispiel 2

Um das integral
/(:U + 2y + 32)* dadydz
I

auf I = [0,1] x [—1/2,0] x [0,1/3] zu berechnen, gilt nach dem Satz von
Fubini

/(ac + 2y + 32)? dwdydz
I

i 0 pl
= /3 / / (z + 2y + 32)? dodydz
0o J-1Jo

2
[x+ Y+ 3x)% 1 ‘ ]dydz

M\»—A

1
:/0 /1 g[(1+2y+32) (2y + 32)°] dyd=
i1 4 e
:/ — (14 2y + 32)" — (2y + 3x) dz
. 24 e

[SSI

- /O i [((3z+1)* —2(32)* + (32 — 1)*] d=

W=

{(3z +1)° —2(32)° + (32 — 1)5]

1
24 x 15

T 24 % 15 .

(25—2)25
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16.2.4 Satz (Substitutionsregel)

Sei ® : R" — R", z = ®(u) eine injektiv und stetig differenzierbare Ab-
bildung. Fiir alle u € R™ sei det ®'(u) # 0. Schlielich sei A C R" eine
kompakte Menge. Dann gilt fiir jede stetige Funktion f: A — R

/Af(zv)dx = [D(A) f(q)(u))’ det®’ (u) | du.

X

]
- X
.-I
L 1

16.2.5 Beispiel

Sei das Integral
/ (2% — 23) dzidxs
D

und sei D das Quadrat mit den Ecken (0,0),(1,—1),(1,1),(2,0). Mit dem
Satz von Fubini kann man dieses Integral nicht direkt ausrechnen. Wir
konnen aber das Quadrat um 7 /4 drehen so, dass wir das Quadrat D als
Produkt von zwei Intervallen [0, 1] x [0, 1] dartellen kénnen. Eine geeignete
Variablensubstitution ® : R? — R?, die das leistet, ist

(1, 22) = P(ur,u2) = (w1 + ug, uy — us)

Also gilt

(22 — 23) = (ug 4+ u2)? — (uy — up)? = dujus

Und ihre Funktionaldeterminante ist

1 1
:(1 —1>:27AO

’det d’




16.3. FLACHENBERECHNUNG IM R? 237

Mit der Substitutionsregel gilt

1
/(az% — 23) drydy = / / duyus|2| duydus
D 0 Jo

1 1
= 8/ / U1U duld’UQ =2
0 JO

16.3 Flichenberechnung im R?

Der Flacheninhalt Agp eines Bereiches B C R" ist

AB:/da:dy
B

Sei B der Bereich zwischen zwei stetigen Funktionen
fig:la,b] = R mit f(z) <g(x) in |a,b]
das heif3t
B={(x,y) eR*[a<a<b, f(x) <y<glr)}
der Flacheninhalt Ag von B ist dann

AB=[dedy=/ab(/fj:j)dy)dx=/ab (9(x) = f(x))dx

Also kann man der Flicheninhalt in R2? sowohl als zweidimensionales Inte-
gral, als auch als eindimensionales Integral auffassen.

16.3.1 Beispiel 1

Um den Bereich in R? zwischen den Kurven
y=2> und y=2"

fiir 0 < & <1 zu berechnen, kann man es mit folgendem Integral bestimmen

1 22 1 3 450 1 1
dedy — 2 _ .34 :V__x_} _ 2
/()/x3 vy /O(x vle =3 -7],"371

Ein Doppelintegral braucht man nicht unbedingt um eine Fliche in R? zu
berechnen. Wenn man aber zum Beispiel die Gesamtmasse einer inhomoge-
nen Massenverteilung in R? berechnen will, dann liegt ein Doppelintegral
mit der Massendichte f(x,y)dzdy als Integrand vor.
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16.3.2 Beispiel 2

Um die Gesamtmasse der Fiche in R? zwischen den Kurven
y=2> und y=2"
fiir 0 < x <1 zu berechnen, die die Massendichte
fla,y) = xy

besitzt, benutzen wir folgendes Integral
1 x2 1 2 22
/ / rydxdy = / v dxdy
0 Ja? 0 2 ly=e?

16.4 Fliachenberechnung in Polarkoordinaten

Manchmal ist es aber viel einfacher den Bereich in Polarkoordinaten anzuge-
ben und zu integrieren. Sei zum Beispiel B der Bereich in Polarkoordinaten

L
i T
L] ¥

(r,0) zwischen zwei Strahlen § = o und 6 =  und der Kurve r = r(6) > 0,
einer in Polarkoordinaten gegebenen Kurve, dass heif3t

B:{(T,Q)GRz\aSQSB,Ogrgr(e)}

Der Flécheninhalt Ag von B ist nach der Substitutionsregel

B r(0) 1 [P
ABz/d:cdy:/ (/ rdr)dﬁz—/ r2(6)dd
B « 0 2 «
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16.4.1 Beispiel

Sei A die Fldache innerhalb der Spirale definiert in Polarkoordinaten (7, 0)
durch

r(0)=0 mit 0<60<2rm

Dann kénnen wir den Flacheninhalt von A folgendermaflen berechnen :

I L[ Lrg3y2r 1(2m)3  4Axd
A:—/ r2(9)d9:—/ 9%9:—{9—} _lem)_dr
0 2 Jo 20310 2 3 3

16.5 Volumenberechnung im R?

Das Volumen Vjp eines Bereichs B C R3 ist

Vg = / dxdydz
B
Zum Beispiel, sei B der Bereich zwischen zwei stetigen Funktionen
f,g:GCR?* =R mit f(z) < g(x) inG
das heif3t

B={(z,y,2) €R®| (z,9) € G, f(z,9) <z < g(x,7)}

Das Volumen Vp von B ist dann

9(z,y)
VB:/dxdydz:/ (/ dz)dxdy
B G I f(zy)

- / (9(x, ) — f(z,9))dedy

Also kann man das Volumen in R? sowohl als zweidimensionales Integral,
als auch als dreidimensionales Integral auffassen.
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16.5.1 Beispiel

Wir wollen das Volumen einer Kugel K mit der Gleichung 2? + 32 + 22 < 1
berechnen, und dafiir méchten wir zuerst die Ungleichung in Intervallform

schreiben :
—1<xr<1

Wenn wir nun fiir y und z dasselbe Interval nehmen, dann bekommen wir
einen Wiirfel anstatt einer Kugel, also nehmen wir

V11— <y<v1—2z?
—V/1 =22 —y2 <z <1—2a2—y?

und damit haben wir die Kugel in Intervallen beschrieben. Nun gilt

1— xz—y
/ dzdydxr = / / / dzdydzx
1— x2—y

/ / 1—2? =2 ++/1— a2 —y?)dyde
1x2

_2/ / N =—

und mit Hilfe einer Integralstabelle ;

—1 2
1— 4
:2/ T xd.%:—ﬂ'
1 2 3

16.6 Volumenberechung in Kugelkoordinaten

Manchmal ist es aber viel einfacher den Bereich in Kugelkoordinaten anzu-
geben, und zu integrieren.Sei zum Beipiel B der Bereich in Kugelkoordina-
ten (7,0, ) definiert durch

B={(r0,p) eR|a<p<p3 y<0<50<r<r(0p))}

mit einer stetigen Funktion r = (60, ¢). Das Volumen Vg von B ist nach
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der Substitutionsregel

Bpo rr(p)
Vp = / drdydz = / / / r?sin 0 drdfdy
B « ¥ 0
/ / )sin 6 dfdy

16.6.1 Beispiel

Um das Volumen der Kugel K mit der Gleichung
P+t + 2 <1
zu berechnen, schreiben wir die Ungleichung in Kugelkoordinaten
r(@,p)=1 mit 0<O0<7m und —7/2<¢<m/2

Dann ist das Volumen gleich

w/2
Vi = / dxdydz = / @) sin @ dfdy
K

—7/2

1 w/2 s 1 /2 4
:—/ /sin&d@dgo:—/ 2 dp = =~
3 —7/2J0 3 —m/2 3

241



242 KAPITEL 16. MEHRDIMENSIONALE INTEGRATION

16.7 Volumenberechung in Zylinderkoordinaten

Auch ist es manchmal viel einfacher den Bereich in Zylinderkoordinaten
anzugeben, und zu integrieren.Sei zum Beipiel B der Bereich in Zylinder-

koordinaten (7, ¢, z) definiert durch
B={(r,¢,2) eR*|a<¢<f, a<z<b 0<r<r(p,2)}

mit r = r(¢, z) einer stetigen Funktion. Das Volumen Vp von B ist nach

&
x
~L

der Substitutionsregel

8 b rr(e,z)
Vg = / dxdydz = / / / rdrdzdeo
B « a 0

_ %Aﬁ/abr2(¢,z)dzd¢

16.8 Schwerpunkte und Trigheitsmomente

16.8.1 Definition

Ein Koérper K C R™ sei mit der lokalen Dichte p(x,y, z) versehen. Dann
definiert man
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1. Die Gesamtmasse M durch
M:/ p(x,y, z)dxdydz
K
2. Der Schwerpunkt S durch

1
S = —/ (z,y,2) . p(z,y,2) dedydz
M Jg

Das ist einvektorwertiges Integral und ist koordinatenweise zu berech-
nen.

3. Das Tragheitsmoment beziiglich der Achse D durch

JD=/ (2, y, 2)p(a,y, z)dedydz
K

wobei r(z,y,z) der Abstand zwischen der Achse D und der Punkt

(x,y,2) € K.
."_'.. '
".-' D q._._l___:..-;""

16.8.2 Beispiel 1

Wir wollen die Gesamtmasse einer Kugel

22+ y? + 22 < R?
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bestimmen, mit der Dichte

1 1

p(l’,y,Z) - x2—|—y2+22 = a

Wir berechnen das Integral mit Kugelkoordinaten:

w/2 rmw/2 PR 1
M :/ p(z,y, z)dxdydz = 8/ / / —2a2 sin ¢ drdedf
K 0 0 o @

w/2  pw/2 w/2
= SR/ / sin ¢ dpdf = SR/ df = ARw
0 0 0

16.8.3 Beispiel 2

Wir wollen den Schwerpunkt S = (zg,ys) des Quadrates [0, 1] x [0, 1] mit

der Flachendichte

pla,y) =e"

berechnen. Zuerst berechnen wir die Gesamtmasse

1 1
M = / / "t dudy = / (e —e)dy = (e — 1)°
0 Jo 0

Andererseits gilt (Integral der z-Komponente)

1l 1
/ / re™V dxdy = / e/dy=e—1
o Jo 0

e—1 1
xS: o
(e—1)2 e—1

Also gilt

Wegen Symmetrie kann man x und y vertauschen, also y, = x5 und

1 1
5= (e—l’e—l)
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16.8.4 Beispiel 3

Wir wollen das Trigheitsmoment J, (beziiglich der x—Achse) berechnen.
Der homogene Korper K ( p(z,y,z) = 1 ) ist beschrénkt zwischen der
xy—Ebene, dem Paraboloid z = 22 + ¢? und dem Zylinder 22 + y? = 32.
Mit Zylinderkoordinaten gilt

3 2 r?
sz/ TQ(x,y,z)dxdydz:/ / / r2.r dzdfdr
K o Jo Jo
3 27 r? 6
:/ / / 3 dzdfdr = 3
o Jo Jo 3

= 24371
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16.9 Aufgaben

1. Berechne das Integral [, f(z)dz fiir folgende Funktionen

(a) f(x,y)—af+2y , R:[1,2]><[3,4]

(b) flz,y) = . R=11,2] x [0,1]
(@f@w%—xy+x . R=[-1,1] x [-1,1]
(d) f(z,y) = sm@+y), R=[-1,0] x [0,1]
(e) f(z,y)= . R=[1,2] x [3,4]

(f) flz,y) = () . R=11,2]x[0,1]

(&) flz,y)=ye® , R=[-11]x[-11]

(h) f(z,y) =ax+by+c , R=1[0,1] x[0,1]

2. Berechne folgende Integrale

L3
a) / / e’ dxdy
0 3y
1 T
b) / / zy? dydx
0 Jaz2
2 y3/2
c) / / % dydx
w/2 psiny
/ / (x cosy) dxdy
1—cosy

3. Berechne das Integral von f(z,y) = /1 — y? iiber dem Bereich

S={(z,y) eR?*|0<2 <1, 0<y<VI1—a?}

4. Berechne das Integral von

1

f(l'?y):m

iiber dem Bereich S, wobei

(a) S={(z,y) eR?|1 < 2*+9*> <5}

(b) S={(z,9) eR* |1 <2®+3* <52 >0, und y > 0}
() S={(z,y) eR* |1 <2’ +¢y* <52 >0, und y < z}
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5. Betrachten wir die Zylinder-Koordinaten-Transformation in R?
(x,y,2) = ®(r,0,z) = (rcosf,rsinb, z)
Berechne die Funktionaldeterminate det @’
6. Betrachten wir die Kugel-Koordinaten-Transformation in R?
(x,y,2) = D(r,0,p) = (rsinpcosf, rsinpsin b, rcos )
Berechne die Funktionaldeterminate det @’
7. Benutzen Kugel-Koordinaten um das Volumen des Einheitskugels:
D= {(z,y,2) e R® | 2? + 9> + 2* < 1}

zu berechnen.
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16.10 Losungen

1. & Ldsung %k
(a) Fir f(z,y) =x+2y , R=1[1,2] x[3,4] gilt

/Rf(xay) dﬂ?dyZ/j[/::c—Fdey} da::/l2 [:Uy—f—y2E:3da:

:/12 [3x+9—<4x+16)]d:c=/12<—x—7) da

S R R

(b) Fiir f(z,y) =ye™ , R=1[1,2] x[0,1] gilt

Rf(x,y) dxdy = /01 [/12 ye™ da:} dy = /01 [emy] iﬂdy
- [lo-la= -]

(C) Fiir f(xay) = $2y2 + ) R = [_17 1] X [_17 1] gﬂt

! 1 Lrgdy? g2
[ sy dsty= [ [ [ ayprearday= [ [FE5] a
R -1 -1 -1 3 211

1.2 2 1 2 3
Y 1 vy 1} /{2y] {2@/}1 4
/_1{3+2+3 T 3 T gl T

(d) Fir f(z,y) =sin(x+y) , R=][-1,0]x[0,1] gilt

/Rf(ac,y) dxdy:/ol[/isin(ac—l—y) dx}dy

Z/Ol[—COS(Hy)}O _dy:/ol[—COS(y—l)JrCOS(y)}dy

r=

— [sin (g~ 1)4sin (y)}; — — sin (0)+sin (1)—(— sin (—1)+sin (0))

=sin (1) +sin(—1) =0
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(e) Fiir f(x,y) =2y , R=/[1,2] x[3,4] gilt

[ty sty = [ [y
— /34 {x4y/4}i:1dy = /34 {y/4—4y] dy

4
- [y2/8 _ 2y2]3 —9/8 — 52

(f) Fir f(z,y) = (xy)?* , R=[1,2] x[0,1] gilt

/Rf(as,y) drdy = /Ol [/12(xy)2 da:] dy
_ /01 [x3y2/3} i_ldy — /01 [7y2/3] dy

- 7y3/3}(1) = 7/3
(g) Fir f(z,y) =ye® , R=[-1,1] x [-1,1] gilt

/Rf(x,y) dmdy:/_l1 {/_llyegC dm}dy

1 1

- /_1 [yew} i:—ldy = /_1 [y(e — 1/6)}6@

= - 1/6)/2}1_1 —(e—1/e)/2— (e —1/e)/2 =0

(h) Fir f(z,y) =ax+by+c , R=1[0,1] x [0,1] gilt

/Rf(%y) dl"dy:/ol [/Ol(ax+by+c) d:z:}dy

— /01 [(axQ/z + byx + cx)};dy = /Ol(a/Q + by + ¢)dy

= (ay/2 + by /2 + cy)}; =a/2+b/2+c

249
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2. ™Losung ¥k

L3 3 ra/3
a) / / e’ drdy = / / e’ dydx
0 Jay 0o Jo
3 5 7%/3 1 3 2
:/egcy} dmz—/ e’ x dr
0 0 3 Jo

1 x 1
(b) / / ry? dydx:/ :L'y3/3} dx
0 Jx2 0 y=x2
1 1

= /1 /3 —2"/3 dx = {x5/15 —x8/24}1 =— — —

o 15 24
22 1480
—d dy = — d
O [ [ = [ 5]
/— dy—/ = dy—y2/4} =3/4
siny /2 $3 siny
/ / (2% cosy) dady = / {— Cosy} dy
1—cosy 0 3 1—cosy

1
=§/ (sin®y — 1 + 3cosy — 3cos® y + cos®y) cosy dy
0

B 15T — 44
48

3. ™ Losung ¥k
Fiir das Integral von f(z,y) = /1 — y? iiber dem Bereich
S={(z,y) eR?*|0<r<1, 0<y<V1—2a2}

gilt

1 pV/1—22
/ f(,y)dady — / ST dyde
S 0 0
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1—12

Al/ommda:dy/ e /1= " ay

1
0 =0

1 1
2
:/ \/l—yQ\/l—y2da:dy:/(1—y2)dxdy:§
0 0
4. NLosung ¥

Um das Integral

1
/s (22 +y2)° ddy

zu berechnen benutzen wir polar Koordinaten.

(a) Fiir S = {(z,y) € R?* | 1 < 2% + y* < 5} gilt:

/Sf(a:,y) da:dy:/()2ﬂ(/15rxr—15)dr>d9
27 5 27 — 27 —
[ =[S e [ - e

1 1 2T
= (5 - )/ g9 = 22T
3 3x5%/ ), 375

(b) Fiir S = {(z,y) € R* |1 <2®+9* < 5,2 >0, und y > 0} gilt

/Sf(fc,y) drdy = /OW/2 (/15 %)de: /OW/2 {T—_;}izlde

1 1 w/2
:<__ )/ g0 = 927
37 3x5) 375

(¢) Fiir S = {(z,y) €R* |1 <2?+9* <52 >0, und y < z} gilt

A5 dr 317
dody = “)do = ==
/Sf(x,y) wdy /O (/1 T4> 7

5. N Liosung *

Fiir die Zylinder-Koordinaten-Transformation

(x,y,2) = P(r,0,z) = (rcosf,rsind, z)
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gilt
cos@ —rsinf 0
det ® = |sinf rcosf O|=r
0 0 r
. & Losung ¥

Fiir die Kugel-Koordinaten-Transformation

(x,y,2) = ®(r,0,p) = (rsinpcosf, rsinpsin b, r cos )

gilt
singpcosf rcosecosf —rsinpsinfd
det @ = |sinpsinf rcospsingd rsinpcosf | =r’sing
Cos —rsin @ 0
N Losung ¥

In Kugel-Koordinaten ist der Einheitskugel:
D:={(rp0ecR|r<l, 0<p<m, 0<60<2r}

Damit ist das Volumen des Einheitskugels:

us 2w 1
V= / drdydz = / / / r?sin @ dr df dy
D o Jo Jo

1 us 2w 2 us
:—/ / singpd@dg):—ﬂ/ sin ¢ dp
3.Jo Jo 3 Jo
2 A

= %(—COS?T— (—cosO)) =3



Kapitel 17

Flachen

17.1 Flachen

Eine parametrische Fliche in R? ist eine injektive, stetige Funktion F': A C
R? — R3.

17.1.1 Beispiel

1. Der Graph einer Funktion z = f(z,y) lisst sich als parametrische
Flache darstellen als

F(u,v) = (u,v, f(u,v))
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2. Die Hemisphiire 2z = /a2 — 22 — 42 mit 2% + y? < a? lisst sich als
parametrische Flache darstellen als

F(u,v) = (u,v, Va2 — u2 — v2) mit v + v* < a?

17.2 Fliachenelement

17.2.1 Definition

Sei S eine glatte Fliache (stetig differenzierbar) mit der parametrischen Dar-
stellung r : R? — R3

1. Der Vektor

= au (UQ, UO) %(Uo, UO) ou (Uo, UO)

g (o, v0) 52 (uo,v0) - 5 (o, v0)
heifit der Normalenvektor zu S an der Stelle (ug, vo).

2. Das Differential
87“

r
dsS = H%(uo,vo) X — (g, Vo Hdudv

ov

heifit Flichenelement.

17.3 Flacheninhalt

17.3.1 Definition

Sei S eine glatte Fliche mit der parametrischen Darstellung r : A C R? —
R. Der Fldcheninhalt von S iiber A ist

Foim [ [ as
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.

17.3.2 Satz

Sei S eine glatte Fliche, die durch den Graph der Funktion g : A C R? —
R, 2z := g(z,y) definiert ist. Der Fldcheninhalt von S iiber A ist dann
durch folgende Formel gegeben

o= [ [ )+ () ana

17.4 Oberflachenintegrale

Das Integral der Flacheninhaltsberechnung ist ein Spezialfall des Ober-
flachenintegrals iiber einem Skalarfeld. Wenn man die Gesamtmasse einer
inhomogenen Flichendichte f : R? — R berechnen will, dann braucht man
das Oberflichenintegral.

17.4.1 Definition

Sei S eine glatte Fliche die durch den Graph von der Funktion g : A C
R* - R, z:=g(z,y) definiert ist. AuBerdem sei

f:R*—=R
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ein Skalarfeld. Dann heifit folgendes Integral das Oberfldchenintegral von

S iiber f :
//fwygxy)\/l (g;)

17.4.2 Beispiel

+ (g—;) ] dxdy

Sei z = y/x? + y? eine glatte Fliache iiber dem Skalarfeld f(x,y, z) = z. Wir
wollen das Oberflichenintegral zwischen z = 0 und 2z = 1 berechnen. Es gilt

5 0z «w 0z vy
ox oy =z

Damit folgt

2 2 2 2
dS:\/1+x—2+y—2dxdy:\/z 2 dedy = V2dxdy
z Z Z

Da z = /2?2 +y?> = r eine kegelformige Flédche ist, ist es einfacher die
Rechnung in Polarkoordinaten auszufiihren:

21 1 27/2
//zdS:\/ﬁ// zda:dy:\/ﬁ/ d9/ r2dr = V2
A 22 4y?<1 0 0 3
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17.5 Fluflintegral

17.5.1 Definition

Sei S eine glatte Fliche mit der parametrischen Darstellung r : A C R? —

R3. AuBerdem sei
f:R®—=R?

ein Vektorfeld. Dann heif3t folgendes Integral

/)1 —//< D

Das Flu3integral von S iiber f
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17.6 Aufgaben

1. Sei S die Flache definiert durch
g:D—R ; glz,y)=2>+y

Wobei D = {(z,y) e R? | 0 <z <1, —1 <y < 1}. Weiterhin sei
f(x,y) = = ein Skalarfeld. Berechne das Oberflichenintegral

/Sf(fv,y)dS

2. Sei S die Flache definiert durch
S={(x,y,2) eR* | 2® +9y* + 2 =1}

Weiterhin sei f(z,y,z) = 2% ein Skalarfeld. Berechne das Oberflichen-
integral

/Sf(x,y)dS
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17.7 Losungen

1. & Losung %k

Es gilt

f(x,y)dS = xq| 1+ <@>2 + (@)2 dxdy
S D ox dy

1l 1 o
= / / eV 14422 + 1 dedy = - / / V2 + 422 d(2 + 427)dy
-1J0 -1J0

8
2 1 (! 1 2 [! V2(3v3 —1)
_ et 9 423/2}d :_/ 63/2 _93/2\ gy —
3X8/_1{(+$) M=a1 ) Jdy 3
2. ™ Losung ¥k

Die Flache S kann man in Kugel-Koordinaten schreiben
S={rp.0) cR|r=1, 0<p<m, 0<6<L2n}

Damit gilt nach der Substitutionsregel

/ F(,y)dS = / (cos? o) [[n(6, )16 do
S S

2w i
= /((3082 ©)| sin p|df dp = / / cos? | sin | dp db
S 0o Jo

2w T
:/ /COSngsingodgde da0<p<m ist
o Jo

2m ™ 2 2m 4
= —/ / cos® ¢ d(cosy) | df = —/ a9 = -~
0 0 3 Jo 3
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