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Vorwort

Ausgangspunkt ist eine treue Darstellung G — GL(V') einer endlichen Grup-
pe G iiber einem Korper IF. Der Invariantenring IF[V]¢ ist eine endlich er-
zeugte Unteralgebra der Algebra IF[V] von Polynomfunktionen auf dem IF-
Vektorraum V. Einer der Schwerpunkte in der Invariantentheorie besteht dar-
in, simtliche Erzeuger eines Invariantenrings zu finden. Ein Standardbeispiel
dafiir ist eine Darstellung 3, < GL(V') einer symmetrischen Gruppe ¥, mit
der Ordung n! auf V' = TF". Der Invariantenring IF[V]*" ist der Polynomring
Fley,- - ,e,] mit den elementarsymmetrischen Polynomen eq,--- e, als Va-
riablen. Aber das ist leider nur einer der wenigen gefundenen speziellen Féllen.
Meistens ist noch nicht bekannt, wieviele Erzeuger IF[V]“ hat.

Fiir den Fall, da§ CharIF = 0, haben R. Steinberg (|28]) und R. Kane ([14])
ein interessantes Kriterium fiir polynomiale Invariantenringe herausgefunden.
Im Folgenden wird ihre Beweismethode grob erlautert :

Es sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Korper IF der Cha-
rakteristik 0. Angenommen ayq, - - -, a, sei eine IF-Basis von V und zy,--- , x,
eine [F-Basis von V* = Homp(V,TF), die dual zur Basis ay,---,«, ist.
Die graduierten polynomialen Algebren IF[2(] := IF[ay,--- , ) und F[X] :=
IF|zy,- -+, z,] sind zueinander duale, primitiv endlich erzeugte Hopf-Algebren
Y(degz; =dega; =1, i=1,---,n). Die Arbeit von R. Steinberg basiert auf
der Differentialoperation auf einer Polynomalgebra. Wir betrachten die Poly-
nomalgebra IF[2] als die graduierte Hopf-Algebra von Differentialoperatoren
auf IF[X]. Fiir jedes a € V ist ein Differentialoperator D, auf V* definiert
durch

Do(z) = (a, z)
Dy(zy) = Da(2)y+2Do(y) fira eV, z,y e V"

wobei (, ) : V@ V* — IF das innere Produkt ist. Der Operator D : IF[A] X
IF[X] — IF[X] ist dann bestimmt durch die Regel Dy, = Do D; fiir s,t € TF[2A].
Das innere Produkt wird durch

(s.f)=(Ds())O0), s e FA, feFX] (1)

auf die Polynomalgebren erweitert. Die Hopf-Algebra IF[2(] bzw. IF[X] beinhal-
tet die koalgebraische Struktur A bzw. A*.

lsiehe z.B. M.E. Sweedler, Hopf Algebras, (1969)
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Durch die Definiton der dualen algebraischen Struktur erhalten wir (s f - h) =
(A(s) . f@h), (s-t_ [f)=(s®@t A*(f)), fiir s,t € F[A], f,h € F[X]. Die

Operation von G auf V' induziert eine Operation auf V* durch

—1

(g-a.a)=(z g a)

fiir alle z € V*,a € V,g € GG. Die Operation von G auf V bzw. V* erweitert
sich auf IF[A] bzw. IF[X]; wir erhalten dann g(D,f) = Dys(gf). s € F[], f €

’

IF[X], g € G. Ein Element f € IF[X] heifit G-harmonisch, wenn D(f) = 0
fiir alle s € IF[A] ist.

Sei H := {f € F|X] | Dy(f) =0, Vs € IF[A]“} die Menge von harmonischen
Elementen. Es ist leicht nachzuweisen, daf} es eine bijektive Korrespondenz
zwischen dem Untermodul H von IF[X] und dem Quotienten IF[A]/(IF[2A]%)
gibt. 2 Wir setzen IF[A]q := F[A]/(TF[A]).

Satz 0.1 (R. Steinberg, R. Kane) Sei o : G — GL(n,IF) eine Darstellung
einer endlichen Gruppe G iber einem Korper IF der Charakteristik 0 und
Ti, T, eine IF'-Basis von V*.

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent :

1. Der Invariantenring F[X]“ ist eine Polynomalgebra.
2. Der Untermodul H ist ein zyklischer Modul.

3. TF[X]q ist eine Poincarédualititsalgebra. 3

R. Steinberg verwendete den folgenden Satz, um den Erzeuger fiir H durch
Pseudospiegelungen in GG zu konstruieren.

Satz 0.2 (G.C. Shephard-J.A. Todd, C. Chevalley [6][22][25]) Seien o : G —
GL(V) eine Darstellung einer endlichen Gruppe G und V' ein n-dimensionaler
Vektorraum dber einem Kérper IF. Fir |G| € TF* sind die folgenden Aussagen
dquivalent :

1. G st eine Pseudospiegelungsgruppe.
2. TF[X]% ist eine Polynomalgebra.
3. W[X]¢ wird durch n algebraisch unabhingige Polynome erzeugt.

4. TF|X] ist ein freie F[X]9-Modul.

2siehe Definition im Abschnitt 1
3siehe Definition im Abschnitt 2



Eine Pseudospiegelung ist ein Automorphismus o : V' — V mit den Ei-
genschaften :

1. o #1id;
2. o hat endliche Ordnung;

3. der Unterraum V7 := {v € V | ov = v} hat die Kodimension 1. Der
Raum V7 heifit Hyperebene von o.

Eine Pseudospiegelungsgruppe ist eine Gruppe, die durch ihre Pseudo-
spiegelungen erzeugt wird. Eine Pseudospiegelung o ist genau dann diago-
nalisierbar, wenn CharIF = 0 oder |G| € TF™ ist. Fiir jede Pseudospiegelung
o € Aut(V') gibt es einen Vektor 0 # a € Im(1—0),sodaB o(v) = v+1,(v)-a,
fir allev € V und I, : V — IF eine lineare Funktion mit kerl, = V7 ist.

R. Steinberg konstruierte nun ein homogenes Element Q in IF[X] aus allen
linearen Funktionen l,, o € s(G), ndmlich

Q.= l,,

oes(Q)

wobei s(G) die Menge aller Pseudospiegelungen in G ist. In der Tat kénnen
aber verschiedene Pseudospiegelungen dieselbe Hyperebene besitzen. Fiir eine
feste Hyperebene V7 ist die Menge Cy :={ 0 € s(G) | V? = V7 } U {id} =
( oy ) eine zyklische Gruppe mit dem Erzeuger o+, also

~ \UV’J|_1
Q=[x
A\

Q ist ein homogenes Element in dem Ring IF[X]S ., das heift,
g-Q=det '(9)-Q VgeQG,
und zwar gilt (Satz von R.P. Stanley [26])
FIR)S, = Q- F[x]° &)

Sei nun DQ := { Dy(Q) | s € Flay, -+, ] } ein Unterraum von IF[X]. Mit
Hilfe von (2) l&ft sich zeigen :

Lemma 0.3 Ist der Invariantenring IF[X]% polynomial, dann gilt H = DX,
also H st zyklisch.



Im néchsten Schritt ist zu zeigen, dafl dim, (IF[X];) = |G| ist. Nun betrachten
wir die Algebra S*, die durch die Menge { e” := > _ Vo eV} und
IF[X] erzeugt wird. Die Differentialoperation von IF[2] auf S* wird zusitzlich
durch Dy(e®) = s(x)e”, fiir alle s € F[], definiert. Fiir x € V* definie-
ren wir einen endlichdimensionalen Vektorraum H, := { h € S | Dy(h) =
s(z)h, fiir alle s € F[A]9 }.

Angenommen sq, - - - , $x seien homogene Elementen in IF[2(], die auf eine Basis
fiir IF[™A] projiziert werden. Jedes homogene Element F' € H, 1a8t sich in der
Form

k
F = Dy(Qe"), s= Zcisi, c; €F
i=1
schreiben. Nach der Berechnung gilt, dafl F' # 0 ist, wenn s # 0. Das bedeutet,
dafl die Abbildung

k
{s]s = Zcisi, ¢; € IF, s; ein Basiselement in IF[A]g } — H,
i=1
injektiv ist. Damit folgt dimg(IF[X]s) < dimg H, fiir jedes x € V*, daher ist
die Zahl dimy (H,) unabhéngig von der Wahl von z. Nun betrachten wir statt
der Gruppe G die Isotropiegruppe G, .= { g€ G| g-z =2 } von z € V*.
Jedes homogene Element F' € H, 148t sich dann in der Form

F = Zg(Pe‘”) mit deg(gP) > (|G| — 1) fiir alle g € G, (3)

geqG

schreiben, wobei P € H mit Ds(P) = 0, fiir alle s € IF[A]%. Da die Zahl
dimg H, unabhingig von der Wahl von z ist, wihlen wir ein x € V*, so
dal G, = {id}. Aus der Formel (3) mit G, = {id} folgt somit, dafi F' eine
lineare Kombination von {9}, iiber IF ist. Aulerdem gilt im Allgemeinen
dimy (IF[X]s) > |G| im Sinne der Graduierung. Daraus ist zu schliefien :

Lemma 0.4 Sei H = DX, dann gilt dimg(IF[X]s) = |G|.

Mit dem Isomorphismus F[X]q = F @ o F[X] 148t sich feststellen, daf
IF[X] als F[X]9-Modul durch die k = |G| homogenen Elemente si,--- , s;
endlich erzeugt wird. Um die lineare Unabhéngigkeit von sq, - - - | s iiber IF[X]
zu zeigen, wurde zuerst eine sogenannte Twisted-Derivation A, beziiglich einer
Pseudospieglung o € G definiert :

f—of
lo

Arr(f) = 3 v f € IF['TIJ" ’ :xn]-



Der Grad von A,(f) unterscheidet sich von dem Grad von f um 1. Dies ist
zweckmiBig fiir die Anwendung von Induktion. Genauere Details fiir den Be-
weis befinden sich zum Beispiel in ([25] ab S. 77). Unter der Bedingung, daf
dimy (IF[X]¢) = |G| ist, ist nun F[X] frei iiber IF[X]. Also haben wir (1) < (2)
im Satz (0.1) gezeigt. Letzlich erbrachte R. Kane den Beweis (2) < (3). Er
erklirte :

Die zuvor definierte Differentialoperation D induziert eine Differentialopera-
tion, bezeichnet wieder mit D, von F[]s auf H, ndmlich auf F[X]s. Das
homogene Element  ist dann die Fundamentalklasse in IF[X]s. Die Abbil-
dung

12

(FfAe)i X (FA¢)m—i = (F[X]e)m
(@, 8) = (af, Q),

fiir alle ¢ > 0,m = deg(Q), ist eine nichtausgeartete Bilinearform. Aus der
Dualitdt zwischen (IF[2]s); und (IF[X]);, fiir alle j > 0, ergibt sich die Eigen-
schaft der Poincarédualitit. Auflerdem ist die Bedingung H = D) dquivalent
zur Bedingung (o , Ds(2)) € IF — {0} fiir a # 0, Dg(2) # 0. Und durch die
Gleichung

{af, ) = (o, Ds(2))
ist dann (2) < (3) von Satz (0.1) gezeigt.

R. Steinberg und R. Kane haben sich nur mit der Bedingung CharlF = 0
beschéftigt. Thre Beweisfithrung funktioniert leider in der Charakteristik p # 0
nicht, da z.B. die dual Hopf-Algebra zu IF[zy, - - - , x,,] keine Polynomalgebra ist,
sondern eine Algebra von dividierten Potenzen, die kein noetherscher Ring ist.
Dariiber hinaus gilt das Argument, welches die Unabhéngigkeit von dimy(H,)
zeigt, auch nicht ohne weiteres in der Charakteristik p # 0.

Der Anlafl zu dieser Arbeit ist der o.g. Artikel von R. Steinberg. Im ersten
Abschnitt werden die Grundlagen, die in den weiteren Abschnitten bendtigt
werden, eingefiihrt. In den Abschnitten zwei betrachten wir IF-Vektorrdume V
mit dimy (V) = 2. Wir zeigen fiir den modularen Fall (d.h. beliebige Charak-
teristik):

IF[V]s ist genau dann eine Poincarédualitétsalgebra,

wenn  IF[V]¢ eine Polynomalgebra ist. (%)

Im Abschnitt drei betrachten wir den Fall dimg (V) = 3, in dem die endlichen
p-Gruppen P (p = Char(IF)) eine entscheidene Rolle spielen.

Im Abschnitt vier zeigen wir, daf diese Ergebnisse (*) auch unter den Voraus-
setzungen |G| € IF* und dimg (V) < 0o noch giiltig sind.
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Zum Schluf} gehen wir auf den Satz von C. Chevalley ([7][22]) ein :

Seien |G| € IF* und IF[V]¢ eine Polynomalgebra,

dann ist IF[V]q eine reguldre Darstellung von G.

Fiir eine beliebige Charakteristik ist der Satz nicht richtig, allerdings ist er auf
die sogenannte Grothendieck-Gruppe iibertragbar.



Notation :

Anna(M) :={a € A|lam =0, Vm € M} der Annullator von M
Assa(M) :={p | p Primideal in A,3m € M mit p = Ann(m)}
dim(A) := Krulldimension einer Algebra A

dimg (V') := Dimension eines Vektorraums V iiber einem Korper IF
IF* : =T — {0}, IF ist ein Korper.

IF, := endlicher Kérper mit ¢ Elementen

FF(A) := Quotientenkdrper von A

IF(G) := Gruppenalgebra von G iiber IF

[V] := Algebra von Polynomfunktionen auf den IF-Vektorraum V'
(

F

IF (V) := Quotientenkdrper F'F(IF[V]) von F[V]

IF[V]9 := Algebra von G-invarianten Polynomfunktionen auf V'

IF[V]g := IF[V]/h(G) Koinvariantenalgebra einer Gruppe G, die auf V operiert
IF[V]¢ := Menge aller Elemente in IF[V]% vom streng positiven Grad

h(G) := Hilbert-Ideal in F[V]

|G| := Ordnung einer endlichen Gruppe G

|G| € IF* := |G| ist prim zur CharIF # 0 oder CharIF =0

GL(n,IF) := Menge der invertierbaren n x n Matrizen iiber IF

GL(V) := Automorphismen eines Vektorraums V/

Wenn nicht anders gesagt, identifizieren wir GL(n, IF) immer mit GL(V).
Im(p) := Bild einer Abbildung ¢

ker(y) := Kern einer Abbildung ¢

Z := Menge der ganzen Zahlen



1 Grundlagen

Gegeben sei eine treue Darstellung o : G — GL(n,IF)(= GL(V)) einer end-
lichen Gruppe G iiber einem Korper IF. In diesem Fall sagen wir auch, dafl
V ein (n-dimensionaler) IF(G)-Modul ist. Fiir einen n-dimensionalen Vektor-
raum V iiber IF betrachten wir IF[V] als die Algebra von Polynomfunktionen
auf V iiber IF. Die Operation von G auf V induziert eine Operation auf IF[V]
durch

(cf)(w) = f(o(o)" '), fiiralle o€ G,veV,fecIF[V].

Damit es nicht zu Mifiversténdnissen kommt, schreiben wir kurz G statt o(G)
und o statt o(o).

Definition 1.1 Sei o: G — GL(V) eine Darstellung einer endlichen Gruppe
G iiber einem Korper IF.

1. Die G-Fizpunktmenge
F[V]“:={f€F[V]|of =f.,VoeG}

heifst Invariantenring und seine Elemente invariante Polynome
(oder invariante Elemente ).

2. F[V]G = {f € F[V]9 | deg(f) # 0} ist die Menge aller invarianten
Polynome vom streng positiven Grad.

3. Das durch die Menge IF[V'|%erzeugte Ideal in [V, ndmlich

heipt Hilbert-Ideal in IF[V].

4. Der Quotient von IF[V] durch h(G) heifst Koinvariantenring und wird
mit IF[V]q bezeichnet.

Bemerkung 1.2 Der Isomorphismus
IF[V]G =F Qi@ ]F[V] (4)

ist definiert durch die Multiplikation von F[V]¢ auf F[V] und die Augmenta-
[ deg(f) =0,

tion € : QIF[V]§ — T mit e(f) = { ; t
., sonst.



Die Grundlage der Invariantentheorie ist ausfiihrlich beschrieben in [22].

Ein graduierter Vektorraum (graduierter Modul) M iiber einem Korper
(einem Ring) IF ist die Familie von Vektorrdumen (Moduln) M := {M; |
i € Z} (gewohnlich schreiben wir auch M = @®;czM;). Ein graduierter IF-
Vektorraum (IF-Modul) M heifit positiv, wenn My = 0, fiir alle £ < 0 ist.
Fiir zwei graduierte Vektorrdume (graduierte Moduln) M und N iiber IF ist
ein Homomorphismus f : M — N vom Grad d eine Folge von linearen
Transformationen {f; : M; — N;.4 | i € Z}. Eine graduierte Algebra
tiber IF ist ein graduierter Vektorraum ( graduierter Modul) A zusammen mit
den Homomorphismen 7 : IF - Aund p: A® A — A, so dafi die Assoziativ-
und Distributivgesetze erfiillt werden und n(1) € A eine zweiseitige Einheit ist.
Die Komponente A; von A heifit homogene Komponente vom Grad 7. Eine
positiv graduierte IF-Algebra A heifit zusammenhingend, wenn Ay = TF ist.

Im folgenden werden die Polynomalgebren IF[V] immer als zusammenhéngende
graduierte kommutative Algebren iiber IF betrachtet.

Bemerkung 1.3 Die Operation von G auf IF[V]| bildet homogene Polynome
auf homogene Polynome ab. So erbt F[V]9 (bzw. h(G) bzw. F[V]q) die Gra-
duierung von IF[V].

In dieser Arbeit 18t sich IF[V]9 (bzw. h(G) bzw. IF[V]g) automatisch als
graduiert betrachten.

Lemma 1.4 Sei H eine normale Untergruppe von G. Dann gilt
V] = (F[V]T)“/.

Satz 1.5 ([22] S. 9, [27] S. 73) Sei o: G — GL(V) eine Darstellung einer
endlichen Gruppe G iiber einem Kérper F und F(V)Y .= { f/g € F(V) |

o(f/g) = f/g, firalle o € g}. Dann gilt:

1. (V) ist eine galoissche Erweiterung von (V)¢ mit der Galoisgruppe
G.

2. F(V)C ist identisch mit dem Quotientenkdrper FF(IF[V]Y) von F[V]9.
8. F[V]Y ist ganz abgeschlossen in T (V)C.

4. F[V]% besitzt genau dimy (V) algebraisch unabhingige Elemente.
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Satz (1.5)(4) bedeutet, da es mindestens dimp (V) Erzeuger fiir IF[V] gibt.
Aber sie sind im Allgemeinen nicht ausreichend, um den ganzen Invarianten-
ring IF[V]¢ zu erzeugen.

Beispiel 1.6 Definieren wir die Darstellung Z /4 — GL(2,IF) durch die Ma-
triv T = <(1) _01> Sei {x,y} eine Basis fir V* dber I und die Charakteri-
stik von I # 2. Dann sind

hio= 22 +97

fo = 2y

zwei Erzeuger fiir IF[x, y]?/*. Es ist leicht zu sehen, daff das Element 3y — xy®
auch ein invariantes Polynom ist, welches aber nicht von fi und fo erzeugt
werden kann.

Satz 1.7 (E. Noether [18][19][22]) Sei o : G — GL(n,IF) eine Darstellung
einer endlichen Gruppe G iiber einem Kérper IF.  Dann gilt :

1. T[V] ist ein endlich erzeugter T [V]¥-Modul.

2. F[V]Y ist eine endlich erzeugte TF-Algebra.

Korollar 1.8 Sei p: G — GL(n,IF) eine Darstellung einer endlichen Grup-

pe G dber einem Kérper IF. Dann ist IF[V]g ein endlichdimensionaler TF-
Vektorraum. Insbesondere gilt dimy (IF[V]g) = dimg(®,>0(IF[V]a):) > |G].

Der folgende Satz bietet eine Moglichkeit, sich alle invarianten Polynome in
einer Kombination von algebraisch unabhéngigen invarianten Polynomen dar-
stellen zu lassen.

Proposition 1.9 (/22] S. 125) Sei o : G — GL(n,IF) eine Darstellung
einer endlichen Gruppe G iiber einem Korper . Seien fi,--- , f, € F[V]Y,
d; :=deg(f;) firi=1,---,n, so daf$ gilt :

1. H:Il:l di = ‘G|)

2. fi, -+, fn ist ein Parametersystem fiir F[V]<.

Dann ist F[V]9 =TF[f1,-- -, fu] eine Polynomalgebra.
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Beispiel 1.10 Sei Dy — GL(2,IR) eine Darstellung der Diedergruppe Dg von
der Ordnung 8, die durch

0 —1 -1 0
und
(1 0 ) ( 0 1)

erzeugt wird. Sei x,y eine R-Basis fiir V*. Dann ist x° + y? und z* - 3>

eine R[x, y|P*-requlire Folge, also ein Parametersystem, und deg(z* + y?) -
deg(z%y?) = 2-4 = 8 = | Dg|. Es gilt Rz, y]P* = R[z? + y?, 2%y?].

Poincaré-Reihe

Definition 1.11 Sei M = {M,};>¢ ein graduierter Vektorraum dber einem
Kérper IF mit dimg(M;) < oo, fir alle j.  Die Poincaré-Reihe wvon M ist
die formale Potenzreihe

P(M,t) = dimg(M;)t.
=0

M st total endlich, wenn der Wert von P(M,t) in t = 1 endlich ist, d.h.
wenn M; # {0} nur fir endlich viele j gilt. P(M,t)|,_, entspricht im total
endlichen Fall dimg(M).

Eigenschaften 1.12 Seien M, M', M" positiv graduierte Vektorrdume.

1. Sei 0 — M' — M — M" — 0 eine kurze exakte Folge . Dann
gilt
P(M,t) = P(M',t) + P(M", 1),

2. Fir das Tensorprodukt M' @ M" gilt

P(M' @ M",t) = P(M',t) - P(M" 1),

3. (D. Hilbert, J.-P. Serre) Sei A eine graduierte zusammenhingende kom-
mutative IF-Algebra, die durch homogene Elemente x1, ---, x,, erzeugt wird
und sei M ein endlich erzeugter graduierter A-Modul. Dann gilt

£ (1)
L0 7)

wobei k; = deg(x;), j=1,---,s, und f(t) € Z[t] ist.

P(M,t) = € Q[t],

12



Beispiel 1.13 Fiir die Polynomalgebra A = Flxy, -+ 2, & Flr] ® - ®

IF|xs] mit d; = deg(x;) > 1, i =1,--- s, ist die Poincaré-Reihe
S ) S 1
P(A ) =T P(F[z,],t) = pidi
(4,1) H (], 2) H; El—tdi'

Satz 1.14 (T. Molien [22] S. 86) Sei o : G — GL(n,TF) eine Darstellung
einer endlichen Gruppe G tber einem Kdrper I8 der Charakteristik 0. Dann
ist die Poincaré-Reihe von IF[V]% gegeben durch
1 1 1 1
el g; det(l—g- 1) |G gGZG wei—gy
/]G]
(1—t)  (1—t)n!

P(F[V]? ) =

4+ (6)

Soist (1—t)"P(IF[V]9 t)],=1 = \1?\ Diese rationale Zahl (1—t)"P(IF[V]%, t)],—,
wird Grad von IF[V]¢ genannt, geschrieben deg(IF[V]%). Im Folgenden wer-

den wir sehen, daf das Resultat deg(IF[V]%) = ‘1@ allgemein giiltig ist.

Unter einem graduierten Koérper verstehen wir einen graduierten Ring K =
{K; :i € Z},sodafles fiir jedes x € K; und jedesi € Zeiny € K ; mit zy = 1
gibt. Sei nun A eine zusammenhingende graduierte kommutative Algebra
iiber einem Korper IF und ein Integritdtsring. Der graduierte Quotientenkorper
IK von A ist definiert durch IK := {IK; | — 0o < j < oo} mit K; := {7 |z €
Aty y € Ay — {0} mit m > max{0,—j}}.

Proposition 1.15 [22] Sei B O A eine endliche Erweiterung von endlich er-
zeugten graduierten zusammenhdngenden kommutativen Integritdtsringen iber
einem Korper I und L O K die Erweiterung der graduierten Quotientenkdrper
von B O A. Dann gilt

deg(B) = |L : K| deg(A),
wobei |L : K| die Anzahl der Erzeuger des K-Moduls L ist.

Setzen wir nun A = IF[V]% und B = IF[V]. Dann folgt sofort

Satz 1.16 ([22] S. 12/) Seip: G — GL(n,TF) eine Darstellung einer end-
lichen Gruppe G iber einem Korper IF. Dann gelten

deg(F[V]9) = ér?md
P(F[V]9,t) = (li)nJr---
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Beweis: TF(V) ist eine galoissche Korpererweiterung von IF(V)¢ mit der Ga-

loisgruppe G. Und P(IF[V],t) = also deg(IF[V]) = 1. |

1
(1,t)n 3

Korollar 1.17 Seip: G — GL(n,IF) eine Darstellung einer endlichen Grup-
pe G iiber einem Kirper . Ist F[V|9 = TF[f),---, fu] ein Polynomring mit
d; :=deg(f;),i=1,---,n. Dann gilt |G| = [[;_, d:.
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2 Irreduzible Ideale

In dem Rest dieser Arbeit diskutieren wir die Beziehung zwischen dem Inva-
riantenring IF[V]¢ und dem Koinvariantenring IF[V]s einer endlichen Gruppe
G. L. Smith hat bewiesen, da8 IF[V]; eine Poincarédualitétsalgebra ist, wenn
IF[V]% eine Polynomalgebra ist. Ist die Umkehrung auch giiltig ? Im folgenden
versuchen wir diese Frage zu beantworten.

Fiir dimg (V) < 3 besitzt ein Invariantenring IF[V]¢ die sonderbare sogenann-
te Cohen-Macaulay-Eigenschaft. In diesem Abschnitt betrachten wir den Fall
dimg (V) = 2 und im néchsten Abschnitt den Fall dimg (V') = 3.

Im Folgenden sei A eine graduierte zusammenhingende kommutative noether-
sche Algebra iiber einem Korper IF und M ein endlich erzeugter graduierter
A-Modul.

Definition 2.1 Unter der Krulldimension von A, bezeichnet mit dim(A),
wird die Zahl maz{d | Primidealkette py C p1 C -+ - C pg in A} verstanden.
Fiir einen endlich erzeugten A-Modul M wird seine Krulldimension durch
dim (M) := dim(A/Ann(M)) definiert.

Fiir eine ganze Ringerweiterung sind ihre Krulldimension gleichwertig. Ferner

gilt dim(IF[V]%) = dim(IF[V]) = dimy (V) fiir eine Darstellung G < GL(V)
einer endlichen Gruppe G iiber einem Korper IF.

Definition 2.2 Fin homogenes Parametersystem fiir M mit dim(M) =

s ist ein endliches System ay, - - - , a;, von homogenen Elementen aus A, so daf8
% total endlich ist.
1,"',as)M

Definition 2.3 1. Ein Element x i M heifit regular, wenn x kein Null-
teiler in M ist, das heiffit x -y # 0, fir alle0 # y € M.

2. Eine endliche Folge ay,--- ,a, von homogenen Elementen aus A  heifit
eine M-reguldre Folge, wenn

(a) (alv e -,as)M 7£ M;
(b) ay ist kein Nullteiler in M, und
(¢) aiy1 ist kein Nullteiler in M/(ay,- - -, a;) fir alle 1 <i<s.

Ein homogenes Parametersystem fiir M ist algebraisch unabhéngig in A. Jede
M-regulére Folge kommt in einem homogenen Parametersystem fiir M vor, ist
also auch algebraisch unabhéngig. Die Linge einer M-reguldren Folge ist nicht
grofier als die Krulldimension von M.
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Definition 2.4 Ein endlich erzeugter graduierter A-Modul M heifst Cohen-
Macaulay, wenn depth(M) = dim(M) ist. Ein Ring A heifit Cohen-
Macaulay-Ring, wenn A als A-Modul Cohen-Macaulay ist.

Dabei ist depth(M) := die Linge einer mazimalen M -reguliren Folge in A.

Beispielsweise sind die Korper und die Polynomringe Cohen-Macaulay.

Satz 2.5 (F.S. Macaulay [6] S. 57) Sei M ein Cohen-Macaulay A-Modul.
Dann st jedes homogene Parametersystem fiir M eine maximale M -regulire
Folge.

Satz 2.6 (/3] S. 51) Sei M ein A-Modul.  Die folgenden Aussagen sind
dquivalent:

1. M ist ein Cohen-Macaulay A-Modul mit der Krulldimension d.

2. Es gibt ein homogenes Parametersystem a,,--- ,a, € A fiir M, so daf
M ein endlich erzeugter freier IF[ay, -« -, a,]-Modul ist.

Korollar 2.7 Es seien fy, -, fn € Flx,,--- ,x,] ein homogenes Parameter-

system fir I¥[x,, -+, x,]. Dann ist TF[z,,--- x,] ein endlich erzeugter freier

F(f, -+, fa]-Modul.

Satz 2.8 ([22] S. 258, [23]) Sei o: G — GL(n,IF) eine Darstellung einer
endlichen Gruppe G iiber einem Kérper . Fir n < 3 ist der Ring F[V]¢
Cohen-Macaulay.

Definition 2.9 Sei H = @®;50H; eine graduierte zusammenhdingende kom-
mutative Algebra uber IF. H heif$t Poincarédualititsalgebra der formalen
Dimension d, wenn H die folgenden Bedingungen erfillt : *

1. Hy=0,Yi>d+1.

2. dimy(Hy) =1 und Hy = Spang{[H|}, wobei [H]| die Fundamentalklasse
von H ist.

3. Die Bilinearform H; @p Hy_; — Hy, a ® b— a - b, ist nichtausgeartet,
das heifit, eine Klasse a € H; ist genau dann 0, wenn a-b = 0 fir alle b €
dei 15t.

“Die formale Dimension einer graduierten Algebra H = &;>0H; ist max{d |H; # 0}.
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Bemerkung 2.10 Fiir eine graduierte zusammenhdngende Algebra A =
Di>o0 A; definieren wir das Ideal A := @;>1A;. Das Ideal A ist das einzige
mazximale homogene Ideal in A. A ist somit in diesem Sinn ein lokaler Ring.

Definition 2.11 FEs sei A ein graduierter zusammenhdngender kommutati-
ver noetherscher Ring und M ein endlich erzeugter graduierter A-Modul. Die
Menge

Soc(M):={zeM|A-z=0}

heifit der Sockel von M.

Definition 2.12 Fin Ideal in A (bzw. ein A-Modul) I heifit irreduzibel,
wenn I der Durchschnitt zweier gréferen Idealen (bzw. A-Moduln) Uy, Uy ist,
dann ist I = Uy oder I = Us.

Satz 2.13 Die folgenden Aussagen sind dquivalent fiir einen graduierten zu-
sammenhdngenden kommutativen noetherschen Ring A und ein A-primdres

Ideal q in A :

1. Das primdres Ideal q st irreduzibel.

2. Soc(A/q) ist ein freier A/ A-Modul vom Rang 1 ( und ist die Komponent
von A/q vom Grad d ).

3. Der Quotient A/q ist eine Poincarédualititsalgebra (der formalen Di-
mension d).

Beweis:

(1) < (2) : Der folgende Beweis basiert auf der folgenden Aquivalenz :

” q ist irreduzibel <= Der Nullmodul (0) in A/q ist irreduzibel.”

= : Angenommen Soc(A/q) sei ein freier Modul vom Rang 2. Wir finden zwei
Untermoduln Uy, Uy C Soc(A/q) mit U; # (0),7 = 1,2, und U; N Uy = (0).
Dies steht im Widerspruch zur Irreduzibilitit von q.

< : Wire das Ideal q reduzibel, so existierten Untermoduln Uy, Uy C A/q und
Ui #(0), i = 1,2, mit Uy NUy = (0) . Aber U; N Soc(A/q) # (0), i = 1,2,
denn es gilt Ass(U;) = {A} und deshalb existiert ein z € U; \ {0}, so daf

A-x=0. Der A/A-Modul Soc(A/q) muf} dann ein freier Modul vom Rang
> 2 sein.
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(2) = (3): Wir setzen A/q := @;>¢H; als einen positiv graduierten Modul. Da
Soc(A/q) ein homogener Untermodul vom A/q ist, existiert ein d € IN, so daf
H,; = Soc(A/q). Es ist klar, da H; = 0, fiir alle i > d + 1 ist. Es bleibt
noch zu zeigen, daf} die Bilinearform H; ® H; ; — H, nichtausgeartet ist :
Es gibt ein homogenes Element a € A/q,a # 0, so dafl H; = Soc(A/q) C
(a) C A/q gilt. So existiert fiir jedes homogene Element = # 0 in Soc(A/q)
ein homogenes Element b € A/q, so dal x = ab # 0 gilt.

(3) = (2): Es ist offensichtlich, weil Soc(A/q) & H, ist. |

Lemma 2.14 Seip: G — GL(n,IF) eine Darstellung einer endlichen Gruppe

G. Dann ist das homogene Hilbert-Ideal h(G) ein T [V ]-primdres Ideal in TF[V].

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Tatsache, daf§ der TF[V]¢-
Modul IF[V]s total endlich ist. |

Satz 2.15 (L. Smith [22] S. 156) Es seien fi,--+, fn € Flxy, -, x,] eine
mazximale regulire Folge und ¥ ein Kdérper. Wir setzen H = W und
fi = Z]. a;;x; mit a;; € Flxy, -+, x,]. Dann ist H eine Poincarédualitdtsalge-

bra mit der Fundamentalklasse [H] = det(a;;).

Satz 2.16 Sei G — GL(2,TF) eine Darstellung einer endlichen Gruppe G iber
einem Kirper . Ist F[V]q eine Poincarédualititsalgebra, dann ist F[V]¢ eine
Polynomalgebra.

Der Beweis des Satzes (2.16) basiert auf folgenden Theorien :

Satz 2.17 (Vasconcelos [29]) FEs sei (A,m) ein 2-dimensionaler lokaler
Cohen-Macaulay-Ring und I ein irreduzibles m-primdres Ideal. Falls I eine
endliche projektive Dimension besitzt, dann ist I durch eine A-requlire Folge
erzeugt.

Aus Satz (2.17) geht hervor, dal das Hilbert-Ideal h(G) durch eine IF[V]-
reguliire Folge erzeugt wird. Es bleibt nur noch zu zeigen, daf§ diese F[V]-
reguléire Folge durch eine IF[V]%-reguliére Folge ersetzt werden kann. Dies er-
folgt mittels Transfer bzw. Reynolds-Operator von F[V] auf IF[V], die in
niichster Seite eingefiihrt werden.
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Bemerkung 2.18 Wir werden ein Kdérper I der Charakteristik p # 0 als
einen endlichen Korper IF, mit q Elementen betrachten, wobei q eine Potenz
von p ist, wenn es fiir den Beweis ndtig ist.

Lemma 2.19 Seip: P — GL(V) eine Darstellung einer endlichen p-Gruppe
P mit einem Korper I der Charakteristik p # 0.
Dann ist F[V]P # {0}.

Beweis: Es gilt |[V| =0 mod p. Der IF-Vektorraum V' wird in einer disjunkten
Vereinigung zerlegt

V=vPuB,U---UB,,

wobei B; := {ox; | 0 € P} eine nichttriviale P-Bahn eines Elementes
x;, € V, i = 1,---,m, ist. Da |P| = 0 mod p ist, ist dann |B;| = 0
mod p, fiir allei = 1,--- ,m. Daher folgt [VF| =0 mod p. Da der Nullvektor
0 ein Fixpunkt von P ist, ist V¥ # (), also gilt dimy (V") > 1. |

Proposition 2.20 (/22] S. 251) Sei P — GL(2,TF) eine Darstellung einer
endlichen p-Gruppe P iiber einem Kdrper IF der Charakteristik p # 0. Dann
ist F[V]E ein Polynomring.

—_
~—

Beweis: Setzen wir IF = IF, als einen endlichen Korper mit ¢ = p™ (m >

Elementen. Es gibt dann einen IF,-Unterraum U von IF,, so da P =
1 a L . . .
{(0 1) | a € U} ®° Somit ist | P |=| U |. Sei z,y eine IF-Basis

von V*. Es ist leicht zu sehen, daB y und f := [[,.y(z + ay) € Flz,y]”
und deg(y) - deg(f) =| P | sind. {y, f} ist ein Parametersystem. Daher ist
deg(F[z,y]") = deg(F[y, f]) und nach Proposition (1.15) FF(F[z,y]") =
FF(IF[y, f]). Es ist ersichtlich, dal IF[y, f] ganz abgeschlossen in F'F (IF[x, y]¥)
ist. Es folgt dann IF[z, y|F = Fly, f]. |

°Eine p-Sylow-Untergruppe Syl,(GL(n,TF)) von GL(n,IF) besteht aus unipotenten

1 ¥ ok ok %
0 1 *xxx

Matrizen{ | € IF}
0 --- 0 1
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Sei H eine Untergruppe einer endlichen Gruppe G und V' ein endlichdimen-
sionaler IF(G)-Modul. Der Transfer ist definiert durch ([22] S. 28)

Trf c FVIT — F[V],
fr—= > g-f

geG/H

Der Transfer T7r¢ ist ein IF[V]“-Modulhomomorphismus. Setzen wir Tr% =
Triy. Es ist Klar, daBl 7r¢ = Trij o Tr™ ist. Wenn | G : H |€ " ist, ist
der Transfer Tr§ surjektiv und der Reynolds-Operator 7§ := G H‘TTH :
IF[V]# — IF[V]% eine Projektion mit 75 o 7% = 7% und Im(7$) = IF[V]¢.

Sei nun G — GL(2,TF) eine Darstellung einer endlichen Gruppe G und TF
ein Korper der Charakteristik p # 0. Aus Proposition (2.20) wissen wir, daf}
der Invariantenring IF[V]9%»(%) polynomial ist, wobei Syl,(G) eine p-Sylow-
Untergruppe von G ist. IF[V] ist also ein freier IF[V]5%(%)-Modul. Es existert
dann ein Epimorphismus F[V] — TF[V]%%»(©) yon TF[V]%¥»(@)_Moduln mit
der Inklusion IF[V]%¥»(%) < TF[V] als spaltendem Homomorphismus. So ist
die Komposition

=G
Sylp(G)
—

0:TF[V] — F[V]¥ F[V]“

surjektiv mit der Inklusion i : IF[V]¢ — IF[V] als spaltendem Homomorphis-
mus. In dem Fall dimy (V') = 2 148t sich IF[V] dann in die direkte Summe

F[V] = F[V]? @ ker(6)
zerlegen.

Ein Ideal I in einem Ring A heifit ein M-reguléres Ideal in A, wenn I durch
eine M-regulédre Folge erzeugt wird.

Lemma 2.21 Sei G — GL(2,TF) eine Darstellung einer endlichen Gruppe
G iiber einem Kérper der Charakteristik p # 0. Ist das Hilbert-Ideal h(Q)
isomorph zu einem T[V]-requliren Ideal, dann ist h(G) isomorph zu einem
IF[V]%-reguliren Ideal.

Beweis: Wie schon gezeigt, ist die Abbildung 0 : IF[V] — F[V]“ ein Epimor-
phismus. Sei A(G) = (fi, f) mit einer IF[V]-reguliiren Folge fi, f,. Somit ist
die induzierte Abbildung

B LT L4
(A f) (B0H).0(f2)) - F[VIC
auch surjektiv. Da IF[V]/(f1, fo) = IF[V]/h(G) total endlich ist, ist
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F[V]9/(6(f1),0(f2))F[V]¢ auch total endlich. Also ist 8(f;),0(f») ein homo-
genes Parametersystem in IF[V]“ und daher eine IF[V]%-reguliire Folge. Es ist
klar, daB8 (0(f1),0(f2)) C (f1, f2) ist. Aufgrund des Vergleiches der Grade gilt
sofort

(6(f1),6(f2)) = (f1, f2)-
H

Wegen der Existenz eines Epimorphismus F[V] — TF[V]“ mit der Inklusion
IF[V]¢ < IF[V] als spaltendem Homorphismus gibt es eine kleinste d € IN, so
dal F[Fy, Fy)y =2 TF[V]S ist, wobei F; := (f;), i = 1,2, sind. Angenommen
sei k > d mit IF[F, Fy]p = F[V]C. Sei nun h € F[V]Y vom Grad > k, dann
ist h von der Form h = aF; + §F, mit passenden «, 3 € IF[V]. Daher gilt
h = 0(a)F; + 0(5)F; und deg(f(a)),deg(0(3)) < k. Aus der Annahme folgt
0(a),0(3) € F[Fy, Fy]. Ferner gilt h € F[Fy, Fy], also F[V]¢ & F[Fy, F);, fiir
alle [ € IN. Damit ist Satz (2.16) bewiesen.
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3 Zerlegung in direkter Summe

Definition 3.1 Sei (A, m, k) ein Cohen-Macaulay lokaler Ring. Ein A-Modul
w(A) heifst ein kanonischer Modul von A, falls gilt :

1. w(A) ist ein mazimaler Cohen-Macaulay A-Modul, das heifst,
die Krulldimension dim(w(A)) = dim A.

2. w(A) ist von Typ 1, das heif$t, die Zahl
r(w(A)) := dimy(Ezt’y (k,w(A))) = 1, fiir i = depth(w(A)).

3. w(A) besitzt endliche injektive Dimension, die injdim(A) < oo geschrie-
ben wird.

Ein A-Modul M ist genau dann ein kanonischer Modul von A, wenn
([6] S. 107)

1, i=dim(A)

dimy, (Bt (k, M) :{ .

’ (7)

Wenn ein kanonischer Modul existiert, ist er bis auf Isomorphismus eindeutig
bestimmt.

Satz und Definition 3.2 [6] Sei (A,m,k) ein lokaler Cohen-Macaulay
Ring. A heifst Gorenstein, wenn A eine der folgenden dquivalenten Bedin-
gungen erfilllt :

1. A besitzt endliche injektive Dimension (in der Tat ist injdim(A) =
depth(A)).

2. w(A) = A.

3. Jedes Ideal in A, das durch ein Parametersystem erzeugt wird, ist irre-

duzibel.

Seien A ein lokaler Gorensteinring mit d = dim(A) und B eine A-Algebra mit
n = dim(B). Wenn B ein Faktorring von A ist, dann existiert der kanonische
Modul w(B) von B und ist isomorph zu Ezt? " (B, A).
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Lemma 3.3 [2] Sei (A,m, k) ein d-dimensionaler lokaler Cohen-Macaulay
Ring und I ein m-primdres Ideal in A. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent :

1. Der Quotient A/I ist Gorenstein.

: A/l , =d
9. Eatiy(A)I, A) { [ i=d
0 , sonst.
Ausfiihrlichere Informationen iiber Gorensteinringe und kanonische Moduln
sind in [1] [2][6] gegeben.

Bemerkung 3.4 FEs seien G eine endliche Gruppe und V' ein endlichdimen-
sionaler IF(G)-Modul. Wenn F[V]g eine Poincaredualititsalgebra ist, ist sie
ein 0-dimensionaler Gorensteinring.

Satz 3.5 ([6] S. 116) FEs sei (A,m, k) ein lokaler Cohen-Macaulay Ring mit
einem kanonischen Modul w(A). Ist A ein faktorieller Ring und ein Quotient
eines lokalen Gorensteinringes, dann ist A Gorenstein.

Beweis: Angenommen A sei ein Quotient eines n-dimensionalen lokalen Go-
rensteinringes R und d := dim(A). Setzen wir w(A) := Ext’y “(A, R).
Behauptung : Ist = ein regulidres Element in A, dann ist x auch ein reguléres
Element in w(A). Denn x € Ann,(a),V a € A. Das bedeutet, dafl = in keinem
Primideal in Ass,(A) liegt. Aber jedes Primideal in Ass, (M) ist ein minima-
les Primideal. So liegt x auch in keinem Primideal in Ass,(M).

Diese Behauptung bedeutet, dafi der A-Modul w(A) torsionsfrei ist. Folglich
ist seine Lokalisierung w(A), , V p € Spec(A) mit ht(p) = 1 9, torsionsfrei.
Daher sind w(A), , V p € Spec(A) mit ht(p) = 1, frei also projektiv und daher
reflexiv 7 iiber A,. Ferner gilt der Isomorphismus

w AW = [ w@)y' = [ wA),.

ht(p)=1 ht(p)=1

6ht(p) ist die Hohe eines Primideals p.
"Fiir einen A-Modul M definieren wir den dualen Modul MY := Hom (M, A) und den

kanonischen Homomorphismus von M in das Bidual MYV als ¢ : M — MYV @(m)(a) :=
a(m), me M, a€ MV. Ein A-Modul M heifit reflexiv, wenn M = MV ist.
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Daraus folgt, dal der A-Modul w(A) reflexiv ist. Denn der endlich erzeugte
torsionsfreie A-Modul w(A) ist zu einem Untermodul eines freien A-Moduls
isomorph, also zu einem Ideal in A. Wir bezeichnen dieses Ideal wieder mit
w(A). Ein reflexives Ideal ist ein divisorielles Ideal ® . In einem faktoriellen
Ring sind alle divisoriellen Ideale Hauptideale ([5] S. 160); so ist w(A) ein
freier Modul vom Rang 1. Anders ausgedriickt, gibt es einen Isomorphismus
von A-Moduln

A ist somit Gorenstein. [ |

Korollar 3.6 Sei P — GL(3,IF) eine Darstellung einer endlichen p-Gruppe
P diber einem Korper I der Charakteristik p # 0. Dann ist F[V]F ein Goren-
steinring.

Beweis: TF[V]" ist ein faktorieller Ring ([22](1.5.8)) und ein Cohen-Macaulay-
Ring (Satz 2.8).

Lemma 3.7 Sei (A, m, k) ein d-dimensionaler lokaler Gorensteinring und M
ein endlich erzeugter A-Modul mit endlicher projektiver Dimension. Dann gilt
der Isomorphismus

Tori(k, M) = Ext®™*(k, M) , 0 <i < d. (8)

Beweis: Sei 0 — Fy — F; 1 — -+ — I} — Fy — 0 eine minimale freie
Auflésung von k. Wir setzen F* = Homa(F;, A) fiir i = 1,--- ,d. Dann ist

0= F —F —---—=F, |, —-F;, =0

eine minimale freie Auflosung des kanonischen Moduls w(k) von k. Wegen des
Isomorphismus F;* ® , M = Hom, ,(F;, M) ergibt sich

Tor}(w(k), M) = Ext"(k, M).

Denn Koérper sind Gorenstein, daher ist die Behauptung bewiesen. |

8Ein divisorielles Ideal a ist ein nichttriviales gebrochenes Ideal von A mit a = (a=1)~! |
wobei (a)™! := (A :a) = Hom(a, A).
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Korollar 3.8 Seien G — GL(3,1F) eine Darstellung einer endlichen Gruppe
G iiber einem Korper I der Charakteristik p # 0 und [V] ein Gorenstein-
ring. Dann gelten

F ®@pye F[V] = Ext) o(F,F[V]), (9)
F @y psupeer F[V] 20 Baty s, (F,F[V]) (10)

wobei Syl,(G) die p-Sylow- Untergruppe von G ist.

Nun sei H eine Untergruppe einer endlichen Gruppe G und V ein endlichdi-
mensionaler IF(G)-Modul. Sei P, : -+« -- B p, B p B Py eine IF(G)- baw.
IF(H)-projektive Auflésung von IF. Betrachten wir nun den Transfer 77 :
FVIT — V]9, f 3 c0,n 9(f). Fiir jedes o € Homwp(m) (P, F[V]) gilt
Tri(a) € Homp ) (P;, F[V]). So erhalten wir Tr§ od;1 = Trf (o d;4q) und
dioTr(a) = Tr$(d;o o). Hieraus induziert der Transfer einen Homomorphis-
mus, bezeichnet wieder mit Tr%,

Tr§ : Baty,n(F,F[V]) — Eaty, o (F, F[V]). (11)

F[V F[V
Und der Einschrinkungshomomorphismus
Resy; : Bxtl, ,o(F,F[V]) — Eatl  «(F,F[V]) (12)
ist definiert durch die Inklusion IF[V]¢ — TF[V]H.
Proposition 3.9 (/9] S. 39) Sei p: G — GL(n,IF) eine Darstellung einer

endlichen Gruppe G idber einem Kdrper IF und H eine Untergruppe von G.
Dann ist die Komposition

Tr§ o Resé = |G+ H| - idyy 0. (13)
Korollar 3.10 Sei G < GL(3,1F) eine Darstellung einer endlichen Gruppe

G iber einem Kdirper IF der Charakteristik p # 0. Wenn IF[V]s eine Poin-
carédualititsalgebra ist, dann laft [V sich in die direkte Summe

h(Syl,(G))
F[V]e = F[V]sy, @) © T& (14)
zerlegen.
Beweis: Resf;yl”(G) : F[V]g — F[V]gy, () ist ein spaltender Homomorphis-
mus fiir den Reynolds-Operator Wg;ylp(G) = \G;SZ}WTT%@(G)' H
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Satz 3.11 SeiG — GL(3,1F) eine Darstellung einer endlichen Gruppe G tiber
einem Korper I der Charakteristik p # 0. Ist IF[V]q eine Poincarédualititsal-
gebra, dann ist IF[V]Sylp((;) auch eine Poincarédualititsalgebra, und daher ist
IF[V]%9(S) eine Polynomalgebra.

Beweis: Nach Lemma (3.3) und Korollar (3.10) folgt sofort :

F[V]g = Ea:ti}[v](]F[V]G,IF[V})
h(Syl,(G))

e}

= Bty (F[Vsy, ), FIV]) @ Extpp(
also ist IF[V]sy,(q) = Extyy, (F[V]sy, ), F[V]) ein 0-dimensionaler Goren-
steinring. Fiir zweite Behauptung siehe Satz (3.12). |

Satz 3.12 Sei P — GL(3,TF) eine Darstellung einer endlichen p-Gruppe
P dber einem Kdérper IF der Charakteristik p # 0. Wenn IF[V]p eine Poin-
carédualititsalgebra ist, dann ist F[V]" eine Polynomalgebra.

Beweis: TF[V]" besitzt mindestens eine Linearform, bezeichnet mit [, als
einen Erzeuger. IF[V]/(l) ist dann ein 2-dimensionaler Cohen-Macaulay-Ring.
Wenden wir nun den Satz (2.16) an : h(P)/(l) wird durch eine IF[V]F-
reguliire Folge, nimlich (f,h), erzeugt. Also ist hA(P) = (I, f,h), das heifit
F[V]" = F[l, f, h] ist eine Polynomalgebra. |
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4 Hochhebung einer Gruppendarstellung

Satz 4.1 (R. Steinberg, R. Kane) SeilF ein Korper der Charakteristik O und
0: G <= GL(n,IF) eine Darstellung einer endlichen Gruppe G iber . Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent :

1. V]9 ist eine Polynomalgebra.

2. IF|V]q ist eine Poincarédualititsalgebra.

Unser Ziel hier ist es zu zeigen, dafi IF[V]“ eine Polynomalgebra ist, wenn
IF[V]; eine Poincarédualitétsalgebra und | G | € TF* ist. Das Resultat er-
halten wir durch die folgenden Schritte : Zuerst konstruieren wir den neuen
Korper IK der Charakteristik 0 durch den sogenannten Witt-Ring des gege-
benen vollkommenen Korpers IF ; zweitens zeigen wir, dafl eine Darstellung
p: G — GL(n,IK) auf IK existiert, die die Darstellung G < GL(n,IF) indu-
ziert.

Witt-Ring
([10] ab S. 144, [12] ab S. 501) Sei p eine feste Primzahl. Wir betrachten Vekto-
ven Z = (Zg, Z1,+++  Zm), m = 1,2, -+ 0o, mit den Komponenten Z;, die wir

als Unbestimmte oder auch als Polynome in Unbestimmten mit Koeffizienten

in Z[%] voraussetzen. Fiir n = 0,1,---,m setzen wir

Z0 = 728" 4 pZV" 4

und nennen sie die Nebenkomponenten von 7.

Setzen wir ZP = (Z§,77,---,ZF), so konnen wir die Nebenkomponenten

durch die Rekursionsformeln

70 = 7z,
A - (Zp)(”*l) +p"Z, , fiir allen > 1,

ausdriicken. Ein Vektor Z ist dann durch seine Nebenkomponenten Z(™ be-
stimmt. Wir erhalten

Ty = Z(O),
1
Z, = —(Z(") - (Zp)(nfl))
pTL
1 (n) p" pmt n—1 .
- E(Z -7y —pZy  — - —=p"Z,), firallen > 1.
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Fiir die Vektoren X = (Xo, Xj, -+, X,,) und Y = (Yp, Y3, -+, Y},) definieren
wir X *Y = (Xg+ Yy, -+, X, ¥ Y},) durch Vorgabe der Nebenkomponenten
(X « V)™ = X 5 V(™ Dabei bezeichne  eine der Rechenoperationen
+,—,- . Esist klar, daf} (X *Y), ein Polynom mit den Ausgangskompo-
nenten X;,Y; (i < n), mit einer Potenz von p in den Koeffizientennennern ist.
In der Tat ist es erstaunlicherweise aber so, daf alle p-Potenzen in den Nennern
verschwinden. Beispielsweise sind

(X+Y) = Xo+Y, (XY)o = XoY0,
1 1
(X+Y), = Z;(X+Y)(1)—Z—9(X+Y)g

1 1
= —(XW4yMy - Z(Xy+ V)P
p p
1 d o
- X1+Y1+5[X§+K)I’—ZX§_ZY02}.
=0

(X Y) = [(X.y)(l) _(Xp.yp)(ﬂ)}

D= =

= —[(X§ +pX0) (Y] +pY1) — X§ - Y]
= X7V + X, Y] +pX, -V

Lemma 4.2 ([10] [12] S. 504) Firn =0,1,2,---,m sind (X*Y),, Polynome
in den Variablen Xo, Yy, X1, Yy, , X, Y, mit Koeffizienten in Z.

Wir bezeichnen die Polynome (X«Y'),, mit S} (X,Y) = Sx(Xo, Yy, -+, X, Yo).
Sei nun A ein beliebiger kommutativer Ring mit Eins und W,,(A) die Menge
aller Vektoren a = (ag,ay, -+, Gp—1) mit den Komponenten a; € A und den
Nebenkomponenten o) = a + pa’l’z_1 + 4 pla; , 0< i< m—1. Wir
definieren die Addition und Multiplikation in W,,(A) durch

(a*b)n = S;(a0a607"' aanabn) ’ 0 Slgm_la

fiir a = (ap, a1, ,am_1) und b = (bg, by, ,by_1) in Wy, (A), mit dem Ho-
momorphismus

Z[X(); YE): e aXna Yn} o AJ

der durch X; +— a; und Y; — b; definiert ist. Das Polynom S*(ag, bg, - -+ , ap, by)
ist dann das Bild von S*(Xy, Yy, -+, X, Y,) in A.

Lemma 4.3 ([12] S. 505) Fiir jedes m > 1 ist (W,,(A), +,-) ein kommuta-
tiver Ring mit dem neutralen Element 1 = (1,0,---,0) beziglich der Multipli-
kation und dem neutralen Element 0 = (0,0, ---,0) beziglich der Addition.
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Der Ring W,,(A) wird als Ring der Witt-Vektoren der Linge m iiber A
genannt. W (A) wird mit dem Ring A identifiziert, da die Abbildung A —
Wi(A), a > (a), ein Isomorphismus ist. Schliefllich fithren wir eine wichtige
Regel ein, durch die die Vektoren p®a in einfacher Weise beschrieben werden.

Lemma 4.4 ([10] S. 152) Fir alle a € W,,,(A) gilt die Kongruenz p“a =
Ve mod p, fir alle « € IN, dabei ist V die Verschiebungsoperation, die
durch Va = V(ag, a1, ..., am-1) = (0,a1, 09, ...,y _2), fir alle a € W,,(A)
definiert wird.

Beweis: Diese Kongruenz folgt aus der Gleichung

(p®a)™ = p*a™ = p“aﬁ’n + +p"ta, = (Vea) "+,

Im Folgenden werden die wichtigsten Eigenschaften fiir die spatere Anwendung
erldutert: Es sei nun IF ein vollkommener Koérper der Charakteristik p, d.h.
IF? = IF; beispielsweise ist jeder endliche Korper ein vollkommener Korper.

1. Die Ringe W,,(IF), m > 1, mit den Einschriankungshomomorphismen
/\m—l : Wm(IF) — Wm_l(]F),

die durch (ag, -+, am_1) — (ag, -+, am_o) definiert sind, bilden ein pro-
jektives System. Der dadurch definierte projektive Limes Lanm(IF) ist
isomorph zu dem Ring W (IF) der Witt-Vektoren der Linge oco. Wir
identifizieren W (IF) mit @Wm(F), bezeichnen ihn mit W(IF) und
nennen ihn Witt-Ring von IF.

2. Aus Lemma (4.4) erhalten wir die Gleichung
p%a = V%P = (0 ’Oﬂalo)a,all)aa'..) , Vae I/V(IF)7 a>1,

daher besteht das Ideal p®W (IF) von W (IF) aus Vektoren von W (IF)
deren erste & Komponenten 0 sind. Das Ideal pWV (IF) ist dann das ma-
ximale Ideal in W (IF).

3

3. Wir definieren eine Abbildung v : W(F) — Z U {oo} durch v(a) :=
min{ i | a; # 0}. Setzen wir v(0) = oco. Der Wert v(a) ist wegen der
Eigenschaft (2) auch der Exponent der héchsten Potenz von p, durch die
a in W(IF) teilbar ist. Ferner gibt es fiir jeden Vektor a # 0 aus W (IF)
die eindeutige Darstellung

a=p -u mit u#O0undu#0 mod p,

dabei ist 7 = v(a).
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4. Wegen axb = (ag,ar,---) % (bo,br,---) = (ag * by,---) , da ag = a®

ist, entstehen folgende Regeln : v(a - b) = v(a) + v(b) und v(a + b) >
min{v(a),v(b)} fir a,b € W(IF). Daher ist der Ring W(IF) ein Inte-
gritdtsring und hat die Charakterisik 0. Denn n -1 = n - (1,0,---) =
(n,0,---,0) # 0 fir n Z 0 mod p und p-1 = V(17,0,---)
(0,1,0,---) £0.

5. Die Abbildung v von W(IF) wird in der iiblichen Weise auf den Quoti-
entenkorper IK = FF(W(IF)) von W (IF) fortgesetzt und wieder mit v
bezeichnet. Ein Element in IK hat die Gestalt p®§, a,b € W(IF) und
v(a) = v(b) = 0. Diese Abbildung v wird diskrete Bewertung von IK
genannt und W (IF) ihr diskreter Bewertungsring.

6. Wegen der Vollkommenheit von IF ist es moglich, ein Element a =

(ag,aq,---) von W(IF) in der Form a = (aq, af, a’;, -+ +) umzuschreiben.
Es gilt dann a = (ag,a’,dl ,--+) = (ag,0,-+) + (0,a%,0,+-+) + -+ +
0, ,(),ai;’:ll,o,...) +(0,- - ,O,aﬁn,aﬁf:,---) — ap + pay + pPay +
e+ p" oy, + p"a mit a; = (a;,0,0,---) und einem Rest «a in
W (IF), also

a=oag+pog +pPag+ -+ p" tan_ mod p".

Die Elemente von W(IF) lassen sich deshalb in einer formalen unendli-
chen Reihe

oC
a = g a;p’
i=0
schreiben.

7. Der Witt-Ring W(IF,) eines endlichen Koérpers F, mit p Elemen-
ten stimmt mit dem Ring 2p der ganzen p-adischen Zahlen {iberein,
denn es existiert ein kanonischer Isomorphismus W,,(IF,) — Z/p™Z,
(ag,*+ ,am_1) — Gg + a1p + -+ + Q1P
iec{0,1,-,p—1}

m—1

mod p", ¥ m > 1 mit

8. Sei ¢ eine Potenz von p. Dann hat jedes Element a von W(IF,) die Form

a= Za’ipia va’i € {0,1,6,62,"' 76(]71}’ (15)

wobei £ eine primitive (¢ — 1)-te Einheitswurzel ist.

Gerade haben wir einen diskreten Bewertungsring W (IF) konstruiert, dessen
Restklassenkorper W (IF) /pW (IF) gleich dem gegebenen vollkommenen Kérper
IF ist. Der Quotientenkorper IK von W (IF) hat die Charakteristik 0. Also haben
wir einen Brauer-Kontext in der Sinne von J.-P. Serre geschaffen.
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Satz 4.5 Sei G eine endliche Gruppe mit | G| € IF*. Fir jede Darstellung
0: G — GL(n,IF) ezistiert bis auf Konjugation genau eine Hochhebung o :
G — GL(n,W(IF)) von o.

Der Beweis von Satz (4.5) erférdert einige Vorkehrungen.

Wegen W(IF) = lim W,(IF) bzw. GL(n,W(IF)) = GL(n,lim W,(IF)) =
Hm_ GL(n, W,(IF)) reicht es zu zeigen:

Proposition 4.6 Sei G eine endliche Gruppe mit | G | € F*. Fiir eine Dar-
stellung oy : G — GL(n, W,.(IF)) auf W,.(IF) gibt es bis auf Konjugation genau
eine Darstellung 0,11 : G — GL(n, W, 1(IF)) auf W, (IF),

fur aller > 1.

Dies folgt aus der Tatsache, dafi die zweite Kohomologiegruppe der Grup-
pe 0.(G) verschwunden ist. Im Folgenden werden die Kohomologiegruppe
H*(0,(G),ker(m,)) der Gruppe p.(G) mit Koeffizienten in ker(rw,) durch die
Standardauflésung definiert.

Bemerkung 4.7 Die Inklusion W,.(IF) — W, 1(IF), fir aller > 1, definiert
eine surjektive Abbildung m, : GL(n,W,41(FF)) — GL(n,W,(IF)), dessen

Kern eine endliche abelsche p-Gruppe ist, namlich ker(m,) = TF".

Angenommen F,,, (m > 1) sei ein freier Z(G)-Modul mit den geordneten m-
Tupeln { (1, -+ ,xp) | @ € G } als Basis und Fj sei ein freier Z(G)-Modul
mit einem einzigen Basiselement, bezeichnet mit [ | (manchmal identifizieren
wir Fy mit Z(G), dann ist [ | = 1). In diesem Abschnitt definieren wir die
Kohomologiegruppe H*(G, M) durch die Standardauflosung ([4][11]) :

F.: 30 %K 5720,

mit den Homomorphismen

do([]) = 1
dn(*rla" ' 71‘71) = $1(l‘2," ' -,xn)
n—1
+ (=1)"(@1, -, Tim1, TiTig1, Tiga, 5 Tn)
i=1
+ (71)n(7:]’ ,.’Ifn,])_
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Dadurch erhalten wir den folgenden Komplex fiir einen G-Modul M

0 — Homza)(Fo, M) 5 Homze) (Fr, M) %5 -

mit

(d:;f)(Th "7"71) = '7"1f(m2"" 7'Tn)

n—I1

+ Z(_l)if(l"l;“' S L1, TiTig1, " 5 Tn)

=1

+ (1" f(@1, o w0).

Nun definieren wir die i-te Kohomologiegruppe der Gruppe G' mit Koeffizienten
in einem Z(G)-Modul M durch

ker(di;,)

HY(G, M) (= Extiz(G)(z, M)) = Tm(d)

Insbesondere wird ein Element aus ker(d}) bzw. aus Im(d}) eine Derivation
(crossed homomorphism ) bzw. Hauptderivation (principal crossed homo-
morphism ) von G zu M genannt und ein Element in ker(d}) bzw. in Im(d})
Faktorsystem bzw. Hauptfaktorsystem von G zu M.

Hilfslemma 4.8 ([//[11] S. 226) Es sei H eine Untergruppe einer endlichen
Gruppe G mit dem Index | G : H | = m und M ein Z(G)-Modul. Setzen wir
G = U Hz;, dann ist die Komposition

Tro Res: H*(G, M) — H*(G, M), fiir alle k > 0,

die Multiplikation mit m, wobei die Einschrinkungsabbildung Res := Res[: :
HY(G,M) — H*(H,M),k > 0, ein Homomorphismus ist, der durch die
Einbettung © - H — G definiert wird. Ebenso ist der Transfer Tr = Tr :
H*(H,M) — H*(G, M) ein Homomorphismus, der durch die Kompositi-
on H*(H, M) ~ H*(G, Homy(Z(G),M)) — H*(G, M) mit dem G-Modul-
Epimorphismus 0 : Homy(Z(G), M) — M,p — 0(p) = Y."  z; oz

definiert wird.

Beweis: Durch Induktion iiber & :

Fir £ = 0 gilt HO(G’M) — MG, also Tr o Res : MG —— MG,(I, .
Z.TEG'/H ra = ma, fir alle a € M¢ .
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Fiir £ > 1 : Wihlen wir eine exakte Folge 0 — M — [ — M’ — 0
von G-Moduln mit einem injektiven Modul /. Dann kommutiert das folgende
Diagramm, in dem die beiden horizontalen Folgen exakt sind :

i 0 -— HFYG,M') — HYG,M) — HNGI) —---
\l/ TroRes \L TroRes \l/ TroRes

i ——0-— HFYG,M) — HMG, M) — HYG,I) — -

Daraus folgt die Behauptung. |

Korollar 4.9 Ist G eine endliche Gruppe der Ordnung m, dann gilt

mH*(G, M) =0, fir allek > 1.

Beweis: Die Behauptung folgt unmittelbar aus Hilfslemma (4.8)
mit H = {1}. |

Hilfslemma 4.10 Seien R ein Korper der Charakteristik p und G eine end-
liche Gruppe, deren Ordnung prim zu p ist. Dann gilt H*(G, M) =0,
Vk>1, firale R(G)-Moduln M.

Beweis: Angenommen m sei die Ordnung von G. Wir definieren einen G-
Modulhomomorphismus m : M — M durch a — ma,V o € M. Wegen
| G |e R* ist m : M — M ein Isomorphismus. Daher ist m* : H¥(G, M) —
H*(G, M) mit m*(f) = m - f, V f € H¥(G, M), ein Isomorphismus. Da
m - H*(G, M) =0, V k> 1, folgt sofort H*(G,M) =0,V k > 1. n

Beweis: von Proposition (4.6) :
(Existenz) : Betrachten wir die exakte Folge von Gruppen

0 — ker(#,) = G 25 0.(G) — 1, (r>1),

wobei ker(7,) eine abelsche p-Gruppe und eine normale Untergruppe von G
ist und G < GL(n, W41 (IF,)). Sei A : 0,(G) — G eine Abbildung mit
Ty 0 A = id, () und A(1) = 1.

Behauptung : Diese Abbildung A : 0.(G) — G ist ein Homomorphismus.

Da ker(7,) < G ist, gilt A(2)bA " (2) € ker(%,), fiir alle z € 0,(G), b € ker 7,.
Das Element A(z)bA~'(z) ist unabhingig von der Wahl von A. Sei )\ eine
andere Abbildung mit 7, )\ = id,, (), so gilt die Gleichung 7, (X - A™")(2) =
(7 N) (7, A)"H(x) = 1. Setzen wir X' = ¢- XA fiir ein ¢ € ker(#,), dann
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ist X(z)bN ()" = eA(x)bA '™ = A(z)bA"'(z). Deshalb konnen wir xb :=
Az)bA (), fiir z € 0,(Q),b € ker(7,) definieren.

Angenommen A sei kein Homomorphismus. Die Elemente A(zy) und A(z)A(y)
unterscheiden sich daher mit einem Element aus ker(7,). So definieren wir
eine Funktion f : 0,(G) x 0,(G) — ker(7,) durch die Gleichung \(z)A(y) =
f(z, y)M(xy), fiir alle z,y € 0,(G). Nun wenden wir das Assoziativitdtsgesetz
in G an :

A@)AW)A(2) = flr,y)May)A(z) = f(z,y)f(zy, 2)A(zy2),
A2)AW)A2)] = Ma)f(y,2)Ay2)] = M) f(y, 2)A (@) M 2)A(yz)
= zf(y. 2)M2)AMyz) = zf(y,2) f(z, yz)A(zyz).

Somit ist f(z,y)f(zy,2) = xf(y, 2)f(z,yz). f korrespondiert also mit einem
Element aus H?(o,(G), ker(%,)). Aber H?(p,(G),ker(%,)) = 0; X ist somit ein
Homomorphismus. Daraus ergibt sich, dafl G das semidirekte Produkt von
ker(7,) und g,(G) ist. Nun kann eine Abbildung g,,; durch g, = o, mod p
definiert werden.

(Eindeutigkeit) : Die Hochhebung g, von g, ist bis auf Konjugation eindeutig
bestimmt. Mit anderen Worten, es ein Element a € ker(7,) gibt mit

M(g) = i(a)Ma(g9)i(a) ™ Vg€ 0,(G),

wenn A; und Ay zwei Spaltabbildungen von p,(G) auf G sind. Da G das se-
midirekte Produkt von ker(w,) und p,(G) ist, lassen sich die Abbildungen
At =12, in der Form

Ai(g) = (di(9),9) , YV g € 0,(G)

darstellen, wobei d;,7 = 1,2, Derivationen von p,(G) auf ker(7,) sind. Ferner

gilt
M(g) = (di(9),9)
(aa 1)(d2(g)a g)(a> 1) !
(a +ds(g) — ga, g)

also dy(g) — di(g) = ga — a. Damit ist dy — d; eine Hauptderivation. Die
Menge ker(#,)-konjugierter Klassen von Spaltabbildungen A : o,(G) — G
steht dann in bijektiver Korrespondenz zu der 1-ten Kohomologiegruppe
H'(0:.(G),ker(7,)). Die ist aber verschwunden, daher gibt es nur eine kon-
jugierte Klasse. |
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Beweis: von Satz (4.5) :

Setzen wir p := g1 : G — GL( ), = limyg, : G — GL(n,W(IF,))
und 7 = 7 0 7Ty O -+ O Ty (Q(G) kerm) = H?*(0:(G), ker (7)) -

[T, H?*(0i(G), ker(7;)) = 0 und HQ( (G), imr) = LHQ( (G), ker(m)) =0,
gilt 9(G) = o(G) mod p. H

Fiir eine Darstellung ¢ : G < G L(n,IF) einer endlichen Gruppe G iiber einem
vollkommenen Kérper IF mit | G |€ IF* erhalten wir nun eine Darstellung
0:G — GL(n,W(IF)) auf den Ring W(IF) der Charakteristik 0. Und wir ge-
winnen eine Darstellung, bezeichnet mit g, auf F'F(W (IF)) durch die Inklusion

Notation :

IF := Vollkommener Kérper der Charakteristik p

A :=W(F)
K := FF(W(F)
M= A"

V=F®sM=TF"
W=K®s M = K"

G = o(Q).
G = o(Q).
G = @(G)~ .
nb. G =2G=G.

Aus den obigen Bezeichungen besteht ein Brauer-Kontext in der Sinne von
J.-P. Serre.

Im Folgenden wird vorausgesetzt, dafl | G | prim zu p ist.

Proposition 4.11 Esseip: G — GL(M) eine Hochhebung einer Darstellung
0: G — GL(V) einer endlichen Gruppe G iber einem Korper I und o : G —
GL(W) eine Erweiterung von ¢ auf den Kéirper IK der Charakteristik 0. Dann
gibt es Isomorphismen

F®, AM]° — F[V]® und Ko, AM]" — K[W]°.
Beweis:

1. Sei ¢ : IF ® A[M]® — [V]% ecine Abbildung, die durch a ® f —
af, fiir alle f € A[M]%, a € IF, definiert sei.
1 ist ein Homomorphismus : Das ist klar.
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1 ist surjektiv : Fiir ein Polynom f € IF[V]¢ gibt es ein Polynom f [S
A[M]. Wegen | G |€ IF™ ist das Bild des Reynolds-Operators ¢ A[M]
o ist injektiv : Sei f € A[M]% mit (1@ f) = 0, das heifit 0 = ¢(1®f)
1® f mod p, soist f = 0 mod p. Es existiert dann ein h € A[M] so daf
f = p-hist. Nach der Tensorproduktregel folgt 1Qf =ph=0”h = 0.

2. ¢ : K ® A[M]¢ — K[W]C wird definiert durch a ® f — a - f.

Korollar 4.12 Seien o, ¢ und ¢ wie in Proposition (4.11). Dann existieren
Isomorphismen

F @, h(G) — he(G)  und K, h(G) — he(G).
Korollar 4.13 Seien o, ¢ und ¢ wie in Proposition (4.11). Dann existieren
Isomorphismen

F ®, (A[M]/ha(
K ®, (A[M]/ha

() 81
=
=
~
Py
2
4
3
QU

Lemma 4.14 FEs sei o0 : G — GL(M) eine Hochhebung einer Darstellung
0: G < GL(n,TF) diber IF. Sei F[V]g := @ H; eine Poincarédualititsalge-
bra der formalen Dimension d. Dann ist auch A[M)s = 692>0H eine Poin-
carédualititsalgebra, wobei H; bzw. H; die homogene Komponente vom Grad i
15t.

Beweis: Wegen des Isomorphismus von F ®, H, —s H, gilt 1 = dimy(Hy) =
dimg (IF ®, Hy) = dim,(H,). Aus Satz (2.13) folgt dann sofort, dal A[M]s :
®i>0oH; eine Poincarédualitétsalgebra ist. [ |

Lemma 4.15 FEs seien p : G — GL(M) eine Hochhebung einer Darstellung
0: G — GL(n,IF) dber IF und 6 : G — GL(W) eine Erweiterung von o auf
den Kérper IK der Charakteristik 0. Sei A[M|s eine Poincarédualititsalgebra,
dann ist auch IK[W] 4 eine Poincarédualititsalgebra.

Zur Erinnerung : Sei ¢ : G — GL(n, IF) eine Darstellung einer endlichen Grup-
pe (G iiber einem Korper IF. Fiir Char IF' = 0 gilt

IF[V]q ist genau dann eine Poincarédualitiitsalgebra, wenn IF[V]¢ eine Poly-
nomalgebra ist.
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Satz 4.16 Es seien p: G — GL(n,IF) eine Darstellung einer endlichen Grup-
pe G dber einem Korper IF mit n = dimg (V') und 0 : G — GL(W) eine Er-
weiterung von o auf den Korper IK der Charakteristik 0.

Sei ]K[W]é = IK[f1, -, fa] eine Polynomalgebra, die durch die algebraisch un-
abhingigen invarianten Polynome fi, fo, -+, fn erzeugt wird, dann ist W[V ]
auch eine Polynomalgebra.

Beweis:

1. Behauptung : A[M}é ist eine Polynomalgebra .
Es wurde schon gezeigt, daB der Isomorphismus IK @ A[M]% —s K[W]¢
gilt. Fiir jeden Erzeuger f; € IK[W}G,Z' =1,2,---,n, gibt es ein Polynom
f; aus A[M}é, so daB f; = a;f; fiir ein passendes a; € IK gilt. Daraus
folgt : IK® A[fy, -+, fo] € K[W]¢ = Ko A[M]¢ und A[f), -, fa] <=
A[M] ist ein Monomorphismus. Setzen wir nun d; = deg(f;), fiir alle 7.
Aus den Gleichungen der Poincaré-Reihen

P(KW]%#) = P(A[M]% 1) =P(Alfi, . f.].1) ,und
deg(IK[W]9) =

‘ ..
= (1=t)"P(A[f1.- . ful. 1))
(

‘t:l

erhalten wir |G | =dy-...-d, = |G| Da fi,---, f, algebraisch un-
abhéingig tiber IK sind, sind fy,---, f, algebraisch unabhéngig iiber A.
Daher folgt aus Proposition (1.9) A[M]Y = A[f;, -+, f.].

2. Behauptung : IF[V]¢ ist eine Polynomalgebra.
Wir wenden den Isomorphismus an :

F®Alf,--,fn] 2F o AM]" = F[V].

In diesem Abschnitt haben wir uns bis jetzt nur mit vollkommenen Korpern
von positiver Charakteristik beschiftigt. In der Tat ist das obige Resultat aber
auch giiltig fiir einen beliebigen Korper der positiven Charakteristik. Denn :
Fiir einen Korper IF der Charakteristik # 0, der nicht notwendig ein vollkom-
mener Korper ist, finden wir einen lokalen Ring der Charakteristik 0, der ein
Unterring des Witt-Rings W (IF) von IF ist, so dafl sein Restklassenkorper gera-
de der gegebene Korper IF ist. Eine ausfiihrliche Beschreibung dafiir ist in [20]
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gegeben. So existiert fiir eine Darstellung o : G — GL(n,IF) einer endlichen
Gruppe G iiber einem Korper IF mit | G |€ IF* (bis auf Konjugation) genau
eine Hochhebung auf diesen lokalen Ring. Damit haben wir den folgenden Satz
bewiesen.

Satz 4.17 Sei o : G — GL(n,IF) eine Darstellung einer endlichen Gruppe
G dber einem Korper I und | G |€ TF*. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent :

1. TF[V]% ist eine Polynomalgebra.

2. TF[V]g ist eine Poincarédualititsalgebra.
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5 Die regulire Darstellung

Es sei o : G — GL(n,IF) eine Darstellung einer endlichen Gruppe G iiber
einem Korper IF. Unter der reguldren Darstellung von G wird ein IF(G)-
Modul M mit einer [F-Basis { g-m | ¢ € G } fiir ein Element m € M
verstanden. Wir bezeichnen die regulire Darstellung von G mit Regp(G). In
diesem Abschnitt diskutieren wir die Beziehung zwischen dem Koinvarianten-
ring IF[V]s und der regulidren Darstellung Regy (G).

Satz 5.1 (C. Chevalley [7][22] S. 220) FEs seien 9 : G — GL(n,IF) eine
Darstellung einer endlichen Gruppe G und IF[V]¢ eine Polynomalgebra. Sei
| G |e IF*, dann ist F[V]g = Regp(G).

Im modularen Fall (das heifit (CharIF,| G |) # 1) ist Satz (5.1) falsch. Denn
sonst wére die triviale 1-dimensionale Darstellung IF C IF[V]s ein projektiver
IF(G)-Modul. Wird die Gruppenalgebra IF(G) also in ihre irreduziblen Kompo-
nenten zerlegt, so steht das im Widerspruch zum Satz von Maschke ([12]). Aber
wir kénnen den Satz(5.1) auf die sogenannte Grothendieck-Gruppe iibertragen.

Definition 5.2 Die Grothendieck-Gruppe von endlich erzeugten TF(G)-
Moduln, bezeichnet mit Ry (G), ist die abelsche Gruppe mit Isomorphieklassen
von endlich erzeugten IF (G)-Moduln als Gruppenelementen, bezeichnet mit [—].

Wir setzen Sg(G) als die Teilmenge von Rp(G), die aus Isomorphieklassen
aller irreduziblen IF(G)-Moduln besteht.

Ein Element g € G heifit p-regulér, wenn die Ordnung von ¢ prim zu p ist.
Die Menge aller p-regulédren Elemente von G wird mit G, bezeichnet. Dabei
soll die Primzahl p die Korpercharakteristik sein. Die Elemente aus G, sind
deshalb diagonalisierbar. G, ist im Allgemein keine Untergruppe von G.

Es seien nun A;(g),-- -, A\n(g) die Eigenwerte von g € G-

Definition 5.3 Sei IK ein Zerfillungskiorper fir G (das heifit, jeder irre-
duzible IK(G)-Modul ist absolut irreduzibel). Fir einen IF(G)-Modul M mit
dimp (M) = m definieren wir seinen modularen Charakter x,, durch die
Funktion

Xt Greg — K,

I
e
S

I
nn
3
=
S
s

g = xulg):
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Eigenschaften 5.4 (/21] S. 147) Der modulare Charakter x, : Grey — IK
hat unmittelbar folgende Figenschaften :

1. xu(1) = dimp(M).

2. xu ist eine Klassenfunktion auf Greq, das heifit, x,(ogo) = xu(g) fir
g€ Greg und o € G.

3. Fir endlich erzeugte IF(G)-Moduln M, N und ihre modularen Charaktere
Xor, X S€tzen wir (Xar, Xw) = ﬁ Zgggmg Xn (9_1)XM(9) und (M, N) =
dimg(Homyg (M, N)). Es seien F ein endlich erzeugter IF(G)-Modul
und P ein endlich erzeugter projektiver I (G)-Modul. Dann gilt

<F: P> = <XF:XP>.

4. Es seien Ey # Ey zwei irreduzible IF(G)-Moduln mit projektiven Hillen
Py, , Pg,. Dann gilt die Orthogonalitdtsrelation

(Pg,, E;) =6 , i,j=1,2.

Daraus erhalten wir (M, E;) = (Pg, M) fir einen beliebigen endlich
erzeugten IF(G)-Modul M.

Bemerkung 5.5 Jede irreduzible Isomorphieklasse [E] in Sg(G) korrespon-
diert mit einem modularen Charakter xg, der irreduzibler modularer Cha-
rakter von G heifst.

Satz 5.6 (Brauer)([21] S. 149) Es sei K ein Zerfillungskdrper von G. Die
irreduziblen modularen Charaktere xg , |E] € Sp(G), bilden eine Basis des
K- Vektorraums aller Klassenfunktionen von Gyey auf IK.

Nun betrachten wir im Rest dieses Abschnitts einen Korper IF von positiver
Charakteristik p, welcher einer Zerfallungskorper fiir G ist. Der Grund dafiir
ist folgender : Wenn ein Erweiterungskorper IK von IF ein Zerfillungskorper
fiir G ist und M ein endlich erzeugter (projektiver) IF(G)-Modul ist, dann ist
die Erweiterung M @ K ein endlich erzeugter (projektiver) IK(G)-Modul und
dimp (M) = dimkg (M @ K).

Satz 5.7 ([16]) FEs sei p: G — GL(n,TF) eine Darstellung einer endlichen
Gruppe G und CharIF = p # 0. Sei IF[V]¢ =TF[f1,-- -, fa] eine Polynomalge-
bra mit Erzeugern fy,---, f, der Grade dy,--- ,d,. Dann gilt

[F[V]e] = [Regr (G)]  in R (G).
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Beweis: Der Satz von Brauer besagt, daf} alle modularen Charaktere y,, ,
[M] € Rp(G), in direkte Summe von irreduziblen modularen Charakteren
Xe&, » | Ei] € Sw(G) zerlegt werden kénnen, néimlich

Xv = @ ng - XEi(l) " Xk, (16)

[E;1€SER(G)

[B;]€ S ()
wobei n; - x,,. (1) die Multiplizitit von Ej ist. Ferner gilt fiir [M] € Rp(G)
(M= @ nix., (1) [E]
[5,]€Sw(C)
Aus der Definition von reguldren Darstellungen geht leicht hervor, daf}
Regr (@) = €D xz (1) [E (18)
[B;]€ S (G)

Es bleibt noch zu zeigen, daf§ [IF[V]q] auch eine solche Zerlegung besitzt.

Es seien [M] = @,.,[M;] ein graduierter endlich erzeugter IF(G)-Modul in
Ry (G) und [E] € Sp(G). Die E-isotypische Komponente von [M], be-
zeichnet mit [M]|, ist eine direkte Summe der zu E isomorphen irreduziblen
Komponenten von [M]. Es folgt dann unmittelbar

M= D My (19)

[E]eSk(G)

Definition 5.8 FEs seien Sp(G) = { [F1],---,[Ex]} , Pg, die projektive
Hille von E; , 1 < i < k ,und [M] = @,.,[M,] ein graduierter end-
lich erzeugter TF(G)-Modul in Ryp(G), so daff [M;] = (Xpp, s X)) [E1] @ -+ @
<XPEk-,XMi>[Ek] , fir alle i, ist. Die modulare Poincaré-Reihe von [M] bzw.
(M|, [E] € Sk(G), wird wie folgt definiert :

P(ML1) = 30D g X ) - dime (B) - (20)
= ZZ<XPE],:XM,;>'XE‘7(1)'-£7:- (21)
PMt) 3= 303 (X (X o) (22)

= 3D ey ) (23)
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Mit der Eigenschaft (5.4)(3) erhalten wir fiir einen irreduzible IF(G)-Modul in
Sr(G)

POt = S (e ) o (g) (24)
| G| .
1 g B Ty
=612 ) Gy @)

Nun setzen wir M = IF[V]g. Fiir den polynomialen Invariantenring IF[V]¢ =

Flf1, -, fu] mit d; = deg(f;) # 0 gilt dann fiir jeden irreduzible IF (G)-Modul

PUFWIallent) = s 20
I T d; -1 1
= ﬁga—t )g;egmg =
also
PFWVIgllo ey = —xn ] d
= Toxn ()
Weiter gilt
FViel = @ [FVidly
[E]eSK(G)
= D x)[E
[E]eSK(G)
Somit ist Satz (5.7) bewiesen. H
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