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Einleitung

Sei GG eine lokal-kompakte Gruppe und K eine kompakte Gruppe, die auf G durch Auto-
morphismen wirkt. In der vorliegenden Arbeit geht es um unitére Darstellungen von G,
die unter der Wirkung von K invariant sind.

Solche unitdren Darstellungen treten in [7] auf. In dieser Arbeit hat Bianca Di Blasio
den Begriff des radialen Vektors eingefiihrt in Anlehnnung an den Begriff einer radialen
Funktion, den Damek und Ricci in [6] verwendet haben unter Bezugnahme auf einen Mit-
telungsprojektor R : D(G) — D(G). Dabei heifit eine Funktion ¢ auf G radial, wenn
Ry = ¢ gilt. Fiir eine unitire Darstellung 7 einer Gruppe G in einem Hilbertraum H wird
der Vektor v radial genannt, falls die Koeffizientenfunktion: g —< 7(g)v, v > radial auf
G ist(Siehe [7], Def.2.1]). Ein Mittelungsprojektor R entsteht zum Beispiel durch Mitte-
lung iiber die Wirkung von K auf G; d.h. fiir eine stetige Funktion ¢ mit kompaktem
Tréger auf G ist der durch Ry(g) := [} ¢(k.g)dk definierte Operator ein Mittelungsope-
rator.

In diesem Fall kann eine Wirkung von K auf den unitdren Darstellungen definiert werden.
Dies wird der Ausgangspunkt unserer Arbeit sein.

Besitzt nun eine Darstellung 7 von G einen zyklischen radialen Vektor, so ist sie K —invariant;
d.h. die Darstellung k.7 mit k.7(g) = w(k.g),g € G ist dquivalent zu 7 fiir jedes k € K.
Es stellt sich nun die Frage, ob eine K —invariante Darstellung stets einen K —radialen
Vektor besitzt? Am Beispiel der Gruppe SU(2), die auf sich selbst durch innere Auto-
morphismen wirkt, werden wir sehen, daf dies im allgemeinen nicht der Fall ist. Man
kann jedoch immerhin zeigen, daf jede K —invariante Darstellung quasi-aquivalent zu ei-
ner Darstellung ist, die einen K —radialen Vektor besitzt.

Nichtsdestotrotz stellt sich die interessante Aufgabe, die K —invarianten Darstellungen zu
beschreiben. Dazu benutzen wir die Theorie der direkten Integralzerlegung. R
Die Wirkung von K auf G iibertragt sich in eine Wirkung von K auf der Menge G der
Aquivalenzklassen irreduzibler unitéirer Darstellungen von G.

Das Kernstiick der Arbeit bilden nun die beiden folgenden Resultate, die freilich nur unter
der zusétzlichen Annahme, daf die K —Bahnen in G fiir die Hiillen-Kern-Topologie auf G
abgeschlossen sind, bewiesen werden konnen:

1. Die K—Bahnen in GG entsprechen in eineindeutiger Weise den K —irreduziblen Darstel-
lungen von G.

2. Jede K —invariante Darstellung schreibt sich als direktes Integral K —irreduzibler Dar-
stellungen. (Dabei heift eine Darstellung K —irreduzibel, wenn sie keine echte K —invariante
Teildarstellung besitzt.)

Das Ziel unserer Untersuchungen im Spezialfall einer nilpotenten einfach zusammenhén-
genden Lie Gruppe besteht darin, in Analogie zur Kirillov’s Charakterformel fiir irre-
duzible Darstellungen eine Charakterformel fiir K —irreduzible Darstellungen anzugeben.
Dabei stofst man auf die Schwierigkeit, dafs im Gegensatz zu einer irreduziblen Darstel-
lung p die Darstellungsoperatoren 7(¢), € D(G), einer K —irreduziblen Darstellung
7 nicht notwendig Spuroperatoren sind. Aus diesem Grunde miissen wir mit dem all-
gemeineren Begriff der natiirlichen Spur auf der Links-von-Neumann-Algebra U einer
Hilbert-Algebra arbeiten. Bei geeigneter Wahl dieser Hilbert-Algebra ist ¢4 nédmlich iso-
morph zur von-Neumann-Algebra U, der K —irreduziblen Darstellung 7, so dafs sich die
natiirliche Spur auf U zu einer Spur f, auf U, iibertrigt. Die Charakterformel lautet dann

fo(m(p)) = / Spur p(9)djis(p), o € D(G),



wobei i, das K—invariante Wahrscheinlichkeitsmaf auf der zu 7 gehdérigen K —Bahn in
G ist.

An dieser Stelle freuen wir uns Herrn Professor Dr. Rainer Felix fiir seine mutige, treue,
und griindliche Betreuung danken zu diirfen.

Oktober 2010



Kapitel 1

Grundbegriffe

1.1 Requisiten aus der Darstellungstheorie

1.1.1 Die C*—Algebra einer lokal-kompakten Gruppe

Sei G eine lokal-kompakte Gruppe: Man kann ihr eine besondere C*—Algebra zuord-
nen(Siehe [8], 13.9.1) und zwar C*(G), die z.B folgender Weise erhalten wird:

Auf LY(@G) als involutive Algebra betrachtet(Mit dem Konvolutionsprodukt als Produkt
und f — f* wobei f*(x) := f(z71)A(z™'), x € G als Involution) definiert man:

[| f |l:==sup, || #(f) ||, wobei m die Menge aller nicht-ausgearteten Darstellungen von
L'(G) durchliuft. Es handelt sich dabei um eine Halbnorm(Siehe [8], 2.7.1), die zu einer
Norm wird, weil ja L'(G) eine injektive Darstellung besitzt(Siehe [8], 13.3.6).

C*(G) ist dann die Vervollstindigung von L'(G) beziiglich dieser Norm.

Im Abschnitt 13.1 von [8] wird der Begriff von Darstellung einer lokal-kompakten Grup-
pe eingefiihrt, und der Zusammenhang mit der Darstellungstheorie involutiver Algebren
gemacht.

Besonders im 13.3 von [8] werden Darstellungen von G und die von C*(G) in Verbindung

gesetzt.
G

Vieles fiir G und G wird dann aus C*(G) und C*(G) erhalten(Siche [8], 13.9). Insbeson-

)
dere wird die Topologic auf G durch die auf C*(G) definiert.

1.1.2 Die von-Neumann-Algebra

H bezeichne einen Hilbertraum und £(#) die Menge ihrer beschréankten Operatoren.
Eine involutive Unteralgebra A von £(H) wird von-Neumann-Algebra genannt,

(VNA notiert) falls,

A = A" gilt, wobei A” den Bi-Kommutanten von A bezeichnet(Siehe [8], A1-A4).

-Jeder Darstellung 7 von G ordnet man die von den Darstellungsoperatoren 7(g),g € G
erzeugte VNA zu: Diese heifst die zu 7 gehorige VNA.

- wird vom Typ I genannt, falls die zugehorige VNA A vom Typ I ist, was bedeutet, dafs
A isomorph zu einer VNA B ist, so dafs B’ kommutativ ist(Siche [8], A35).(B’ bezeichnet
hier den Kommutanten von B).

-7 wird vielfachheitenfrei genannt, falls der Kommutant 7(G)" kommutativ ist(Siehe [8],
5.4.5,13.1.4).



1.1.3 Direkte Integrale von Hilbertraumen

Z bezeichne einen Borelschen Raum; (H(z)).cz eine Familie von Hilbertrdumen.
Definition 1.1:

Sei I' C [[,., H(2) eine Menge von Vektorfeldern.
Das Paar € = ((H(2)).ez,I') wird Borelsches Feld von Hilbertraumen genannt, wenn die
folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) I'ist ein Untervektorraum von ], , H(2);

(2) Es existiert eine Folge (z1,z5,...) in I', so daf
fir jedes z € Z z1(z),x2(2), ... eine totale Folge in H(z) bildet.

(3) VX €T, gilt z+—— || X(2)]| ist Borelsch

(4) VY €[,y H(2) gilt:
2—<Y(2),X(z) > BorelschV X e <= Y €.
Die Elemente von I" werden dann die Borelschen Vektorfelder gennant.

(5) Wird Z mit einem positiven Mafs p versehen, so spricht man von einem p—mefbaren
Feld von Hilbertsraumen und von p— mefkbaren Vektorfeldern.

(6) Die Menge {z € T'/ [, ||(2)|[*du(z) < oo} wird Direktintegral der H(z) gennant, und
zum Beispiel [, H(z)du(z) notiert!
Diese Grundbegriffe werden in [8|, Appendix A, A69-A98 erldutert.

Angenehmer zu benutzen ist aber folgende auf Folland zuriickzufithren Definition(Siehe

14], 7.4 (i), (id)).

Definition 1.2

Ein Feld ¢ — H,. von Hilbert-Rdumen auf den Borelschen Raum C' wird Borelsch ge-
nannt, wenn eine Folge (X,,),en von Vektorfeldern aus Hcec H, existiert, mit den Eigen-
schaften, dass:

(i) Fiir jedes c aus C, ist (X,,(¢))nen total in H,
(i) ¢ —< Xi(c), Xj(c) >, ist Borelsch fiir alle 7, j aus N,

Borelsche Vektorfelder sind dann die Vektorfelder Y, fiir die gilt:

c—<Y(c), Xn(c) > ist Borelsch, fiir alle n € N.

Wird C' auch mit einem Mafs p versehen, so hat man in die Definition die Ausdriicke "Bo-
relsch” durch ”p—messbar” zu ersetzen, um ein py—messbares Feld von Hilbertsraumen
sowie die g—messbaren Vektorfelder zu definieren.

1.2 Nilpotente Gruppen

Hier m&chten wir die Entstehung der Kirillov- Korrespondenz beschreiben.
Sei GG eine nilpotente Lie-Gruppe, g ihre Liesche-Algebra und g* der entsprechende Dual-
raum.



Sei [ € g* festgelegt: Es existiert eine maximale(Beziiglich der Dimension) Liesche Unter-
algebra m von g, so dafs I([X,Y]) =0, VX,Y € m.(Siehe [4], 1.3.3)

m wird eine maximale der Linearform [ untergeordnete Unteralgebra genannt.

Wenn M = exp m ist, ist dann die Einschrénkung von [ auf m nichts anderes als die
Abbleitung im neutralen Element von y; a(exp X) = ™) VX € m.

Jetzt diirfen wir die von x; »s induzierte unitdre Darstellung von G folgender Weise kon-
struieren:

di bezeichne das G—invariante Mafs auf G/M.

Sei H={f:G — C meRbar /f(zy) = xom(y) "' f (),

v € Gy €M, [ | (@) P di < o)

Nach Teilung durch das Radikal und Vervollstandigung wird H zu einem Hilbertraum.
Wir definieren dann

[7(a) f](z) = [Ind§pxiar(a) f](2) = f(az),Ya € G,z € G.

Folgende Bemerkungen werden dann entscheidend fiir die Definition de Kirillov-Korrespondenz:
-Zwei zu | maximale untergeornete Unteralgebren fiithren zu dquivalenten unitédren Dar-
stellungen von G.(Siehe [4], Satz 2.2.2)

-Zu jeder irreduziblen unitdren Darstellung m von G gibt es ein | € g*, so dak =«
Ind$, xi.ar-(Siche [4], Satz 2.2.3)

-Zwei Elemente aus g* fithren zu dquivalenten Darstellungen genau dann, wenn sie der-
selben koadjungierten Bahn angehoren.(Siche [4], Satz 2.2.4)

~

Dies fiihrt also zu einer Bijektion zwischen den koadjungierten Bahnen in g* und G. Das
ist die Kirillov-Korrespondenz.



Kapitel 2

Auswertung der K —Wirkung auf
Darstellungen

2.1 Ausgangssituation

Soweit wir es nicht anders angeben, wird unter G eine (C'*) lokale-kompakte Gruppe vom
Typ I mit abzahlbarer Basis und unter K eine kompakte Gruppe mit abzéhlbarer Basis
verstanden.

Eine Wirkung von K auf G sei folgendermafsen gegeben:
a: K — Aut(G), k — ay
Homomorphismus mit der Eigenschaft, dafs
K xG— G, (k,g) — ar(g)

eine stetige Abbildung ist.
Unter dieser Bedingung sind die K —Bahnen in G kompakt als stetige Bilder einer kom-
pakten Menge!

Bemerkung 2.1:
Wir schreiben kiinftig k.g fir ax(g), (k € K, g € G) iiberall, wo es sinnvoll ist.

2.2 Konsequenzen der K —Wirkung

Im folgenden werden die weiteren Wirkungen von K auf

g,9" und g*/G sowie auf die Charaktere unitérer irreduzibler Darstellungen einer Lie-
gruppe beschrieben.

exp : g — G bezeichne die Exponentialabbildung von G.

2.2.1 Wirkung von K auf g
Satz 2.2 : K wirkt stetig auf g.

Beweis:



(1)

Darstellung der Wirkung
Da fiir jedes k € K, o ein Automorphismus von G ist, ist seine Differentialabbildung
im neutralen Element doy ein Isomorphismus der Lie-Algebra g. Die Abbildung

d: K — GL(g),k — doy

ist ein Homomorphismus, der die Wirkung von K auf g definiert. Wir haben namlich:

Vkl, k‘g € K, d(kle) = dOékle = d(Oékl O Ckkz) = dOékl o) dOékQ = d(k’l) o d(kQ)

-Fiir e neutrales Element von K, d(e) = da. = 1, Identitatsabbildung von g (Dies ist
z.B aus der Gleichung

ar(exp X) = exp(doy X),VX € g,Vk e K
zu lesen. )OI

Diese Wirkung ist stetig.

Die Stetigkeit der Abbildung d erfolgt aus der Stetitgkeit der Zuordnung
k+— (exp)~!oaygoexp !

Bemerkung 2.3:
Kiinftig schreiben wir £.X fir day X, k€ K, X € g.

2.2.2 Wirkung von K auf g*

Satz 2.4 : K wirkt stetig auf g*.
Beweis:

Ahnlich wie bei der koadjungierten Wirkung von G auf g*, definiert auch hier
d*: K — GL(g"), k — d* oy
eine Wirkung von K auf g*, wobei

da g — g5 l—loda, ' Vk € K
Wir haben néamlich fiir jedes [ aus g* und Vki,ky € K :
d*aklk’z (l) = d*(akl © ak’Q)(l) =lo d(alﬂ © ak’z)_l =lo da2_1 © dalzll = (d*akl © d*ak’z)(l)

Somit gilt d*ak1k2 = d*ozkl o d*Osz,Vk’l, ke € K
V1€ g* gilt auch d*a.(l) =loda;' =lol;' =loly=1also d*a. = 1, Identitéts-
abbildung auf g* [

Dak d* stetig ist, ist einfach aus der Stetigkeit folgender Zusammensetzung zu lesen:

k— doy, — dag ' — tdag !

Bemerkung 2.5: Kiinftig schreiben wir k.l statt doj.l, k € K,l € g*.



2.2.3 Wirkung von K auf g*/G

Satz 2.6 : K wirkt stetig auf g*/G.
Beweis:

Fiir [ aus g* bezeichne [ die Bahn von [ unter der Koadjungierten Wirkung von G auf
g

Sei dann k aus K beliebig gewéhlt und dann festgehalten: Folgende bijektive Abbil-
dung von g*/G kann definiert werden:

doy, : g* /G — g* /G, 1 — doy(1)

wobei day(l) :==loda; ', Vi € g*/G. -
-Wir zeigen zuerst, dass doy wohldefiniert ist, das heisst, daf day(l) nicht vom
Représentanten von [ abhingt, und dies VI € g*/G.

Sei l; € [ : Zu zeigen ist, dass [; o d&,?l €lo da,;l.
ly €l=3g € G,sodal [} =10 Ad(g;)!
wobei Ad(g1) = doy, (e) mit

0g 1 G — G, g — q1997 "

Loday' =10oAd(g1) ' oda; ' =loda; ! oday, 0 Ad(g) ™" o day?!

=lodaytodlag oo (g) o] =loda; ' o Ad(ag(g1))™

Somit liegt also [; o da,;l inlo da,;l und doy, ist wohldefiniert.

Wenn P(g*/G) die Menge der Permutationen von g*/G bezeichnet, haben wir:

d: K — P(g*/G), k — doy,
ist ein Homomorphismus, der die Wirkung von K auf g*/G definiert.
Wir haben namlich:

Vkl, ]{72 € K, J(klkz) = d_Oékle

Vie g /G gilt:
J@kle (Z) =lo dalzllkg =lo d<a/€1 © akQ)il =

lo doz,;; o doz,;ll = day, o dag, (1)

Also CZ()éklk2 = Jakl o JOékQ,\V/]ﬁ, ko € K

-Endlich fir e € K gilt:
doe = d(e),V1 € g*/G : dae(l) =1

Bemerkung 2.7: B o
Kiinftig schreiben wir k.l statt dag(l)
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2.3 Wirkung von K auf G

Sei k € K; wir definieren

~

k:@—>@,7r»—>/k\(7r)

wobei

(i)

[k(m)](9) == 7o ay ==7la; ' (9)],Vg € G,

k ist wohldefiniert:

Sei namlich 7, 9 mit m, my € 7; daraus folgt:

JA : H,, — H,, Isomorphismus, so dafs m(g) 0o A= Aom(g),Vg € G.
Daraus ergibt sich sofort, daf m o a; ' = moa, !, so dak E(W) unabhéngig vom
Représentanten von 7 ist. Die Abbildung

d: K — P(G),kv—d(k) =k

definiert also eine Wirkung von K auf G R
(P(G) bezeichnet hier die Permutationsgruppe von G);
wir haben némlich:
Vkl,kQEK,VQEGI o
kika(m)(9) = o, (9)] =
mlay, (o, (9)] =
bi(ka(m))(g).m € G
Also L
kle - kle,VIfl, kg € K
() (g) = 7oz (g)] = 7(g),Vg € G,¥r € G, also € = 15 Identitétsabbildung
von G
Die Zuordnung k — k ist stetig:
Sei O offen in G und p fest in G : {(p e P(GQ)/o(po) € O} ist eine offene Teil-
menge in P(G).
Nun ist die Zuordnung K — P(G), k+— poaj ' stetig Vp € G(Siehe Lemma
2.22).

Somit ist ja das Urbild dieser offene Teilmenge von P(@) unter k — k wieder
eine offene Teilmenge!

Bemerkung 2.8: Kiinftig schreiben wir k.7 fiir k(7) (k € K, 7 € G) , wo es passend

1st.

2.3.1 Wirkung von K auf den Charakteren unitarer irredu-
zibler Darstellungen einer nilpotenten Gruppe G

Im folgenden bezeichnet G eine einfach zusammenhéngende nilpotente Gruppe.

11



Satz 2.9: K wirkt auf die Charaktere unitérer irreduzibler Darstellungen von G.

Vorbemerkungen 2.10:

(a) K wirkt stetig auf D(G)
Die folgende Zuordnung definiert eine Wirkung von K auf D(G):

K x D(G) — D(G), (k, f) — k.f

Wobei k.f(g) == f(a;. ' (g9), Vk € K,Vg € G.

Dak es sich um eine Wirkung handelt, bezeugt folgende Gleichung:
(kika)-f(9) = flag, (9)) = flay, © ar(9)

= ka.f(03(9)) = k1.(k2.f)(9), Vg € G, Vky, ks € K.

Diese Wirkung ist stetig.

(b) Die Wirkung von K auf die Charaktere wird dadurch erméglicht, dafs eine von
uns genannt ,.Zwischen Wirkung“ von K auf S(G) definiert werden kann.
Die Zusammensetzung einer unendlich oft im unendlichen schnell verfallenden
Funktion mit einem Automorphismus von G bleibt ein Element von S(G).(Bei
der Zusammensetzung der Differentialen bleibt ja die Bildmenge der Funktion
relevant!) Daf wir mit einer Wirkung zu tun haben, ist wegen zum Beispiel der
K—Wirkung auf D(G) klar!

Beweis vom Satz:

Teil 1:

F(G) bezeichne jetzt die Menge aller positiv definiten und zentralen Distributionen

auf G. Fir F aus F(G) gilt:

(D F(p*¢") 2 0,Vp € D(G) wobei ¢*(g) := ¢(g7'), Vg € G.

2)F(p*9) = F(¢p* 9),Vo,¢ € D(G)
Die Wirkung von K auf G laft sich folgenderweise auf F(G) fortsetzen:
Sei k € K beliebig und fest: Wir definieren folgende Abbildung:

k:F(G) — F(G),F — k(F) = F",

wobei,

F*(p) := F(poay),Vo € D(G),Vk € K.

Da Fkl]@(gp) = F(SO O Qg © akz) = @F(SO o akl)

= ﬁ[@(F)]((P), Vki ky € K, Vp € D<G)

Also koky = kyky, Vhr, ks € K

Es ist klar, daf e = 1), das heilt F© = F,VF € F(G).
Somit definiert k — k eine Wirkung von K auf F(G) .
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Teil 2:

Da Charaktere unitérer irreduzibler Darstellungen von G temperierte Distributio-
nen sind(Das heifit Elemente des Dualraums von S(G), die Menge der unendlich oft
differenzierbaren schnell fallenden Funktionen auf G), wirkt K auf sie.

Sei 1 € G;7 : S(G) — C bezeichne den Charakteren von 7. Fiir ein maximales
orthonormales System (¢;);cc von H (Darstellungsraum von 7) lafst er sich folgender
Weise definieren:

Sei p € §(G) : T(p) == Z(W(¢>€i‘€i>-
i=1
Es gilt dann
75 () = Tp o ax) = Tul(p), Ve € S(Q), Yk € K

. Wir haben namlich:

() = iy (mr(p)eiles)

Das heisst Ti(0) = 3021 ([ e(g)7ley” (9)]eidgle:)

= Y1l g elow(g)m(9)eidgle:)

=Y 2 (m(poa)eile) = T(poay) =T"(p), ¢ beliebig gewihlt.

Also 71, = 7F Vk € K.

Somit erhalten wir das gewiinschte Ergebnis:

7* ist einfach der Charakter von 7, := 7o« ' (Wir haben also mit einer Wirkung auf
die Charaktere zu tun!) und die Zuordnung Darstellung-Charakter ist beziiglich der
K—Wirkung dquivariant! [J

Bemerkung 2.11: K wirkt auf D'(G):

Diese Wirkung wird durch die Abbildung : K x D'(G)) — D'(G), (k,T) — k.T
definiert, Wobei k.T(f) :=T(f o ay), Yk € K.

Daf es sich um eine Wirkung handelt, bezeugt das folgende:

< (k1ko). Ty >=<T, f o g, o, >

=< kQ.T7 f oy, >=< kl.(kQ.T), f >, Vf S D(N),\V/kil, ky € K.

Diese Wirkung ist auch stetig.

2.4 Wirkung von K auf den G— invarianten extre-
malen Mafien auf n*

Bemerkung 2.12

Fiir f € g* bezeichne G(f) den zugehdrigen Stabilisator bei der koadjungierten Wir-
kung von G auf g*.

Wenn Q; = G.f die Bahn von f bezeichnet, existiert eine bijektive Abbildung von
G/G(f) auf Q. Damit werden Q und G/G(f) identifiziert. ; wird dadurch zu einer
C>° Untermannigfaltigkeit von g*.(Vgl. [2], 1.6)
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Wenn §2; von Dimension s ist, existiert auf {2y eine 25 —G'—invariante Differentialform
tiberall von null verschieden auf G/G(f). Auf Q; definiert sie ein positives G—Maf,
das Kostant maf gennant wird. (Siehe [2], 2.2-2.6)

Extremale G—invariante Masse auf g* sind Mafse m auf g*, die folgende Eigenschaften
erfiillen:

(a) m(g9.B) = m(B),¥g € G,VB Borelsch in g*(g.B bezeichnet hier die Koadjun-
gierte Wirkung von G auf g*)
(b) Falls m =mq +my gilt m = Aymy = Aama, A, Ay € R.

Solche Masse sind Vielfache der Masse m,,, p € é, wobei die Fouriertransformierte
von m, den Charakter von p liefert. Deshalbes reicht es die K —Wirkung auf Masse

~

m,, p € G nachzuweisen.

Satz 2.13: K wirkt auf den G—invarianten extremalen Mafse auf g*.
Beweis:

Fiir eine stetige unitére irreduzible Darstellung p, ihren Charakter p,k € K und
v € S(G) gilt:

k.p(p) = k/;\p(go) =poa,'(p) = plpoay), dies dank der Aquivarianz der Zuordnung
Darstellung-Charakter beziiglich der K —Wirkung; dann folgt:

pleoan) = [ goar(l)dm,(l) = . 50d(km,) (D) = [, 30)dm (1)

Aus der Eindeutigkeit des Mafies my, , diirfen schliefen, dak:

my, = k.m, Vpe G,Vk e K. O
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Bemerkung 2.14:

Die getrennten Ergebnisse der Aquivarianz folgender Abbildungen beziiglich der K —Wirkung(M?*
bezeichnet dabei die Menge G—invarianter extremalen Mafe auf g*):

G — g*/G; g* /G —> Charaktere und

Charaktere —» M*

kénnen auch gesammelt werden, etwa in die Form:

G — g*/G —> {Charaktere} — M*

Woraus man leicht die anderen dquivarianten moglichen Beziehungen ablesen kann.

2.5 K, ist abgeschlossen.

Hier mochten wir zeigen, dafl unter unseren Bedingungen die Fixgruppe K, einer
Darstellung p abgeschlossen ist. B

Sei dafiir die konvergente Folge (k,) aus K,. Ihr Limes sei durch k bezeichnet.

Wir nehmen an, k wiirde K , nhicht angehoren.

Fiir die stetige Zuordnung k — po &’;1 gilt dann folgendes:

(k) wird auf p abgebildet und die konstante Folge p, := p konvergiert ja gegen p(Das
Bild von k unter der Zuordnung)

Nun ist ja G ein To—Raum und wegen der Konvergenz von p,, := p gegen p muss ja
gelten: Es gibt eine offene Umgebung U(p) von p, die p nicht enthélt.

Das Urbild von U(p) unter k — p o a; ', das wir mit W(p) bezeichnen, erfiillt fol-
gende Eigenschaften:

Es ist eine offene Teilmenge von K, die aus K,—Nebenklassen besteht, und die K,
selbst enthélt!

Nun ist ja K eine topologische Gruppe und deshalbes enthélt W (p) eine Umgebung
V vom Neutralelement ex von K, mit der Eigenschaft, dak V'V~ in W (p) enthalten
ist.

Damit ist aber VE eine offene Umgebung von %, die aber K, nicht trifft:

Seien ndmlich £, € K, v € V, so dak vk = k1. Daraus wirde k= v 1k also
k € W(p)(Weil ja W(p) die K,—Bahn von v~! enthélt!), was ja nicht moglich ist!

Somit trifft also V& die Fixgruppe K, nicht, was aber ein Widerspruch zur Aussage:
(k) konvergiert gegen k ist!((k,) liegt ja in K,)
Unsere Annahme ist also nicht richtig und K, ist ja abgeschlossen.

AN

2.6 Die K—Bahnen sind Borelsch in G

K sei fiir unsere ganze Arbeit Standard(Also separabel) vorausgesetzt.
Fiir ein beliebiges festes p aus G gilt folgendes:
Die Abbildung ¢, : K — G, die jedes k auf po ;' ist ja stetig also Borelsch!
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(i) Dank [17], Thm 7.2 ist ja K /K, ein Standardraum, Vp € G.

(ii) Eine injektive Borelsche Abbildung ¢ : K/K, — G erhalten wir folgender
Weise:
-Wenn i : K — K /K, dann existiert ja unser ¢, so dak: ¢ = @ oi.
Wenn K/K, mit der Quotiententopologie versehen ist, ist ¢ stetig also auch
Borelsch!

(iii) Somit erhalten wir in f : K/K, — K.p einen bijektiven Borelschen Isomor-
phismus dank [8], B 22 mit der zusétzlichen Information, dalt K.p Borelsch in
G ist.

2.7 K x G—Wirkung

Bemerkung 2.15:

Aus der Wirkung von K auf G durch Automorphismen entsteht ein Semidirektes
Produkt K x G.

Fiir zwei Elemente (k, g), (k',¢") aus K x G wird das Produkt so definiert:
(k,9)(K', ') :== (kK. gaw(g'))-

Damit haben wir mit einem semidirekten Produkt zu tun. G ist ein Normalteiler von
K x G, so dalk K x G auf G(Als Untergruppe von K x G verstanden.) durch Konju-
gation wirkt:

K x G — Aut(G), (k,g) — Brq, wobei V(ek, ') € {ex} x G gilt:

Brgllex, )] = (k. g) (exc, 9) (k0 (g71)) = (k, gau(g) (k1 o (g™)

= (ex, go(9')g™ )

Diese Wirkung ist also die Zusammensetzung der Wirkung von K durch Automor-
phismen mit der Wirkung von G auf sich selbst durch Konjugation: Zuerst wirkt K
und dann G.

Schriankt man den Homomorphismus £ auf K ein, das heifst auf Elementen der Form
(k,eq), stimmt dann die entsprechende Wirkung per Konjugation auf G mit der ur-
springlichen K —Wirkung auf G iiberein.

Die Stetigkeit folgender Abbildung ist gleichwertig damit, dafs die K x G—Wirkung
auf G stetig ist.

KxGxG— G, (k,g,9) — gar(g)g™*

Zur Erinnerung ist schon folgende Zuordnung stetig:
KxG— G, (kg)— axg)

2.7.1 K x G—Wirkung auf G

Sei 0 : G — Aut(G), g — o, der Homomorphismus, der die Wirkung von G auf
sich selbst durch Konjugation verkorpert.(Diese Wirkung ist ja stetig, wie wir es aus
der Stetigkeit folgender Abbildung lesen konnen:

(9,9) — 99'97") ~

Wir haben dann: V(k,g) € K x G, Vp € G setze:
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-1

(k,g)m:=moa; oo,

Es handelt sich um eine Wirkung, denn:
Einerseits gilt:
-1

(k1, 91)[(k2, g2).7] = (k1, g1)[m o oy, 0 0,

Andererseits gilt:

[(k1, 91) (K2, g2)].m = (krka, gron, (g2)). m = woay ooyt o ‘7;11%(92)
1 1 —1 —1

o
oy (92) g1

Fiir alle g aus G gilt aber:

(05, 0 0 )(9) = (o3, 0 05} (4))(9)

Wir diirfen also auf die Gleichheit beider oberen Ausdriicke schliessen.
Nattirlich gilt: (ex,eq).m =m, Vr € G.
Die Stetigkeit dieser Wirkung wird durch die Stetigkeit folgender Zuordnung festge-

1egt:K><G><@—>é, (k,g,ﬂ')l—>7TOOé,;100'g_1

=70 oz,;; o ag;l o a;ll o a;ll.

:woa,;2 Ooz,; oo

2.7.2 K x G—Wirkung auf g

Eine Wirkung des semidirekten Produktes auf die Liesche Algebra léft sich folgender
Weise erklaren:

(k,g9).x .= (Ad(g) oday)x, Yk € K, g € G, = € g.

Dass es sich um eine Wirkung handelt, bezeugt folgende Gleichung:
Finerseits:

(k1,91).[(2, g2).x] = (K1, g1)[Ad(g2) © douk,] ()

= (Ad(g1) o dag, o Ad(gs) o day,)(x)

Andererseits:

[(k1, 91)(Ra, g2)]-w = (Kaka, grou, (g2)) -2

= (Ad(glakl <g2)) o dak1k2>x = (Ad(gl) © Ad(akl (92)> © dakl’m)x

Da fiir alle x aus der Lieschen Algebra gilt:

(dak, © Ad(g2))x = (Ad(a, (g2)) o da, )z

schliessen wir auf die Gleichheit beider oberen Ausdriicke.
Natiirlich gilt hier auch:

(ex,eq).x =z, VY € g.

Die Stetigkeit dieser Wirkung wird durch die Stetigkeit folgender Abbildung festge-
legt:

Hier wird vorausgesetzt, daft die Gruppe G eine Liesche Gruppe ist.
Dann gilt ndmlich: a(Ezp X) = Ezp (daX), VX € g, wobei

a: G — G, ein Automorphismus ist.

KxGxg—g, (k,g,X)— (Ad(g) o day)X

Zur Erinnerung ist K x g — g, (k, X) — dax X stetig.

2.7.3 K x G—Wirkung auf g*

Weiterhin gilt fiir [ € g*:

(k,g).l :=loda;'oAd(g7Y), ke K, geG.
Es handelt sich um eine Wirkung, denn:
Einerseits gilt:
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(K1, 91)[(k2, g2)-1] = (k1, 1)l © doyy,) 0 Ad(gy )]
=lo dOz,;1 o Ad(gy') o da;ll o Ad(g; ")
Andererseits gilt:

[(k1, 91) (K2, 92)].1 = (K1ks, gra, (g2))-1

= loda, o Adoy, (g5 )g1 ']

=loday, odoy o Ad(ou, (g,")) o Ad(gy ")

Beide Ausdriicke stimmen iiberein, da es gilt:
dag o Ad(ay, (951)) = Ad(gy ") o !,

dies dank o' o Oop (g51) = T3t © -

Hier gilt auch:

(ex,eq)l =1, Vl € g

Die Stetigkeit dieser Wirkung wird durch die Stetigkeit folgender Zuordnung festge-
legt:

K xGxg'— g, (kgl)—loda,' o Ad(g™!)
Zur Erinnerung sind folgende Zuordnungen stetig:
K x g* — g*, (k1) — loda;*

-G x gt —g*, (g,1) — Lo Ad(g")

2.7.4 K x G—Wirkung auf g*/G

Fiir [ € g*/G setzen wir:

(k,g).l:= (k,9)l, k€ K, g€ G.

Die Wohldefiniertheit ist erfiillt, da:

Sei Iy aus [ : Es existiert ein g € G mit: [y = [ o Ad(g™1).

Dann gilt:

(k1,91).lo = looday o Ad(g;") =10 Ad(g7") o doy' 0 Ad(gy ")

(k1, 91).l = lodog! o Ad(g7 )

Beide Elemente gehoren einer selben Koadjungierten Bahn wegen der Gleichung:
Og-1© 0‘1;11 - Oél;l © O-Oékl(!h_l)

Dass es sich um eine Wirkung handelt, kommt unmittelbar aus der Wirkung auf g*.
Die Stetigkeit folgender Zuordnung legt dies Stetigkeit dieser K x G—Wirkung auf
g /G fest:

K x G xg"/G — ¢*/G, (k,g,1) —> loda, ' o Ad(g™!)

2.8 Sonstige Bemerkungen

2.8.1 K x G— und K—Bahnen in G stimmen iiberein

Fiir ein beliebiges 7 aus G gilt folgendes:
Vi,ge G, Vke K: (moay oo, ) (x) =mlog (g7)] o (oo ) (z) 0wl (9)].
Daraus schliessen wir:

(a) Die K x G—Bahn von 7 stimmt mit der K —Bahn von 7 {iberein.
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(b) Bei der K x G—Wirkung auf G gilt fiir ein 7 € G :
(K x G)r = K; x G.

(c) Sei K : g* — G die Kirillovsche Abbildung; wegen der Aquivarianz dieser Ab-
bildung beziiglich der K —Wirkung gilt fiir ein [, aus g* :
K(k.lo) = k.K(lp), Vk € K.
Auf die Ubereinstimmung der Fixgruppen Kj, und K,
(wobei 7y := K(lp)) konnen wir jedoch nicht schliessen denn:
Fiir ein £ € K ist folgendes moglich:
k.my = my, aber k.ly # ly aber mit k.ly liegt in der Ko-adjungierten Bahn O,
die in g* m, entspricht.

(d) Dank der Aquivarianz der Kirillovschen Abbildung gilt aber:
-Ki, = K, wobei K(ly) = .
(K x Q) =Ky x G
-Es gilt natiirlich: (K x G);, C (K x G);;.

(e) Die Fixgruppe (K x G);, ist abgeschlossen(Eine konvergente Folge aus dieser
Gruppe muk einen Limes wieder in der Gruppe haben. Dies dank zum Beispiel
der Stetigkeit von (k, g,1) — l o dag* o Ad(g™1)).

Sei ndmlich ((k,, gn))nen aus (K x G),,. Aus (k,, g,) konvergiert gegen (k, g) folgt
dank der oberen stetigen Abbildung I, konvergiert gegen lyodayo Ad(g™!), woraus
folgt (k,g) liegt in der Fixgruppe.

2.9 K—irreduzible Darstellungen.

G bezeichne wieder eine lokal-kompakte Gruppe vom Typ I mit abzéhlbarer Basis:
Somit ist G separable und postlimindr. Wir nehmen an, eine kompakte Gruppe K mi
abzhlbarer Basis wirke auf G' durch Automorphismen.

Definition 2.16: Eine Darstellung 7 von G wird K —invariant genannt, wenn
7TOCY,;1 =, Vk € K.

Definition 2.17: Eine K —invariante Darstellung wird K —irreduzibel genannt, wenn
sie keine nicht-triviale K —invariante Teildarstellung besitzt.

Bemerkung 2.18: Fiir eine spétere Niitzung ist hier zu merken, daft die Abbildungen
p— poaj(k € K) Hombomorphismen von G sind(Die sind némlich bijektiv und
abgeschlossen z.B.). Dies sieht man sehr leicht, wenn man sich daran erinnert, daf
die ay’s Automorphismen der Gruppe sind, und daf die Abbildungen

C*(G) — C*(G), f — foay k € K bijektiv sind.

Lemma 2.19: Ist y ein K —invariantes Maf auf G, dann stellt fg pdu(p) eine Aqui-
valenzklasse K —invarianter Darstellungen von G dar.

Beweis: Sei 7 ein Element aus der Aquivalenzklasse J G@ pdu(p).

Dann existiert ein Feld von Darstellungen € — 7(¢) im kanonischen Feld € — H.
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auf G
(Siehe [8], 8.6.1,8.6.2) mit den Eigenschaften:
(1): w(e) €€, Ve € G
(2): € — m(e) ist fiir Jedes positives Mak v auf G meRbar.
Wir haben also m = fG €)du(e )
Wir haben also zu zeigen: mo oy, = 7, Vk € K.
1.Fiir irgend ein quadratisch p—integrierbares Feld V(e — V(¢)) aus (H) .5 haben
wir:
((Woak) V|V Ja(n( gV (e) | V(e))dule)

((J5 (7(€) 0 ag)dp(e))(g )V|V>, Vg e G,Vk e K.
Damit gllt oy & fG ) o axdu(e), Vk € K.
Notieren wir jetzt fiir ein festes k aus K 7'(¢) := m(€) o ay, so gilt es folgendes:
l.e — 7'(e) stellt ja ein p—mefkbares Feld.(Zum ersten haben fiir jedes € 7(€) und
7'(€) = 7(€) oy, denselben Darstellungsraum H;Nun stellt fiir jedes g € G und jedes
p-mefsbares Vektorfeld e — W (e) aus (H.) g das Vektorfeld e — m(¢)(ar(g)) W (¢)
ein p—mefsbares Vektorfeld, weil ja fiir jedes g € G und jedes p—meftbares Vektor-
feld € — W(e) aus (Hc).a € — m(e)W(e) ein p—mefbares Vektorfeld darstellt.
€ — 7(€) ist ja p—mefbar.)
2. Dank der Bemerkung 2. 19 hat man:
()n:G— G, e— eoay ! ist ein Borel-Isomorphismus, der wegen der K —Invarianz
von p, p auf p abbildet.
(ii)Ve € G, 7'(n(e)) = w(n(e)) oy, = m(eoa; ') oy = 7(e) o ag’ o oy = m(e)
G ist ja in unserem Fall standard:
Wir haben also (Siehe [8], 8.2.3) moay = 7, Vk € K. [

Bemerkung 2.20: Damit wird auch die Existenz K —invarianter Darstellungen be-
wiesen.

Satz 2.21: Fiir jede K—Bahn ¢ in G gilt:

(1) Es existiert ein eindeutiges(bis auf einem positiven Faktor) K —invariantes Wahr-
scheinlichkeitsmafs p. auf der K—Bahn ¢, gelesen als Mafs auf G.

2) [ ée pdpic(p) stellt eine Aquivalenzklasse K —irreduzibler vielfachheitsfreien Darstel-
lungen von G dar.

G sei mit der Hiillenkerntopologie versehen(Diese erzeugt dieselbe Borelsche Struk-
tur wie die Mackey-Borelsche Struktur). p bezeichne ein festes Element aus G. Unter
diesen Bedingungen gilt:

Lemma 2.22: Die Abbildung & —— po oz,;l von K auf G ist stetig und also auch
noch mefbar.

Beweis:

Um die Steti/gk\eit zu zeigen betrachtet man die Abbildung

Y K — C*(Q),k— poa; !,

wobei p die zu p entsprechende nicht-degenerierte irreduzible Darstellung von C*(G)
bezeichnet. -

Sei T' abgeschlossene Teilmenge von C*(G), wir mochten zeigen, daf ¢—1(T) abge-
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schlossen in K ist. T" abgeschlossen heiftt, die Kerne der Elemente von 7' sind die
einzigen primitiven Ideale von C*(G), die eine bestimmte Teilmenge P von C*(G)
enthalten.

Setzen wir A :=¢~(T) = {k € K/Kern(po ;') D P}

Sei (kp)neny € A mit lim, o k, = ko, wir mochten zeigen dak kg € A.
Kern(poa,') 2 P = 3py € P mit py ¢ Kern(poay').

Dies heikt (p o oy Y (po) # 0, das heiflt wieder p(tko 1(po)) # 0.

p: C*(G) — L(H) ist ein C*—Algebren Morphismus also stetig:

Nehmen wir eine offene Umgebung V' von p(pg o ag, ), die den Nulloperator nicht ent-
héilt: Wpgoq,, © C*(G) so dak Vf € Upgony, . p(f) €V, also p(f) # 0.

Aber k, — ko = tx, (po) — tk,(po): Wir haben némlich:

JNy so dafkk Vno = No,po © Q,, € Uppoay, also p(po © o) # 0 also
Kern(poa, ) 2 P also Widerspruch zu ky, € %~ (T)!!!
Damit ist also die Stetigkeit unserer Abbildung Bewiesen. [

¢ bezeichne hier die K—Bahn von p in G

Wir benennen dann p,. das auf ¢ eindeutig bestimmte K —invariante Wahrscheinlich-
keitsmals, das als Mafs auf G gelesen wird, wenn ein solches existiert. Das ist der Fall
zum Beispiel, wenn G als Ty—Raum vorausgesetzt wird. In diesem Fall ndmlich be-
kommt man dank dem Lemma 2.22, daf die Fixgruppe K, von p in K abgeschlossen
ist, und dann wird g, als Ubertragung des auf K/K , durch Prinzipien der harmoni-
schen Analysis definierten K —invarianten Mafes dank der Bijektion zwischen K/K,
und c erhalten.

Fiir ein solches . also gilt:

Satz 2.23: | g pdpic(p) stellt eine Aquivalenzklasse K —irreduzibler vielfachheitsfreien
Darstellungen von G dar.

Beweis: Laut dem Satz 8.6.5(i)[8] auf Gruppenebene gelesen stellt fg pdi.(p) eine
Aquivalenzklasse vielfachheitsfreier Darstellungen von G, die wegen der K —Invarianz
von . und dank dem Lemma 2.19 K —invariant ist.

Sei 7 ein Element aus féﬁ pdue(p):

Wie beim Beweis vom Lemma 2.19 kommt man zu: 7 = fée 7(p)du(p).

Sei jetzt m’ eine K —invariante Teildarstellung von 7

Nach [8] 8 4 5 glbt es ein Mals ¢/ auf G, das zu uc absolutstetig ist, so dafs:

= f o ). Wir diirfen hier annehmen, p' sei K — 1nvar1ant(Wenn es nicht der
Fall ware, hatten wir dank der K —Invarianz von 7’ p/ = ., Vk € K, wobei y;, das
Bild von ,u’ unter p — poaj ' bezeichnet. Mit pf) == | x M dk hitten wir dann ein
K —invariantes Maf, das zu p' dquivalent ist.)

Wir haben ,u'(@ \ ¢) = 0 und daraus folgt: p/ = ay, fiir ein positives a. # = 7’ und
somit ist also m K —irreduzibel. [

Bemerkung 2.24: Damit wird auch unter diesen Bedingungen die Existenz K —irreduzibler
Darstellungen gezeigt.
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Die Bijektion zwischen den K—Bahnen in G— K —irreduziblen Darstellun-
gen.

Fiir das weitere bezeichne C' := @/K die Menge aller K —Bahnen in é, p: G—C
die kanonische Projektion und G x die Menge der Aquivalenzklassen K —irreduzibler
Darstellungen. Fiir jedes ¢ € C bezeichne pu. das eindeutig bestimmte K —invariante
Wahrscheinlichkeitsmafl auf ¢, als Mafs auf G gelesen(Wir nehmen hier weiterhin an,
die Bedingungen der Existenz eines solchen Mafses seien erfiillt). Dann gilt:

Satz 2.25: Falls die K'—Bahnen in G abgeschlossen sind, ist die Abbildung ¢ :
G/K — C,
c— fg pduc(p) ist eine Bijektion

Beweis:-Dank 8.6.5(i)in [8] gilt: V¢, # ¢ € C : fg pdpe, (p) 2 fg pdpie, (p) denn
:uC1 % /JJCQ

Damit ist ja ¢ injektiv.

Sei jetzt m € GK gegeben und sei m = fA pdu(p) die zentrale Zerlegung von 7. Wir be-
achten dabei, daf 7 vielfachheitsfrei ist, und dank [8], 8.6.5 (iii) diirfen wir annehmen,
daf p ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. Auﬁerdem diirfen wir wieder annehmen(Beweis
vom Satz 2.23), daf p K —invariant ist.

Wir fithren jetzt eine Desintegration des Makes p relativ zum Bildmak v von p unter
der Abbildung p : G — C' durch. Dazu beachten wir, dak der Standard-Borel-Raum
G als Borelscher Raum erzeugt wird von ab”zéhlbar vielen punktetrennenden Bo-
relschen Mengen. Uberdies besitzt G als topologischer Raum eine abzidhlbare Basis
(O;)jen (Siehe [8], 3.3.4). Weil G ein Ty—Raum ist(Siehe [8], 4.4. 1) trennt die ab-
zéhlbare Basis (O;),en die Punkte von G. Weil die Abbildungen G — G, p —
po a,;l, k € K, offen sind(Siehe Bemerkung 2.18), ist die Abbildung p offen. Folglich
ist (O;),en ein System offener Mengen fiir die Quotiententopologie auf C. Diese ab-
zahlbare System trennt die Punkte von C'; die K —Bahnen in G sind nimlich nach Vor-
aussetzung abgeschlossen, so daf fiir verschiedene Punkte ¢;,c; € C stets p({c1})
in G abgeschlossen ist und folglich ein j € N existiert mit ¢, € p(O;) CC\¢. Cist
dadurch ein abzahlbar separierender Raum. R

Damit sind die Voraussetzungen von [18],Th.4.5 mit X := G, YV := C und w :=p
ejfiillt; also existiert eine Borel-mefsbare Familie (fi.).cc endlicher positiver Mafe auf
G mit:

(a)fie(G \ p—l({c})) = 0 fiir jedes ce 0

b) J& f(p)g(p(p) = [..9(0) [ f(p)dfic(p)dv(c) A

fiir alle beschrankten Borel—meﬁbaren Funktionen f und g auf G bzw. C.

Wir zeigen jetzt, dak v ein Punktmalfs ist. Wére v kein Punktmaf, so konnten wir C
in zwei disjunkte Teilmengen C, C5 zerlegen mit

I/(Cl), V(CQ) > 0.

Auf G definieren wir nun die positiven Mafe:

25 f — fcl ﬁc(f)dV(C> und M2 f — f02 ﬁc<f)dV(C)

Es gilt gy + g = p und wegen py(p~1(Cy)) = 0 und pa(p~'(Cy)) = 0 sind p; und
o zueinander singuldr. g und po sind aber auch K —invariant; denn fiir i=1,2 und
k € K gilt wegen der K —Invarianz von p und wegen (b) mit g := x¢, (charakteristiche
Funktion von C;) die Beziehung:
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| 10ato) = [ xe@) [ oo = [ roneolo)dnto
:/af(poaél)x@(p(p))du(p):/af(po&zl)dm(p)

Also sind die Darstellungen 7; := fGEB pdp;(p), i = 1,2 nach unserem Lemma 2.19
K —invariant, und es gilt:

T =T P ™o
im Widerspruch zur K —Irreduzibilitdt von 7.
Demnach ist v ein Punktmaf; d.h. es existiert ein ¢y € C' mit v = J.,(Dirac-Mafs im
Punkt ¢p).
Also gilt nach (b) mit g =1:

- / F(0)diics () = Jiea )

Mit (a) ergibt sich, daft p ein Maf auf der K —Bahn ¢ ist, also das K —invariante
Wabhrscheinlichkeitsmafs 1., auf ¢o. Damit ist 7 = ¢(co) gezeigt. O

2.10 K —Radiale Vektoren.

Ausgehend von einer unitéren stetigen Darstellung 7 der Gruppe G, fithren wir fol-
genden Begriff ein:
Definition 2.27:

Ein Vektor v aus der Darstellungsraum von 7, H,, wird K —radial genannt, wenn die
entsprechende Koeffizientfuntion:

p:G— G, gr— (m(g)v]|v)

invariant unter der Wirkung von K bleibt, das heifit die Gleichung;:

o(g) = p(ar(g)), Vg € G,Vk € K erfiillt.

Aus dieser Gleichung kann man schon folgendes schliefien:

Besitzt die Darstellung 7 einen zyklischen K —radialen Vektor, so ist sie K —invariant,
das heifst dquivalent zu den 7o oy, Vk € K.

Aus ¢ = goaqy folgt ndmlich die Aquivalenz der entsprechenden Darstellungen 7 und
7 o i und dies fiir alle £ aus K.(Siehe [8], Proposition 2.4.1)

Wir beschéftigen uns jetzt mit der Frage, ob eine K —invariante Darstellung automa-
tisch einen zyklischen K —radialen Vektor besitzen muf.

Dafiir betrachten wir zuerst irreduzibel Darstellungen, die K —invariant sind, und da
noch behandeln wir zuerst den Fall einer Gruppe, die auf sich selbst durch innere
Automorphismen wirkt.

2.10.1 Irreduzible K —invariante Darstellungen.
1. Ergebnis
Wie angekiindigt betrachten wir zuerst K —invariante Darstellungen, die irreduzibel

sind.
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Wir gehen also von (7, H) nicht triviale irreduzible Darstellung aus, die der Eigen-
schaft

o oz,;l = 7, Vk € K erfiillt.

Dies heifst: Vk € K,3A;, : H — H unitare mit

Ak0<7'['0a;1) =mo Ay

Wire V' # 0 aus H ein K —radialer Vektor fiir 7, wiirde folgendes gelten:

(m(g)V | V) = (r[oy (9)]V | V), Vg € G, Vk € K.

Das heift (r[a ' (g)]V | V) = (A om(g) o AV | V)

= (n(g9)AxV | AV) = (n(g)V | V),Vk € K,Vg € G.

Aber (m(g)ArV | AV) = (n(g)V | V) ist damit &quivalent, daft

Vk € K,3\;, € C mit ’ Ak |: 1 so dafs ALV = \.V, [8], Prop. 2.5.7.

Daraus folgt: Ist 7 eine stetige unitére irreduzible K —invariante Darstellung von G,
und ist V ein von Null verschiedener K —radialer Vektor fiir sie, so muf folgendes
gelten:

Fiir irgend ein k£ aus K und fiir irgend einen Verkeltungsoperator A; von 7 und ’/TOOé]:1,
ist V' ein Eigenvektor von Ay (Der entsprechende Eigenwert ist natiirlich vom Betrag

1).

G wirkt auf sich selbst durch Konjugation.

In diesem Abschnitt nehmen wir an, unsere lokal-kompakte Gruppe G vom Typ I
wirke auf sich selbst durch innere Automorphismen.(G also kompakt vorausgesetzt
hier.)

In diesem Fall miissen wir zuerst folgende Bemerkung machen:

Wenn o, den zu g € G entsprechenden inneren Automorphismus von G bezeichnet,
gilt dann fiir irgend eine stetige unitiare Darstellung 7:

o ag_l >~ 1, Vg € G. Das heiftt, dak jede stetige unitare Darstellung von G in diesem
Fall G—invariant ist.

Dies folgt aus folgender Gleichung:

(70 ;1) (a) = 7(0; () = 7(g~'ag) = n(g~")n(a)m(g),¥g € G,Va € G.

7(g) ergibt sich aus dieser Gleichung als Verkettungsoperator von 7 und 7 o ag_l.
Satz 2.28:

Solange die betrachtete irreduzibel G—invariante Darstellung nicht eine hohere Di-
mension als 1 hat, gibt es keinen GG—radialen Vektor!

Beweis:

Sei also p eine stetige unitére irreduzibel Darstellung von G: Sie ist ja G—irreduzibel
und wir nehmen also an, der Vektor V(V # 0) aus ihren Darstellungsraum sei ein
G—radialer Vektor: Dann miifte er Eigenvektor von allen 7(g),g € G sein(Dies aus
zwei unserer fritheren Uberlegungen: Der Fall eines K —radialen Vektores bei einer
Irreduziblen Darstellung und, die 7(g)’s konnen ja als Verkettungsoperatoren ange-
sehen werden). Da wir aber einen zyklischen Vektor wiinschen, folgt daraus daf der
Darstellungsraum eindimensional sein mufs, damit diese Bedingung erfiillt wird! Wenn
ihr Darstellungsraum nicht eindimensional ist, besitzt also unsere irreduzible Darstel-
lung keinen G—radialen Vektor! [

Um vollstdndig zu sein soll man auch hier folgenden Fall erwdhnen: K wirke auf
G durch innere Automorphismen. In diesem Fall betrachten wir wieder irreduzible
K —invariante stetige unitiare Darstellungen 7 von G. Es gilt:

24



T = wo ay, Vk € K. Es gilt auch folgendes:

Vk € K,3a; € G, so daf Vg € G, ay(g) == argay’

Somit diirfen wir schreiben:

(m o ax)(9) = m(arga, ") = m(ar)w(g)m(ar) ", Vg € G,Vk € K.

Die m(ay)’s erweisen sich hier als Verkettungsoperatoren und ein K —radialer Vektor
miifste wieder hier Eigenvektor dieser Operatoren sein.

2.10.2 K —invariante Darstellungen und K —radiale Vektoren.
Nicht irreduzible K —irreduzible Darstellungen.

Wir wenden uns jetzt dem Fall einer K —irreduziblen Darstellung zu, die aus Kon-
struktionsgriinden folgender Weise ausgedriickt wird:

T i= fé? pdu(p), wobei p das Bildmaf vom Haarschen Maf von K unter einer Abbil-
dung k — po oy auf G ist.

Satz 2.29:

Arbeiten wir mit einer unitdren irreduziblen nicht K —invarianten Darstellung p, so
dak die Abbildung k — p o ayinjektiv ist, so ist ein Vektor der Form [ f? fdk ein
K —radialer Vektor fiir [ ;f p o aydk, wobei f ein von Null verschiedener Vektor aus
dem Darstellungsraum von p ist. In diesem Fall(k —— p o «y, injektiv) ist folgendes
giiltig:

Il 1? poaydk = | cﬁf pdu(p), so daR wir auch schlieRen diirfen, daR die zweite K —irreduzible
Darstellung einen radialen Vektor besitzt.

Beweis:

2 (p o an) ey (9))dk( [0 fdk) | [ fdk)

= ([ po alan () ([ fdk) | [« fdk)
)fdk | [, fdk)

1 fdk

= fK<p o ak(Q)f | f>dk

= ([ (poardk)(g)( [ fdk) | [ fdk),¥g € G,k € K. O

Hier hat nur die Rechts-Invarianz des Haar-Mafes dk eine Rolle gespielt, so daft wir
folgenden Schlufs ziehen diirfen:

Auch fiir ein p aus G, so dafs die Abbildung k — p o o}, nicht injektiv ist, gilt:

Vf # 0 aus H,, ist f}? fdk ein K—radialer Vektor fiir die Darstellung flfp o adk,

die aber wegen Vielfachheiten nicht mehr zu [ ci? pdu(p) Aquivalent ist.

)
)
)

2.10.3 Der Fall von ff?p o aydk.

Zur Erinnerung betrachten wir eine lokal-kompakte Gruppe G vom Typ I mit abzéahl-
barer Basis also postliminér.

Satz 2.30: Vp € G ist 7= il 1? p o apdk quasi-dquivalent zu einer vielfachheitsfreien
K —invarianten Darstellung.
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Beweis: Der wird in zwei Teilen ausgefiihrt.

1. Der Triger von 7 ist K.p

Folgende Uberlegung wird auf der Stufe der C*—Algebra der Gruppe G gefiithrt; Wir
betrachten also damit die zu 7 und p entsprechenden Darstellungen von C*(G).
Nach 8.6.8(i) in [8] wissen wir ja, daf der Tréger von 7 aus den in 7 schwach enthal-
tenen irreduziblen Darstellungen besteht.

Der Triger von m Trg 7 liegt in K.p

Sei A € Trg 7 : Nehmen wir an, A ¢ K.p.

Dies heifst:

dzg € C*(G), so dak A(xgy) # 0 aber, (k.p)(zo) =0, Vk € K.

Natiirlich gilt also auch: k.p(zfzo) =0, Vk € K.

Fiir ein beliebiges Vektorfeld V = ffj V (k)dk aus f;f H,dk gilt:

(m(2520)V | V) = [i((k.p)(z520)V (k) | V(k))dk = (m(zoV | 7(20)V) = 0.

Damit hétten wir also 7(z) = 0 und A(xo) # 0, was ja ein Widerspruch zu A schwach
enthalten in 7 ist!

Somit erhalten wir das gewiinschte Ergebnis: Trg m C K.p

KpCTrg .

Nehmen wir an, K.p liege nicht in Trg 7:

Dies wiirde heifen, es existiert ein A aus K.p, das nicht in Trg 7 liegt!

Dies wiirde wiederum heifen, es gébe ein zy aus C*(G), so dak m(zg) = 0 und
A(zg) # 0!

N/aci[S], 3.3.2 ist die Abbildung

C*(G) — R, 0 —|| a(zfxo) ||

von unten halbstetig.

Daraus folgt die Existenz einer offenen Umgebung U von A, so dafs fiir alle o aus U,
I a(azao) [1> 0. -

Nun ist ja die Abbildung k — k.p stetig von K nach C*(G)(Siehe bitte):

Somit existiert auch eine offene Umgebung V' in K, so dafs:

|| ko.p(zfz0) ||> 0, VKo € V.

Sei jetzt {e;/i € N} eine abzéhlbare dichte Familie aus H,(Das ja separabel ist!):
Fiir die entsprechenden konstanten Vektorfelder e = || 1? e;dk, 1 € N gilt:

(m(zo)e; | m(wo)E;) =0 = [ (k.p(x0)e; | €;)dk, Vi € N.

Dies sollte mit (k.p(zo)e; | k.p(xo)e;) > 0 Vi auf V offen in K gelten: Widerspruch!
Somit erhalten wir also: K.p C Trg .

2. Zum Schluf}

Jetzt mochten wir zum Schlufs kommen:
Wir haben ja m = f;f p o aydk:
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Aus 8.6.6 Theorem |[8] folgt:
72 [T edp (&) D2 [7 Edpa(§) B - B No [ Edpoc (€).
Die p; sind dabei miteinander disjunkt; Wegen der K —Invarianz von 7 kénnen wir
folgendes schliefsen:
1~ (@ ~1 ® —1
Toap = [T(Eoap)du ()@ ... BN [T (o ay )dus(§), Vk € K.
Dies heifst noch:
Toa, = [VEAuF(E) @ ... BNy [T Lduk (€), Yk € K, wobei die pf die BildmaRe der
w; unter die Abbildung £ — £ o a,:l bezeichnen.
Aus = (moagt), Vk € K, und 8.6.6(ii)[8] folgt:
i und ¥ sind #dquivalent fiir alle k aus K'!
Dann ist fiir jedes i=1,...00 das Maf p$° := fK pFdk ein K —invariantes MaR, das zu
(i dquivalent ist!
Damit erhalten wir folgendes:

72 [TEduR(€) @ ... DN [T edu(€)

Nun folgende Betrachtungen:

Die Mafklasse von 7 auf G ist also die von p = p°+...+u3. Der Trager von p ist aber
jetzt genauo wegen [8], 8.6.9 Trgm = K.p, wie wir es am Anfang dieses Abschnittes
gezeigt haben:

Daraus folgt also: p5° # 0 nur fiir ein j € {1,...,8} und 7 = jféB §dpse(§), woraus
also folgt schon die Quasi-Aquivalenz von 7 und |, éB §dpse(§).0

2.10.4 Beziiglich des radialen Vektores von [ fj p o apdk

Hier nehmen wir an, der radiale Vektor von || ;f p o apdk =: 7 sei nicht zyklisch; wir
schrianken uns dann auf den Teilraum von 7 fiir den der Vektor zyklisch ist, und zie-
hen dann die Folgen!

Zur Erinnerung waren wir zum Schluss gekommen, die vielfachheitsfreie K —invariante
Darstellung px := fG@ §d,u;?°(§) ist quasi-dquivalent zu

flfp o agdk = 7(Fiir diese letzte ist V := f}? fdk ein K—radialer Vektor, wobei
fEeH, [#0.).

Unter der Annahme V' sei nicht zyklisch betrachten wir die Einschrénkung 7y von 7
auf dem von 7(G)V erzeugten invarianten Raum. Einerseits ist V' ja ein zyklischer
K —radialer Vektor von 7y und daraus folgt die K —Invarianz von 7y; andererseits ist
T 2 apr und damit dquivalent zu o fg Edp,y(€)

(Hier wird p3° einfach p, notiert.), wobei a € {1,2, ..., No}.

Weil 7y, eine K —invariante Teildarstellung von 7 ist, enthélt die Mafkklasse von 7y
ein K —invariantes Mak py, das absolut stetig bzgl. p ist.([8], Proposition 8.4.5 )
Falls nun py die aus p gewonnene K —irreduzible Darstellung ist(Das heift, falls 4,
das auf der K —Bahn von p eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmafs bezeichnet,
das als Maf auf G gelesen wird. Siehe Satz 2.23), kann man folgender Weise weiter-
machen:

Das Mafs p, wird hier von einer einzigen K —Bahn getragen; Daraus mufs puy = Ay
mit einem A > 0 gelten.

Folglich ist my dquivalent zu einem Vielfachen von pg:

Aus [8], Theorem 8.6.6 folgt:
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my 2 [T edm () D2 [T Edpa(&) D .. DN [ Edpno (6).

Die p; sind dabei miteinander disjunkt; Wegen der K —Invarianz von 7y kénnen wir
folgendes schliefsen:

moar! 2 (€0 ar)du () @ . BNo [°(€ 0 af )dune(€), VE € K.

Dies heifst noch:

myoapt = [Ceduk (€)@ ... DN [T Edut (€), Yk € K, wobei die p¥ die BildmaRe
der y; unter die Abbildung £ — € o a; ' bezeichnen.

Aus 7y 2 (my oY), Vk € K, und 8.6.6(ii)[8] folgt:

p; und pf sind fdquivalent fiir alle k aus K'!

Dann ist fiir jedes i=1,...00 das Maf pf° := fK pFdk ein K —invariantes MaR, das zu
i dquivalent ist!

Damit erhalten wir folgendes:

Ty = [CEdp(€) D .. D RNo [7 Edp (&)

Ty ist quasi-dquivalent zu [, g &dp,(€) und die Mafke £5° sind ja miteinander disjunkt
also folgt:

ps° und g, dquivalent fiir ein ¢ = j und fiir ¢ # j gilt p° = 0! Folglich hat man:

v 2[5 Edp(€) = 5 [ €dpy(€), also my ist ein Vielfach von pg.

-Der Fall j = oo heifit my = 7, was also V' zyklisch(und ja K —radial) fiir 7 bedeutet:
Wir haben ja V' nicht zyklisch vorausgestzt, also folglich bleit uns die Félle j endlich!
Wenn 7y = pg(j = 1), diirfen wir sofort auf die Existenz eines zyklischen K —radialen
Vektors fiir diese Darstellung pg schliessen! Sonst folgt daraus die Existenz fiir pg
eines zyklischen Vektors von dem wir aber nicht wissen, ob er K —radial ist oder nicht!
Dies erfolgt folgender weise:

Aus my = jpg und aus der Tatsache, dak 7y einen zyklischen K —radialen Vektor
besitzt, schliefsen wir folgendes aus:

Es gibt v = (v1,vs,...,v;) € jH,,, wobei v; € H,,,Vi=1,..., ], so dak:

g+— > 1_{pr(g)vi | v;) eine K—invariante positiv definite Funktion darstellt!
(v1,...,v;) zyklisch fiir jpk also sind die v;,7 = 1, ..., j zyklische Vektoren fiir ps (Man
betrachtet dafiir die Elemente der Form (v, 0, ...,0)(und dann (0,v,0...,0),...u.s.w) aus
JHk: Die werden auch als Limes linearer Kombinationen der Bilder von (vy, ...,v;)
erhalten; Daraus folgen wir, die v; sind zyklisch in H!), ob sie K — radiale Vektoren
sind, bleibt aber von den konkreten Féllen abhéngig!

2.10.5 Der Fall einer gewohnlichen K —invariante Darstellung

Unter unseren Bedingungen gilt folgendes:
Satz 2.31: Jede K —invariante Darstellung ist zu einer Darstellung quasi-aquivalent,
die einen K —radialen Vektor besitzt.

Beweis: Ausgehend von m K —invarianten stetige unitidre Darstellung der gruppe aus,
betrachten wir die Felder:

k — H und k —— 7o oy, (wobei H den Darstellungsraum von 7 bezeichnet.):

Es ist ja klar, daf es sich um mefsbare Felder handelt, und somit diirfen wir die Dar-
stellung:

X = [ 7o aydk bilden.

Einerseits ist ja K als kompakte Gruppe ein Standardraum und somit ist A dank [§],
8.1.7 ein Vielfache von 7,

Andererseits besitzt A einen radialen Vektor, wie wir es feststellen konnen:
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Sei v fester Vektor aus H. Fir f : K — H, k—— v und

p:G—C, gH( ( )f ) gilt:

o (9)) = Mawg (@) f | ) = [ie{m(auwn (9))v [ v)dk = ©(g), Vg € G,

Vk € K, dies dank der Translatlonsmvarlanz von dk.

Somit ist f ein radialer Vektor(K ist ja kompakt und somit dk endlich;f stellt also
ein quadratisches integrierbares Feld also ein Element von || 1? Hdk dar!) fur A und =
ist ja zu A quasi-dquivalent also das Ergebnis. [

2.10.6 Wann ist eine K —invariante Darstellung K —irreduzibel?

Hier nehmen wir an, 7 sei eine K —invariante Darstellung, die einen zyklischen K —radialer
Vektor V besitzt: Wir fragen uns, unter welchen Bedingungen(an V')die Darstellung

K —irreduzibel ist?

Ein Theorem wie in [6], Theorem 2.3 148t sich au unsere Situation nicht ohne wei-
teres iibertragen; denn die Eigenschaft ¢ —— (m(g)V | V) extremal unter den
K —invarianten positiv definiten Funktionen(mit Wert 1 im Punkt e) verhindert nicht
die Existenz einer nicht trivialen K —invarianten Teildarstellung fiir 7, weil es ja
K —invariante Darstellungen gibt, die keinen zyklischen K —radialen Vektor besit-
zen diirfen(Siehe 5.1.1 oder 5.1.2)!
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Kapitel 3

Zerlegung der K —invarianten
Darstellungen

Anfangssituation:

Fir py € G bezeichne: ¢ = K.py ihre K—Bahn in G. Ferner gelte:
C= {c|c K-Bahn in CAJ}
tte bezeichne das Bildmak von dk unter der Abbildung K — K.py = ¢, k +—— k.po.

Das Mafs p. ist auf ¢ = K.pg konzentriert.(Kann aber als Maf auf G betrachtet wer-
den.)

©:G — Tir(G), & — p(€) € € sei ein meRbares Feld von Darstellungen

(8] Proposition 8.6.2).

Te = [, g p(&)du.(§) stellt nach dem Satz 2.23 eine K —irreduzible Darstellung dar.
Uberdies G/K = {[r]|c € C} die Menge der Aquivalenz-Klassen K —irreduzibler
Darstellungen; dabei bezeichne [7.] die Aquivalenz-Klasse von 7.

Im Abschnitt 2.9 haben wir ja unter der Bedingung, daf die K —Bahnen in /C\A} ab-
geschlossen sind, eine eineindeutige Korrespondenz zwischen K —Bahnen in G und
der Menge der Aquivalenz-Klassen K —irreduzibler Darstellungen bewiesen: ¢ +— 7.
bijektiv

Wir beweisen jetzt das zentrale Resultat (Hauptresultat) des vorliegenden Kapitels.
Satz 3.1:

Sei G eine separable Lie-Gruppe vom Typ I. Sei K eine separable kompakte Gruppe,
die auf G durch Automorphismen wirkt derart, daf alle K —Bahnen in G' abgeschlos-
sen sind.

Sei m eine K — invariante Darstellung in einem separablen Hilbert-Raum :

Dann existiert ein endliches Mafs v auf C, sowie Vielfachheiten

me € {1,2,3,....R0},c € C, so dab gilt:

T = [ memedy(c)

Bevor wir mit dem Beweis dieses Satzes anfangen, beweisen wir einige Lemmata,
die fiir das Weitere niitzlich sind.
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Lemma 3.2:
Sei eine Darstellung 7 der Form 7 = féB mem.dr(c) gegeben:
a) Ist 7 vielfachheitenfrei, so gilt = = fé‘? medv(c)

b) Sei 7’ eine zu 7 disjunkte Darstellung der Form 7’ = féB medV' (), so sind die
Mafse v und v/ zueinander singulér.

Beweis:

a) Bs geniigt zu zeigen, dak C' := {c € C|m, > 1} eine v—Nullmenge ist.

Ansonsten hatte man:

i fc@(mC — Dm.dv(c) ® fé‘? Tedv(c)

Jetzt ist aber [ é’i medv(c) eine nichttriviale Teildarstellung von [ ? (m.—1)m.dv(c) und
/. éB medv(c); Also wire die Darstellung 7 nicht vielfachheitenfrei(Siehe [8],5.4.4(ii))

b) Wenn v und v/ nicht zueinander singuldr wéren, wiirden ein zu v singuldres Mafs
o und eine Funktion g auf C existieren, so dafs

V' = gv + o (Siehe [3], Theorem 4.3.1)

Da g keine v—Nullfunktion ist, gilt fiir ein hinreichende kleines positives ¢ < 1 :
v(P) > 0, wobei fiir P := {x|g(z) > €}.

xp-V < %g.u also e.xp.v < guv <.
Fir p :=exp.v gilt:

[§ medp(c) stellt eine Teildarstellung von [ m.dv/(c) und von [ m.dv(c), was ein

Widerspruch zur Disjunktheit von 7 und 7’ darstellt.
v und v/ sind also zueinander singulér. [

Lemma 3.3:

Seien (Vp)nenugr,) endliche Mafe, die paarweise zueinander singulédr sind. Dann exi-
stieren paarweise disjunkte Borel-mefbare Mengen (C',)nenuqy,) derart, daf v, auf
C,, konzentriert ist fiir alle n € NU {Rg} .

Beweis:

Weil vy, vy, zueinander singulér sind, folgt: Es existieren disjunkte Mengen C1, Cy
derart, dafs v; auf C; konzentriert ist, i=1,00.

Weil vy, 5 zueinander singulér sind, folgt: Es existieren disjunkte Mengen Cf, C%
derart, daft 1v; auf C! konzentriert ist, i=1,2.

Weil vy, 3 zueinander singuldr sind, folgt: Es existieren disjunkte Mengen CY, C¥
derart, daf 1v; auf C) konzentriert ist, i=1,3.
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Weil v, v, zueinander singulér sind, folgt: Es existieren disjunkte Mengen C’l("_l), ol
derart, dafs v; auf C; konzentriert, i=1,n.

Somit ist vy auf (12, C™ =: C; konzentriert.
Es gilt ja (N2, C™)e = J2°,(C™)¢ 11—Nullmenge.

n=0

Man fiihrt wieder eine analogue Ubefliegung mit v und den anderen Mafen durch,
wobei fiir das Maf v, die Teilmenge C betrachtet wird.
In diese Weise fortfahrend, gelangt man zum gewiinschten Resultat. [J

G bezeichne die Menge der Aquivalenzklassen unitérer faktorieller Darstellungen von
G. Nach [8], 8.4 existiert zu einer unitéren Darstellung 7 von G in einem separablen
Hilbert-Raum ein Ma® p auf G, derart, daR 7 = féB p(&)du(§). Diese direkte Integral-
Zerlegung von 7 heifit die zentrale Zerlegung. R
Ceméih [8], 7.3.7 identifizieren wir die Borelschen Réume G und G

Lemma 3.4:

Sei 7 eine K —invariante Darstellung und fg p(&)du(&) ihre zentrale Zerlegung. Dann
existiert ein zu p aquivalentes K —invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf’ [,

so dak 7= [ p(€)d(é).
Beweis:

Aus m 2 1moaqy und T féB p(&)du(€) folgt:

moay =[5 p(€) o ardp(€) = [5 p(§)d(k.p)(€)

i und k. sind fiir beliebige k£ aus K dquivalent.

pund = | 5 k.udk sind dann dquivalent, wie wir es folgendermafien zeigen kénnen:

Ist N C G eine p—Nullmenge, so ist auch N eine (k.z)—Nullmenge fiir alle k.
Also gilt i(N) = [ (k.u)(N)dk = 0 somit ist N eine i—Nullmenge.

Ist umgekehrt N eine ji—Nullmenge, so gilt 0 = fi(N) = fK(k,u)(N)dk
Folglich ist (k.p)(N) =0 fiir dk—fast alle k.

Insbesondere existiert ko € K derart, dah ko.u(N) = 0 gilt.

Da ko.po und g Aquivalent sind, folgt ju(N) = 0.

Damit ist gezeigt, daft p und ji dquivalent sind. [

Lemma 3.5:

Ist A eine abzdhlbare dichte Teilmenge von K, so gilt fiir jedes n € {1,2,3,..., X}
und jedes [ € {1,2,...,00}

@ {peCullr/i,l>1f= ] N{reCulpoai #poa'},
ki,...,k;€A, Paarweise # i#£j
G, bezeichnet hier die Teilmenge von G, die aus den Aquivalenzklassen n-dimensionaler
irreduziblen Darstellungen besteht.
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(b)

(c)

Die Teilmengen B;; = {p cG, | po 04];1 % po alzjl} sind fiir alle Paare (i,7) Bo-
relsch.

Die Teilmengen @n,l = {p e Gy || K/K, |= l} sind Borel-mefsbar.

Beweis:

(i)

Aus

Die Gleichheit in (a) gilt:

Eine irreduzible Darstellung p mit dim= n gehort genau dann zu B; wenn es
k1, ...,k € K existieren derart daf, k;.p paarweise indquivalent sind.

Wir zeigen nun, daf in diesem Fall auch Elemente ki, ...,k € A existieren derart
dak, l%l-.p paarweise indquivalent sind, 7 =1, ..., [.

k1K, ...,k K, sind abgeschlossene Teilmengen von K; also ist Ui\:z k\K, eben-
falls abgeschlossen

Aus k1 K, ﬂU/\ o ka K, = 0 folgt ky ¢U)\ o kA K,

Es existiert auch ein kl € Amit ki ¢ U\, kAK Folglich sind:

lep, koK, ..., ki KK, paarweise disjunkt.

Nun gilt l%le U UlA::,) kyK, ist abgeschlossen und ko ¢ Ul/\:3 kyK,, also:
Es existiert ky € A mit ky ¢ ki K, U\_s kaK,,
Dies heifst k1K, koK, k3K, ..., ki KK, paarweise disjunkt.

Nun gilt wieder lzrleUfﬁngUUl)\:Zl krK, ist abgeschlossen und k; ¢ Uf\:4 kK
also:

Es existiert ks € A mit kg ¢ k:lK U k:zK U U)\ kK, also:

kl k:z krg o ka K, ... ki KK, paarweise disjunkt.

So verfahrt man Welter blS man folgende Aussage bekommt:

Es existieren ky € AX=1,...,1 mit k’lK kng, kg, . lep paarweise disjunkt.

Wir haben B;; = {p cG | po oz’}llk‘ # p} Borelsch

fiir alle 7,5 € N.
Dies folgt aus folgendem:
-p— poay; ! ist fiir jedes k € K stetig also Borel-mefibar.

_Fiir jedes p € G gilt {p} ist Borel-mefsbar.

Lemma 3.5(a) ergibt sich, daf die Teilmengen @n,l Borelsch sind; denn weil

{p eG, | |K/K,| > l} Borelsch ist fiir jedes n € {1,2,...,8y} und [ € N folgt
{p € G | |K/K,| = z} - {p e G, | |K/K,| > z} \ {p € G| |K/K,| > 1+ 1}

und
Fur

damit BoreAlsch. R R
| =00 ist Gpoo = G\ ey Gy also Borelsch. O
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Wir kommen nun zum eigentlichen Beweis des Satzes.
Beweis des Satzes:
Wir beweisen den Satz in 3 Schritten.

1.Schritt:

Im ersten Schritt zeigen wir, dafs es geniigt, den Satz fiir vielfachheitenfreie Dar-
stellungen zu beweisen.

Dazu nehmen wir an, der Satz gelte fiir vielfachheitenfreie K —invariante Darstellun-
gen, und folgern daraus seine Giiltigkeit fiir beliebige K —invariante Darstellungen.

Sei also 7 eine beliebige K —invariante Darstellung;:
Nach [8] Proposition 5.4.9 gilt:

TET O2my D ... B N7 und wegen der K —Invarianz von 7 haben wir m = 7o ay,
fur alle k € K.

Wir folgern m & moap =m0 ay D 2mp 0y B ... B N7 © i,
Die Eindeutigkeitsaussage in [8],5.4.9 liefert jetzt m, = m, o oy fiir alle n € N und
keK.

Fiir 7, ist der Satz nach Annahme richtig;
Also gilt 7, & [, ée medvy(c) nach Lemma 3.2 a)

Nach [8],5.4.9 sind die m, paarweise (zueinander)disjunkt: Nach Lemma 3.3 exi-
stieren paarweise zueinander disjunkte Teilmengen C,,, n =1,...,00 von C, so daf:
v, auf C,, konzentriert ist fir alle n.

T [, e dvi(c) @2 [, T dn(c) @ .. &R [, T dvs(c)
n falls c € C,
Setze nun m, :=

0 falls ¢ ¢ C,fiir alle n.
T2 [ meme dvi(c) ® [, meme dva(c) © .. ® [, meme dvo(c)

= fo@ memedr(c) mit v = vy + ... + Vs, wobei die Make v;,i = 1,..., Ry geeignet
gewichtet werden, damit v endlich wird.

2. Schritt:

Im 2. Schritt zeigen wir, dak es geniigt, die Behauptung des Satzes fiir K —invariante
vielfachheitenfreie Darstellungen zu beweisen, deren zentralen Zerlegungsmafs auf G, ;
konzentriert ist.

Sei die Behauptung des Satzes fiir vielfachheitenfreie K —invariante Darstellungen der

Form fé?n’l pdii, i (p) gezeigt.
Sei jetzt 7 eine beliebige vielfachheitenfreie K —invariante Darstellung und | g p(&)du(€)
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die zentrale Zerlegung von 7; Nach Lemma 3.4 diirfen wir annehmen, daf p ein
K —invariantes Wahrscheinlichkeitsmarfs ist. R R

Seien p,; die Einschrankung von p auf G,;, G = Un,l Gn,, wir haben also p =
Zlgn,lgoo fn, Wobei

pni(B) == p(BN CA}n,Z), B Borelsch in G.

Offenbar ist j1,,; ein K —invariantes endliches Mafs.

Dann erhalten wir mit [14],7.29:

w2 5 p(E)dn(€) = B cpicns Jo, , PE)dpin(€)
Weil [, ée (&) dpn,1(§) K —invariant ist, existiert nach Annahme ein endliches Mal v,

auf C,,; mit fgﬂ,z p(&)dpn (&) = fé‘;l Tedvy (), wobei C,,; = P(@n,,) )

Somit haben wir 7 = B, <, ff [ Tedvy(c) = féB Tedv(c) mit v := 3 v, und
[14],7.29.

3.Schritt

Im dritten und letzten Schritt zeigen wir, daf jede vielfachheitenfreie K —invariante
Darstellung der Form |, G@ ,p(§)du(€) die Behauptung des Satzes erfiillt. Dabei diirfen
wir laut Lemma 3.4 annehmen, daf 1 ein K —invariantes Wahrscheinlichkeitsmaf ist.

Um diesen letzten Schritt vollziehen zu kénnen, bendtigen wir den folgenden
Desintegrationssatz(Siehe [10],Lemma 4.4.):
Satz 3.6:

Sei R eine Aquivalenz-Relation im Standard-Borel-Raum Z, u ein Mak auf Z, und v
das Quotientenmaf auf Z/R. Dann existiert eine Borelsche Abbildung & — ji¢ von
Z/R auf der Menge M (Z); der Wahrscheinlichkeitsmassen auf Z, so dafs, wenn f eine
Borelsche beschriankte Funktion auf Z, und h eine v—integrierbare Funktion auf Z/R
ist, gilt:

/Z how(¢) f(C)du(¢) = /

Z

he) / F(Q)dpe(Q)dv(€)
/R VA

Wenn Z/R abzihlbar separierend ist, kann jedes pe auf w™(¢) konzentriert gewéhlt
werden.

- Wir werden den Desintegrationssatz auf unser K —invariantes Wahrscheinlichkeits-
maf p anwenden. Dabei ist w._ R

Hier ist es zu beachten, daf G,,; die Spurtopologie der Topologie auf G tragt, wah-
rend C,; mit der entsprechenden Quotiententopologie versehen wird. Die K —Bahnen
in @n,l bleiben weiterhin abgeschlossen.

Wie wir es beim Beweis vom Satz 2.25 gezeigt haben, ist C' abzéhlbar separierend,
damit sind auch die C),; abzéhlbar separierend und, da die G,,; Borelsch in G sind,
sind sie auch Standard-Borel-Raume.
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Damit sind die Voraussetzungen des Desintegrationssatzes mit
Z =Gy, Z/R:=C,,; und w := P, erfiillt.

Der Desintegrationssatz liefert somit eine Borelsche Abbildung ¢ — fi. von C' in die
Menge M (G, ;)1 mit folgenden Eigenschaften:

(a) fic ist konzentriert auf ¢, ¢ € C.
(b) ¢ — J5 f(p)diic(p) v—mekbar fir alle reellen beschrénkten Borelschen Funk-
tionen f auf @n,l.
) f@n’l h(Poi(p)) f(p)du(p) = an,z e  f o p)dji.(p)dv(c) fiir alle reellen beschrink-

ten Borelschen Funktionen f und h auf Gn,l bzw. auf C, ;.

Unser néchstes Ziel besteht darin, zu zeigen, daft die Make ji. als K —invariant an-
genommen werden kénnen. Dies lauft dann auf die Zerlegbarkeit von p in der form
=, l tedr(c) hinaus, wobei die p,. unsere K —invarianten Wahrscheinlichkeitsma-

fe auf den K —Bahnen ¢ € C sind.

Weil u ein K —invariantes Mafs ist gilt fiir jedes feste k € K:

fG f = fo fG d:uc )dl/( )
- fG f(k 0 d,u fc , fG S (k.p)dfic(p)dv(c) fiir alle v—integrierbaren

Funktlonen h auf Cy, und fur alle beschrinkten Borelschen Funktionen f auf @n,l-

Folglich gilt fiir alle beschrankten Borelschen Funktionen fauf G

le. [ . p)diic(p) = Ja  f . f(k-p)dic(p) = Jg  f , d(k.ic)(p) fiir v—fast alle c.

Es ex1stlert also eine von k € K abhanglge v— Nullmenge N(k) derart, dak fiir alle
c€ Cyy\ N(k) gilt: fic = k.fic

Sei A eine abzdhlbare dichte Teilmenge von K. Dann ist N := |J, ., N(k) eine
v—Nullmenge in (), ;.

Wir zeigen nun, daf: i, K —invariant ist fiir jedes ¢ € C,,; \ N :

Sei also k € K gegeben. Dann existiert eine Folge (k,)men € A mit lim,, o0 ki = k.
Wir haben nun zu zeigen, daf:

By, o0 k- fic(f) = k.fic(f) = fic(f) fir alle beschréankten Borelschen Funktionen f
auf G, ;.

Sei pg € c.

Aus der mefsbaren Abbildung(Siehe Lemma 2.22) K — ¢,k — k.py gewinnen wir
die mefsbare Bijektion K/K,, — c.

Der Raum K/K,, ist Hausdorffsch und lokal-kompakt.

Wir versehen ¢ mit der Topologie, fiir die die Zuordnung K/K,, — ¢ ein Homoo-
morphismus ist. Damit wird ¢ ein lokal-kompakter Raum.

Diese Topologie erzeugt die auf ¢ Borelsche Struktur.

Die Masse ji. und k.fi. sind also Radon-Mafte auf c.

Um fi. = k.fi. zu beweisen, geniigt es demnach, fi.(f) = k.fi.(f) fir alle
feClc)=C(K/K,,) zu beweisen.

Fiir f € C(c) konvergiert k,,.f punktweise gegen k.f. Der Satz von Lebesgue liefert
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somit:

ﬂC(f) = kmﬂt:(f) = /jLC(kmf) —m—oo /:LC(kf) = k/](:(f)
Folglich gilt fi. = p, fiir alle c € C,,; \ N O

I. Lokale-kompakte Topologie auf G

Zusammenfassung:

Wir werden nun die Hiillen-Kern-Topologie Trx auf G derart verfeinern, dafl wir eine
"lokal-kompakte” Hausdorffsche Topologie erhalten, welche ebenfalls die Mackey-Borelsche
Struktur auf G erzeugt.

Die neue Topologie
Vorwort:

Da wir mit einer postlimindren Gruppe G arbeiten, ist die entsprechende C*—Algebra
C*(G) postlimindr: Laut [8], 4.5.5. existiert eine Ordinalzahl o und eine Kompositions-
reihe (1,)o<p<a, so dak die I,,1/1, C*—Algebren mit stetigen Spuren sind.

-Weil G separabel ist, diirfen wir geméf (8], 4.3.8. a < Ry annehmen.

Wir besorgen uns eine aufsteigende abzéhlbare Familie von Idealen (I,)o<,<o in C * (G)
gemék [8],4.5.7. Dann gilt:

() C*(G) = Upgpza Xp mit X, := Ap+1 \ j\p = Lpr1\ 1)

(i) Fiir jedes p ist X, Hausdorffsch und lokal-kompakt mit abzéhlbarer Basis.

Wir kénnen nun C/*(E)(und damit auch @) mit einer feineren Topologie versehen und
zwar mit der topologischen Summe 7g der X,, 0 < p < a.(Siehe [20], 1.4.8.)

Dabei sei auf X, die Spurtopologie der Hiillenkerntopologie 7Tz i zugrundegelegt. Dadurch
wird G mit einer Hausdorffschen lokal-kompakten Topologie versehen:

OCG gehort zu Tg genau dann, wenn O N X, offen ist in X, fiir alle p € N.
Die neue Topologie Tg ist Hausdorffsch und lokal-kompakt. Die von Tg erzeugte Bo-
relsche Struktur stimmt mit der Mackey-Borelschen Struktur {iberein, weil die Mengen

X, mefibar fiir die Mackey-Borelsche Struktur sind:

1. Ts enthalt ja Tk, weil ja die X,, 0 < p < «, die Spurtopologie der Hiillenkernto-
pologie tragen.

2. Somit enthélt die von Tg erzeugte Borelsche-Struktur die von Ty erzeugte Borelsche
Stuktur (Letztere stimmt geméf [8],4.6.1 mit der Mackey Borelschen Struktur iiberein).

3. Sei jetzt O € Tg . Dann ist ON X, offen in X, fiir alle p € N; das heikt ONX, = OﬂXp

fiir ein O € Tyx.
Daraus folgt also, dat O N X, Mackey-Borel-messbar ist.
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Folglich ist auch O = sen O N X, Mackey-Borel-messbar.
Dies heifst ja : Die Mackey-Borel-Struktur enthélt 7g.

Eigenschaften der Topologie auf G
Bemerkung 3.7

(a) Die K—Bahnen ¢ € C' in G sind lokal-kompakt fiir die Topologie Ts.

(b) Die Teilmengen G,, C G sind lokal-kompakt fiir die Topologie 7Ts.
Beweis:

(a) ¢ C G ist nach Voraussetzung abgeschlossen fiir Ty, also auch abgeschlossen fiir Tg
und damit lokal-kompakt fiir 7g.(Siehe [20],1.7.5, Satz 2)

(b) @n ist gemék [8],3.6.3, Durchschnitt einer 7g—offenen und einer Ty x— abgeschlos-
senen Teilmenge von G.

Diese Teilmengen sind aber natiirlich auch Tg— offen bzw.Tg—abgeschlossen.(Siehe
[20],1.7.5, Satz 2) O

Zerlegung des Integrals |7 P(E)dpn(8)

Nachdem @(bzw.@n,l ) mit einer lokal-kompakten Topologie versehen ist, sind die Vor-
aussetzungen von [16], Theorem 2.11 erfiillt.

~

(i) G, ist lokal-kompakt und separabel

(ii) Fir die abzéhlbare Familie (P, ;(O; N @n,l))jeN aus C,; gilt:
1.P,,(O; N Gy,) ist Borelsch in C),; fiir jedes j.
2. C,,; abzdhlbar separierend, so daf eine abzéhlbare Familie £, Es, Es, ..., mefsba-

rer Teilmengen von C,; existiert, so dak jeder Punkt ¢ € C),; der Durschnitt aller
E; ist mit ¢ € E;.

Wir zitieren nun Theorem 2.11 in [16], wobei wir die in diesem Theorem verwendeten Ob-
jekte durch die entsprechenden in unser Situation gegeben Objekte ersetzen. Und zwar
ersetzen wir 9 durch @ml,Y durch C,, i durch v,z durch & V* durch p(£),V durch
fgﬂl p(&)du(€),y durch ¢, und W¥ durch ..

Mit diesen Bezeichnungen liefert nun Theorem 2.11 in [16] folgendes Resultat:

Ausgehend von unserem Mafs p auf @n,l und der Zerlegung pu = fo l pedv(c), existiert

fir v—fast alle ¢ € C,,; das direkte Integral m. = féenl p(&)dpu.(§) und definiert eine Dar-
stellung 7. von G.

Uberdies existiert das direkte Integral f(i . medv(c) und ist zu m = fcﬁ;i,l p(&)du.(§) aqui-
valent.

Damit wird der dritte Schritt vollzogen und der Satz endgiiltig bewiesen.
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Kapitel 4

Eine Charakterformel fur
K —1irreduzible Darstellungen einer
nilpotenten Liegruppe

Vorwort

Ist G eine einfach zusammenhéngende nilpotente Lie-Gruppe und ist 7 eine unitére ir-
reduzible Darstellung von G, so sind die Operatoren 7(p), ¢ € S(G), Spuroperatoren,
und die Abbildung ¢ — Spur(yp) ist eine temperierte Distribution auf G(Siehe[13]).
Diese Abbildung heifét der Charakter von 7. Es gilt die Charakterformel:

Spur (@) = [, P(1)dmx(1)

wobel m7r das kanomsche Mafé auf der Kirillovschen Bahn O, von 7 bezeichnet.

4.0.7 Abgeschlossenheit der K x G—Bahnen in g*
Abgeschlossenheit der K x G—Bahnen auf g*

Im folgenden zeigen wir, K und G als Teilmengen von K x GG vermoge der Einbettungen
K — KxG, kv (k,eq) und G — K X G, g — (ex,g) verstehen.
Dann gilt die Gleichung (k, g) = gk fir alle k € K, g € G.

Wir haben also zu zeigen, daf (K x G).ly = K.(G.ly) abgeschlossen ist, wihrend wir
schon wissen, daf G.ly abgeschlossen ist.

Es gilt fiir (k, g)"'.0y aus (K x G).ly :

(k,g) Lo = (gk) L1y = (k7tg™ Yo = k1. (g7 .1p)

Ausgehend von der Folge k,.(g,.ly), die gegen [ aus g* konvergiert, haben wir zu zeigen,
dak | € (K x G).lo.

K ist ja kompakt: Es existiert eine konvergente Teilfolge der (k,) : k, — kg

Dann konvergiert ky'.(k,.(g9,.10)) = (k3 'k,).(9,.lo) gegen ky*.1, und somit

weil G.ly abgeschlossen ist, existiert ¢ € G mit ky*.l = g.lo; folglich ist

l = ko(glo) S (K X G)lo

4.0.8 Invariante Malie auf den K x G— Bahnen.
Ce(g") — C, f— [ Ji- f(Dd(km,,)()dk stellt ein K x G—invariantes Mak auf g*.

Wir haben namlich:
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k+— |, f(l)d(k.m,,)(l) dk—integrierbar fiir alle f € C.(g") :
g PO

Fir f € C.(g*) ist folgende Funktion stetig:

k—> [ SOy, )(1) = [, £ 0 do Ydmp(0)

Zur Erinnerung gilt folgendes:

(k.mpy)(B) :==m,, (t;,'(B)), wobeit:g* — g*, | — loda;".
Also haben wir:

fg* f(loda;)dm,, () hingt stetig von k ab, denn:

(a) I f(loda; ') ist integrierbar fiir jedes k aus K

(b) k+— f(loda, ') ist stetig fiir jedes [ aus g* dank Stetigkeit der K—Wirkung auf g*

() Jo

ist.

flodag ") dm,, (1) < [, Trg (f) Max|fldm,, () < oo, weil ja K. Trg (f) kompakt

Damit ist fiir jedes f € C.(g*) k — fg* f(l)d(k.m,,)(l) stetig, und somit dk—integrierbar.
f— Ji fg* f(l)d(k.m,,)(l)dk stellt ein positive Lineareform auf C.(g*) dar

Dieses Mafd ist dann K x G—invariant

S Jre £ (o, g0)-Did(kamy ) Dk = [y [ F(go-bo.d)d (ko) (D
= fK fg* f(go.l)d(k:glk.mpo)(l)dk = fK fg* f(go-D)d(k.m,)(1)dk
= [y Jow FOACkam,y) (1)

Dieses Malf ist temperiert

-g* sel mit einer Basis B’ = {e], ..., e} versehen: Damit identifizieren wir g* mit R".
-Zur Erinnerung gilt es, dak m,, temperiert ist. Es existiert also ein m mit der Eigen-
schaft, dafs:

/ +dmpo(:€) < oo ( Siehe [21],(VIL,4,6))
R* 1+ ; z2)m

Sei B C S(g*) beschriankt und abgeschlossen. Damit stellt B eine relativ kompakte
Teilmenge dar!(B ist kompakt.) Dies weil S(g*) ein Montel-Raum ist(Siehe [21],Kapitel
VII, §4, nach Theorem IV)

K x S8(g*) — S(g%), (k,p) — @y ist stetig(Stetige Wirkung von K auf S(g*)).
Daraus folgt, dak {px, k € K, p € B} C {gpk, ke K, pe B} beschrénkt ist. Das Bild
von K x B ist ja kompakt also beschrankt in S(g*).
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Schwartz nach(Siehe [21|(VII,3;5)) heifst dies folgendes:
Es existiert eine stetige positive Funktion h : R" — R, mit folgenden Eigenschaften:
1)| l‘im |z|*|h(x)] = 0, Va € N <= |l‘im (1+|z»)*h(z)| =0, YVa € N
T|—00 T|—00
2)lpk(2)| < h(x), Vo € B, Vk € K.
Somit gilt folgendes:
| fK fRn 90k<X)dmpo (X)dk| < fK fRn |90k<X)‘dmpo (X)dk < fK fRn |h(X |dmp0 (X)dk
‘llim (1+ |z[>)™h(z) =0 =
xT|—00

Fiir A > 0 existiert B > 0, so dak |h(z)| < ﬁ,
Fiir |[x| < B ist h(x) stetig also beschrénkt, so daf man dank einer Konstante § zum
folgendem kommen kann:

wenn || > B

Jie S 11

X)|dmy,, (X)dk < [, xdmpo(x) < 00, 8 € R(Konstante)

Somit ist das gewiinschte erreicht: Das Bild einer beliebigen beschrankten Menge B unter
der vom MaR . — [, [on -dmy (X )dk definierten Linearform von S(g*) ist stets be-
schrankt. Somit liefert die Linearform ein temperiertes Maf.

4.0.9 Charaktere K—irreduzibler Darstellungen.

S(G) kann als dichte involutive Unteralgebra von L'(G) und somit auch von C*(G) ver-
standen werden.

po sei eine beliebige feste stetige unitédre irreduzible Darstellung der Gruppe G und [
sei ein Element der zu py gehorenden koadjungierten Bahn Ad*(G)lO in g*.

Die Abbildung my, : D(g*) — C, f — my,(f) := [i [oo f(D)dmup, (1)dk stellt ein posi-
tives temperiertes K x G—invariantes Maf auf der K x G Bahn von [y in g* dar.
Also stellt ihre Fouriertransformierte F},, eine positiv definite Ad—invariante temperierte
Distribution auf g dar, die einer positiv definiten zentralen temperierten Distribution auf

G.
Laut [8], Proposition 17.2.6 erfiillt Sp, : S(G) x S(G) — C mit

S, (1) == Fp (0 x97), Vi, € S(G) folgende Eigenschaften:

(i) Sp,, ist eine positive hermitsche sesquilineare Form
(il) Sg,, (¢, ¥) = Sk, (V" ¢*), .9 € S(G)
(ili) Sk, (X * ;1) = Sg,, (0, X" * V), p,¢ € S(G)

) s(px, 0 x) < ||@l|*SE, (¢, 9), p,v € S(G)

(iv
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(v) Die Menge der Elemente der Form ¢ x ¢ mit p, ¢ € S(G) ist total in S(G) fiir das
durch S, definierte pré-Hilbertsche Struktur.

Jetzt geben wir an, wie man unter diesen Umsténden zu einer Darstellung der Gruppe G
sowie von C*(G) gelangen kann.

Nun verfahren wir genauso wie es in [§] im Beweis vom Lemma 17.2.1 angegeben wird:
Man bildet die Menge N = {p € S(G)[SE,, (¢, ¢) = 0} und priift nach, daR es sich um
ein selbstadjungiertes zweiseitiges Ideal von S(G) handelt. Dann ist S(G)/N eine Hilbert
Algebra fiir das von S, erzeugte Skalarprodukt. Sei A : S(G) — S(G)/N die kanoni-
sche Abbildung.

Sei H der Hilbertraum, der durch Vervollstindigung von S(G)/N entsteht.

Jetzt gilt folgendes:

Die Abbildung S(G) — L(H), z — A(z) mit A\(2)A(z) = A(zx) liefert eine Darstellung
Ufro von S(G) in H. Diese Darstellung liRt sich zu einer Darstellung U0 von C*(G)
fortsetzen; Sie ist sogar eine Spur-Darstellung (U0, f, ), das heift:

(1) U*eo ist eine nicht-ausgeartete Darstellung von C*(G) in H

(2) f,, ist eine treue normale Spur auf der von Ut (C*(G)) erzeugten von-Neumann-
Algebra U (Feo)t,

(3) U (C*(G)) Nn f,, liegt schwach dicht in der von-Neumann-Algebra U (Foo) |
wobei ny, = {x € C*(G)|f,, (U0 (2*x)) < 0o}

Ist €, das Dirac-Maf im Punkt g von G, so kann die Wirkung der Gruppe G folgender
Weise beschrieben werden:

Utro (g)(AS) := A(eg-1 % f), Vg € G, Vf € S(G).

Es gilt hier, daff die von Uf?0 (G) erzeugte von-Neumann-Algebra genauo die Links-von-
Neumann-Algebra 2/ (F»0) der Hilbert Algebra S(G)/N ist.

Nun definiert man eine Spur f,, auf Fr)+ folgendermafen((Siehe [8], A 60)):
Fiir T € UFr0)+ setzen wir:

Sr,,(h,h), falls T = Ufeo(h* h*) mit h € A’
J po (T) =

+00, sonst,
wobei hier A’ die Hilbert-Algebra der ,beschrénkten” Elemente in H bezeichnet.(A’ heifst
volle Hilbertalgebra)(nach|7],Part.I, Ch.5,3.)

Quasi-Aquivalenz von U und [5 pdji,, (p)

¢ bezeichne die K —Bahn von pg in G und . = [, g pdji,, (p) die zu ¢ gehorige K —irreduzible
Darstellung.(Dabei ist 11, das Bildmaf von dk unter k —— pg o ot is.)

Auf C*(G)* wird durch © — f, (Ut (x)), © € C*(G)" eine Spur definiert, die von
unten halbstetig ist.

Das Definitionsideal dieser Spur liegt dicht in C*(G), da es die Menge D(G) * D(G) ent-
hélt.(Vgl. [13], 2.7)
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Nach [8], 8.8.5 existiert ein Mak pp, auf G, so dak

foo (UFP0 (2 / Spurp(x)dug,, (p), Vo € C*(G)*.

(Siehe [13], 2.7)

Nun zeigen wir, daf UF»0) und 7, quasi-dquivalent sind.

Nach [13], 1.3 und dank der Polarisationsgleichung erhélt man folgende Formel fiir alle ¢,
die im linearen Erzeugnis < D(G) * D(G) > von D(G) * D(G) liegen:

Foo (U0 () = [ Spurp(@)dpr,, (p) = Fyy(9) = [i [o G(1)d(mip,)(1)dk

Zur Darstellung Te = fG pdp,, (p) existiert nach 2.18 Satz(i) aus [13] eine temperierte
positiv definite Distribution F auf G derart, daf |, G@ pdiiy, (p) quasi éiquivalent zu U ist.
Nach dem Beweis Von 2.18(i) in [13] leistet die Distribution F'(¢) := [5 a(p)Spurp(e)dpiy, (p)
= Jaa(p)p(@)din,(p) = [i alk-po) [y p(1)dmy.p,(1)dk das Gewunschte

Fist also dle Fourler—Transformlerte des Mafes:

Fr— [ alim) / (1 ()

Dieses Maf ist offenbar dquivalent zu m,(.) = [i [ -(1)dm,, (1)) dk
Mit[13], 2.16 ergibt sich : F' und F,, sind aqulvalent(lm Sinne von [13| Definition 2.17).
Also gilt Ufro ~ U wegen [13], 2.18(ii).

Zusammen mit dem zuvor Bewiesenen ergibt sich also:

S2}
Ut %UF%/é Pty (p) = e

Dank dem existierenden von-Neumann-Algebren-Isomorphismus iibertragen wir die auf
der von-Neumann-Algebra U¥»o) der Darstellung UF7 definierte Spur [, auf die von-
Neumann-Algebra U, der Darstellung . := |, g pd ey, (p)-

Die durch den Ubergang von U nach U, entstehende Spur heife fpo. Dann gilt

Foo(me()) = foo (U0 () = = Jx f (0)dm, po(l)dk
=[x Spur(k.po)(p)dk = |, Spurp( ), (p f p(P)dpi (p
foo heift der ,Charakter” der K— 1rredu21blen Darstellung ..
Damit haben wir das folgende Resultat bewiesen:

Satz.(Charakterformel) Sei G eine einfach zusammenhéngende nilpotente Liegruppe
und sei K eine separable kompakte Gruppe K, die auf G stetig durch Automorphismen
wirkt. Sei 7 eine K —irreduzible Darstellung von G und sei p das K —invariante Maf auf
der zu 7 gehorige K —Bahn in G(geméf Satz...). Dann existiert eine Spur f auf der von
7(G) erzeugten von Neumann-Algebra, so dafs gilt:

f(m(p)) = /@ﬁ(@)du(f)), Vo € S(G)
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Kapitel 5

Beispiele

5.1 Radiale Vektoren

5.1.1 Ein Gegenbeispiel

Eine K-irreduzible Darstellung ist entweder irreduzibel oder nicht; sie ist auf alle Fille
vielfacheitsfrei. Bei den irreduziblen bleibt nur die Suche nach einem radialen Vektor zu
machen(Einen solchen existiert nicht unbedingt!) Bei den vielfachheitsfreien muss zuerst
einen zyklischen Vektor gefunden werden, und dann soll er radial sein: Die Sache bleibt
offen im allgemeinen zu mindest! Es ist die Frage, ob dies durch ein Gegenbeispiel auf
Gruppenebene zu bestétigen ist!

Man nehme K eine nicht-abelsche kompakte Gruppe und bilde das direkte Produkt
G :=K xR.

Wir lassen dann K auf G folgender weise wirken: Durch innere Automorphismen auf den
ersten Faktor und trivial auf R.

Fiir p irreduzible Darstellung von K und 1 die Einsdarstellung von R besitzt das Tensor-
produkt p ® 1 keinen zyklischen K —radialen Vektor! Sonst hétte p einen haben miissen,
was ja ein Widerspruch zu unserem Ergebnis(Satz 2.28) ist.

5.1.2 Der Fall von SU(2)
Die nachfolgenden Ergebnisse beziiglich SU(2) wurden aus [12] entzogen.

Die kompakte Gruppe SU(2)

wirkt auf sich selbst durch innere Automorphismen.

Wenn P,,, der Raum der homogénen Polynome vom Grad m(Dimension von P,,, = m+1)
in 2 Verdnderlichen bezeichnet, sind die Darstellungen ,,, wobei (m,,(9) f)(u,v) = f(au—
Bu, Bu+ av); g = ( —aB g

(laP+[BP=1).f€Pn

die irreduziblen Dartellungen von SU(2).

Mit o, bezeichnen wir den zu g € SU(2) entsprechenden inneren Automorphismus von
SU(2).

Wir versehen P, mit folgendem Skalarprodukt:

1 —_— 2 2
(plq) = P/ p(u,v)q(u,v)e’““' ol )d)\(u)d)\(v), D,q € Py
CQ
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wobei A das Lebesgue Maf auf C « R? bezeichnet.

Damit werden die Darstellungen 7,,,vonSU (2) unitére. Dies zeigen wir fiir den Fall m = 1,
der uns hier interessiert.

Fiir m = 1 besteht P; aus Polynome der Form p(z,y) = ax + by, a,b € C.

Fiir p (wie in der letzten Zeile definiert) und ¢ mit ¢(z,y) = a’x +b'y,a’, v’ € C haben wir
also zu zeigen, daf:

(mi(g)p | m1(9)a) = (p | g)und diesVg € SU(2).

Sei g € SU(2) mit g = ( (XB g ) ,a,B3€C,|al®*+ |8 ]*=1, wir haben damit
(m(g)p [ m(g9)q)

= & Joo plow — Bu, Bu+ av)q(au — Bu, fu + aw)e” WPHP) g (u)d )\ (v)

Da aber p(au — fv, fu + av) = (ac + bf)u + (ba — af)v und ¢(au — fv, fu + av) =
(d'a+b'B)u+ (Wa— da'B)v erhalten wir fiir p(au — v, Bu + av)q(au — Bv, fu + av) fol-
genden Ausdruck:

[(ac + bB)u + (ba — aB)v][(da + b/ )i + (Vo — o 3)7]

= (aa + bB)(d'a + VB)uu + (ac + bB)(Wa — d/B)uv + (ba — af)(d’a + b/ B)vi + (ba —
aB) (Vo — a/'B)vv

= (ad' | a |? +abaf +abap +bb | B |)ui+ (al/o? — ad aff + bV af — a'bB?)uv + (a'ba® +
boap — aa'aB — VaB )i+ (b | o |2 —abaB — abaf + ad | B |2)vv

Da aber % [, utie”" e ""d\(u)d\(v) = 1 und 25 [, uve ""e~""dA(u)dA(v) = 0 erhalten
wir:

(mi(g)p | m1(g)q) = aa’ + b0 = (p | q), Vg € SU(2),Vp,q € P1.

Denn (p | q) = & [ro(ad/ut + ab/ud + ba'vii + bb'vi)e” P\ (u)d\(v)

Da es eine einzige Klasse zwei-dimensionaler irreduziblen Darstellungen von SU(2) gibt,
ist m = m 00,,Vg € SU(2)!

Jetzt aber gibt es kein p £ 0 € Py, so dal

(m1(2)p | p) = (w0 0,) () | p), Ve, g € SU(2).

Anders gesagt heifst es, daf es kein p # 0 € Py gibt,

so daf ¢ : x — (m(x)p | p) eine zentrale Funktion darstellt!(Zentrale heift hier nur von
der Spur von z abhéngen!)

Fiir p(u,v) = au + bv, und = = ( p ) , mit | a | + | B |*= 1 haben wir:

«
_Ba

o(x) = (7T1<I>p | p) = ad@a + bba + abp — abf

: i 0 —i 0 0 1 0 4
Selenxlz(o _Z.),@:( 0 Z->,$3:<_1 0)»“:(_2' 0)

Es ist die Frage, ob a und b aus C so gewéhlt werden konnen, dafs

p(x1) = p(a2) = p(x3) = P(74). _

o(x1) = p(x2) <= i(aa — bb) = i(—aa + bb)

Woraus folgt: aa = bb und ¢(z1) = () = 0

Aus p(r3) = ¢(x4) = 0 kommt aber: ab = ab und ab = —ab also ab = 0

woraus ja kommt a = 0 oder b = 0, was aber mit aa = bb heifst a = b = 0!

Aufser diesen Werten kénnen wir nicht a,b € C so wihlen, daf ¢ zentrale Funktion wird!
Es gibt also keinen zentralen Vektor in diesem Fall!

5.1.3 Die Heisenberg-Gruppe

Bemerkung 5.1:
Fiir folgende Modellisierung der Heisenberg-Gruppe Siehe [1]
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Die (2n + 1)—dimensionale Heisenberg Gruppe sei durch C" x R modellisiert. Die Gruppe
U(n) ist eine maximale zusammenhéngende kompakte Untergruppe von Aut(H,), und
wirkt auf H,, einfach durch die iibliche Wirkung auf die Komponente C".

Wenn die nicht-ausgearteten unitéren irreduziblen Darstellungen von H,, weiterhin durch
A € R parametrisiert werden, gilt folgendes:

Die Darstellung 7, kann auf den Fock Raum H)y(n) realisiert werden:

Hy(n) = {f : C" —» C Ganze Funktion | [ e 2P| f(w)|2dw < oo}

cn
(2, ) f(w) = e MAw—ER) fy — 2) 0 X >0,
(2, ) f(w) = e MW ER) £y — 7) X <0,
(w, z) bezeichnet hier das Hermitsche Produkt auf C™.
Wenn wir hier K := U(n) setzen, kénnen wir folgendes schreiben:

Definieren wir Wy (k) : Hyx(n) — Hx(n) durch:
Wia(k)f(z) = f(k712), z € C.
Dann ist Wy (k) ein Verketungsoperator zwischen 7wy (z,t) und (my)x(z,t) = ma(kz,t).

Dies kann zum Beispiel fiir A > 0 verifiziert werden:

Wi () (ma (k™ 2, 8) ) (w) = ma(k™ 2, 8) f (K™ w)
_ e—z‘)\t+>\(2<k*1w,k*1z>—|k*1z|2)f(k_1w _ k‘lz)
— e—i)\t+)\(2<w,z>—|z\2)W)\(k)f(w _ Z)

= (ma(2, YW (k) f)(w),

also: - Wi (k)ma(z, )W H(k) = ma(kz, t).

Jede Darstellung 7, ist K —invariant und somit K —irrreduzibel. Laut 2.10.1 1. Ergebnis
fiir solche Situationen besitzt 7w, genau dann einen zyklischen K —radialen Vektor genau
dann, wenn die Wy (k), k € K einen gemeinsamen Eigenvektor besitzen.(Der entschpre-
chende Eigenwert darf unterschiedlich sein, muf aber vom Betrag eins sein.)

Man iiberlegt sich, dafs diese Bedingung durch die Funktion f(z) := el 2 e Cn
erfiillt wird.

In diesem Beispiel besitzen also alle K —irreduziblen Darstellungen einen zyklischen K —radialen
Vektor.
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5.2 Beispiel einer K —irreduziblen Darstellung, deren
Darstellungsoperatoren keine Spuroperatoren sind.

Die U(1)—Bahn einer eindimensionalen Darstellung in Hjy

Im vorliegenden Abschnitt untersuchen wir die Frage, ob im Falle der Wirkung einer
kompakten Gruppe K auf G die Operatoren 7(¢p) fiir eine K —irreduzible Darstellung 7
weiterhin Spuroperatoren sind.

Das ist im allgemeinen nicht der Fall, wie wir am Beispiel der Heisenberg-Gruppe Hj
unter der Wirkung der kompakten Gruppe K = U(1) zeigen werden.

Wir betrachten die Heisenberg-Gruppe also G' = Hj.

Setzen wir:

z=x+1y, 2 = u-+iv gilt es dann:
Heisenberg Gruppe Hs so realizieren:

Hj = {(2,t)|z € C,t € R} mit (2,t)(2/,¢') := (242", t-+t'+3Im(22")), (2, 1), (#/,¢') € CxR

! Im(zz') = L(uy —vz) und wir diirfen die

[

Die eindimensionale Drehgruppe U(1) := {6’9 6 € |o, 27] } wirkt durch Automorphismen
auf Hz in folgender Weise:

Wenn wir mit 7 ein Element dieser Gruppe bezeichnen, folgt dann:

T.(z,t) == (72,1), (2,t) € Hy und es gilt:

(2, ) (2, )] = 1.(z + 2, t + ' + LIm(22"))

= (1(z+ 2), t +t' 4+ sIm(z2")) = (72, t)(72, 1), dies fiir alle (2,1), (/,t') € H;.

Wir betrachten jetzt die ausgeartete Darstellung py von Hj, die folgender Weise defi-
niert wird:

po(z,t) = B = i@ (2 ¢) = (x 414y, t) € Hy und fiir ein festes zp = 1.

Die Wirkung von U(1) auf Hj laft sich auf HTIE fortsetzen:
Fir 7 € U(1) gilt:
T,OO((Z,t)) = po(T.(Z7t)) = ,OO(TZ,t) — elRe(Tz)

Sei ¢ die U(1)—Bahn von pg in Hj und sei 7, die zugehérige U (1)—irreduzible Darstellung
von Hj in L*(C).

Weil T — ¢, 7+ 7.pg bijektiv ist, kénnen wir L?(c) mit L?*(T) identifizieren und

e &2 fTG9 7.podT, schreiben.

Fiir ein f € L2(T) und ein g = (z,t) € ]ng haben wir:

7e(9)f = (fy T-po(g)dr) [ f(r)dr = [ T.p0(g) f(T)dr.

Es gilt hier: 7.(g )f T — (C mlt

7 T.po((2, 1)) f(1) = B2 (1), wobei g = (z,t) € Hs.

7.(g) ist also ein Multiplikationsoperator auf L?(T).

Frage: Ist m.(p) fiir ¢ € S(G) ein Spuroperator?
Wir haben
st dg, wobei Wc(go) ein Operator in L*(T) ist.

fHS 9)dg)f = [y, p(9)7(9)fdg € L*(T)

L?(T) sei mit der orthonormalen Basis (e, ),¢z versehen, wobei e, (1) :==7", 71 € T, v € Z.
Ist >, o, <me(p)esle, > konvergent?
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Oder: Y, l|me(p)es|[> konvergent?(Ist m.(¢) ein Hilbert-Schmidt Operator?)

|ITe(@)el]? =< WC( Jeu|me(p )61,
= Jr < fH o(g)me(g)e.dg)(T ng, 9)me(g eydg)( ) > dr
— f']{‘ ng zRe(Tz udg ng 90 ezRe TZ) udg) > dr

= J(r7)" < ng plg)e™dg] [, o(g)e™ ) dg > dr
= J1| [, w(g)edg|?dr

Der Integrand ist von v unabhéngig und fiir ein geeignetes ¢ sicher von Null verschieden.
Somit konvergiert die Reihe nicht: Der Operator ist kein Hilbert-Schmidt-Operator und
damit auch kein Spuroperator.

Bemerkung 5.2:

Im Allgemeinen ist also nicht zu erwarten, daf fiir eine K —irreduzible Darstellung 7 die
Operatoren 7(p), ¢ € S(G) sich als Spuroperatoren erweisen.

Ein anderer Spurbegriff ist also fiir eine Charakterformel obiger Art notig.

48



Literaturverzeichnis

[1] Benson, C., Jenkins, J., Ratcliff, G. : On Gelfand Pairs associated with solvable Lie
Groups. Trans. Amer. Math. Soc. 321, Number 1, (1990)

[2] Bernat, P. : Représentations des groupes de Lie résolubles. Paris: Dunod (1972)
[3] Cohn, D.L. : Measure Theory. Boston: Birkhduser (1980)

[4] Corwin, L.J., Greenleaf, F.P. : Representations of nilpotent Lie groups and their
applications. Part 1. Basic theory and examples. Cambridge Studies in Advanced
Mathematics. 18. Cambridge: Cambridge University Press (1990)

[5] Damek, E., Ricci F. : Harmonic analysis on solvable extensions of H—type groups.
J. Geom. Anal. 2, 213-248(1992)

[6] Di Blasio, B. : An extension of the theory of Gelfand Pairs to Radial Functions on
Lie groups. Boll. Unione Mat.Ital.(7) 11-B, 623-642(1997)

[7] Dixmier, J. : Von Neumann Algebras. Amsterdam: North-Holland Publishing Com-
pany (1981)

[8] Dixmier, J. : C*—Algebras. Amsterdam: North-Holland Publishing Company. Revi-
sed edition (1982)

[9] Dixmier, J. : Sur les représentations unitaires des groupes de Lie nilpotents. V. Bull.
Soc. Math. Fr. 87, 65-79(1959)

[10] Effros, E.G. : Global structure in von Neumann algebras. Trans. Amer. Math. Soc.,
121, 434-454 (1966)

[11] Faraut, J.: Analyse harmonique sur les espaces riemanniens symétriques de rang un,

CIMPA: Ecole d’été. (1980)

[12] Faraut, J.: Groupes et algébres de Lie, un cours d’initiation. Skript. Université Pierre
et Marie Curie, 85-103, 106, (1999)

[13] Felix, R. : Integralzerlegungen positiv definiter Distributionen auf nilpotenten Lie-
gruppen. Mathematische Zeitschrift. 157, 83-96(1977)

[14] Folland, G.B. : A Course in Abstract Harmonic Analysis. Boca Raton: CRC Press,
(1995)

[15] Mackey, G.W. : Induced representations of locally Compact Groups L., Ann. of Math.,
Vol.55,101-139,(1952)

[16] Mackey, G.W. : Induced representations of locally Compact Groups. II. The Frobe-
nius Reciprocity Theorem. Ann. of Math., Vol. 58. Number 2, 193-221, (1953)

49



[17]
18]
[19]

[20]
[21]

22|

Mackey, G.W. : Borel Structure in Groups and Their Duals.,134-165,(1956)
Nielsen, O.A. : Direct Integral Theory. New York: Marcel Dekker, INC (1980)

Schiffmann, G. : Distributions centrales de type positif sur un groupe de Lie nilpotent.

Bull. Soc. Math. Fr. 96, 347-355 (1968)
Schubert, H. : Topologie, Eine Einfiihrung. Stuttgart: B. G. Teubner. 4. Auflage (1975)
Schwartz, L. : Théories des distributions. Paris: Hermann (1966)

Wagschal, C. : Topologie et analyse fonctionnelle. Paris: Hermann, éditeurs des
sciences et des arts (1995)

50



Lebenslauf

Zur Person: 29.02.1968 In Fribourg(Schweiz) geboren

E-Mail: thierrylaleye743@hotmail.com

Grundschule: 1974-1975 Lubumbashi(Kongo-Kinshasa)

1975-1979 Nouakchott(Mauritania)

Gymnasium: 1979-1984 Kinshasa(Kongo)

1984-1986 Rufisque(Senegal)

Abitur: 1986 Rufisque(Senegal)

Studium: 1986-1992 Maitrise de Mathématiques pures Université Cheikh Anta Diop
de Dakar

Lehrauftrage: April 2003-Juli 2007: Université Gaston Berger de Saint-Louis(Senegal )

November 2007-Juli 2010: Katholische Universitat Eichstéatt(Deutschland)

Promotion: Juni 2011 Katholische Universitat Eichstatt












	Inhaltsverzeichnis
	Einleitung
	Kapitel 1
	Grundbegriffe

	Kapitel 2
	Auswertung der K−Wirkung auf Darstellungen

	Kapitel 3
	Zerlegung der K−invarianten Darstellungen

	Kapitel 4
	Eine Charakterformel fürK−irreduzible Darstellungen einer nilpotenten Liegruppe

	Kapitel 5
	Beispiele

	Literaturverzeichnis
	Lebenslauf


 
 
    
   HistoryItem_V1
   InsertBlanks
        
     Wo: nach der aktuellen Seite
     Anzahl der Seiten: 1
     Wie aktuell
      

        
     1
     1
            
       D:20100922093656
       841.8898
       a4
       Blank
       595.2756
          

     2
     Tall
     568
     531
            
       CurrentAVDoc
          

     SameAsCur
     AfterCur
      

        
     QITE_QuiteImposingPlus2
     Quite Imposing Plus 2.9
     Quite Imposing Plus 2
     1
      

   1
  

    
   HistoryItem_V1
   InsertBlanks
        
     Wo: nach der aktuellen Seite
     Anzahl der Seiten: 1
     Wie aktuell
      

        
     1
     1
            
       D:20100922093656
       841.8898
       a4
       Blank
       595.2756
          

     2
     Tall
     568
     531
            
       CurrentAVDoc
          

     SameAsCur
     AfterCur
      

        
     QITE_QuiteImposingPlus2
     Quite Imposing Plus 2.9
     Quite Imposing Plus 2
     1
      

   1
  

    
   HistoryItem_V1
   InsertBlanks
        
     Wo: nach der letzten Seite
     Anzahl der Seiten: 3
     Wie aktuell
      

        
     3
     1
            
       D:20100922093656
       841.8898
       a4
       Blank
       595.2756
          

     2
     Tall
     568
     531
            
       CurrentAVDoc
          

     SameAsCur
     AtEnd
      

        
     QITE_QuiteImposingPlus2
     Quite Imposing Plus 2.9
     Quite Imposing Plus 2
     1
      

   1
  

    
   HistoryItem_V1
   InsertBlanks
        
     Wo: nach der aktuellen Seite
     Anzahl der Seiten: 1
     Wie aktuell
      

        
     1
     1
            
       D:20100922093656
       841.8898
       a4
       Blank
       595.2756
          

     2
     Tall
     568
     531
            
       CurrentAVDoc
          

     SameAsCur
     AfterCur
      

        
     QITE_QuiteImposingPlus2
     Quite Imposing Plus 2.9
     Quite Imposing Plus 2
     1
      

   1
  

    
   HistoryItem_V1
   InsertBlanks
        
     Wo: nach der aktuellen Seite
     Anzahl der Seiten: 1
     Wie aktuell
      

        
     1
     1
            
       D:20100922093656
       841.8898
       a4
       Blank
       595.2756
          

     2
     Tall
     568
     531
    
            
       CurrentAVDoc
          

     SameAsCur
     AfterCur
      

        
     QITE_QuiteImposingPlus2
     Quite Imposing Plus 2.9
     Quite Imposing Plus 2
     1
      

   1
  

 HistoryList_V1
 qi2base





