Markus Grimm

Lokalisierungs- und
Transportphinomene in
ungeordneten exzitonischen Systemen

(V Cuvillier Verlag Gottingen



Lokalisierungs— und
Transportphanomene in

ungeordneten exzitonischen Systemen

Von der Fakultiat Physik der Universitat Stuttgart
zur Erlangung der Wiirde eines
Doktors der Naturwissenschaften (Dr. rer. nat.)

genehmigte Abhandlung

Vorgelegt von
Markus Grimm

aus Heilbronn

Hauptberichter: Prof. Dr. Dr. h.c. M. Wagner
Mitberichter: Prof. Dr. G. Mahler
Tag der miindlichen Priifung : 18.Juli 2002

Institut fiir Theoretische Physik der Universitiat Stuttgart

2002






Inhaltsverzeichnis

Symbolverzeichnis 7

Abbildungsverzeichnis 11

Kurzfassung 17

1 Einleitung 21

2 Transporttheorien 29

2.1 Historie . . . . . . . e 29

2.2 Boltzmann-Gleichung . . . . . . ... .. o000 30

2.3 Kubo-Formalismus . . ... ... ... oo 32

2.3.1 ,Linear-response“Theorie . . . . . .. .. ... .. ...... 33

2.3.2 Beispiel: Elektrische Leitfahigkeitsformel . . . . .. ... ... 34

2.4 Lokale Transportbeschreibung . . . . . . ... .. ... ... ... .. 34

2.4.1 Phéanomenologischer Hintergrund . . . . . ... ... ... .. 34

2.4.2 Lokale Temperaturanregung . . . . . . .. ... .. .. .... 36

2.4.3 Réaumliche Ausbreitung der lokalen Anregung . . . ... ... 37

2.5 Eigenbasis . . . . . .. . L 38
2.6 Unitdre Transformation: Diagonalisierung eines Einzelzustandes und

seiner Nachbarschaft . . . .. ... .. .. ... . 00 38

26.1 Grundlagen . . .. ... . Lo 39

2.6.2 ,Single-State-Diagonalization . . . . . .. ... ... ... .. 40

3 Das Exzitonenmodell 43

3.1 Allgemeines . . . . . . .. 43



INHALTSVERZEICHNIS

3.1.1 Exzitonenhamiltonoperator . . ... ... ... ........ 44
3.2 Anwendung des Kubo-Formalismus . . . . . ... ... ... .. ... 45
3.2.1 Lokale exzitonische Operatoren . . . . .. ... .. ... ... 45
3.2.2 Lokale Dichteoperatoren . . . . . ... .. ... ........ 46
3.3 Lokale Transportbeschreibung . . . . . . ... ... ... ... .... 47

Ausbreitung einer rdumlich begrenzten Anregung (,lokale Konzep-

tion*) 49
4.1 Korrelationsfunktionen . . . . . . .. .. ..o 49
4.2 Fundamentale Differentialgleichung . . . . . . .. ... .. ... ... 51
4.3 Transportgrofen und Momente . . . . . . .. ..o 52
Das eindimensionale Exzitonenproblem 55
5.1 Der ungestorte Fall . . . . . .. ... ... 0oL 26
5.2 Statistisch verteilte Storungen der ,Onsite“-

Energien . . . . . . . . 61

5.2.1 Temperaturabhangigkeit . . . . . .. ... ... ... 65
5.3 Statistisch Verteilung der Storungen der ,,Trans-

fer““Energien . . . . . . . ..o 69
5.4 Korrelierte Unordnung . . . . . .. .. ... oo 72
5.5 Energietransport . . . . .. .. ..o L Lo 75
5.6 Fazit . . . . . ... 7
Zwei— und dreidimensionales Exzitonenproblem 79
6.1 Der ungestorte Fall . . . . . ... ... 00000 79
6.2 Gestorter zweidimensionaler Fall . . . . . . . . .. ... ... 81
6.3 Gestorter dreidimensionaler Fall . . . . . . .. .. ... ... 84
6.4 Dimensionsvergleich . . . . . . .. ..o 86
6.5 Fazit . . . . . . e 88
Fibonaccikette 91
7.1 Grundlagen . . . . . . ... 91

7.1.1 Fibonaccifolge . . . . . . .. ... oo o oL 92

7.1.2 Hamiltonoperator . . . . . . .. ... ... ... ... .. ... 93



INHALTSVERZEICHNIS

7.2 Transporteigenschaften des diagonalen Modells . . . . . . .. ... ..
7.3 Transporteigenschaften des nichtdiagonalen Modells . . . . . . . . ..
T4 Fazit . . . .o e

8 Transportbeschreibung mittels unitéirer Transformationen
8.1 Gestortes Exzitonenproblem . . . . . ... ..o 00000
8.2 Transportberechnung . . . . . . . ... ... ... 000
83 Fazit . . . . . e

9 Zusammenfassung

A Verbindung von Kubo—Formel und Peierls—Boltzmann—Gleichung

A.0.1 Archetypische Relaxationszeiten . . . . . . ... ... .. ...
B Lokale Transportbeschreibung des Phononenproblems
Literaturverzeichnis
Danksagung

Lebenslauf

107
108
116
118

119

125
127

131

135

141

143






Symbolverzeichnis

|m) Ortsfunktion
az, al]: Elektronenoperatoren
A transformierter Operator
(B), Erwartungswert eines Operators B
(B) thermischer Erwartungswert eines Operators B
(0B) Anderung des Erwartungswertes eines Operators B
I5} inverse Temperatur
c Schallgeschwindigkeit
c c} Exzitonenoperatoren
Cyv Spezifische Warme
Coaiau(0)  Korrelationsfunktion
dy, dli Defektelektronenoperatoren
D Diffusionskonstante
D(t) Diffusionsfunktion
Storstarke einer einzelnen Onsitestorung
E Energie
E, Onsiteenergie am Gitterplatz m
€k Energieeigenwerte
de maximale Storstiarke der Onsiteenergie
N (k) Eingenfuntion
f(Z,v,t) Verteilungsfunktion
g% (E) ungestorte Greensche Funktion
y Quasiperiodizitit



Hamiltonoperator

Hamiltionoperator in projektiver Darstellung
ungestorter Hamiltonoperator

Storanteil des Hamiltonoperators

lokale Energie (Kontinuum)

lokale Energie bezogen auf einen Gitterplatz m
Wirmeleitfahigkeit

Stromstarke

m-te Besselfunktion eines komplexen Argumentes z
Transformationsparameter

pu-tes Moment,

eingeschrinktes nulltes Moment

Besetzung am Gitterort m

Anzahl der Gitterpunkte

Wellenfunktion

transformierte Wellenfunktion

Mafs der Lokalisierung des Eigenvektors
Zustandsvektor

Dichtematrix

thermische Dichtematrix
Dichtematrixdnderung

Wirmeflufs

elektrische Leitfahigkeit

Temperatur

Transferenergiekonstante

Relaxationszeit

imaginére Zeit

maximale Storstiarke der Transferenergie

Matrixelemente zwischen Gitterort m und n



Modendichte

unitidrer Transformationsparameter
Frequenz

Storoperator

Admittanzfunktion

dynamische Grofie

Zustandssumme



10



Abbildungsverzeichnis

1.1
1.2

5.1

5.2

9.3

5.4

9.5

2.6

5.7

0.8

Wirmeleitfiahigkeit verschiedener amorpher Substanzen [8] . . . . . .

Wirmeleitfiahigkeit verschiedener Ouasikristalle [7] . . . . . . . .. ..

Ideale Exzitonenkette: p(0) = pr + Ap, Anfangsverteilung (6n.,),_,
auf das nullte Moment M, normiert fiir verschiedene Temperaturen,
A = ny, siehe Gleichung 5.2 . . . . . ... ... oL L oo
Ideale Exzitonenkette: p(0) = pr+Ap, A = ng, Zeitevolution des zwei-
ten Momentes fiir verschiedene Temperaturen des ungestérten Pro-
blems; Transfer-Energie T'=1. . . . . . . .. . . .. ... .. ....
Ideale Exzitonenkette: p(0) = pr+ Ap, A = ny, zeitliche Evolution der
Besetzungsianderung (0n,,), /M, fir 3=01;0<z2<1 ... ... ..
Ideale Exzitonenkette: p(0) = pr + Ap, A = ny, Momentaufnahme der

Besetzungsanderung (0n,,), /M, fir § = 0.1 zur Zeit t/T =40 . . . .
Exzitonenkette: statistisch verteilte ,Onsite “-Stérungen, Lokalisierung

der Moden; Numerierung der Moden: k¥ = 27v/(N + 1);0 < v <

(N +1)/2; v, fiir verschiedene Storstarken . . . . . .. ... .. ...
Exzitonkette: Statistisch verteilte ,Onsite“-Storungen. Anregung: p(0) =
pr + Ap, A = ny; zeitliche Evolution des eingeschrinkten nullten Mo-

ments MéL) (t)/M, fiir 8 = 0.2, L = 20 und verschiedene Storstiarken .
Exzitonkette: Statistisch verteilte ,Onsite“-Storungen. Anregung: p(0) =
pr+Ap, A = nyg; zeitliche Evolution der Besetzungsanderung (dn,,), /M
fiir # = 0.1; Onsite-Storung der Starke e =04 . . . ... ... ...
Exzitonkette: Statistisch verteilte ,Onsite“-Storungen. Anregung: p(0) =
pr+Ap, A = ng; Abweichung des zweiten Momentes vom t*>~Verhalten

fiir inverse Temperatur 5 = 1 und verschiedene Storstarken . . . . . .

11

63



5.9 Exzitonkette: Statistisch verteilte ,Onsite-Storungen. Anregung: p(0) =
pr+Ap, A = ny; Potenzgesetz des zweiten Momentes fiir inverse Tem-
peratur 8 = 1 und verschiedene Storstirken; Vergleich mit dem kohé-
renten und diffusivem Grenzfall . . . . . ... .. ... 000

5.10 Exzitonkette: Statistisch verteilte ,Onsite“-Stérungen. Anregung: p(0) =
pr+ Ap, A = ny; Abweichung des relativen zweiten Momentes M, /M,
vom t2-Verhalten fiir Storstiirke de = 0.4 und fiir verschiedene inverse
Temperaturen . . . . . . . . ...

5.11 Gestorte Exzitonenkette: p(0) = pr + Ap, Anfangsverteilung (6np,),_,
auf das nullte Moment M, normiert fiir verschiedene Temperaturen,
A = ng; Storstiarke de =0.4 . . ..o

5.12 Exzitonkette: Statistisch verteilte ,Onsite-Storungen. Anregung: p(0) =
pr+Ap, A = ny; Eingeschrénktes nulltes Moment mit L = 20 fiir Stor-
starke de = 0.4 und verschiedene inverse Temperaturen . . . . . . ..

5.13 Exzitonkette: Statistisch verteilte ,Onsite-Storungen. Anregung: p(0) =
o1+ Ap, A = ny; Diffusionsfunktion D(t) = My (t)/(tMp) fiir Storstér-
ke de = 0.8 und verschiedene inverse Temperaturen . . . .. ... ..

5.14 Exzitonkette: Statistisch verteilte ,Onsite-Storungen. Anregung: p(0) =
pr + Ap, A = ngy; Diffusionskonstante D, fiir Storstirke de = 0.8 in
Abhéngigkeit der Temperatur . . . . . . . .. .. ...

5.15 Exzitonkette: Statistisch verteilte Stérungen, Anregung: p(0) = pr +
Ap, A = ny; Vergleich von Onsite- und Transfer-Storung; inverse Tem-
peratur 8 = 1 und Storstirke de =6T =04 . . ... ... ... ...

5.16 Exzitonkette: Statistisch verteile Transferstérungen, Anregung: p(0) =
pr + Ap, A = ny; Diffusionsfunktion D(¢) fiir inverse Temperatur 8 =
0.1 und verschiedene Storstirken . . . . . . ... ... ...

5.17 Exzitonkette: Vergleich der Lokalisierung der Moden fiir Transfer— und
Onsitestorungen verschiedener Storstarken; Numerierung der Moden:
k=2mv/(N+1);0<v<(N+1)/2; . ... ... ... ... .....

5.18 Exzitonkette: Statistisch verteilte Stérungen, Anregung: p(0) = pr +
Ap, A = ng; Zweites Moment fiir Stérstarken de = 267 = 0.8, inverse
Temperatur B=1. .. .. . . . . . .. ... .. .



5.19

5.20

5.21

5.22

6.1

6.2

6.3

6.4

Korrelierte Unordnung in der Exzitonenkette. Anregung: p(0) = pr +
Ap(0), A = ng. Zweites Moment fiir verschiedene Konzentrationen ¢
der ,,Dimer-Defekte; Onsite-Energie € = 1; inverse Temperatur g = 1.
Vergleich mit kohdrentem und superdiffusivem Verhalten; m = 0 ist

kein Dimerplatz . . . . . . . . .. ... 73

Korrelierte Unordnung in der Exzitonenkette. Anregung: p(0) = pr +
Ap(0), A = ny. Diffusionsfunktion fiir Konzentration ¢ = 0.2 der
,Dimer-Defekte”, inverse Temperatur § = 1. Vergleich von korrelier-
ter mit unkorrelierter Unordnung derselben Storkonzentration ¢ = 0.4

und -stérke an Onsitestérungen . . . . . . . ... ... ... 74

Energietransport in der gestorten Exzitonenkette. Anregung: p(0) =
pr+Ap(0), A = hy; Zweites Moment fiir verschiedene Onsite-Storstirken
0e. Inverse Temperatur S=1 . .. .. ... ... ... .. ...... 76

Energietransport in der gestorten Exzitonenkette. Anregung: p(0) =
pr + Ap(0), A = hg; Vergleich zwischen der Anderungen der lokalen
Energie (6h,,) und der lokalen Besetzung (n,,). Inverse Temperatur

B =1, reine Onsite-Storstarke de =04 . . . . .. . ... ... .. 76

2D-Exzitonenkette: Statistisch verteilte ,,Onsite”- Stérungen. Anregung:
p(0) = pr+ Ap, A = ng. Eingeschrénktes nulltes Moment fiir verschie-
dene Storstiarken bei inverser Temperatur 5 =1.0, L=10 . ... .. 82

2D-Exzitonenkette: Statistisch verteilte ,,Onsite”- Storungen. Anregung:
p(0) = pr + Ap, A = ngy. Zweites Moment M,(t)/Myt* nach Glg. 6.10

fiir verschiedene Storstarken bei inverser Temperatur §=1.0 . . . . . 83

2D-Exzitonenkette: Statistisch verteilte ,,Onsite”- Storungen. Anregung:
p(0) = pr+Ap, A = ng. Zweites Moment nach Glg. 6.10 fiir Storstéarke
0e = 0.8 bei inverser Temperatur 3 = 0.2. Superdiffusives Verhalten. . 83

3D-Exzitonenkette: Statistisch verteilte ,Onsite”- Storungen. Anregung:
p(0) = pr+Ap, A = ng. Eingeschrénktes nulltes Moment fiir verschie-

dene Storstarken bei inverser Temperatur =02, L =8 . ... ... 84

13



6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

3D-Exzitonenkette: Statistisch verteilte ,,Onsite”- Storungen. Anregung:
p(0) = pr + Ap, A = ngy. Zweites Moment nach Glg. 6.10 fiir ver-
schiedene Storstirken bei inverser Temperatur § = 0.2; Vergleich mit
diffusivem und superdiffusivem Transportverhalten . . . .. .. . ..
3D-Exzitonenkette: Statistisch verteilte ,,Onsite”- Stérungen. Anregung:
p(0) = pr + Ap, A = ny. Diffusionsfunktion D(t) = My(t)/(Mot) nach
Glg. 6.10 fiir verschiedene Storstirken bei Temperatur 5 =0.2 . . . .
3D-Exzitonenkette: Statistisch verteilte ,,Onsite”- Stérungen. Anregung:
p(0) = pr + Ap, A = ny. Diffusionsfunktion D(t) = Ms(t)/(mot) nach
Glg. 6.10 fiir verschiedene sehr grofe Storstirken bei inverser Tempe-
ratur 5 = 0.2; Bandbreite 67,7 =1 . . . . . . . ... ... .. ....
Exzitonenkette: Statistisch verteilte ,Onsite”- Storungen. Anregung:
p(0) = pr + Ap, A = ny. Eingeschréinktes nulltes Moment bei inverser
Temperatur 8 = 0.2, Storstirke e = 2.0 fiir verschiedene Dimensionen
Exzitonenkette: Statistisch verteilte ,Onsite“- Storungen. Anregung:
p(0) = pr + Ap, A = ny. Diffusionsfunktion D(t) = Ms(t)/(mot) nach
Glg. 6.10 bei Temperatur 8 = 0.2, Storstarke e = 2.0 fiir verschiedene

Dimensionen . . . . . . . . ..,

Spektrum einer Fibonacci-Kette der Liange N = 1000 und der Quasi-
periodizitat v,, = 0.2, diagonales Modell . . . . . . .. ... ... ..
Spektrum einer Fibonacci-Kette der Linge N = 1000 und der Qua-
siperiodizitit v,, = 1.0, diagonales Modell. Gestrichelt: ideale Exzito-
nenkette . . . . . .. Lo
Vergleich des Spektrums von Fibonacci-Folgen der Onsite- ,,diago-
nales“ Modell, und Transfer-Energieterme, ,nichtdiagonales“ Modell.
Quasiperiodizitdten vy, = v = 1.0, N =1000. . . . . . .. ... ...
Transport in der Fibonacci-Kette (diagonales Modell). Zeitliche Evo-
lution der Besetzungsianderung (dn,), /M, fiir § = 1.0 und Quasipe-
riodizitdt v,, = 0.5; N =1000. . . . . . . . ..o
Transport in der Fibonacci-Kette (diagonales Modell). Momentauf-
nahme der Besetzungsénderung (6n.,), /Mo fiir = 1.0 und Quasipe-
riodizitit v,, = 0.5 zur Zeit t =50; N =1000 . . ... ... .. ...

14

85

88



7.6

7.7

7.8

7.9

7.10

7.11

7.12

7.13

8.1

8.2

8.3

Transport in der Fibonacci-Kette (diagonales Modell). Momentauf-
nahme der Besetzungsinderung (6n,), /Mo fir § = 1.0 und Quasipe-
riodizitat v, = 1.0 zur Zeit t =50; N =1000 . ... ... ... ... 98
Transport in der Fibonacci-Kette (diagonales Modell). Eingeschréink-
tes nulltes Moment (L = 20) fiir § = 1.0 und verschiedene Quasiperi-
odizitdten; N =1000 . . . . . . . . . ... 99
Transport in der Fibonacci-Kette (diagonales Modell). Diffusionsfunk-
tion fiir 5 = 1.0 und verschiedene Quasiperiodizitdten. Anregung wie
in Figur 7.4; N =1000 . . . . . ... ... ... L. 99
Transport in der Fibonacci-Kette (diagonales Modell). Diffusionsfunk-
tion fiir v,, = 1.0 und verschiedene Temperaturen. Anregung wie in
Figur 7.4; N =1000. . . . . . . .. .. oo 100
Transport in der Fibonacci-Kette (nichtdiagonales Modell). Diffusi-
onsfunktion fiir inverse Temperatur S = 1.0 und verschiedene Quasi-
periodizitaten; N =1000. . . . . . . . . . ... ... .. 102
Transport in der Fibonacci-Kette (nichtdiagonales Modell). Einge-
schrianktes nulltes Moment (L = 10) fiir inverse Temperatur 8 = 1.0
und verschiedene Quasiperiodizitiaten; N = 1000. . .. ... ... .. 103
Transport in der Fibonacci-Kette (nichtdiagonales Modell). Diffusi-
onsfunktion fiir v, = 0.5 bei verschiedenen Temperaturen; N = 1000. 103
Transport in der Fibonacci-Kette (diagonales und nichtdiagonales Mo-
dell). Diffusionsfunktion fiir 7,, = 74 = 0.5 bei inverser Temperatur
von B =1.0; N=1000. . . . . . . . . . 104

Kartesische Projektion des zweitobersten durch die unitdre Transf.
generierten geraden Néherungseigenvektors |V,) = U |k),k = (7 —

NZL) fiir verschiedene Storstirken, N =1000 . . . . ... ... ... 111

Vergleich der Diagonalelemente des transformierten Hamiltonians (auch
ungerade Moden eingezeichnet) , der numerisch exakten Energiezu-
stinde und der des ungestorten Problems; Storstarke A =0.04 . . . . 112
Vergleich der Diagonalelemente des transformierten Hamiltonians, der
numerisch exakten Energiezustéinde und der des ungestorten Problems;

Storstdarke A = 1; nur die geraden Moden werden gestort . . . . . . . 113

15



8.4

8.5

8.6

8.7

8.8

8.9

Mittlere quadratische Unschirfe der gendherten Erwartungswerte (x| H |«)

des transformierten Hamiltonoperators fiir verschiedene Storstiarken .
Nichtdiagonalelemente von H fiir Storstirke A = 0.04; die Diagonal-
elemente werden nicht gezeigt . . . . . . . .. .. ... L.
Nichtdiagonalelemente von H fiir Stérstirke A = 1; die Diagonalele-
mente werden nicht gezeigt . . . . . . .. ... Lo L.
Anderung der Zustandsdichte aufgrund der Stérung und Vergleich von
exaktem mit dem durch die Transformation erhaltenem Ergebnis; Stor-
stirke A =1. . . . . . .
Zeitliche Evolution der Besetzungsénderung (dn,,), /My; Berechnung
mittels der durch die Transformation erhaltenen angeniherten Eigen-
werte und -vektoren; Anregung: p(0) = pr + Ap, A = ng; A = 1.0
inverse Temperatur §=1;0 < (dn,) /Mo <1 . . . ... ... .. ..
Eingeschrinktes Nulltes Moment (L = 10) Berechnung mittels der
durch die Transformation erhaltenen angendherten Eigenwerte und
-vektoren; Storstirke A = 1 und verschiedene Temperaturen; Anre-

gung: p(0) =pr+Ap,A=mng . . . ..

16

113



Kurzfassung

Motiviert wird die vorliegende Arbeit durch die Diskussion iiber die Rolle der Un-
ordnung fiir die Transporteigenschaften nichtmetallischer amorpher Systeme. Diese
Materialien haben im Gegensatz zu Kristallen drei charakteristische Bereiche im Tem-
peraturverhalten der Wéarmeleitfihigkeit. Bei tiefen Temperaturen zeigen sie einen
T?-Anstieg im Gegensatz zum T3-Anstieg bei Kristallen, einen sich daran anschlie-

Kenden Plateau—Bereich und einen erneuten Anstieg fiir hohe Temperaturen.

In der vorliegenden Arbeit sollen insbesondere die Unordnungsphanomene, die fiir die
ersten beiden Bereiche verantwortlich sind, untersucht werden. Der erneute Anstieg

der Wirmeleitung erfolgt aufgrund von Anharmonizitat [1].

Es wird eine Transportbeschreibung entwickelt, die die Schwierigkeit der expliziten
Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren insbesondere bei gestérten Systemen
umgeht. Dabei wird die Evolution einer rdumlich lokalisierten Temperaturanregung
(,thermische Anregung®) betrachtet und die Transportgrofen durch die Momente
der rdumlichen Besetzungénderung erfafst. Die lokalisierte Anregung wird durch eine
lokale Anderung der Dichtematrix realisiert. Fiir bilineare Systeme koénnen die Kor-
relationsfunktionen durch bestimmte dynamische Grofen beschrieben werden, die
einem linearen System von Bewegungsgleichungen im komplexen Zeitraum, der von
der reellen Zeit und der inversen Temperatur aufgespannt wird, gehorchen. Durch
diesen Formalismus ist es moglich, den thermischen Transport in bilinearen Quan-

tensystemen ohne Kenntnis der Eigenwerte und Eigenvektoren zu untersuchen.

Ein alternativer Zugang zur Transportbeschreibung wird im zweiten Teil (ab Kapi-
tel 8) der Arbeit gew#hlt. Mit Hilfe einer speziellen unitdren Transformation, der
sogenannten ,Single-State-Diagonalization“-Transformation, die bisher in der Be-

schreibung von Fano—Problemen und von solitiren Moden in Fermi-Pasta—Ulam—
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Ketten [2] verwendet wurde, werden die Eigenwerte und Eigenvektoren des Systems
naherungsweise bestimmt. Der ,Witz“ dieser Methode besteht darin, dak man die
Parameter der unitdren Transformation durch Berechnung einer einzelnen Eigenmo-
de festlegt; die anderen Moden folgen dann durch die Transformation selbst aus dem

ungestorten Satz der Moden.

Im eindimensionalen exzitonischen System bewirken statistische Storungen sowohl
der Onsite— als auch der Transfer-Energieterme eine Lokalisierung und damit eine
Verminderung des ballistischen Transportanteiles. Diese Lokalisierung nimmt mit zu-
nehmender Storstirke zu. Bei geringen Storstirken wird damit der ,thermische Trans-
port fiir groRe Zeiten superdiffusiv (sub-ballistisch ) (My(t) oc t*/2), bei stiirkeren
Storstarken diffusiv (Ma(t) o< t). Dieses t"~Gesetz (2 < n < 1) wurde bisher nur bei

,nichtthermischen“ Anregungen in Oszillatorsystemen gefunden [3, 4].

Der Formalismus léft sich einfach auf mehrdimensionale Systeme erweitern. Die fiir
das Lokalisierungsproblem bei elektronischen Systemen gefundene kritische Dimensi-
on von d = 2 kann auch beim ,thermischen Transport fiir ein ungeordnetes Quanten-
system (Exzitonensystem) bestétigt werden [5]. Fiir d = 3 wird das Vorhandensein
der sogenannten ,mobility edges”, innerhalb denen die Zustinde noch ausgedehnt

sind, nachgewiesen.

Die 1984 von Shechtman et. al. [6] gefundenen Quasikristalle zeigen ein ganz dhnliches
Verhalten der Warmeleitfihigkeit [7] wie die amorphen Substanzen. Die Fibonacci—
Kette ist ein einfaches bilineares Modell, um ein quasikristallines System zu beschrei-
ben. Mit Hilfe des entwickelten Formalismus kann somit, ohne eine numerisch sehr
aufwendige Berechnung der Eigenvektoren, der thermische Transport in einem sol-
chen System untersucht werden. Auch hier findet man ein t"—Gesetz wie schon im
gestorten exzitonischen System. n ist dabei von der Grofse der Quasiperiodizitit ab-

héngig und liegt ebenfalls im Bereich 2 < n < 1.

Die ,,Single-State-Transformation wurde auf ein exzitonisches System mit einer spe-
ziellen Einzelstorung angewandt, so dafs sich die lokalisierte Mode analytisch berech-
nen laft und damit die Transformationsparameter bestimmt werden kénnen. Die
iibrigen Moden folgen aus der Transformation selbst und sind niherungsweise Ei-
genmoden. Hierbei zeigt sich, daf insbesondere die transportrelevanten Moden in

sehr guter Ndherung wiedergegeben werden. Die damit berechneten Transportgrofen

18



werden ebenfalls in guter Naherung bestimmt. Auch bei komplizierteren Stérungen
kann in dieser Weise durch eine ,geschickte® Wahl eines einzelnen berechenbaren

Eigenvektors iiber diese Transformation der Transport gut beschrieben werden.
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Kapitel 1
Einleitung

Motiviert wurde die vorliegende Arbeit durch die Diskussion iiber die Rolle der Un-
ordnung fiir die Transporteigenschaften nichtmetallischer amorpher Systeme. Diese
stark gestorten Systeme haben in der jiingsten Vergangenheit ein starkes Interesse
erfahren, nicht zuletzt wegen der zu erwartenden technologischen Relevanz dieser
Materialien.

Die Transporteigenschaften bei sehr tiefen Temperaturen werden in dielektrischen
Kristallen durch die langwelligen Phononen bestimmt. Die Wellenldnge akustischer
Phononen ist bei Temperaturen um 1K von der Gréfenordnung tausend Angstrom,
d.h. von einigen hundert Atomabstinden. Die Phononen sollten daher von der struk-
turellen Unordnung amorpher Substanzen nicht wesentlich beeinflufst werden, so dafs
sich die thermodynamischen Eigenschaften nicht von denen der kristallinen Festkor-
per unterscheiden sollten.

Seit der grundlegenden Arbeit von Zeller und Pohl [8] Anfang der siebziger Jahre ist
jedoch bekannt, daf gravierende Unterschiede zwischen kristallinen und nichtkristal-
linen, dielektrischen Festkorpern bestehen. Die von ihnen durchgefiihrten Messungen
der spezifischen Wirme an amorphen nichtleitenden Gléasern zeigten universelle An-
omalien. Die spezifische Wéarme gehorcht fiir tiefe Temperaturen nicht dem Debye-

schen T3-Gesetz, sondern 1iRt sich durch ein Gesetz der Form
C = ol + BT + ... (1.1)

beschreiben. Fiir die Temperaturabhingigkeit der Warmeleitfahigkeit wurde eben-

falls ein universelles Verhalten gefunden. Im nichtleitenden Kristall nimmt die Wér-
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meleitfihigkeit fiir tiefe Temperaturen mit 7" zu, im amorphen System jedoch mit 72
Zudem wurde unabhéngig von der betrachteten amorphen Substanz ein Plateau bei

einer Temperatur von ungefiahr 10K beobachtet, gefolgt von einem erneuten Anstieg
der Leitfihigkeit (siehe Abbildung 1.1).

10°¢ a, A

Y.

Si0; (Ref, 32)
Se (Ref. 32)

Pd-Si-Cu (Ref. 32) 1
y Cu-Zr (Ref. 32)

M:g:ﬂ!’lgpdu
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Abbildung 1.1: Warmeleitfihigkeit verschiedener amorpher Substanzen [8]

Interessant ist, daf die 1984 von Shechtman et. al. [6] gefundenen Quasikristalle ein
ganz dhnliches Verhalten der Warmeleitfahigkeit zeigen 7] (vgl. Abbildungl.2).
Auch bei diesem Materialien nimmt die Wéarmeleitfahigkeit bei tiefen Temperaturen
mit T2 zu, geht dann bei etwas héheren Temperaturen wie in amorphen Substanzen
in ein Plateau iiber, um danach wieder anzusteigen. Bei Kristallen hingegen, fallt
die Warmeleitfahigkeit oberhalb ca. 10K exponentiell ab. Dieses Verhalten wurde
Anfang der zwanziger Jahre von Peierls [9] , [10] im Rahmen einer Stérungtheorie
untersucht. Die Anharmonizitét fiilhrt zur Wechselwirkung zwischen den Phononen,
wobei die sogenannten ,Umklapp-Prozesse“ einen Energieaustausch zwischen den
Moden und damit eine Thermalisierung und endliche Wéarmeleitfahigkeit verursa-
chen sollten. Diese Umklapp—Prozesse werden oberhalb 10K thermisch aktiviert. Ob
diese Umklapp—Prozesse wirklich die Wirkung von Streuprozessen haben, die zum
thermischen Gleichgewicht fiihrt, kann durch numerische Simulation untersucht wer-
den.

Fermi, Pasta und Ulam [1] untersuchten Mitte der fiinfziger Jahre im ersten Compu-
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Abbildung 1.2: Wérmeleitfihigkeit verschiedener Quasikristalle |7]

terexperiment der Physik auf dem Grofrechner MANIAC-I ein harmonisches, eindi-
mensionales System mit schwacher Anharmonizitiat. Das Ziel dieser Untersuchungen
war, eine der fundamentalen Annahmen der statistischen Mechanik zu testen: die
Gleichverteilung der Energie zwischen den Moden in einem harmonischen System mit
einer schwachen anharmonischen Stérung. Zu ihrer Uberraschung fanden sie bei der
Anregung einer einzelnen Eigenmode in der Zeitevolution des Systems keine Gleich-
verteilung der Energie. Vielmehr befand sich nach einer bestimmten Zeitdauer nahezu
die gesamte anfingliche Energie in der Ausgangsmode wieder. Diese Wiederkehr der
Energieanregung ist als ,FPU-recurrence“ bekannt. Auf der Suche nach einer Erkla-
rung der ,FPU-recurrence” untersuchten Zabusky und Kruskal [11] im Jahre 1965 die
Korteweg—de—Vries Gleichung, die im Kontinuumslimes die FPU-Kette mit kubischer
Anharmonizitit beschreibt. Es wurden solitdre Wellen mit teilchenartigem Charakter

gefunden und damit eine qualitative Erklarung der ,FPU-recurrence” gegeben.

Auch bei akustischen Messungen an Glésern [12] zeigen die nichtleitenden amorphen

Materialien ein universelles Verhalten, das von dem der kristallinen Gegenstiicke ab-
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weicht. Neutronenstreuexperimente von Buchenau et.al. [13]| bestétigen dieses Ver-
halten und zeigen, dafs bei tiefen Temperaturen eine gegeniiber den kristallinen Sub-
stanzen erh6hte Modendichte existiert. Man kann die niederfrequenten, harmonischen
Moden mit librationsartigen Schwingungen gekoppelter Si0,—Tetraeder identifizie-
ren. Die tiefen Frequenzen deuten auf eine weiche Kopplung dieser Tetraeder an den

atomaren Hintergrund hin.

Zur Erklarung des Tieftemperaturverhaltens von Glasern wurde schon frith von An-
derson, Halperin und Varma [14] und parallel dazu von Phillips [15] ein phénome-
nologisches Tunnelmodell vorgeschlagen. Dabei wird davon ausgegangen, daf gewis-
se Molekiilgruppen in amorphen Systemen mehrere Gleichgewichtslagen einnehmen
kénnen. Dem wird durch ein Doppelmuldenpotential Rechnung getragen. Die bei-
den Minima sind energetisch verschieden und durch eine Energiebarriere voneinan-
der getrennt. Damit kann bei einer geeigneten Parameterwahl fiir die Modendichte
der Tunnelanregungen und fiir die Ankopplung an die akustischen Phononen das 72
Verhalten der Warmeleitfahigkeit erklart werden, nicht jedoch das Plateau und der
erneute Anstieg der Leitfihigkeit oberhalb des Plateaus. Konzeptionelle Schwierig-
keiten des Modell bestehen zum einen darin, daf fiir w — 0 eine endliche Dichte der
Tunnelaufspaltungen existieren mufl und andererseits darin, daf die mikroskopische

Natur der Tunnelzentren bis heute noch nicht geklart ist.

Dieses Modell wurde von Karpov et.al. [16] phinomenologisch verfeinert, indem die
Tunnelzentren durch ein ,weiches“ anharmonisches Potential mit temperaturabhingi-
gen Parametern konkretisiert wurden. Durch Anpassen dieser Parameter [17] (,Soft—

Potential-Modell“ ) kénnen die Experimente gut beschrieben werden.

Ein alternativer Erkldrungsversuch ist das fraktale Konzept von Orbach [18] und
Alexander [19]|. Im Temperaturbereich der Plateaus wird dabei davon ausgegangen,
daf die Gitterschwingungen lokalisiert und von fraktaler Natur sind. Sie werden
,Fraktonen“ genannt. Oberhalb des Plateaus wird dann mit zunehmender Tempe-
ratur eine steigende Anharmonizitit indiziert, wodurch die Fraktonen miteinander
wechselwirken. Die Leitfahigkeit steigt wieder an. Es ist jedoch fraglich, inwieweit
amorphen Substanzen eine fraktale Struktur zugesprochen werden kann. Einzig Ae-
rogele sind amorphe Materialien, bei denen diese Eigenschaft direkt beobachtet wird
[20].
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Die bisher beschriebenen Modelle sind alle phdnomenologischer Natur.

Fiir eine mikroskopische Beschreibung kann man von der Peierls-Boltzmann—Gleich-
ung [21] oder von der Kubo-Formel [22]| fiir den Wéirmetransport ausgehen. Die
Peierls-Boltzmann-Beschreibung |23| involviert eine Streutheorie von Quasiteilchen
eines translationsinvarianten Referenzsystems. Die transportierenden Quasiteilchen
sind durch einen Wellenzahlvektor & gekennzeichnet. In translationsinvarianten Sy-
stemen wird die Energie in Wellenpaketen wohldefinierter Gruppengeschwindigkeit
ballistisch und damit kohérent transportiert. Streuprozesse aufgrund von Unordnung
oder Wechselwirkung zwischen verschiedenen Teilchen fiihren zu einer mittleren frei-

en Weglinge und damit zu einem Ubergang zu diffusivem Transport.

Zur Anwendung der Kubo-Formel fiir die Beschreibung des Warmetransportes ist
ein Stromdichteoperator zu definieren [24]. Im Gegensatz zur elektrischen Leitfihig-
keit gibt es beim Warmetransport kein dufseres Feld, das den Strom antreibt. Diese
Schwierigkeit wurde durch Kubo [22] mit Hilfe thermodynamischer Argumentati-
on (Onsager—Relationen, Verkniipfung mit der elektrischen Leitfihigkeit) und durch

Luttinger [25], der ein Schwerefeld als ,treibendes“ Feld einfiihrte, iberwunden.

In ungeordneten harmonischen Systemen wird haufig eine Darstellung im Bild der Ei-
genmoden gewihlt. Es miissen daher alle Eigenwerte und Eigenvektoren des Systems
ermittelt werden. Fiir stark gestérte und mehrdimensionale Systeme erfordert dies
einen immensen numerischen Aufwand. Die Arbeit von Allen und Feldmann [26] ist
eine der wenigen Arbeiten, bei denen die Kubo—Formel fiir ungeordnete harmonische
Systeme verwendet wurde. Sie konnten die Kubo—Formel jedoch nicht in einer ab—
initio—Beschreibung verwenden und mussten Hilfsgrofen wie eine energieabhingige

Diffusivitat einfiihren.

Eine der wichtigsten Eigenschaften der Unordnung ist die Lokalisierung von Zu-
stdnden. Bereits der Einbau eines einzelnen Stératoms in ein translationsinvariantes
System kann zu einer sogenannten lokalisierten Mode [27] fithren, deren Energie um
den Ort des Storung konzentriert ist. Mit zunehmender Anzahl von Storstellen nimmt
auch die Anzahl dieser lokalisierten Zusténde zu [28], [29], [30]. Bei harmonischen Sy-
stemen bleibt die Projektion der Anfangsanregung auf die Eigenmoden des Systems
zeitlich fixiert. Dies bewirkt, daf die Projektion auf die lokalisierten Stormoden nicht

zum Transport beitragt.
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Unordnung ist einer der dominierenden Streumechanismen in Festkorpern. Im allge-
meinen wird angenommen, dafs sie zu einer Verringerung der Leitfdhigkeit beitragt.
Die ,Unordnungslokalisierung wurde von Anderson [14] im Jahre 1958 in seiner
beriihmt gewordenen Arbeit fiir elektronische Systeme vorhergesagt und heifit da-
her ,, Anderson—Lokalisierung“. Sie wurde fiir elektronische Systeme [31], [4] und fiir
phononische Systeme [32], [33] nachgewiesen. Fiir ungeordnete harmonische eindi-
mensionale Systeme wurde unter der Annahme einfacher Modelle qualitativ gezeigt,
daf nur eine Modenzahl der Ordnung /N (N ist die Anzahl Atome) nicht lokali-
siert sind. Diese Moden fiihren zusammen mit lokalisierten Moden grofser rdumlicher
Ausdehnung zu einem superdiffusivem Transport. Ein solches Verhalten wurde auch

numerisch fiir eindimensionale ungeordnete phononische Systeme gefunden [3], [34].

In der vorliegenden Arbeit werden fundamentale Lokalisierungs- und Transportphé-
nomene in ungeordneten Systemen in atomistischer Weise untersucht. Dies wird an-

hand des exzitonischen Systems gezeigt.

Das exzitonische System wurde gewihlt, weil es einfacher als phononische oder gar
gekoppelte Systeme (Elektron-Phonon,etc.) zu behandeln ist und trotzdem die fun-
damentalen Effekte zeigt. Die exzitonischen Anregungen sind gebundene Elektron—
Loch-Paare (Frenkel-Exziton), die jeweils auf den einzelnen Molekiilen des Kristalls
lokalisiert sind und durch Wannierfunktionen beschrieben werden. Im einfachsten
Fall fiihrt dies zum sogenannten ,Holstein-Modell“, das wir auch in dieser Arbeit
beniitzen wollen. In diesem Modell haben die nichtdiagonalen Wannier-Terme ge-
rade die Bedeutung eines Transfers von einem Gitterplatz zu den Nachbarplétzen.
Hierdurch entsteht ein exzitonisches Band. In dieser Arbeit wird stets von einer ein-
zelnen exzitonischen Anregung im System ausgegangen, d.h. keine Exziton—Exziton—
Wechselwirkung betrachtet. Einziger Streuvorgang ist dann die Streuung an der

strukturellen Unordnung des Systems.

Kapitel 2 gibt zunichst einen kurzen historischen Uberblick iiber die Transportbe-
schreibungen und behandelt dann die wichtigsten Transportformalismen, die Peierls—
Boltzmann-Formel und den Kubo-Formalismus. Es folgt ein Abschnitt {iber Begriff
und Definition der Eigenbasis. Danach wird eine spezielle unitire Transformation

[35], [2] behandelt, die zur Beschreibung ungeordneter Systeme niitzlich ist.

In Kapitel 3 wird der Hamiltonoperator des untersuchten exzitonischen Systems pra-
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sentiert und danach die Kuboformel des Wiarmetransportes auf dieses System ange-

wandt.

In Kapitel 4 wird als Alternative zum Kubo-Formalismus eine ,lokale Ausbreitungs-
konzeption“ zur Beschreibung der Transportgrofen entwickelt und fiir das unter-
suchte exzitonische System spezifiziert. Dieser Formalismus wird in Kapitel 5 dann
auf das archetypische eindimensionale exzitonische Modellsystem angewandt. Fiir
den ungestorten Fall konnen dabei analytische Ergebnisse erhalten werden. Als Un-
ordnungsformen werden statistisch verteilte Storungen der ,Onsite“-Energien, der
,, Lransfer“— Energien sowie korrelierte Unordnung betrachtet. Dabei werden stets Be-
setzungsdnderungen untersucht. Im Abschnitt 5.5 wird zunéchst eine geeignete lokale
Energiedefinition formuliert und damit der Energietransport in ungeordneten eindi-

mensionalen exzitonischen Systemen betrachtet.

In Kapitel 6 werden mehrdimensionale gestorte Exzitonensysteme untersucht. Hierbei
wird insbesondere auf die Abhéngigkeit der Transportgrofen von der Dimension des
Systems eingegangen (,mobility—edges").

Da die quasiperiodischen Substanzen ein analoges Wiarmeleitungsverhalten wie die
amorphen Materialien zeigen, lag es nahe mit Hilfe des lokalen Transportformalis-
mus auch quasiperiodische Systeme zu untersuchen. Insbesondere gelingt dies bei
der Fibonacci-Kette. Die Rechnungen werden in Kapitel 7 fiir das diagonale und das

nichtdiagonale Fibonacci-Modell durchgefiihrt.

In Kapitel 8 wird eine spezielle unitire Transformation, die sogenannte ,Single—
State—Diagonalization“—Transformation, die bisher in der Beschreibung von Fano-
Problemen und von solitiren Moden in Fermi-Pasta—Ulam—Ketten [2] verwendet
wurde, zur gendherten Berechnung der Eigenmoden eines gestorten exzitonischen
Systems verwendet. Diese Transformation diagonalisiert eine Mode exakt und auch
die transportrelevanten Moden noch in guter Ndherung. Es wird die Giite der Trans-
formation untersucht, d.h. wie nahe die transformierten Moden den exakten kommen.
Die damit erhaltene gendherte Eigenbasis wird zur Berechnung der relevanten Trans-

portgrofen beniitzt.

In Kapitel 9 werden die erhaltenen Ergebnisse zusammengefafit und ein Ausblick
auf noch zu untersuchende interessante Fragestellungen gegeben, die sich aus dieser

Arbeit ergeben. Insbesondere wird gezeigt, daf keine Beschriankung auf Systeme mit
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Néchster-Nachbar Wechselwirkung gemacht werden muf.

Im Anhang A wird der Zusammenhang zwischen der Kubo—Formel und der Boltzmann—
Gleichung dargestellt und die Relaxationszeiten einiger archetypischer Modellsysteme
berechnet.

Anhang B zeigt die Erweiterung des in Kapitel 3 abgeleiteten lokalen Formalismus

auf phononische Systeme.



Kapitel 2
Transporttheorien

Eine der interessanten Fragen in der theoretischen Festkorperphysik ist die des Teil-
chen- und des Energietransportes in ungeordneten Materialien. Diese ist wichtig fiir
das Verstidndnis der Teilchendiffusion, der elektrischen Leitfihigkeit und der Warme-
leitfahigkeit amorpher Systeme aber auch quasikristalliner Medien [8].

In diesem Kapitel soll zunéchst ein kurzer historischer Abrifs der Transporttheorien
gegeben werden. Im zweiten Abschnitt wird auf die wohl bekannteste Transportglei-
chung, die Boltzmann-Gleichung, eingegangen. Der dritte Abschnitt behandelt den
Kubo—Formalismus (,linear—response“—Theorie). Der letzte Abschnitt beschreibt eine

lokale Formulierung des Transportproblems.

2.1 Historie

Im Jahre 1752 mift G.W. Richmann [36] den Temperaturverlauf entlang eines li-
nearen, an einem Ende geheizten Warmeleiters mit mehreren Quecksilberthermome-
tern in gleichen Abstdnden und stellt eine nichtlineare Beziehung fest. Dies diirfte
die erste wissenschaftliche Messung der Warmeleitung sein. J.B. Fourier behandelt
im Jahre 1822 [37] das allgemeine Problem der Randwertaufgaben am Beispiel der
Wirmeleitung. Die mathematischen Methoden werden von Laplace, Green, Gauf,
Riemann und anderen entwickelt. G. Wiedemann und R. Franz finden 1853 experi-
mentell eine einfache Beziehung zwischen elektrischer und thermischer Leitfahigkeit.

Diese Beziehung ist heute als ,Wiedemann-Franz“- sches Gesetz bekannt. Im Jahre
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1872 formuliert L. Boltzmann seine beriithmte Gleichung fiir die zeitliche Anderung
einer Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Teilchen unter dem Einflufs von Stofen. Sie wur-
de zundchst im Rahmen der kinetischen Gastheorie entwickelt, wurde aber in vie-
len Bereichen der Physik als eine fundamentale Transportgleichung beniitzt (z.B. in
der Elektronentheorie der Metalle und Halbleiter). A. Sommerfeld formuliert 1928
erstmals die moderne Elektronentheorie der Metalle auf der Basis der Fermi-Dirac—
Statistik [38].

P. Debye fiihrt 1914 die Warmeleitung in Isolatoren auf Gitterwellen zuriick und
hilt die Streuung an Anharmonizititen fiir den wichtigsten Mechanismus zur Er-
klarung des Wirmewiderstandes [39], wihrend Born die Unordnung fiir die Ursa-
che des Warmewiderstandes hilt. Die grundlegenden Vorstellungen fiir eine Wér-
meleitung wurde im Jahre 1929 von R. Peierls |9] entwickelt. Er formuliert eine
Quantentheorie der Warmeleitung in Isolatoren, wobei Phononen als eine Art ,War-
meteilchen® eingefiihrt werden, die mittels einer Boltzmann-artigen Gleichung be-
schrieben werden konnen (,Peierls-Boltzmann-Gleichung”). Danach tragen in aus-
gedehnten translationsinvarianten reinen Isolatoren nur die Umklapp—Prozesse zum
Wirmewiderstand bei. Anfang der fiinfziger Jahre fiihrte Green die lineare Antwort
eines Systems auf Korrelationsfunktionen [40],|41] zuriick. Diese Beziehung wurde
zunéchst fiir den Transport in Fliissigkeiten abgeleitet. Kubo entwickelte 1959 [42],
|22| seinen ,Antwort“-Formalismus fiir die elektrische Leitfahigkeit in Festkorpern.

Diese Vorstellungen konnen auf den Wérmetransport iibertragen werden.

2.2 Boltzmann—Gleichung

Die Boltzmann—Gleichung [43],[21] ist die wohl beriihmteste und bekannteste Glei-
chung in der Transporttheorie. Partiell integrierte Formen hiervon sind die Diffusions-
und die Wéarmeleitungsgleichung. In dieser Beschreibung wird davon ausgegangen,
dak sich die Teilchen zwischen zwei Stofen ballistisch bewegen und die Wechselwir-
kung der Teilchen untereinander zu einer mittleren freien Wegliange und damit zu
einer diffusiven Ausbreitung fiihrt.

Die Teilchen werden durch eine Verteilungsfunktion f(Z, 7, t)

/d:ﬁ’dﬁf(:z’, 7t = N (2.1)
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beschrieben, wobei # den Ort, ' die Geschwindigkeit der Teilchen charakterisiert. Die

zeitliche Anderung dieser Verteilungsfunktion ist gegeben durch

d,. .. of P df
peon = Fraours b= () . e

Der erste Term gibt die partielle Zeitdnderung, der zweite den Driftterm und der
dritte den Einflufs der dufseren Krifte an. Der Term auf der rechten Seite beschreibt
die zeitliche Anderung aufgrund von Streuung (oder StoRen in Gasen) und ist der
interessanteste Term. Er wird in der Regel in der sogenannten ,,Relaxationszeitnihe-

rung” angegeben

N\ f=few  AS
<%>coll - q - . (23)

T T

Physikalisch bedeutet dies, daf jede Abweichung Af vom Gleichgewichtswert feqy;
exponentiell mit einer Zeitkonstante 7, der Relaxationszeit zerfillt. 7 ist dabei die
mittlere Relaxationszeit aus allen erlaubten Zerfallskanédlen und ist ein Mafs fiir die
mittlere Zeit zwischen zwei Stofen.

Die quantenmechanische Erweiterung der Boltzmann-Gleichung auf den Wérme-
transport durch Peierls fiihrt auf die bekannte ,Peierls—Boltzmann—Gleichung®. Die
Quasiteilchen (Phononen) werden durch eine Verteilungsfunktion f(Z,%,t) charak-
terisiert, die vom Ort Z, einem Wellenvektor k und der Zeit t abhéngt. Streupro-
zesse aufgrund von Unordnung, Anharmonizitit oder Randstreuung kénnen zu ei-
ner Begrenzung der Weglinge (mittleren freien Weglinge) und damit zu diffusi-
vem Transport fiihren. Im Falle des Wiarmetransportes aufgrund eines statischen
Temperaturgradienten ergibt die Boltzmann-Gleichung von (2.2) in der Relaxations-

zeitndherung

7 d — Jequi A
_@F) VT) d; - _%:Tf . (2.4)

In der Zeit 7 zwischen zwei Streuprozessen legt das Quasiteilchen mit der Gruppen-
geschwindigkeit v(k) die mittlere freie Wegliinge I(k) = v(k)7 zuriick. Der WirmefluR
Cj in Richtung von VT fiir ein Quasiteilchen ist festgelegt durch

VT -
= X[ a1 g g aBEk (2.5
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E; ist die Energie des Quasiteilchens, A die Polarisationsrichtung. Der Warmeflu® ist
proportional zum Temperaturgradienten. Der Proportionalitdtsfaktor wird Warme-

leitfahigkeit x genannt.
G = kVT (2.6)

Nun ldft sich damit und mit der Definition der Warmekapazitiat Cy die Warmeleit-

fahigkeit x bestimmen zu

1 3

K = 5?/“’* E:)dk (2.7)
1
3

; / ACV : (2.8)

Diese Gleichung bezeichnet man als ,,Peierls-Boltzmann-Formel“ fiir die Wérmeleit-
fahigkeit, die eine Verallgemeinerung der Warmeleitungsbeziehung aus der Gaskinetik
k= sCyv’r darstellt.

Die Boltzmann-Gleichung und insbesondere ihre quantenmechanische Formulierung
ist zur Berechnung von Transportgrofen weit verbreitet. Fiir die theoretische For-
mulierung des Energietransportes in stark gestorten Materialien ist sie jedoch nicht
geeignet, da eine Gruppengeschwindigkeit der Moden, die die Energie transportieren,

nur in Systemen mit schwach gestorter Translationsinvarianz definierbar ist.

2.3 Kubo—Formalismus

In vielen Experimenten der Festkorperphysik wird die lineare Antwort des Systems
auf einen duferen Stimulus (,linear response”) gemessen. Dieser Stimulus kann zum
Beispiel ein elektromagnetisches Feld, ein Temperatur- oder ein Druckgradient sein.
Lineare Antwort bedeutet, daft das experimentelle Mefergebnis direkt proportional
zur Grofe der duferen Storung ist.

Es soll im folgenden der Kuboformalismus und die Ableitung der Kubo-Formel [44]
kurz skizziert werden. In Kapitel 3 wird der Kubo—Formalismus fiir das exzitonische

Modell naher spezifiziert.



2.3 Kubo—Formalismus 33

2.3.1 ,Linear-response“-Theorie

Der Hamiltonoperator lasse sich in eine ungestérten Anteil Hy und in eine duflere

Storung H; (t) aufteilen. Die Storung H(t) werde adiabatisch eingeschaltet
H,(t) = —AF(t)e" e=0, . (2.9)

Die Dichtematrix p(t) besteht dann aus der thermischen Dichtematrix pr und einer
Abweichung Ap(t) vom thermischen Mittelwert aufgrund des duferen Feldes H;. Be-
riicksichtigt man nur lineare Terme in der Bewegungsgleichung fiir die Dichtematrix,

so ergibt sich als formale Losung fiir die Abweichung Ap(?)
Ap(t) = i/too dt' F(t)e e H[ A preftH (2.10)
Gesucht sind Erwartungswerte von Operatoren B
(B)y = (B)r+(6B), , (2.11)

die sich aus dem thermischen Mittelwert und der Abweichung aufgrund von H;(%)

zusammensetzen. Es gilt

(6B), = Tr(Ap(t)B) (2.12)
und damit
6By, = i too 4t F(#)e Tr ([A, pr]B(t — 1)) . (2.13)
Die Fouriertransformation von (2.13) definiert die Admittanzfunktion x4 (w)
(0B), = xBa(w)F(w) (2.14)
xoaw) = ¢ [T (A, By (T (2.15)

Gleichung (2.15) ist die erste Kubo-Formel.
Mit Hilfe der Beziehung

t .
Alt) = A®0)+ / dtA(t') (2.16)
0
folgt schlieflich die zweite Kubo—Formel
o0 B . o
Xpa(w) = / dt / A (A(=iNB()), ¢@Hor (2.17)
0 0 T
Die prinzipielle Schwierigkeit bei der Verwendung der Kubo-Formel besteht darin,

dak die Korrelationsfunktionen < A(—i\)B(t) >=< A(0)B(t + i\) > fiir alle kom-

plexen Zeiten ¢ + ¢\ bekannt sein miissen.
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2.3.2 Beispiel: Elektrische Leitfahigkeitsformel

Die Gleichung (2.17) kann direkt zur Berechnung der elektrischen Leitfihigkeit o
beniitzt werden. Das dufere Feld ist das angelegte elektrische Feld E(t) und der
Operator B die Stromstérke j,(a = z,y, 2), so dak sich

B 00 . .
Gap(w) = V /0 d /0 dte @it (o7 (¢ + X)) (2.18)

ergibt. Der Transportkoeffizient o, ist proportional zur einer Strom-Strom-Korrela-
tionsfunktion.

Im thermischen Fall liegt die Schwierigkeit der Formulierung einer Kubo—Formel
darin, dal es keinen Term im Hamiltonoperator gibt, der den Warmetransport von
aufen treibt, so wie zum Beispiel das angelegte elektrische Feld den Stromtransport
antreibt. Diese Schwierigkeit wurde durch Kubo [22] mit Hilfe thermodynamischer
Argumentation (Onsager—Relationen), und von Luttinger [25] durch Argumentation
mittels der Schwerkraft als Antriebskraft fiir den thermischen Transport, iiberwun-
den. Hiermit liefen sich geeignete Stromoperatoren fiir den Warmestrom finden und

somit die Kubo—Formel auch fiir den Warmetransport rechtfertigen.

2.4 Lokale Transportbeschreibung

In einem ersten Teil wird der phinomenologische Hintergrund der lokalen Transport-
beschreibung aufgezeigt und in einem zweiten die mikroskopische Formulierung der

Transportkoeffizienten.

2.4.1 Phéanomenologischer Hintergrund

Hierzu wird der Energietransport iiber eine diffusive Wellengleichung fiir die lokale
Anderung der Energie 6h(7,t) betrachtet

190 10
A —— 7t) = 2.1
8- G ] @0 = 0 (219
wobei gilt
/Oo Oh(Z,t)dZ = konstant . (2.20)
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D ist die thermische Diffusionskonstante und c eine mittlere charakteristische Ge-
schwindigkeit, die den ballistischen Transport beschreibt. Fiir rein harmonische Sy-
steme ist ¢ eine mittlere Schallgeschwindigkeit, wahrend fiir stark anharmonische
Systeme, bei denen Umklapp—Prozesse eine wesentliche Rolle spielen, ¢ die Geschwin-
digkeit des zweiten Schalls ist.

Gleichung (2.19) besitzt zwei Grenzfille, die unterschiedliche physikalische Situatio-
nen beschreiben. Fiir D — 0 erhélt man eine gewohnliche Wellengleichung, in diesem
Fall spricht man von kohdrenter Ausbreitung [45]. Fiir ¢ — oo geht die Gleichung in
die gewohnliche Diffusionsgleichung

lA—%%] ShiF 1) = 0 (2.21)

192
c2 ot?

le Ausbreitung der Energie und macht aus Gleichung (2.20) eine physikalisch konsi-

iiber. Der Zusatzterm in Gleichung (2.19) verhindert somit die unendlich schnel-
stente Gleichung.
Es lassen sich nun Momente beziiglich der lokalen Energieinderung definieren

M, = / &Pz|ZPOh(Z, 1) . (2.22)

Das nullte Moment My muf wegen der Energie-Erhaltung (vgl. Gleichung (2.20))
eine Konstante sein. Fiir eine lokalisierte Anregung, die durch

lim Véh(Z,t) = 0

|Z|—o00

lim |Z|0h(Z,t) = 0 (2.23)

|Z| =00

festgelegt wird, kann eine Bestimmungsgleichung fiir das zweite Moment M, (t) auf-

gestellt werden

1d , 1d
c? dt? D dt

welche formal gelost werden kann durch

D
-2

- - {(‘Z‘f)t:o - 2DM0} (/P —1) . (2.25)
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Aus dieser lassen sich die phédnomenologischen Definitionen der Transportkoeffizien-

ten bestimmen

1 (dM &
2 _ 2 .
¢ = [QMO —( o )t 0] 11_1)% —dtZMg(t) (2.26)
D = —1 li —d Mo (t 2.27
2M, o0 dt 2(8) (2.27)

Zur Charakterisierung des Transportes ist es also n6tig, das nullte und das zweite Mo-
ment zu bestimmen. Wie aus Gleichung (2.27) zu sehen ist, gibt es eine endliche Diffu-
sionskonstante nur dann, wenn sich das zweite Moment fiir grole Zeiten proportional
zur Zeit ¢ verhilt. Das zweite Moment kann also zur Charakterisierung des Transpor-
tes herangezogen werden. Ist M, o t, so ist der Transport diffusiv, gilt My o t2, dann
ist der Transport kohérent und es lafst sich eine Teilchengeschwindigkeit definieren

(vgl. (2.26)). Im Fall M, o t3/2 spricht man von ,superdiffusivem“ Transport.

2.4.2 Lokale Temperaturanregung

Das thermodynamische Gleichgewicht werde nur wenig gestort, d.h. die Dichtema-
trix unterscheidet sich von der Gleichgewichtsdichtematrix pr nur durch eine kleine
Anderung Ap(t). Es werden Anregungen betrachtet, die sich als eine riumlich lokale
Abweichung der Dichtematrix von ihrem Gleichgewichtswert darstellen lassen, d.h.
es gilt

o (BH+ad)
P0) = T (e Garam)

a<L B . (2.28)

Die Anderung des thermischen Mittelwertes einer Observablen B von ihrem Gleich-

gewichtswert (B), = Tr(prB) ist gegeben durch
(6B), = (B),—(B)y = Tr(Ap(®)B) . (2.20)

Die Anderung vom thermischen Gleichgewichtswert soll nun durch eine riumlich
lokalisierte Anregung generiert werden.

Dabei wird dem System ein geometrisches Referenzgitter zugrundegelegt, wodurch
auf jedem Punkt auf diesem Gitter eine lokale Observable f,, definiert werden kann.
Diese Observable kann zum Beispiel eine (allgemeine) lokale Besetzung f,, = n,, oder

eine lokale Energie f,, = h,, sein. Die Wahl A = ny bedeutet nun eine Anderung
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des Gleichgewichtszustandes durch eine lokale Anderung der Besetzung, und das

Entsprechende gilt fiir die Energie.

2.4.3 Raumliche Ausbreitung der lokalen Anregung

Wie im Abschnitt iiber den phidnomenologischen Hintergrund aufgezeigt, soll der
Transport iiber die Momente der Anderung einer lokalen Groge f,, [3], z.B. der lo-
kalen Energie (,Gitterplatz—Energie®), charakterisiert werden. In einer Dichtematrix-

Formulierung bedeutet dies die Berechnung von

p(0) = pr + Ap(0) (2.30)
(0fm)e = {fm)y — (fmdp =Tr (Bp(0) f(t)) (2.31)

mit der obigen Annahme (vgl. (2.28)) fiir die Anfangsdichtematrix, wobei f,(t) die
Heisenbergdarstellung bedeutet. Da stets die hierarchische Beziehung o < 3 gelten
soll, liegt es nahe, eine Entwicklung beziiglich des kleinen Parameters o/ durchzu-

fithren. Dabei wird die Goldberger-Adams-Entwicklung [46| beniitzt

e Platt) — ppa (1 - /Oﬂ dAe*be ™ + O(b2)> . (2.32)
Setzt man dies in Gleichung (2.28) ein, so ergibt sich fiir die Dichtematrix-Anderung
890 = prS | "IN (A = (A),) e (2.33)
Mit Gleichung (2.30) folgt schlieflich
Ofab = 5 [ ARt + i = (A by (2.34)
Damit lassen sich die Momente analog zu Gleichung (2.22) angeben
M,(t) = %jm“ (6fm)y (2.35)

und somit die Transportkoeffizienten nach Gleichung (2.26) und (2.27) berechnen.

Bis jetzt wurde das System nicht ndher spezifiziert, abgesehen von der Annahme, dafs
sich die relevante Observable des Systems in Operatoren auf den einzelne Pldtzen
eines Referenzgitters zerlegen liaft. D.h. dieser Formalismus ist auf alle m&glichen
Energie-transportierenden Systeme, wie Exzitonen, Phononen, Spins etc., anwend-

bar.
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2.5 Eigenbasis

Die in den Abschnitten 2.3 und 2.4 beschriebenen Transporttheorien benétigen Strom—
Strom—Korrelationsfunktionen bzw. Korrelationsfunktionen zwischen lokalen Opera-
toren. Um diese zu berechnen, ist gewohnlich die explizite Kenntnis der Eigenbasis
{nm(k)} des Problems erforderlich. Ist H der Hamiltionoperator des Problems, so
gilt in projektiver Darstellung

H=Y Hp,|m)n| (2.36)

m,n

und fiir die Kenntnis der Eigenbasis mufl
ZHmnnn(’f) = ennm(ﬁ) (237)

gelost werden, d.h. die Matrix (H,,,) diagonalisiert werden. In dieser Arbeit werden
zwei alternative Konzepte vorgestellt, die diese Diagonalisierung, welche in der Regel
numerisch aufwendig ist, umgehen.

Zum einen wird in Kapitel 3 die lokale Transportbeschreibung fiir den exzitonischen
Fall so formuliert, dafs die Kenntnis der Eigenbasis iiberfliissig wird. Zum anderen
wird in Abschnitt 2.6.2 eine unitidre Transformation vorgestellt, die eine genédherte

Eigenbasis liefert.

2.6 Unitare Transformation: Diagonalisierung eines

Einzelzustandes und seiner Nachbarschaft

Im ersten Abschnitt sollen die Grundlagen zu unitédren Transformationen und die
wichtigsten Notationen kurz aufgezeigt werden. Dem interessierten Leser sei das Buch
von M.Wagner [35] empfohlen. Unitidre Transformationen erfreuen sich vielfiltigster
Anwendungen und konnen, wie im Kapitel 8 ausgefiihrt wird, wichtige Impulse in
der Transporttheorie ungeordneter Systeme geben. In einem zweiten Abschnitt wird
eine spezielle Transformation behandelt, die es erlaubt, einen Zustand exakt zu dia-

gonalisieren und die in der vorliegenden Arbeit verwendet wird.
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2.6.1 Grundlagen
Ein unitirer Operator U ist definiert durch

UUt=U'U =1 (2.38)
und lafst sich in exponentieller Weise schreiben

U = ¢° (2.39)
st = -5 . (2.40)

Der Exponent S ist also antihermitisch.

Die Transformation eines Operators A ist gegeben durch
A
A

T:A=U'AU = e Ae® (2.41)
1 1
T:A:A+F[A,S]+5[[A,S],S]+... : (2.42)

Il

die eines Zustandsvektors W durch

T:V=U=UV=¢"V . (2.43)

Die unitére Transformation lafst Skalarprodukte invariant, d.h. es gilt die Erhaltung

der Orthonomalitat
<¢Oé‘ ¢ﬁ) = <¢;a‘ ¢i3> = 6a,3 ) (244)

ebenso wie die Invarianz der Matrixelemente

<¢a|A|¢ﬂ> = <¢~a‘f~1‘¢~ﬂ> . (245)

Prinzipiell existiert fiir jeden hermitischen Operator eine Transformation, die ihn
diagonalisiert. Das Auffinden dieser ist in der Regel jedoch genauso komplex, wie die
Diagonalisierung selbst.

Der Vorteil unitirer Transformationen liegt darin, daf der Hamiltonoperator bei
geeigneter Wahl der Transformation nach deren Anwendung ,diagonaler wird, oder
dak, wie im Fall der bekannten Frohlich-Transformation beim Elektron-Phonon--

System, die Subsysteme dynamisch ndherungsweise getrennt werden.
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2.6.2 ,Single—State—Diagonalization*

In dieser Arbeit wird eine spezielle unitire Transformation betrachtet, die in bili-
nearen Systemen zur Diagonalisierung beziiglich einer Mode verwendet werden kann
(,Single-State-Diagonalization®).

Fiir die Transportberechnung sind insbesondere die Moden von Interesse, die eine
grofe Gruppengeschwindigkeit besitzen und somit wesentlich zum Transport beitra-
gen. Wahlt man z.B. die Mode grofiter Geschwindigkeit als zu diagonalisierende, so
sollten die benachbarten Moden, die fast ebenso stark transportierend sind, durch
die Transformation ndherungsweise ebenfalls diagonalisiert werden.

Der Hamiltonoperator in projektiver Form sei

H = Hulo) Cﬂ*‘izf%ﬂﬂ3 6‘+'§: Wag |) (8] + h.c/]
B#a B#a
+ 2 Wes IB)(B] (2.46)
B,8'#a

wobei a der Zustand ist, der diagonalisiert werden soll. Es wird nun folgende Trans-

formation U = e° gewihlt

> [sla) (Bl = he] (2.47)
B#a
mit den Eigenschaften
S? = —Nay{al— Y NpAs [B) (6] (2.48)
B,8'#a
S = —A%S (2.49)
und der Abkiirzung
A% = D AN (2.50)
pa

Damit folgt fiir die Transformation

-
U=e" =1+ AS sin A + A252(1 —cos ) (2.51)
und fiir die transformierten Zustinde 3, 8’ # «
A*
Ula) = cosAla) —sinA Y. Z2|5) (2.52)
A
B#a
)\ﬁ )\/3/
Ulg) = 18- (1 —cosA) X )+ LsinAle) . (253)

p'#a
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Das Besondere an der Transformation (2.51) ist die Tatsache, dak sie in geschlossener

Form darstellbar ist. Der transformierte Hamiltonoperator ist gegeben durch

T:H = U'HU =E,|a)(a|l+ Y [Hap o) (8] + h.c]
B#a

+ > Hgp |B) (A (2.54)
BB #a

mit den Matrixelementen

H,, = FE,=Hy,cos? A+ (IT+ L)sin® A — %(F + ') sin 2A (2.55)
H, = % B (Hpo — I — L)sin2A — (Hgg — 1 — L)sin A — T cos A — T cos® A
+T'sin” A| + Wop cos A — Agsin A (2.56)
- A5Ag .
Hggy = /ﬁ\2 [Haa sin? A — (Hgg + Hgg)(1 — cos A) + (IT+ L)(1 — cos A)?
Wy w N+ WiaAg
— (L +TI")sinA(1 —cosA)] + Hpgogp + ’ ﬁA 0270 Sin A + Wapr
ApXh + A5 )g
el ﬂA A (1 —cosA) (2.57)
und den Abkiirzungen
A = > NN (2.58)
B#a
Ag
M= Y Hp2l =1 (2.59)
B#a A
As
D= Y W (2.60)
B#a
Mg
§7a
A3
L = Y Ag=2=L" . (2.62)
B#a A
Es gelte die Projektion
|¢a> = Z 771c(04) ‘k> ) (263)
k

wobei |1, ) die exakte Eigenfunktion von H sei,

H|¢a> = Ea |¢a> (264)
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und die |k) ein vollstiandiges Orthonormalsystem bilden. W#hlt man |«) als Eigen-

vektor des transformierten Hamiltonoperators,

Hlo) = E,la) (2.65)

so gilt
Ule) = [va) (2.66)

oder
> Hpwnw(a) = Eomi(a) . (2.67)

kk'

Damit bestimmen sich mit Gleichungen (2.52, 2.53) die Transformationskoeffizienten

zZu
Na(a) = cosA (2.68)
in A
mla) = ==X Bra . (2.69)

Die Grofen 7, (), 7s(cr) seien durch die Diagonalisierung des Zustandes |«) bekannt
und bestimmen die Transformationsparameter \g. Bei dieser Fixierung der Transfor-

mationsparameter verschwinden die Kopplungsmatrixelemente .Haﬂ, a # [ exakt.



Kapitel 3
Das Exzitonenmodell

In diesem Kapitel wird zunéchst das Exzitonenproblem formuliert und der zugehori-
ge Hamiltonoperator hergeleitet. Danach soll der Kubo-Formalismus und die lokale
Transportbeschreibung auf dieses Problem angewandt und die relevanten Korrelati-

onsfunktionen abgeleitet werden.

3.1 Allgemeines

Im Jahre 1931 wurde von Frenkel die Existenz von , Exzitonen“, d.h. von Anregungen
in Form einer kohérenten Bewegung gebundener Elektron—Loch—Paare postuliert [47].
Die experimentelle Bestétigung erfolgte in den dreifiger und vierziger Jahren, und
seitdem spielen Exzitonen eine wichtige Rolle bei der Beschreibung elektronischer
Anregungen in organischen [48] und anorganischen Materialien [49],[50],[51].

Es werden zwei Grenztypen gebundener Elektron-Loch-Paare unterschieden. Ist zum
einen der Abstand zwischen Elektron und Loch (Defektelektron) relativ grof, so be-
wegen sie sich wie zwei Teilchen entgegengesetzter Ladung die eine Coulombsche
Anziehungskraft spiiren. Es ergeben sich damit Bindungszustéinde mit wasserstoff-
dhnlichem Spektrum. Sie werden ,Wannier-Exzitonen“ genannt. Zum anderen gibt es
insbesondere in Molekiilkristallen den Grenzfall, daf Elektron und Loch am gleichen
Atom sitzen, dann wird von einem ,Frenkel-Exziton“ gesprochen. Hierbei werden die
Feldoperatoren ¥(F) und ¥(¥) nach lokalen Wannierfunktionen entwickelt.

Die Frenkelexzitonen konnen sich aufgrund von Austauschwechselwirkungen im Kri-



44 3 Das Exzitonenmodell

stall bewegen. In organischen Molekiilen ist dies als ,,F'orsterprozefs bekannt.

3.1.1 Exzitonenhamiltonoperator

Beschreibe der Operator alt die Erzeugung eines Elektrons am Ort ['und der Operator

dli die Erzeugung eines Defektelektrons am Ort K so beschreiben die Operator-Paare

[P A |
ad; = ¢ (3.1)
dop = ¢ (3:2)
die Erzeugung bzw. Vernichtung eines am Ort [ lokalisierten Exzitons.

Der Hamiltonoperator fiir ein exzitonisches System ohne Exziton—Exziton Wechsel-

wirkung ist

H = Y Ede+ Y W acha=3 b (3.3)
r I I
he = 3 B+ Wi chier (3-4)

wobei Ej die ,Onsite-Energie” des Ortes [ und W;_ . die Transferenergie zwischen
Ort [ und 7 ist.

Fiir Berechnungen mit den neuen exzitonischen Operatoren (3.1) sind deren Vertau-
schungsrelationen von Bedeutung.

In der vorliegenden Arbeit werden jedoch nur Ein—Exzitonen—Probleme untersucht,

und damit ergeben sich die Vertauschungsrelationen

emycll- = 07 (3.5)
Aus der orthonormalen Transformation
cn = Yl (3.6)
k
= Lmk)e (3.7)

=

wobei die Eigenvektoren 7 (k) des Hamiltonoperators des Systems (siehe Gleichung

3.3) beniitzt wurden, folgt die Vertauschungsrelation

legchle = 6pp (3.8)
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Der exzitonische Besetzungsoperator n; am Ort [ ist wie folgt definiert

ny = c}cf : (3.9)

3.2 Anwendung des Kubo—Formalismus

In diesem Abschnitt soll der in Abschnitt 2.3 beschriebene Kubo—Formalismus auf
das Exzitonenmodell angewendet werden und die relevanten Korrelationsfunktionen

abgeleitet werden. Dabei werden zunéchst die lokalen Operatoren spezifiziert.

3.2.1 Lokale exzitonische Operatoren

Unser Ziel ist die raum-zeitliche Evolution ,lokaler” exzitonischer Operatoren fz(t)

zu berechnen, wobei
F = > falt) (3.10)

Erhaltungsgrofen bedeuten, d.h. es gilt [F, H]_ = 0. Insbesondere werden wir die
Spezifikationen

fa=hm (3.11)
d.h. den lokalen Energieoperator und

fa=nm (3.12)

d.h. den lokalen Besetzungsoperator betrachten. Die lokalen exzitonischen Opera-
toren fz lassen sich formal in kontinuierliche umschreiben und wie folgt definieren
(siehe [52])

[t = D falt)d(F—m) . (3.13)
Dabei gilt die Kontinuitdtsgleichung
f(7t) + divj(7,t) =0 (3.14)

wobei j die zu f gehorende Stromdichte ist. Aus der Kontinuitétsgleichung folgt nach

Fouriertransformation

. 1 .
mt) = — ) f(t 3.15
50 =52 N igdalt) (3.15)
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wobei der ,transversale“ Anteil von j(7,t) vernachlissigt wurde (rotj = 0). Damit

ergibt sich fiir den Gesamtstrom

-

J= /Vj'(f, 1AV = Zm%fm(t) = =i S m[falt), H] (3.16)

3.2.2 Lokale Dichteoperatoren

Wiéhlt man fiir die lokalen Operatoren f,, zum Beispiel die lokalen Besetzungsope-
ratoren n,, (s. Gleichung (3.12), so folgt aus Gleichung (3.16) nach Einsetzen des

exzitonischen Hamiltonoperators (3.3) fiir den Gesamtstrom
J = =Y i (Badnz+ Waq) [chea — chea
m mYm,i m—it) |CqCit CsCm

Toodi
= - Z(?’?L - ﬁ)Wm_ﬁC:—ﬁCﬁ . (317)
m,f

Wie im vorangegangenen Kapitel am Beispiel der elektrischen Leitfahigkeit gezeigt
wurde, sind die Transportkoeffizienten {iber die Kubo—Formel mit einer Strom—Strom—
Korrelationsfunktion verkniipft. Die Transportkoeffizienten o, fiir den exzitonischen
Transport werden also iiber Korrelationsfunktionen der Art

Congrn (1) = {ch(0)ea(0)el (T)ez (7)), (3.18)

m

berechnet, die im komplexen Zeit-Raum 7 = ¢ +4\; A € (0...[) definiert sind. Zur
expliziten Berechnung sind daher die Eigenwerte und die Eigenfunktionen vonnéten.
Im Folgenden wollen wir uns aufgrund der einfacheren Schreibweise und iibersichtli-
cheren Darstellung auf eine eindimensionale Beschreibung beschrinken. Die Korrela-
tionsfunktionen (3.18) treten sowohl bei der Wahl f,,, = n,, (lokale Dichteoperatoren)
als auch bei f,, = hy, (lokale Energieoperatoren) auf. Bei lokalen Operatoren f,,, die

sich in der Form
fm = ng,ncincn (319)
schreiben lassen und fiir die gilt

D fm, H] = 0 (3.20)
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treten Korrelationsfunktionen der Form (3.18) auf. Die Form des Stromoperators
(siehe Gleichung (3.17)), insbesondere in groferen ungeordneten exzitonischen Sy-
stemen, machen die Berechnung der exzitonischen Transportgréfen iiber die Kubo-
Formel sehr Rechenzeit-aufwendig.

Im néchsten Kapitel soll daher eine Vereinfachung der Transportbeschreibung aufge-

zeigt werden, die diese Schwierigkeiten umgeht.

3.3 Lokale Transportbeschreibung

Die in Abschnitt 2.4 beschriebene lokale Transportbeschreibung soll nun auf das
Exzitonenmodell angewendet und die relevanten Korrelationsfunktionen abgeleitet
werden.

Die fundamentale Gleichung in diesem Transportformalismus ist Gleichung (2.34).
Sie beschreibt die Anderung einer lokalen Observablen der Form (Jf,), aufgrund
einer Dichtematrix—Anregung A, siehe Gleichung (2.28). Laft sich die Dichtematrix—

Anregung in der Form
A = > am,ncincn (3.21)
m,n

schreiben, so folgen geméf Gleichung (2.30) fiir die relevanten Korrelationsfunktionen
wieder Ausdriicke der Art (3.18).
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Kapitel 4

Ausbreitung einer raumlich
begrenzten Anregung (,lokale

Konzeption“)

Die im Abschnitt 2.4 aufgefiihrte lokale Transportbeschreibung soll in diesem Ka-
pitel weiter entwickelt werden. Wie in einem ersten Abschnitt aufgezeigt wird, ist
zur expliziten Berechnung die Kenntnis aller Eigenwerte und Eigenfunktionen von-
noten. Der zweite Abschnitt erldutert dann, wie dieses Problem umgangen werden
kann und fiihrt auf die fundamentale Differentialgleichung der lokalen Beschreibung
im komplexen Zeit-Raum. In einem dritten Abschnitt werden dann die relevanten

Transportgréfien bestimmt.

4.1 Korrelationsfunktionen

In dem Kapitel 3 wurde gezeigt, dalk sowohl fiir den Kubo—Formalismus wie auch fiir
die lokale Transportbeschreibung die entscheidenden Grofen Korrelationsfunktionen
gemif Gleichung (3.18) sind. Sind diese bekannt, dann lassen sich lokale Dichte- oder
Energiedinderungen und die dazugehérigen Momente, aber auch die Kubo—Formel fiir

den Transport berechnen.
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Es sei

Conmms (1) = (e (0)en(0)chy () e (7)),

= %TT (e (0)en(0)ch, (T)ew (r)e ™) (4.1)

die zu berechnende Korrelationsfunktion. Sie ist zur einfachen Betrachtung in eindi-
mensionaler Form formuliert. Sei H der Hamiltonoperator des untersuchten Systems,

so gilt
H = Y Hpuchca (4.2)
und daraus ergibt sich die Eigenwertgleichung
; Honiin (k) = €xthm (k) (4-3)
Mit der Darstellung
Cm = an(/ﬁ)cm H= Z enclc,i (4.4)
erhilt man fiir die Zeitevolution der Operatoren c,
(1) = €HTce(0)e ™ T =, (0)e™ T . (4.5)
Mittels der Eigenvektoren 7,,(x) des Problems

Cramtat (T) =3 3 o () ()5 (K1 ()
X (ck(0)eu(0)ck (0)cw (0)), =47 . (4.6)

T

Aus der Beschrankung auf das Einexzitonenproblem ergeben sich die Vereinfachungen

(0)cuO)c 0w (0), = e Suder (4.7

Dabei ist
Z=3 e P (4.8)

die Zustandssumme. Mit den Gleichungen (4.6), (4.5) sowie (4.7) ergibt sich fiir die
Korrelationsfunktion

Conmin ) = 5 (0 ) (i) ) . (49
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Wir definieren als neue dynamische Grofien
XN(r) = Y i) (k)e™ (4.10)

mit 7 =t — 1\, t > 04, die im komplexen Zeit-Raum aus reeller Zeit ¢ und inverser
Temperatur A € 0...7 definiert sind. Im rein reellen Zeit-Raum 7 = ¢,¢t > 0, wiir-
den sie der Fouriertransformierten der Resolventen [5| bzw. der bekannten Zubarev—
Greenschen Funktion [53]

Grn(E) = ZL];K)_"::H) (4.11)

entsprechen, mit komplexem F = w—+i0, . Fiir die dynamischen Grofen gelten analoge

Beziehungen wie fiir die Zubarev—-Greenschen Funktionen, insbesondere

XM(r) = XW(r) (4.12)
XmM(-1) = (xfm@@) . (4.13)

Im niichsten Abschnitt wird fiir die dynamischen Gréfen X(™(7) analog zu der
sequation—of-motion“-Methode [54] eine fundamentale Differentialgleichung zur Be-
rechnung hergeleitet, mit deren Hilfe man das Problem der notwendigen expliziten

Kenntnis der Eigenfunktionen umgeht.

4.2 Fundamentale Differentialgleichung

Der Hamiltonoperator des Systems sei geméf Gleichung (3.3) definiert

H = ZEmc:ﬁcm + Z Wﬁ‘l_ﬁCIﬁCﬁ = Z Tm’ncincn ) (4.14)
m m,n

7,

Somit gilt fiir die dynamischen Gréfen X (™ (1) folgende fundamentale Differential-
gleichung

LX) () = ng,mem (7) (4.15)

mit der Anfangsbedingung

XM(r=0y) =6mn| - (4.16)
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Dies ist leicht nachzupriifen. Mit der Eigenwertgleichung (2.37)
ennm(’{) = Z Tm,m’nm'(’{) s (4'17)

der Definition (4.14), und mit Gleichung (4.10) folgt

d

i XW(T) = 3 et () m(R)e
T K

= > T 3 et (k)0 ()"
= S T XM () (4.18)

Die dynamischen Grofen lassen sich also iiber die Differentialgleichung (4.15) be-
rechnen, und damit sind alle relevanten Korrelationen bekannt, ohne daf die Lo-
sung der globalen Dynamik (Eigenwerte und -vektoren) explizit bekannt sein muf.
Zudem sind die Matrixelemente T, , im allgemeinen kurzreichweitig (z.B. Néchste-
Nachbar-Wechselwirkung). Somit bleibt die Zahl der involvierten Orte m endlich
und beherrschbar fiir nicht zu grofe Zeiten, insbesondere bei stark gestorten Syste-
men, bei denen sich das diffusive Grenzverhalten schnell einstellt. Dieser Formalismus
eignet, sich daher besonders fiir die lokale Transportbeschreibung. Im Gegensatz zu
einer storungstheoretischen Berechnung ist die Anwendung dieser Methode umso
vorteilhafter, je stirker das System gestort ist. Zudem sind beliebige Storarten (wie
korrelierte Storung, statische Storung, usw.) behandelbar.

Mit Hilfe dieser Methode wird das quantenmechanische Transportproblem auf eine

yklassische” Differentialgleichung abgebildet.

4.3 Transportgrofien und Momente

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Transportgrofsen und die Momente mit
Hilfe der dynamischen GroRen X (™ (7) geschrieben. Die fundamentale GréRe der lo-
kalen Transportbeschreibung ist die Anderung der lokalen Energie am Platz m (vgl.
Gleichung (2.34)).

Im exzitonischen Fall interessiert man sich vorwiegend fiir die Evolution des Ortser-

wartungswertes

(Nm), = <cincm> : (4.19)
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Wie in Abschnitt 2.4 beschrieben, gilt
B
Ap(0) = pT% / dAM (A — (A),) e M (4.20)
0
und damit fiir die Anderung des Ortserwartungswertes

<5nm>t = <nm>t — (M) = Tr (Ap(0)nn(t)) . (4.21)

Wird eine Anregung am Ort m = 0 betrachtet (A = ng), so folgt fiir die Besetzungs-

dnderung

o (B .
Gnm)e = 5 [ Ao Onm(t+iN)y = alo)p (rm)y (422

Die Erwartungswerte kénnen im Bild der Eigenwerte und -vektoren berechnet werden.
Dann wird Gleichung (4.22) zu

<5nm>t = 252/ d/\zno —ien(H—iA—iﬂ) Zn:n(HI)UO(’{',)eienl(tH)‘)
— 5 2 (R)mo(w)e an e P (4.23)

Die Summen kénnen zu den oben definierten dynamischen Groken (siehe Gleichung

(4.10)) zusammengefaft werden, und (0n,,), wird dann

Gy = 35 [ XD (X68)) = ZXCEHXKPG8) | (@20

wobei 7 =t + 1\t > 04 gilt.

A

Damit sind alle relevanten Grofen zur Transportbeschreibung bekannt. Zur Integrati-
on der Differentialgleichung (4.15) muf noch bemerkt werden, daf diese im komplexen
Zeit—Raum, der aus reeller Zeit ¢ und inverser Temperatur A € (... aufgespannt
wird, erfolgt. D.h. man integriert Gleichung (4.15) fiir jeden Zeitschritt At zunéchst
entlang der reellen Zeitachse bis zu einer Zeit ¢ = t; + nAt und dann entlang der
inversen Temperaturachse von A = 0 bis A = 3. Mittels Gleichung (4.24) kann die

Besetzungsdnderung berechnet werden und daraus folgt gemaf
> omk (onm), ,u=0,2 (4.25)

das nullte und das zweite Moment und damit die Diffusionsfunktion

1 d

My(t) - (4.26)
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Das Potenzgesetz der Diffusionsfunktion beziiglich der reellen Zeit ¢ charakterisiert
dann den Transport. Besitzt D(t) einen endlichen Grenzwert fiir grofe Zeiten, so
spricht man von diffusivern Verhalten.

Ist hingegen D(t)  t, so ist der Transport ballistisch und man spricht von kohd-
rentem Verhalten. Die Summe iiber die Besetzungsinderungen sind dann zeitlich
konstant.

Fiir diffusives Verhalten ist der mittlere quadratische Abstand m? und damit auch
das zweite Moment proportional zur Zeit ¢ (,random—walk“). Es 148t sich dann keine
Gruppengeschwindigkeit definieren, und die Diffusionsfunktion bleibt endlich. Der
Grenzwert, falls er existiert, heilst Diffusionskonstante.

Zwischen beiden Grenzfillen existiert der super—diffusive Transport, der 1989 in un-
geordneten eindimensionalen elektronischen Systemen [4] und 1993 in ungeordneten
eindimensionalen oszillatorischen Systemen [34] gefunden wurde, bei dem das zwei-
te Moment proportional zu ¢*/? wird. Nach Anderson wire die Lokalisierung von
Zustanden direkt mit dem Fehlen eines Transportes verbunden. Es zeigte sich in har-
monischen ungeordneten eindimensionalen Systemen, daf fiir kleine Frequenzen (in
der Nihe von w = 0) bis zu v/N (N ist die Anzahl der Gitterpunkte) Moden zum
Transport beitragen. Genauer gesagt, ist die Zahl der Moden in einem harmonischen
ungeordneten eindimensionalen System, deren Ausdehnung grofer ist als eine vorge-
gebene Linge L, vom Gewicht /N ist [55]. Die bei Kundu [4] betrachteten Systeme
hatten eine statistische Verteilung der elektronischen Néchsten—Nachbar-Kopplung.
Eine detailliertere Analyse im Bild der Eigenmoden verifiziert diese Abhingigkeit bei

gestorten eindimensionalen Gittern.



Kapitel 5

Das eindimensionale

Exzitonenproblem

In diesem Kapitel wird der zuvor beschriebene Formalismus zur lokalen Transport-
beschreibung auf das eindimensionale Exzitonenproblem angewendet und einige ar-
chetypische Unordnungsfille untersucht.

Der erste Abschnitt behandelt das ungestorte Problem. Dieses ist in weiten Tei-
len analytisch 16sbar und kann somit zur Uberpriifung der Numerik (Runge-Kutta-
Verfahren [56] zur Integration der Differentialgleichung (4.15)) dienen. Im zweiten
Abschnitt wird auf ,Onsite-Energie“-Storungen, die statistisch verteilt sind und im
dritten Abschnitt auf analog verteilte Storungen in den , Transfer-Energie“-Termen
eingegangen. Dabei ist stets eine lokale Anregung am Ort m = 0 angenommen, d.h.

es gilt gemak Gleichung (2.28) mit A = ng

e—(BH+ano)
p(0) = Tr (e~ (BH+eno)) = pr + Ap(0) (5.1)
(Onm(t)) = Tr(Ap(0)n (t))
_ / A (116(0) g (£ +iN)) g — @ (10) g (M) (5.2)

Im vierten Abschnitt hingegen werden korrelierte Storungen behandelt, speziell Dimer—
Storungen. Im fiinften Abschnitt wird zunichst die lokale Energie definiert, die zur
Beschreibung des Energietransportes vonnoten ist. Der letzte Abschnitt fakt die wich-

tigsten Ergebnisse zusammen.
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5.1 Der ungestorte Fall

Es wird von folgendem eindimensionalen Hamiltonoperator (3.3) fiir das ungestorte

Problem ausgegangen:
H = -T) (cjncmﬂ + clnﬂcm) : (5.3)

Die Eigenfunktionen sind, aufgrund der Translationsinvarianz des Problems, ebene

Wellen vom Bloch—Typus

() 1 ik 2y N N (5.4)
m(K) = K= V= —— = .
d VN1 N+1 22
und damit folgt fiir die Energieeigenwerte

€, = —2Tcosk . (5.5)

Die Austauschwechselwirkung bewirkt ein Exzitonenband der Breite 47
Setzt man die Gleichungen (5.4) und (5.5) in die Definitionsgleichung (4.10) der
dynamischen Grofen ein, so ergibt sich

1

NI Z ein(nfm)eQiTTcosn ) (5.6)

K
Fiir grofe N kann die Summation durchgefiihrt werden und man erhélt die zuordnete

Besselfunktion (m — n)—ten Grades mit komplexem Argument ([57])
XM(r)y = mmyg2TT) . (5.7)
Die Anderung der Besetzung ist damit (siehe Gleichung (5.2)) durch
a B . . a g,
(nn)e = 725 /0 NI (2T (¢ +i(A = 8))) Jm(2T (¢ = iN)) = 5 JRGTB) (5.8)
gegeben. Das Integral kann allerdings nur im Hochtemperaturlimes (8 — 0) analy-
tisch angegeben werden.

Hochtemperaturlimes

In diesem Grenzfall kann die Besselfunktion gemif Abramowitz-Stegun [58| ent-
wickelt werden

0Jm(2)
0z

B y_2 0?Jm(2)
2

In(2) = Tz +iy) = Jn(z) + iy 9,2

+... . (59
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Die Ableitung der Besselfunktion kann in eine Differenz zweier Besselfunktionen an-

deren Grades umgeschrieben werden. Nach einigen Umformungen ergibt sich fiir die

Besetzungsdnderung
o
(Onm), = 5 [A[) + Bt B)] + O(8) (5.10)
Alt) = J2(2Tt) (5.11)
2
B(t,B) = % [(Jm_1(2Tt) — Jms1(2T1))? — 2J,,(2T1)
X (Jma2(2Tt) + J—o(2Tt) — 2J,,(2T71))] - (5.12)
Das nullte Moment bei der vorliegenden Anregung (A = ng, siehe Gleichungen

(5.1,5.2)) ist dann in niedrigster Naherung
o o0
My = X =gy 3 JAETH+O() (5.1

Die Summe iiber die Quadrate der Besselfunktionen entspricht der Normierungsbe-

dingung und somit folgt schlieflich

M, = %+0(52) . (5.14)

Das nullte Moment ist zeitlich konstant, dies folgt aus der Teilchenzahlerhaltung.

Fiir das zweite Moment ergibt sich analog im Hochtemperaturgrenzfall

Myt) = % m2<5nm>tzz%Zm2J;(2Tt)+0(52) (5.15)
m=—00 m=0
und mit [58]
o] 22
2 miPJ(2) = ) (5.16)
m=0
erhalt man
20T
My(t) = ;2 2+0(8) . (5.17)

Der Hochtemperaturlimes zeigt also ein rein kohédrentes Transportverhalten, wie man

es fiir das translationsinvariante System mit Exzitonenzahlerhaltung auch erwartet
(s. Abschnitt 4.3).
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Temperaturabhingige Anfangsverteilung

Die in Abschnitt 2.4 beschriebene lokale Verinderung der thermischen Gleichge-
wichtsverteilung bewirkt nur eine kleine Deviation vom thermodynamischen Gleich-

gewicht iiber die Dichtematrix
e—(BH+ano)

Tr (e_(/J’H-l-OmO))

Im Gegensatz dazu wiirde eine extreme lokale Anregung des Systems am Einzelatom

p(0) = pr+Ap0) = (5.18)

(z.B. durch optische Anregung mit Laserpulsen)
p(0) = cheo (5.19)

eine Situation weit weg vom Gleichgewicht etablieren. Die lokale Verdnderung der

05 P .

(0nm)i—g
Mo

-10 -5 ) 0 N 5 10

m
Abbildung 5.1: Ideale Exzitonenkette: p(0) = pr + Ap, Anfangsverteilung (6nm),_,
auf das nullte Moment M, normiert fiir verschiedene Temperaturen, A = ny, siehe

Gleichung 5.2

thermischen Dichtematrix geméaf Gleichung (5.18) induziert eine nicht-translations-
invariante exzitonische Verteilung zur Zeit ¢ = 0 mit einer lokal erh6hten Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit in der Umgebung des Ortes m = 0. Sie ist zudem temperaturab-

héngig, wie in Figur 5.1 gezeigt ist. Diese Figur wurde mit Hilfe der Gleichung (5.2)
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bei t = 0 gerechnet, d.h. die Integration der dynamischen Grofen (vgl. Gleichung
(4.15)) nur im inversen Temperaturraum (0 < A < ) durchgefiihrt.

3 T T T T T T
g=01 —
B=0.3 -
B=1.0
25 F —
2
§ § 15 | —
1+ i
05 | —
O 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7

Abbildung 5.2: Ideale Exzitonenkette: p(0) = pr+Ap, A = ng, Zeitevolution des zwei-
ten Momentes fiir verschiedene Temperaturen des ungestorten Problems; Transfer—

Energie T' =1

Je grofer die Temperatur ist, umso lokalisierter ist bei unserem vorgegebenen Anre-
gungssystem (siehe Gl. 5.1) die exzitonische Verteilung zur Zeit ¢ = 0. Im Grenzfall
B — 0 geht die Anfangsverteilung in eine lokale Anregung an einem Atom iiber, siehe
Gleichung (4.16). In Figur 5.2 ist fiir die ideale Exzitonenkette das zweite Moment zu
sehen. Mit steigender Temperatur werden zunehmend Moden hoher Geschwindigkeit
besetzt.

Das Ansteigen von 1]\\/1/[275;) zu kleinen Zeiten hin ergibt sich aus dem endlichen Wert des
zweiten Momentes bei ¢t = 0, da gemafs Figur 5.1 die anfiangliche Besetzungsinderung
abhéngig von der Temperatur iiber mehrere Orte verteilt ist. Dadurch wird das zweite
Moment zur Zeit ¢ = 0 endlich. Bei sehr hohen Temperaturen ist die Besetzungséin-
derung am Ort m = 0 singulér lokalisiert und das zweite Moment verschwindet fiir

t=0.
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<5nm>t /Mo

Abbildung 5.3: Ideale Exzitonenkette: p(0) = pr + Ap, A = ng, zeitliche Evolution
der Besetzungsédnderung (dn,), /M, fir 5 =0.1;0< 2z <1

0.03 T T

0.02 4

<5nm>t /My

0.01 —

0
-100 -50 0 50 100

Abbildung 5.4: Ideale Exzitonenkette: p(0) = pr + Ap, A = ny, Momentaufnahme
der Besetzungsédnderung (dn,,), /M, fiir f = 0.1 zur Zeit t/T = 40
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In Figur 5.3 ist die zeitliche Evolution der Besetzungsinderung fiir die Temperatur
B = 0.1 gezeigt. Man sieht, dafl der Transport von den Moden grofter Geschwin-
digkeit (vmaz(k = 7/2) = 2T) bestimmt wird. Die Grenzen von (én.,), sind an den
Stellen m/(t) = Vpaet, WObel Ve, die ,Schallgeschwindigkeit“ angibt. Dies ist in Fi-
gur 5.4, die einen Zeitschnitt zeigt, nochmals verdeutlicht.

Als Zeitachse wurde hier wie im Folgenden ¢/T gewihlt, damit die Orte m/(t), die
von Moden mit Schallgeschwindigkeit erreicht werden, immer gleich fiir jede Wahl

von 1 sind.

5.2 Statistisch verteilte Storungen der ,,Onsite’-
Energien

In diesem Abschnitt wird das Transportproblem bei statistischer Verteilung der
,Onsite“~-Energien F,, untersucht. Es soll folgender Hamiltonoperator betrachtet wer-

den
H = Y Euclen — TS (c;'anm —l—h.c.) . (5.20)

Die ,Onsite“-Energien E,, werden im Intervall —de < E,, < de zufillig gewahlt und
stets iiber mehrere Konfigurationen gemittelt, wobei de als Storstirke bezeichnet
wird.

Im Folgenden wollen wir 7" als Energiemaf beniitzen (7" = 1) und alle Energiegrofien
0T, de, 1/ darauf beziehen.

Die Deviation der thermischen Gleichgewichtsdichtematrix ist durch Gleichung (2.28),
mit A = cgco gegeben.

Mit zunehmender Stérung werden immer mehr Moden lokalisiert. Sie sind von den iib-
rigen Moden durch sogenannte ,Mobility—Edges“ [5] getrennt. Diese Art der Lokalisie-
rung wurde von P.W. Anderson gefunden und heiflt daher ,Anderson—Lokalisierung“
[59].

Um die mit zunehmender Storstirke vermehrte Lokalisierung zu verdeutlichen, soll
die Grofe

Plk] = o (5.21)

(N+1) 2 |mm(s)

m=—N/2
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betrachtet werden. 7, (k) sind die Eigenvektoren des Hamiltonians aus Gleichung 5.20

(sieche Gleichung 2.37). P[k] ist in Figur 5.5 fiir verschiedene Storstérken dargestellt.

0.8 | ungest. ——— o
e =02 -
e =04 -
de =0.8 - -
~—~ [ _
e 06
N—r
04 ' -
N ~ B ST S \V\
02 F P f\,”’ l\/," . v ‘\‘\» A E
0 . e
0 /2 P

Abbildung 5.5: Exzitonenkette: statistisch verteilte ,Onsite “-Storungen, Lokalisie-
rung der Moden; Numerierung der Moden: k = 27v/(N +1);0 < v < (N +1)/2; v;

fiir verschiedene Storstarken

Die Berechnung erfolgte iiber eine numerische Diagonalisierung fiir N = 1000 bei
statistischer Verteilung der Onsite-Energien. Ist eine Mode & lokalisiert, so ist |7, (k)|
nur an wenigen Orten m von Null verschieden und P(x) wird von der Ordnung 1/N
sein. Ist sie nicht lokalisiert, so wird |9,,(x)| an jedem Ort m nur von der Ordnung
1/+/N sein und P(x) von der Ordnung 1.

Um solche Lokalisierungseffekte bei Transportprozessen beschreiben zu kénnen, wird

das eingeschrinkte nullte Moment

L

M) = 3 (), (5.22)

m=—L

eingefiihrt. Es ist ein Maf fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Exzitons im
Bereich —L ... L nach der Zeit ¢.
Figur 5.6 zeigt das eingeschrinkte nullte Moment fiir verschiedene Storstirken. Je

starker die Storung, umso mehr bleibt von der anfinglichen Anregung im Bereich
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Abbildung 5.6: Exzitonkette: Statistisch verteilte ,Onsite“-Stérungen. Anregung:
p(0) = pr + Ap, A = ny; zeitliche Evolution des eingeschrinkten nullten Moments
MéL) (t)/M, fiir 5 = 0.2, L = 20 und verschiedene Storstarken

<5nm>t /My

t/T 30 -

Abbildung 5.7: Exzitonkette: Statistisch verteilte ,Onsite“~-Stérungen. Anregung:
p(0) = pr + Ap, A = ng; zeitliche Evolution der Besetzungsinderung (6n,), /Mo
fiir 8 = 0.1; Onsite-Storung der Stirke de = 0.4
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Abbildung 5.8: Exzitonkette: Statistisch verteilte ,Onsite“-Stérungen. Anregung:
p(0) = pr + Ap, A = ny; Abweichung des zweiten Momentes vom #?>-Verhalten fiir

inverse Temperatur § = 1 und verschiedene Storstéirken
10000

de = 0.2

1000

10
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Abbildung 5.9: Exzitonkette: Statistisch verteilte ,Onsite‘-Storungen. Anregung:
p(0) = pr+ Ap, A = ny; Potenzgesetz des zweiten Momentes fiir inverse Temperatur

B = 1 und verschiedene Storstirken; Vergleich mit dem kohérenten und diffusivem
Grenzfall



5.2 Statistisch verteilte Stérungen der ,Onsite™-
Energien 65

m = —20...20 lokalisiert. Fiir eine Stérung von de = 0.8 ist dies ca. 80%. In Figur
5.7 ist die zeitliche Evolution der Besetzungsdnderung aufgezeigt; die Lokalisierung
um den Anregungsort ist deutlich zu sehen. Aufgrund der lokalisierten Moden, die
nicht mehr zum Transport beitragen, ist zu erwarten, dak sich das zweite Moment
nicht mehr proportional zur zweiten Potenz der Zeit verhalten wird.

Figur 5.8 bestitigt diese Vermutung und zeigt die Abweichung von diesem Zeitge-
setz fiir unterschiedliche Storstarken. Wie in Figur 5.9 gezeigt ist, geht Mj(¢) mit

zunehmender Storstirke vom kohirenten ?>— zum diffusiven t—Gesetz iiber.

5.2.1 Temperaturabhingigkeit

Hier wird wiederum die durch die Anregung erzeugte Exzessivbesetzung betrachtet.
Die spezielle Form der Anregung iiber die Dichtematrixéinderung, siehe Gleichung
2.28, bewirkt die Temperaturabhéngigkeit der Exzessivbesetzung. Die Temperatur-
abhingigkeit des zweiten Momentes ist in Figur 5.10 gezeigt, die des eingeschrinkten

nullten Momentes in Figur 5.12.

M (t)
Mot?

0 1 1 1 1

10 20 30 40 50
t)T

Abbildung 5.10: Exzitonkette: Statistisch verteilte ,Onsite“-Storungen. Anregung:
p(0) = pr + Ap, A = ng; Abweichung des relativen zweiten Momentes Ms/M, vom

t2-Verhalten fiir Storstirke de = 0.4 und fiir verschiedene inverse Temperaturen
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Abbildung 5.11: Gestorte Exzitonenkette: p(0) = pr + Ap, Anfangsverteilung
(0nm),_o auf das nullte Moment My normiert fiir verschiedene Temperaturen, A = ng;
Storstarke de = 0.4

Bei hoher Temperatur ist die Anregung zur Zeit ¢ = 0 rdumlich lokalisiert, siehe
Figur 5.11. Hierbei sind auch die Eigenlosungen des gestorten Systems, im folgen-
den in Analogie zu den Eigenldsungen des ungestoérten Systems auch ,Moden“ ge-
nannt, mit hoher Energie stark besetzt. Bei niedriger Temperatur wird die Anregung
ausgedehnter. Es sind vermehrt die niederenergetischen ,Moden®“ besetzt, die wenig
zum Transport beitragen. Im ungestérten Fall haben die Moden in der Bandmit-
te (k = m/2), die grokte Gruppengeschwindigkeit, sie tragen also am meisten zum
Transport bei. Durch die Stérung werden zunéchst die Moden an den Bandréndern
lokalisiert, wihrend die mitten im Band liegenden in ihrem Transportverhalten nur
wenig verdndert werden. Bei nicht zu groflen Storstirken bleiben diese ,Moden® also
transportrelevant. Das zweite Moment ist somit bei niedrigerer Temperatur kleiner
als bei hoherer Temperatur. Dies erklart auch das kleinere eingeschriankte nullte Mo-
ment bei hoheren Temperaturen, da hier mehr von der anféinglichen Anregung aus
dem raumlichen Betrachtungsintervall (—L < m < L) wegtransportiert wird.

In Figur 5.13 ist die Temperaturabhéngigkeit der Diffusionsfunktion D(t) (vgl. (4.14))

gezeigt. Wie schon beim eingeschrinkten nullten Moment, 1d£t sich das Temperatur-
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Abbildung 5.12: Exzitonkette: Statistisch verteilte ,Onsite“-Storungen. Anregung:

p(0) = pr + Ap, A = ng; Eingeschrinktes nulltes Moment mit L = 20 fiir Stor-

starke de = 0.4 und verschiedene inverse Temperaturen
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Abbildung 5.13: Exzitonkette: Statistisch verteilte ,Onsite“-Storungen. Anregung:
p(0) = pr + Ap, A = nyg; Diffusionsfunktion D(t) = My(t)/(tM,) fiir Storstiarke

0e = 0.8 und verschiedene inverse Temperaturen
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Abbildung 5.14: Exzitonkette: Statistisch verteilte ,Onsite“-Storungen. Anregung:
p(0) = pr + Ap, A = nyg; Diffusionskonstante D, fiir Storstirke de = 0.8 in Ab-
héngigkeit der Temperatur

verhalten mit der Temperaturabhéingigkeit der anfinglichen Exzessivbesetzung er-
klaren.
Dies wird insbesondere in Figur 5.14 deutlich, in der die Abhéngigkeit der Diffusi-

onskonstante

Dy, = lim D(t) (5.23)

t—o0

von der Temperatur dargestellt ist. Der Grenziibergang ¢ — oo kann natiirlich in dem
hier betrachteten numerischen Modell nicht exakt durchgefiihrt werden, dies wiirde
ja eine unendliche lange Rechenzeit erfordern. Daher wurde als Diffusionskonstante
der Wert von D(t) zu einem Zeitpunkt ¢ genommen, ab dem D(¢) konstant bleibt.
Bei zunehmender Temperatur 1/8 (kg = 1 gesetzt) dndert sich die Besetzung der
transportrelevanten Moden wenig, und das Transportverhalten bleibt dann nahezu

unverandert.
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5.3 Statistisch Verteilung der Storungen der ,,Trans-

fer“-Energien

In diesem Fall werden die Kopplungsterme benachbarter Orte statistisch verteilt.

D.h. es wird von folgendem Hamiltonoperator ausgegangen

H = = Thmn (cinﬂcm + h.c.) (5.24)

Tm,m—l—l = T+ 5Tm+17 Tm,m—l =-T+ 6Tm—1 )

wobei die 67}, aus dem Intervall =67 < 67, < 67 zuféllig gewdhlt werden und, wie
schon im Fall der statistischen ,;Onsite“~Energiestorung, stets iiber mehrere Konfigu-

rationen gemittelt wird. Als Nebenbedingung gilt stets
r<T . (5.25)

0T wird in diesem Fall die Storstarke sein.

T
Transferst. E—

Onsitest.  -——-——--—-

M>(t)
2 Mo
[N
T
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t/T

Abbildung 5.15: Exzitonkette: Statistisch verteilte Storungen, Anregung: p(0) = pr+
Ap, A = ng; Vergleich von Onsite- und Transfer-Storung; inverse Temperatur 5 =1
und Storstirke de = 07T = 0.4
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Fiir [07| < T gibt es nun keine energetischen ,Fallen® fiir die exzitonische Anregung
mehr. Diese entstiinden nur dann, wenn die Storstirke 67 gleich dem ungestorten
Transfertermes T wiirde, da dann der Transport an einigen Orten zum benachbar-
ten Ort ausgeschlossen wére. Dies wollen wir ausschliefen. Trotzdem bewirkt die
Storform (Gleichung 5.24) zum einen eine Lokalisierung der Moden und damit eine
Einschriankung des Transportes. Zum anderen wird der Transport aber durch die
durch die Stérung entstehenden groferen Transferterme im Vergleich zur reinen On-
sitestorung, bei der alle Transferterme gleich grof sind, begiinstigt.

Wie im Fall der statistisch verteilten ,Onsite“~Energiestorungen soll die Anderung
der Gleichgewichtsdichtematrix zur Zeit ¢ = 0 nur iiber den Ort m = 0 vermittelt

werden, d.h. es gilt auch hier Gleichung (2.28), mit A = cfcq.

70 T T T T

0 / 1 1 1 1

10 20 30 40 50

t/T
Abbildung 5.16: Exzitonkette: Statistisch verteile Transferstorungen, Anregung:
p(0) = pr+ Ap, A = ny; Diffusionsfunktion D() fiir inverse Temperatur 3 = 0.1 und

verschiedene Storstiarken

In Figur 5.15 ist ein Vergleich der Diffusionsfunktion D(t) = My(t)/(Myt) von
Transfer— und Onsite-Stérung zu sehen. Dabei wird deutlich, daf eine Transfer-
storung der Stirke 67" in etwa denselben Effekt wie eine Onsitestorung der Stirke
de = 26T hat. Dies zeigt sich insbesondere im Vergleich der Lokalisierung der Mo-

den fiir reine Onsite— und reine Transferstorung, vgl. Figur 5.17. Hier zeigt sich ein
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Abbildung 5.17: Exzitonkette: Vergleich der Lokalisierung der Moden fiir Transfer—
und Onsitestorungen verschiedener Storstdrken; Numerierung der Moden: k =
2nv/(N +1);0<v < (N+1)/2;

vergleichbares Verhalten fiir die Stirke der Lokaliserung wie auch fiir die Anzahl der
lokalisierten Moden. Bei gleicher Storstirke de = 67T zeigt also die Transferstérung
eine stirkere Lokalisierung als die Onsitestorung.

Eine reine Transferstorung kann, wie eine reine Onsite-Storung, bei gentigender Stér-
ke der Storung den Transport diffusiv machen, wie in Figur 5.16 gezeigt wird.

In Figur 5.18 ist das zweite Moment fiir reine Transfer-Stérung und reine Onsite—
Storung bei vergleichbarer Storstirke (0e = 207T") dargestellt. Das zeitliche Verhalten
des zweiten Momentes bei reiner Transfer-Stérung wird fiir grofe Zeiten superdiffu-
siv (My oc t3/2; D oc t'/2, siche Abschnitt 4.3), wihrend es fiir reine Onsite-Stérung
diffusiv wird, im Sinne der Definition D(t) = My/(Myt); D x const. Geméf Figur
5.17 ist die Lokalisierung beider Storungen dann vergleichbar. Daf der Transport
bei der reinen Transfer-Storung nicht diffusiv wird, ist ein Effekt der durch die Art
der Storung entstehenden sehr gut transportierenden Moden. Aus Figur 5.18 erkennt
man, dafs die Onsitestorung ,schneller zu diffusivem Verhalten fiihrt als die Trans-
ferstorung. Eine Stérung der Onsite-Energien behindert den Transport also stirker

als eine dquivalente Transfer—-Storung.
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Abbildung 5.18: Exzitonkette: Statistisch verteilte Storungen, Anregung: p(0) = pr+

Ap, A = ny; Zweites Moment fiir Storstiarken de = 267 = 0.8, inverse Temperatur

B=1
5.4 Korrelierte Unordnung

Wihrend der letzten Jahre wurde gezeigt, dafs ,korrelierte Unordnung®“ grofien Ein-
fluf auf die Dynamik von Quasipartikeln hat, und solche Systeme wurden in starkem
Mafe untersucht. [60], [31]. Dies wurde insbesondere im Rahmen der Untersuchung
von delokalisierten Elektronen und Phononen (Gitterschwingungen) in eindimensio-
nalen Systemen gefunden [61], [54], [62]. Korrelierte Unordnung bedeutet, daf einige
physikalische Parameter in gestorten Systemen innerhalb einer gewissen Korrelati-
onslange nicht vollig unabhéingig sind. Es existieren in Systemen mit korrelierter
Unordnung eine Konkurrenz zwischen kurzreichweitigen Ordnungseffekten und lang-
reichweitigender Unordnung.

Um dies sehr vereinfacht zu simulieren, wihlen wir mit einer bestimmten Konzen-
tration ¢ immer fiir zwei benachbarte Onsite-Energien denselben Wert ¢, wihrend
alle anderen Onsite-Energien Null sind. Solch ein Paar benachbarter Plitze wird als
,Dimer-Defekt bezeichnet.
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Abbildung 5.19: Korrelierte Unordnung in der Exzitonenkette. Anregung: p(0) =
pr+Ap(0), A = ny. Zweites Moment fiir verschiedene Konzentrationen ¢ der ,Dimer-
Defekte”; Onsite-Energie € = 1; inverse Temperatur 8 = 1. Vergleich mit kohdrentem

und superdiffusivem Verhalten; m = 0 ist kein Dimerplatz
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In Figur 5.19 ist das zeitliche Verhalten des zweiten Momentes bei korrelierter Un-
ordnung verschiedener Konzentrationen zu sehen. Das zweite Moment ist fiir kleine
Zeiten bis auf den konstanten Anteil, der von der speziellen Form der Anregung
(p(0) = pr + Ap(0), A = ny, siehe Abschnitt 5.1) herriihrt, proportional zu ¢2, fiir
grokere Zeiten bei den hier betrachteten Storkonzentrationen unabhingig von der

Stérkonzentration proportional zu ¢3/2 (superdiffusiv).
20 T T T T

16 |

12 korrel. —_— -
unkorr. = -------

30 40 50

Abbildung 5.20: Korrelierte Unordnung in der Exzitonenkette. Anregung: p(0) = pr+
Ap(0), A = ny. Diffusionsfunktion fiir Konzentration ¢ = 0.2 der ,Dimer-Defekte®,
inverse Temperatur S = 1. Vergleich von korrelierter mit unkorrelierter Unordnung

derselben Storkonzentration ¢ = 0.4 und -stirke an Onsitestorungen

Im vorliegenden Fall einer korrelierten Unordnung werden stets zwei Stororte gepaart,
und somit gibt es lingere Abschnitte des Gitters, die ungestort sind, als bei einer
statistischen Storung gleicher Konzentration. Die korrelierte Unordnung bewirkt al-
so geringere Unterbrechungen des Gitters, und damit haben solche Defektstrukturen
einen geringeren Einflufs auf die Dynamik des Exzitons als rein statistische Stérun-
gen. Diese ,kurzreichweitige* Ordnung des Gitters behindert den Transport weniger,
als dies statistisch verteilte Einzelstorungen gleicher Stirke und Konzentration tun
wiirden. Die lokale Dynamik des Paares zeigt fiir den Transport keinen Einfluf. Wie

in Figur 5.20 zu sehen ist, bleibt der Transport bei gleicher Storstirke und Kon-
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zentration im korrelierten Fall superdiffusiv, wihrend er fiir den unkorrelierten Fall

statistisch verteilter Storungen schon diffusiv wird.

5.5 Energietransport

In den vorausgegangenen Kapiteln wurde nur die Exzitonenbesetzung in der raum-
zeitlichen Evolution (s. Gleichung (2.34): f,, = n.,) bei einer ,Onsite-“Anregung (A =
cbeo) untersucht. Interessiert man sich aber fiir den Energietransport (fm = hn), s0
muf fiir die ,lokale Konzeption“ zum einen ein geeigneter lokaler Energieoperator
definiert werden und die Anregung iiber eine lokale Energie (A = hy) erfolgen.

Eine lokale Energie h,, kann nicht exakt definiert werden, sondern enthélt eine gewis-
se Willkiir. Die Definition muf jedoch so gewidhlt werden, dafs die Energieerhaltung

erfiillt ist:
H = Z Ay . (5.26)

Wir werden eine Definition der lokalen Energie h,,, wihlen, bei der die Onsite-Energie
eines Gitterortes m und jeweils die Hélfte der Transfer—Energie zu den benachbarten

Gitterorten m + 1, m — 1 enthalten ist, d.h. es gelte:
i L (4
hm = Epclcm — §Tm (cmcm+1 —i—h.c.) . (5.27)

Die Anregung im Exponenten der Dichtematrix (siehe Gleichung (2.28)) wird durch
die Energie am Ort m = 0 etabliert (A = hg), d.h. die Anregung involviert iiber den
Transfer die Besetzungsamplituden der Orte m = 0,%+1. Die fundamentale Trans-

portgrofe ist nun

o B
(Oha)y = 5 [ X Go(Oha(r))r = atho)r (hn)y . (5.28)

mit 7 = t+i\, A € (0...3). Die Momente werden nun iiber die Anderung der lokalen

Energie definiert
M, =>"m"{hy) . (5.29)

In Figur 5.21 ist das zweite Moment beziiglich der lokalen Energiedeviation (h,,)

fiir verschiedene Storstérken (reine statistisch verteilte Onsite-Stérungen, wie schon
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Abbildung 5.21: Energietransport in der gestorten Exzitonenkette. Anregung: p(0) =

pr+ Ap(0), A = hy; Zweites Moment fiir verschiedene Onsite-Storstdrken de. Inverse
Temperatur g =1
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Abbildung 5.22: Energietransport in der gestorten Exzitonenkette. Anregung: p(0) =
pr + Ap(0), A = hg; Vergleich zwischen der Anderungen der lokalen Energie (6h,,)

und der lokalen Besetzung (n,,). Inverse Temperatur 8 = 1, reine Onsite-Storstirke
0e=0.4
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oben eingefiihrt, vgl. Abschnitt 5.2) gezeigt. Wie schon im Fall der raumzeitlichen
Evolution der Exzitonenbesetzung ist fiir kleinere Storstérken der Transport superdif-
fusiv und fiir grokere Storstarken diffusiv. Dabei liegt hier bei derselben Storung der
Ubergang vom ballistischen Kurzzeitverhalten zum entsprechenden Langzeitverhal-
ten aufgrund des Transferanteiles in der Anregung bei kleineren Zeiten. Da die hier
betrachtete Anfangsanregung iiber den lokalen Energieterm vermittelt wird (A = hyg),
sind mehr Orte beteiligt als im Fall der raumzeitlichen Evolution der Exzitonenbe-
setzung.

In Figur 5.22 wird die Anderung der lokalen Energie (§h,,), mit der Evolution der
Exzitonenbesetzung (dn,,), am Ort m bei gleicher Stérung verglichen. (In beiden
Fillen betrifft die Stérung nur die OnsiteEnergien) Hier ist direkt die Anderung des
Transportes durch die anfingliche Anregung der Transferterme verdeutlicht. Diese
bewirken einen stiirkeren anfinglichen Abfall und damit einen friiheren Ubergang

von superdiffusivem zu diffusivem Verhalten.

5.6 Fazit

Die statistische Storung sowohl der Onsite— als auch der Transfer-Energieterme be-
wirkt eine Lokalisierung der Eigenmoden und damit eine Verminderung des balli-
stischen Transportanteiles. Die Stérke der Lokalisierung nimmt mit zunehmender
Storstirke zu. Bei vergleichbarer Storstéirke zeigt die Onsitestorung ein stéirkeres Lo-
kalisierungsverhalten als die Transferstorung.

Bei Onsitestorungen strebt die effektive Potenz des Zeitgesetzes von M, mit zuneh-
mender Storstirke mehr und mehr dem diffusiven Verhalten zu und erreicht schon
bei mittleren Werten das diffusive Langzeitverhalten M, o t. Ob bei grofer Stérung
ein sub-difussives Langzeitverhalten (M, o t'/?) auftritt, kann wegen der zeitlichen
Begrenzung der rechnerischen Simulation nicht entschieden werden (ein solches Ver-
halten zeigt sich bei gestorten Oszillatorketten). Bei Transferstorungen ergibt sich im
Bereich mittlerer Storstarken das interessante (und zumindest iiber lingere Zeiten
stabile) superdiffusive Verhalten M, o 3/2. Ein solches Verhalten tritt auch bei der
korrelierten Onsitestérung auf (vgl. Figur 5.20). Dies lafst sich dadurch verstehen, daf

bei geringen Storstarken zunichst die Moden am Bandrand lokalisiert werden (siehe
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Figur 5.5), diese aber nicht transportrelevant sind. Im ungestorten Exzitonenproblem
sind die Moden grokter Gruppengeschwindigkeit, diejenigen in der Bandmitte (bei
k = m/2) (beim phononischen Problem ist dies anders). Bei geringen Stérstirken
werden diese Moden in der Bandmitte nur wenig gestort und tragen somit weiterhin
wesentlich zum Transport bei. Bei hoheren Storstirken sind auch die transportrele-
vanten Moden lokalisiert.

Korrelierte Unordnung bewirkt im Effekt eine Reduktion der Konzentration der Stor-
stellen und hat deshalb einen groferen kohirenten Transportanteil als unkorrelierte
(statistische) Unordnung.

Gegeniiber dem ,Besetzungszahlentransport® sind bei der Behandlung des Energie-
transportes mehr Transferterme im Spiel, da die Definition der lokalen Energie A,
(gegeniiber der der lokalen Besetzung n,,) auch Transferterme involviert, was sich
einerseits bei der Definition der Anregung selbst, andererseits bei der Definition der
Momente auswirkt. Dadurch ist der Einfluf der Storung grofer als beim reinen Be-
setzungstransport. Die Temperaturabhingigkeit beim Energietransport wurde wegen
des gegeniiber des Besetzungstransportes zusatzlichen numerischen Aufwandes nicht

untersucht.



Kapitel 6

Zwel— und dreidimensionales

Exzitonenproblem

In diesem Kapitel werden die mehrdimensionalen Exzitonenprobleme behandelt. Der
erste Abschnitt behandelt die ungestorten Probleme, der zweite Abschnitt die stati-
stische Stérung der Onsite-Energien beim zweidimensionalen Exzitonenhamiltonian,
der dritte den dreidimensionalen Fall gleichen Stortyps. Im vierten Abschnitt werden

die Ergebnisse kurz zusammengefafst.

6.1 Der ungestorte Fall

Der Hamiltonoperator 5.3 von Abschnitt 5.1 wird jetzt auf mehrere Raumrichtungen

erweitert:
H = Z T“,ﬁ ( I—ﬁCﬁ + C%Cm) (6.1)
17,7t
mit
. (Mg, my) fir 2 — dimensionaleSysteme
i = menst (62)
(Mg, my,m,) fiir 3 — dimensionaleSysteme

Zur Vereinfachung wihlen wir eine Nachste-Nachbar—Wechselwirkung in den kartesi-
schen Raumrichtungen. Die Matrixelemente 7} 7 sind dann beim zweidimensionalen

Problem gegeben durch

T@g) = Em(sffﬁ,ﬁ - (T+ 5Mm,'flm+1 + TT;E 5mm,nz—1)5my,ny

m, Mg
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_(Tr—rty 5my,ny+1 + T’r;y 5my,ny—1)5my Ny I (6-3)
im dreidimensionalen Fall durch

7

m,

3 -

) — + -
- Eﬁldﬁiﬁ - (me 5mm,nm+1 + me 5mm,nm—1)5my,ny5mz Mz
_|_ —
- (Tmy 5my7ny+1 + Tmy 5m;y ,nyfl)(smw Nz 5mz Nz

_(Tr;il—z 6mz;nz+1 + TT;z 5mz,nz_1)5myyny5mm;nm . (6'4)

Jeweils gilt einschréinkend

Tpii1 = T mit j=uz,y,2 (6.5)

mj

Zunichst soll das ungestorte Problem betrachtet werden.
Wie schon im eindimensionalen Fall sind die Eigenfunktionen des idealen Gitters
ebene Wellen

_ 1 i(kamatkymy) i — s
nm(R) = o1 € | vy fir 2 dvim.Systeme (6.6)
m gilkamathymy+hmz)  fiir 3 — dim.Systeme
und fiir die zugehérigen idealen Eigenwerte gilt
cos k, + cosk fiir 2 — dim.Systeme
€ = —2T v v Y (6.7)
cos ky + cosk, +cosk, fiir 3—dim.Systeme

Die Anregung im Exponentialterm der Dichtematrix betreffe wiederum nur die Be-
setzung am Ort m = 0, d.h. A = ng. Fiir die dynamischen Grofen XZ(7) (siehe

Gleichung 4.10) ergibt sich

~ 1 ) .
Xi(r) = 7H?21 > etki(mi—ni) g=2iTrcoski g — Dimension (6.8)
(N + 1) kj
Die Summationen iiber die kartesischen Raumrichtungen kénnen separiert und durch-
gefiithrt werden (siehe [58|) und somit ergibt sich im Kontinuumslimes, d.h. wenn in

Gleichung 6.8 von der Summation iiber k; zur Integration iibergegangen wird,

Xi(r) {Hj:(m,y)i(mjnj)ij_nj@TT) fiir 2 — dim. 69)

11— (a,2) 8™ ) T (2T7)  fiir - 3 — dim.
Durch diese Faktorisierung ergibt sich, wie unten gezeigt, daf sich das zweite Moment

weiterhin wie ¢? verhilt, der Proportionalitiitsfaktor sich jedoch #ndert.
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Das fiir den Transport wichtige zweite Moment werde wie folgt definiert

5 (m2 +m2) (onm) fir 2 — dim.Systeme
My(t) = { ™m0 (6.10)
> (mi4+ml4+m?)(Ong) fir 3 —dim.Systeme

Mg My, Mz =0
und bezieht sich damit auf den mittleren quadratischen Abstand vom Ort der Anre-

gung.

Hochtemperaturgrenzfall

Die Besetzungsinderung ldt sich im Hochtemperaturlimes (8 — 0) analog wie im
eindimensionalen Fall entwickeln, siehe Gleichungen 5.9 bis 5.17, und mit Gleichung
6.9 folgt dann fiir den zweidimensionalen Fall

MEP() = Y (m24m?)J3 (207)J2 (2T7)+O(8%) . (6.11)

Mg ,My

Die Summe beziiglich einer kartesischen Richtung ergibt somit das zweite Moment

des eindimensionalen Falles multipliziert mit dem nullten Moment. Damit gilt
MI(t) =d x MP(t) . (6.12)

Das t?>~Verhalten des zweiten Momentes dndert sich somit fiir den ungestoérten mehr-
dimensionalen Fall nicht. Aufgrund der Symmetrie des Hamiltonoperators (6.1) ergibt
sich mit Gleichung 6.12 im Grenzfall hoher Temperaturen das zweite Moment zu

o

. ~ d

T?t*>  mitd = Dimension . (6.13)

Wobei Z die Zustandssumme, siehe Gleichung 4.8, ist.

6.2 Gestorter zweidimensionaler Fall

Analog zu den statistisch verteilten ,,Onsite“-Energiestorungen werden hier die Ener-
gien F; aus einem Intervall —de < E; < de statistisch verteilt gewédhlt. Die Storstér-
ke de wird dabei fiir beide Raumrichtungen gleich grofs gew#hlt. Nun erwartet man
im Vergleich zum eindimensionalen Fall einen verbesserten Transport bei vergleich-

barer Storstirke. Ist der Transport in einer Raumrichtung durch eine grofe Stérung
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Abbildung 6.1: 2D-Exzitonenkette: Statistisch verteilte ,Onsite*- Stérungen. Anre-
gung: p(0) = pr + Ap, A = ny. Eingeschrinktes nulltes Moment fiir verschiedene

Storstarken bei inverser Temperatur § = 1.0, L =10

behindert, so kann auf die zweite Richtung ausgewichen werden. Damit kdnnen ener-

getische ,Fallen” bzgl. des Transportes umgangen werden.

Wie schon in einer Dimension werden die Eigenfunktionen aufgrund der Stérung
lokalisiert, wie man am Verhalten des eingeschrankten nullten Momentes sehen kann
(vgl. Figur 6.1) und ein Teil der Anregung verbleibt in der Niahe des Ortes der
Anregung (m = 0).

In Figur 6.2 ist das zweite Moment dargestellt. Analog zum eindimensionalen Fall ist
der Transport aufgrund der Stérung nicht mehr ballistisch, d.h. My(t) < t* « < 2.
Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall bewirkt eine Storstirke von de = 0.8 keinen
diffusiven Transport, sondern der Transport wird superdiffusiv (1 < a < 2) (vgl.
Figur 6.3). Im zweidimensionalen Fall gibt es nun zwei Raumrichtungen, in denen
sich die anfingliche Anregung ausbreiten kann. Wenn in einer Raumrichtung eine
Storung liegt, die den Transport behindert, so bleibt immer noch ein ,,Umweg® iiber

die andere Raumrichtung. Dies ist in einer Dimension nicht moglich.
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Abbildung 6.2: 2D-Exzitonenkette: Statistisch verteilte ,Onsite*- Stérungen. Anre-

gung: p(0) = pr + Ap, A = ny. Zweites Moment My (t)/Myt? nach Glg. 6.10 fiir

verschiedene Storstiarken bei inverser Temperatur 5 = 1.0
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Abbildung 6.3: 2D-Exzitonenkette: Statistisch verteilte ,Onsite*- Storungen. Anre-

gung: p(0) = pr+Ap, A = ny. Zweites Moment nach Glg. 6.10 fiir Storstiarke e = 0.8
bei inverser Temperatur 5 = 0.2. Superdiffusives Verhalten.
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6.3 Gestorter dreidimensionaler Fall

Die Storstirke wird wie beim zweidimensionalen Fall (s. Abschnitt 5.2) in jeder
Raumrichtung gleich groft gewihlt.

Die Dimensionsabhingigkeit beim Lokalisierungsproblem wurde schon vielfach un-
tersucht. Die wichtigsten Ergebnisse findet man im Buch von Economou [5]. Die
gefundenen Ergebnisse sollten sich hier auch wiederfinden.

Beim Lokalisierungsproblem im ,tight-binding-Hamiltonian“ ist die kritische Dimen-
sion d = 2. Fiir d < 2 sind alle Eigenzustinde lokalisiert unabhingig von der Stor-
stiarke. Bei d = 3 sind die Zusténde «, fiir die gilt |e(k)| > E., lokalisiert, wihrend
die iibrigen Zustinde ausgedehnt bleiben. E, nennt man mobility edge |5|. Diese ist
abhéngig von der Storstirke. Erst wenn das untere und obere ,mobility edge zusam-
menfillt, sind alle Eigenzustéinde des Systems lokalisiert.

In Figur 6.4 ist zu sehen, daf bei einer Storstérke von de = 0.5 die Ausbreitung noch
wenig Lokalisierung erkennen Hét, wihrend im eindimensionalen Fall (s. Figur 5.6)

bei gleicher Storstarke schon eine deutliche Lokalisierung zu sehen ist.
1 T T T T

M,
o
o

T

Abbildung 6.4: 3D-Exzitonenkette: Statistisch verteilte ,Onsite”- Storungen. Anre-
gung: p(0) = pr + Ap, A = ny. Eingeschrinktes nulltes Moment fiir verschiedene

Storstarken bei inverser Temperatur = 0.2, L =8
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Abbildung 6.5: 3D-Exzitonenkette: Statistisch verteilte ,Onsite*- Stérungen. Anre-
gung: p(0) = pr + Ap, A = ng. Zweites Moment nach Glg. 6.10 fiir verschiedene
Storstirken bei inverser Temperatur = 0.2; Vergleich mit diffusivem und superdif-

fusivem Tra%sportverhalten
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Abbildung 6.6: 3D-Exzitonenkette: Statistisch verteilte ,Onsite*- Storungen. Anre-
gung: p(0) = pr + Ap, A = ny. Diffusionsfunktion D(t) = Ms(t)/(Myt) nach Glg.

6.10 fiir verschiedene Stérstiarken bei Temperatur g = 0.2
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In Figur 6.5 ist das Verhalten des zweiten Momentes dargestellt. Bei einer Storstirke
von de = 0.5 ist der Transport noch nicht diffusiv, im Gegensatz zum eindimensio-
nalen Fall (s. Figur 5.9). Bei einer massiveren Stérung der Stérke de = 2.0 hingegen
wird der Transport diffusiv. Diese Storstarke entspricht genau der halben Bandbreite
des ungestorten Exzitonenbandes (siehe auch [5]). Hierbei sind die oben genannten
,mobility edges” zusammengefallen und alle Eigenfunktionen des Systems sind loka-
lisiert.

In Figur 6.6 wird dieser Sachverhalt anhand der Diffusionsfunktion nochmals ver-
deutlicht. Erst ab einer Storstéirke die der halben Bandbreite des ungestorten Exzi-
tonenbandes entspricht, wird das zweite Moment fiir lange Zeiten proportional zur
Zeit t bzw. die Diffusionsfunktion D(¢) konstant und der Transport somit diffusiv.
Figur 6.7 zeigt das diffusive Verhalten fiir verschiedene sehr grofe Storstarken. Im
Gegensatz zum eindimensionalen Fall (vgl. Figur 5.14) ist der Ubergang vom ko-
harenten Kurzzeitverhalten zum diffusiven Langzeitverhalten bei den Storstiarken
0€ = 3.0und 4.0 schon bei sehr kurzen Zeiten zu sehen, ohne daf eine so starke Loka-
lisierung der Eigenfunktionen wie im eindimensionalen Fall auftritt, vergleiche auch
Figur 5.5. Dann fillt die Diffusionsfunktion fiir grofere Zeiten wieder ab. Dies wird

im nichsten Abschnitt verdeutlicht.

6.4 Dimensionsvergleich

In Figur 6.8 ist das eingeschrinkte nullte Moment fiir verschiedene Dimensionen
gezeigt. Bei der Storstiarke von de = 2.0 bleibt im eindimensionalen Fall aufgrund
der starken Lokalisierung der Moden fast die gesamte Anfangsanregung im Bereich
—20 < m < 20 lokalisiert, der Transport ist auch fiir lingere Zeiten nicht mehr exi-
stent. Im zwei- und insbesondere im dreidimensionalen Fall ist die Lokalisierung bei
weitem nicht so ausgepragt.

In Figur 6.9 wird dieses Verhalten anhand der Diffusionsfunktion nochmals fiir eine
hohe Storstiarke verdeutlicht. Im ein- und zweidimensionalen Fall fallt die Diffusi-
onsfunktion fiir grofere Zeiten aufgrund der starken Lokalisierung ab. Im eindimen-
sionalen Fall wird praktisch nichts von der anfinglichen Anregung transportiert. Im

dreidimensionalen Fall wird der Transport fiir lingere Zeiten diffusiv. Bei einer Stor-
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Abbildung 6.7: 3D-Exzitonenkette: Statistisch verteilte ,Onsite*- Storungen. Anre-
gung: p(0) = pr + Ap, A = ng. Diffusionsfunktion D(t) = My (t)/(mot) nach Glg.
6.10 fiir verschiedene sehr grofle Storstérken bei inverser Temperatur § = 0.2; Band-
breite 67,7 =1
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stiarke von de = 2.0 liegen die ,mobility edges“ genau in der Mitte des ungestorten
Bandes, und es gibt bei dieser Stérung keine ,extended states” mehr. Dies ist in

Ubereinstimmung mit CPA-Rechnungen [5].

eindim. L = 20
zweidim. L = 10  --—-——-—-
dreidim. L = 10

04 | e A

Abbildung 6.8: Exzitonenkette: Statistisch verteilte ,,Onsite”- Storungen. Anregung:
p(0) = pr + Ap, A = ny. Eingeschréinktes nulltes Moment bei inverser Temperatur

B = 0.2, Storstirke e = 2.0 fiir verschiedene Dimensionen

6.5 Fazit

In diesem Kapitel wurden die in Kapitel 5 fiir eindimensionale Exzitonensysteme
erhaltenen Ergebnisse auf mehrdimensionale Systeme mit reinen Onsite-Storungen
erweitert. Aufgrund des grofen numerischen Aufwandes, insbesondere an Speicher-
bedarf, wurden nur Systeme mit Nachster-Nachbar-Wechselwirkung in den karte-
sischen Raumrichtungen betrachtet und zudem die maximalen Storstirken stets in
allen Richtungen identisch angenommen. Die statistischen Verteilungen sind jedoch
in den verschiedenen Raumrichtungen nicht korreliert.

Die im Rahmen dieser Arbeit gefundenen dimensionsabhingigen Ergebnisse legen
den Schluf nahe, dak es eine fiir das Lokalisierungsproblem kritische Dimension von

d = 2 gibt. Fiir d = 3 verifizieren wir das Vorhandensein der sogenannten ,mobility
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Abbildung 6.9: Exzitonenkette: Statistisch verteilte ,Onsite“- Stérungen. Anregung:
p(0) = pr + Ap, A = ng. Diffusionsfunktion D(t) = My(t)/(moet) nach Glg. 6.10 bei

Temperatur 8 = 0.2, Storstérke de = 2.0 fiir verschiedene Dimensionen

edges”, innerhalb denen die Zustinde noch ausgedehnt sind. Entspricht die Storstér-
ke ungefdhr der halben Exzitonenbandbreite des ungestorten Systems, so treffen sich
die ,,mobility edges” und es existieren keine ausgedehnten Zustéinde mehr.

Fiir d < 2 sind alle Eigenzusténde lokalisiert, unabhingig von der Grofe der Storung
([5])- Bei einer sehr starken Stérung bleibt praktisch die gesamte Anfangsanregung
um den Ort der Anregung lokalisiert und es findet kein Transport mehr statt.

Bei Unordnung in zwei— und dreidimensionalen Systemen bei Néchster-Nachbar
Wechselwirkung scheint infolge der héheren Konnektivitdt auch bei Onsitestorun-
gen superdiffusives Verhalten begiinstigt zu werden.

Die Temperaturabhéingigkeit in mehrdimensionalen Systemen konnte aufgrund des
immensen Speicherbedarfes, den solche Berechnungen fiir unterschiedliche Tempera-
turen erfordern wiirden, nicht ndher betrachtet werden. Eine unterschiedliche Tem-
peratur bewirkt im eindimensionalen Fall bei stets gleichem Typus der Anfangsanre-
gung, siehe Gleichung (2.28), vor allem eine rdumlich verdnderte Anfangsbesetzung,
siehe Figur 5.1. Die Unterschiede im Transportverhalten der Systeme unterschiedli-

cher Dimensionen riihren letztendlich daher, daf sich die Anregung bei einer Trans-
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portbehinderung durch eine grofte Storstérke in einer kartesischen Raumrichtung in

eine oder mehrere andere Raumrichtungen ausbreiten kann.



Kapitel 7
Fibonaccikette

Die Fibonaccikette ist ein Modell zur Beschreibung von Quasikristallen, und der dazu-
gehorige Hamiltonoperator wird in einer bilinearen Beschreibung angegeben. Damit
14Kt sich die in Kapitel 4 entwickelte lokale Transportbeschreibung auf dieses Pro-
blem anwenden. Im ersten Abschnitt werden die experimentellen und theoretischen
Grundlagen der Quasikristalle kurz angefiihrt. Der zweite Abschnitt behandelt die
Transporteigenschaften des sogenannten ,diagonalen“ Modells, der dritte Abschnitt
die des ,nichtdiagonalen“ Modells. Dabei wird insbesondere auf die Lokalisierung

eingegangen. Der letzte Abschnitt faft die Ergebnisse zusammen.

7.1 Grundlagen

Im Jahre 1984 présentierten Shechtman et al. [6] eine neue metastabile Phase in ei-
ner schnell abgeschreckten bindren AlMn-Legierung. Die Elektronenbeugungsbilder
wiesen eine ikosaedrische Symmetrie auf. Eine solche ist jedoch mit einer raumlich
periodischen Ordnung unvereinbar und im Rahmen der konventionellen Kristallo-
graphie gruppentheoretisch verboten. Die scharfen Bragg—Reflexe deuteten auf eine
weitreichende Ordnung hin, und so wurde diese durch das mathematische Konzept
der Quasiperiodizitit [63] beschrieben. Diese Materialien werden daher Quasikristalle
genannt. Nach der Entdeckung stabiler Phasen durch Tsai et al. [64], [65] (ikosaedri-
sches AlCuFe, AIPdMn, AlCuCo,...) ist die Existenz von quasiperiodischen Kristallen
akzeptiert.
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Der Mathematiker und Physiker Penrose hatte bereits Anfang der siebziger Jahre ein
aus zwei Bausteinen bestehendes aperiodisches Muster mit fiinfzdhliger Symmetrie
entwickelt [66], das Penrosemuster genannt wird. Analoga zu diesem Muster wurden
u.a. von Mackay [67], [68] als Modelle der ikosaedrischen Quasikristalle entwickelt.
Die dreidimensionale aperiodische Struktur laft sich als Schnitt durch eine hoherdi-
mensionale periodische Struktur beschreiben.

Quasikristalle zeigen iiber ihren geometrischen Aufbau hinaus viele ungewohnliche
Eigenschaften. Sie sind Legierungen aus Metallatomen, wobei meistens Aluminium
beteiligt ist. Trotzdem verhalten sie sich metalluntypisch. Der elektrische Widerstand
ist im Vergleich zum Metall nicht nur ungew6hnlich hoch, sondern nimmt auch mit
zunehmender Temperatur ab [69]. Das Temperaturverhalten der Warmeleitfahigkeit
ist dhnlich dem amorpher Substanzen |7|. Fiir tiefe Temperaturen ist der Anstieg
proportional zu 72, um dann bei Temperaturen zwischen 25K und 55K in ein Pla-
teau iiberzugehen. Danach steigt die Wérmeleitfahigkeit wieder an. Das Plateau hat
im Vergleich zum amorphen Material derselben Zusammensetzung einen deutlich er-
hohten Wert und liegt auch bei hoheren Temperaturen.

Bei der numerischen Untersuchung von zwei- und dreidimensionalen Quasikristallen
muf man sich auf Strukturen mit relativ wenigen Atomen beschrianken. Effekte, bei
denen die weitreichende Ordnung wichtig ist, lassen sich daher nur an eindimensio-
nalen Modellen untersuchen. Ein wichtiger Vertreter hierbei ist die Fibonaccikette,
der ein quasiperiodischer bilineare Hamiltonoperator zur Untersuchung elektronischer

Eigenschaften zugeordnet ist.

7.1.1 Fibonaccifolge

Zur Konstruktion der Fibonaccifolge geht man von zwei Segmenten A und B aus. In

jedem Schritt werden dabei folgende Ersetzungen vorgenommen

A — AB
B —- A | (7.1)

so dafs sich folgende Sequenz ergibt

So = A
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S1 = AB

Sy = ABA

S3 = ABAAB

Sy = ABAABABA

Ss = ABAABABAABAAB

(7.2)

Im Limes S,,n = oo ist das Verhéltnis der Anzahl der Segmente A zu der von B
genau der goldene Schnitt Z4/Zp = (1 4+ +/5)/2 = 1,618... Deshalb kann in einer
etwas groben Weise die ungestorte Fibonaccikette und die binére Kette kontrastiert

werden. Die Folge der Segmente A, B in diesem Limes nennt man Fibonaccifolge.

7.1.2 Hamiltonoperator

Zur Beschreibung der Transportvorgéinge in eindimensionalen quasiperiodischen Sy-

stemen wird oft folgender Hamiltonoperator in projektiver Darstellung verwendet
H = Y en|m)y(m| + > tmmp (Im+1) (m|+ hc) . (7.3)

Wihlt man fiir die Onsite-Energien e, die Werte e4,ep gemifl der in Abschnitt
7.1.1 definierten Fibonaccifolge und die Transfer-Energien ¢, 41 =t = const., so
spricht man von einem diagonalen Modell. Analog sind beim nichtdiagonalen Mo-
dell die Onsite-Energien e,, = e = const. konstant und die Transfer-Energien eine
Fibonaccifolge der Werte 4, tp.

Zur Erzeugung einer Fibonacci-Kette einer bestimmten Linge N wird der oben be-
schriebene Formalismus angewendet und man erhélt eine Folge von A und B. Jedem
Gitterplatz m einer Kette kann nun entweder ein Wert i,, = A oder i,, = B zuge-

ordnet werden. Geméals der Vorschrift

flim=A4] = 0
flim=B] =1 (7.4)

erhélt man ein bindres Feld f[m] an den Gitterorten m = 0...+ &. Den Wert

der Onsite-Energie am Ort m beim digonalen Modell erhilt man dann mittels der
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Abbildung 7.1: Spektrum einer Fibonacci-Kette der Lange N = 1000 und der Qua-
siperiodizitit 7,, = 0.2, diagonales Modell

Zuordnung:
1 N
em = _570"(_1+f[m]) mz()...i; : (7.5)
den Wert der Transfer-Energie beim nichtdiagonalen Modell entsprechend geméf

bomet = t-i—%%r(—l-l— flml) . (7.6)

Die Grofen 7, bzw. v, werden Quasiperiodizitit genannt.

Die Eigenwerte des Hamiltonoperator 7.3 sind in Unterbédnder aufgespalten. Die Gro-
e der Aufspaltung ist abhingig von «. In Figur 7.1 ist das Spektrum einer Fibonacci—
Kette der Lange N = 1000 fiir v,, = 0.2 gezeigt, das Spektrum wurde mittels nume-
rischer Diagonalisierung berechnet.

Figur 7.2 vergleicht das Spektrum einer Fibonacci-Kette der Lange N = 1000 und
der Quasiperiodizitit 7,, = 1 mit dem einer idealen Exzitonenkette. Da die Anzahl
der beiden Onsite-Energien, wie oben beschrieben, nicht identisch ist, liegt das Spek-
trum der Fibonacci—Kette je nach Wahl des Vorzeichens von +,,, etwas oberhalb oder
unterhalb dem der idealen Kette.

Werden die Transfer-Energieterme ¢, geméf einer Fibonacci—Folge gewihlt, so er-
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Abbildung 7.2: Spektrum einer Fibonacci-Kette der Lange N = 1000 und der Qua-
siperiodizitit v,, = 1.0, diagonales Modell. Gestrichelt: ideale Exzitonenkette
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Abbildung 7.3: Vergleich des Spektrums von Fibonacci-Folgen der Onsite— ,,diago-
nales” Modell, und Transfer-Energieterme, ,nichtdiagonales” Modell. Quasiperiodi-
zitaten o, = Y = 1.0, N = 1000.
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gibt sich, wie im Fall quasiperiodischer Onsite-Energien, die Aufspaltung des idea-
len Bandes in mehrere Unterbidnder. Dies ist in Figur 7.3 gezeigt. Die Lage der
Energiespektren wurde so gewihlt, dal die niedrigsten Energiewerte im Onsite- und
Transfer-Fall {ibereinstimmen. Die Zahl der Unterbédnder und die Zahl der jeweiligen

Energiezustinde in den entsprechenden Unterbéndern ist gleich.

7.2 Transporteigenschaften des diagonalen Modells

Der in Kapitel 4 entwickelten lokale Formalismus kann direkt auf den Hamiltonope-
rator 7.3 der Fibonacci—Kette angewendet werden. Die dann erhaltenen Transport-
grofen konnen in einer etwas groben Weise (siehe Ausfithrung in Abschnitt 7.1.1)
mit denen einer translationsinvarianten biniren AB-Kette verglichen werden, die
dieselben Energieparameter hat, wie die betrachtete Fibonacci-Kette (Onsiteenergi-
en €y, €p, Transferenergie t = 1). Im Gegensatz zur Exzitonenkette mit statistisch
gestorten ,Onsite“~Energien (vgl. Abschnitt 5.2) besitzt hier die Folge der vorgege-
benen Stérungen eine deterministische Struktur.

Gleichwohl ergibt sich, wie wir sehen werden, ein dhnliches Transportverhalten.

Die Anregung erfolgt, wie schon im Fall einer gestorten Exzitonenkette (s. 5.2), iiber
den Exponentialterm der Dichtematrix. Im Fall der statistisch gestorten Exzitonen-
kette wurde stets iiber mehrere Verteilungen gemittelt (in der Regel iiber 10 un-
abhéingige Verteilungen). Um dies im vorliegenden Modell zu simulieren, wird der
Anregungsoperator A = n,, (siehe Gleichung (2.28)) nicht mehr nur auf den Ort
m = 0 beschrénkt, sondern iiber jeweils an den Orten (—5 < m < 5) angenommen
und die erhaltenen Ergebnisse gemittelt.

Figur 7.4 zeigt die zeitliche Evolution der Besetzungsinderung im diagonalen Modell
fiir einen Wert der Quasiperiodizitidt von v,, = 0.5. Im Gegensatz zur statistisch ge-
storten Exzitonenkette (vgl. Figur 5.7) mit einer vergleichbaren maximaler Storstéirke
de = 0.5 ist fiir diesen Wert der Quasiperiodizitit keine ausgeprigte Lokalisierung
um den Ort der Anregung zu sehen. In Figur 7.5 wird dieser Sachverhalt als Mo-
mentaufnahme der Besetzungsénderung (dn,,), gezeigt.

Fiir grofere Quasiperiodizititen gibt es zwar eine Lokalisierung, jedoch ist diese nicht

so stark ausgeprigt, wie im gestorten Exzitonenfall vergleichbarer Maximalstorstarke
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7.2 Transporteigenschaften des diagonalen Modells

Abbildung 7.4: Transport in der Fibonacci-Kette (diagonales Modell). Zeitliche

Evolution der Besetzungsédnderung (dn.,), /M, fir # = 1.0 und Quasiperiodizitét

Yon = 0.5; N = 1000.
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Abbildung 7.5: Transport in der Fibonacci-Kette (diagonales Modell). Moment-

aufnahme der Besetzungsédnderung (0n,,), /M, fir 8 = 1.0 und Quasiperiodizitét

Yon = 0.5 zur Zeit t = 50; N = 1000
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Abbildung 7.6: Transport in der Fibonacci-Kette (diagonales Modell). Moment-
aufnahme der Besetzungsédnderung (0n,,), /M, fir 8 = 1.0 und Quasiperiodizitét
Yon = 1.0 zur Zeit t = 50; N = 1000

¢, siehe Figur 7.6 mit v,, = 1 und Figur 5.7.

Je grofer die Quasiperiodizitit, vergleiche Figuren 7.5 und 7.6, desto grofer ist der
Anteil der Anregung, der lokalisiert bleibt. Wie in Figur 7.7 zu sehen, ist bei einem
Wert der Quasiperiodizitat v,, = 2T, fiir groke Zeiten ca. 62% der anfinglichen
Anregung lokalisiert (7" = 1 wird stets gesetzt).

Die quasiperiodische Struktur zerstort die Translationsinvarianz des Gitters, es kann
deshalb streng genommen nicht von Moden mit einer wohldefinierten Gruppenge-
schwindigkeiten geprochen werden. Es existieren vielmehr nur begrenzte dispersive
Bereiche, fiir die Geschwindigkeiten definiert werden konnen, siehe Figur 7.2.

Im idealen, translationsinvarianten Exzitonenfall tragen die Moden gréfiter Geschwin-
digkeit um & = 7/2 stark zum Transport bei, dies ist das Gebiet grofter Steigung
der Dispersionsrelation €(x). In den begrenzt dispersiven Bereichen des Spektrums
der Fibonacci-Kette sind die jeweiligen Steigungen der hier definierbaren Dispersi-
onsrelation geringer als im idealen, translatorischen Falles, siehe Figur 7.2. Die hier
definierbaren Geschwindigkeiten sind also geringer als die der transportrelavanten

Moden im idealen Fall. Dies kann das Ausbleiben des Anstiegs von (én,,), am Rand
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Abbildung 7.7: Transport in der Fibonacci-Kette (diagonales Modell). Eingeschrank-
tes nulltes Moment (L = 20) fiir / = 1.0 und verschiedene Quasiperiodizititen;
N = 1000

70 T T T T

50 F —

20 | N“ﬂﬁﬂﬁadﬁﬁﬂ |

0} -

Abbildung 7.8: Transport in der Fibonacci-Kette (diagonales Modell). Diffusions-
funktion fiir # = 1.0 und verschiedene Quasiperiodizititen. Anregung wie in Figur
7.4; N =1000
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der Ausbreitungsfront erkldren, vergleiche mit Figur 5.4. Im Vergleich zur gestorten
Exzitonenkette haben wir bei der Fibonaccikette zum einen ein schwécheres Lokali-

sierungsverhalten, zum anderen aber einen geringeren Transport.

30 ]

20 + o /,/// 4

Abbildung 7.9: Transport in der Fibonacci-Kette (diagonales Modell). Diffusions-
funktion fiir ,, = 1.0 und verschiedene Temperaturen. Anregung wie in Figur 7.4;
N =1000.

In Figur 7.8 ist die Diffusionsfunktion D(t) = M(t)/(Mot) fiir verschiedene Quasipe-
riodizitaten ,, gezeigt. Selbst fiir einen Wert von 7,, der der halben Bandbreite 27°
des ungestorten Hamiltonoperators entspricht, wird der Transport nicht diffusiv, im
Gegensatz zur statistisch gestorten Exzitonenkette mit einer Storstiarke von de = 1,
siehe Figur 5.14, (T = 1 wird stets gesetzt). Fiir weite Bereiche der Quasiperiodizitét
v < 1 (Gleichung 7.5) bleibt der Transport superdiffusiv, mit demselben qualitati-
vem Zeitverhalten wie im gestorten Exzitonenfall mit geringer maximaler Storstarke
0e << 1. Sieht man die Quasiperiodizitéit v als ein Mak der Storung des geordneten
Systems an, sie ist ja ein Maf fiir die Differenz der beiden Onsiteenergiewerte €4
bzw. eg, und vergleicht dies mit der maximalen Storstirke des gestorten Exzitonen-
problems, so ergibt sich, dafs der Transport fiir grofere Bereiche der Quasiperiodi-
zitét superdiffusiv bleibt im Vergleich zum gestorten Exzitonenfall (v < 1, jedoch

de << 1). Dies folgt aus dem schwicheren Lokalisierungsverhalten der Losungen des
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Fibonacci-Hamiltonians.

Wie schon im gestorten Exzitonenfall bewirkt die spezielle Form der Anregung auch
hier eine Temperaturabhingigkeit der Exzessivbesetzung. Bei hoher Temperatur ist
die Anregung zur Zeit ¢ = 0 rdumlich lokalisiert, daher sind alle Moden ungefahr
gleich besetzt. Bei niedriger Temperatur wird die Anregung ausgedehnter und es
sind vermehrt die Moden um xk = 0 besetzt, die eine geringe Gruppengeschwindig-
keit besitzen. Dies erklirt die kleineren Werte der Diffusionsfunktion bei niedrigerer
Temperatur.

Dieser Sachverhalt entspricht dem der gestérten Exzitonenkette und ist in Figur 7.9

dargestellt.

7.3 Transporteigenschaften des nichtdiagonalen Mo-
dells

Hier wird die Transfer-Energie geméfs einer Fibonacci-Folge verteilt. Die quasiperi-
odische Struktur zerstort auch hier die Translationsinvarianz des Gitters, wiederum
kann streng genommen nicht von Moden mit wohldefinierter Geschwindigkeiten ge-
prochen werden. Wie schon im diagolen Modell existieren jedoch auch hier begrenzt
dispersive Bereiche, in denen ein Geschwindigkeit definiert werden kann, siehe Figur
7.3.

In den folgenden Beispielen wurden die Transferterme gemafs Gleichung 7.6 gewéahlt.
Dadurch sind die Transfer-Terme im Mittel grofer als beim diagonalen Modell. In
Figur 7.3 ist zu sehen, daf die Steigung der Dispersionsrelation und somit die Ge-
schwindigkeit in den begrenzt dispersiven Bereichen beim nichtdiagonalen Modell
grofer als beim diagonalen Modell. Der Transport wird gegeniiber dem diagonalen
Modell besser erfolgen. Die Form der Anregung ist ebenso wie beim diagonalen Mo-
dell gewéhlt, siehe Abschnitt 7.2.

Wie in Figur 7.10 zu sehen ist, nimmt die Lokalisierung mit steigender Quasiperi-
odizitat vy zu. Gleichzeitig werden die Geschwindigkeiten der Moden, die sich in
den dispersiven Bereichen definieren lassen, grofer, so daf ein Teil der Anregung bei
wachsendem ~ aus dem insgesamt aus Griinden der begrenzten Rechenzeit betrach-

teten Ortsintervall herauswandert. Die Grenze dieses Intervalls (mpq, = 200) wiirde



102 7 Fibonaccikette

150

0 50 100

Abbildung 7.10: Transport in der Fibonacci-Kette (nichtdiagonales Modell). Diffusi-
onsfunktion fiir inverse Temperatur § = 1.0 und verschiedene Quasiperiodizititen;
N = 1000.

durch die Mode des idealen Exzitonenmodells (7" = 1 gewéhlt) mit der grofsten Ge-
schwindigkeit (k = 7/2) zur Zeit t;,., = 100 gerade erreicht werden. Je eher der
Abfall der Diffusionsfunktion erfolgt, umso grofer ist die Geschwindigkeit der Moden
und desto groker die Bandbreite der Fibonaccikette.

Dies ist nochmals anhand des eingeschrankten nullten Momentes in Figur 7.11 ver-

deutlicht. Fiir grofere Quasiperiodizitéten fallt My (t)/M, zu fritheren Zeiten ab.

Die Temperaturabhingigkeit des Transportes ist wieder durch die thermische Beset-
zung der Moden bestimmt und entspricht dem Verhalten der Exzitonenkette und
dem diagonalen Modell, d.h. verbesserter Transport bei steigender Temperatur und
damit steigende Diffusionsfunktion D(t) = My (t)/(Myt). Figur 7.12 zeigt die Tempe-

raturabhingigkeit der Diffusionsfunktion bei einer Quasiperiodizitit von 7, = 0.5.

In Figur 7.13 ist die Diffusionsfunktion fiir das diagonale und das nichtdiagonale
Modell bei gleicher Quasiperiodizitat dargestellt. Man sieht deutlich, daf das nicht-

diagonale Modell einen hoheren Transport aufweist.



7.3 Transporteigenschaften des nichtdiagonalen Modells 103

Yytr = 0.2 ——
Ytr = 0.5 ----e-
Ytr =10 s
Ytr = 2.0 -

0 50 100

Abbildung 7.11: Transport in der Fibonacci-Kette (nichtdiagonales Modell). Einge-
schrinktes nulltes Moment (L = 10) fiir inverse Temperatur 5 = 1.0 und verschiedene
Quasiperiodizitaten; N = 1000.
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Abbildung 7.12: Transport in der Fibonacci-Kette (nichtdiagonales Modell). Diffusi-

onsfunktion fiir v, = 0.5 bei verschiedenen Temperaturen; N = 1000.
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Abbildung 7.13: Transport in der Fibonacci-Kette (diagonales und nichtdiagonales
Modell). Diffusionsfunktion fiir 7., = 7 = 0.5 bei inverser Temperatur von § = 1.0;
N = 1000.

7.4 Fazit

In diesem Kapitel wurden die Transporteigenschaften der diagonalen und der nicht-
diagonalen Fibonaccikette untersucht. Die quasiperiodische Struktur bedingt einen
nichtkohérenten Transport. Bei einer translationsinvarianten bindren A B—Kette wére
der Transport kohérent.

Fiir das ,diagonale” und das ,nichtdiagonale* Modell ist der Transport fiir weite

Bereiche der Quasiperiodizitit superdiffusiv, d.h. fiir das zweite Moment gilt
My(t) o« t* ,mit 1<a<2 . (7.7)

Im ,diagonalen “ Modell wird der Transport erst fiir eine Quasiperiodizitit diffusiv,
die der halben Bandbreite des idealen Exzitonenhamiltonoperators (7" = 1 angenom-
men) entspricht. Die Lokalisierung der Eigenmoden ist weniger ausgepragt als beim
statistisch gestorten Exzitonenproblem, wenn die Quasiperiodizitit v der Fibonacci-
kette mit der maximalen Storstirke de des statistisch gestorten Exzitonenproblems
verglichen wird.

Nimmt man die Fibonacci—Verteilung in den Transfer—Energien an (nichtdiagonales
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Modell), so bewirkt dies ebenfalls eine Lokalisierung. Bei gleichen Werten der Quasi-
periodizitit zeigt das nichtdiagonale Modell eine wesentlich geringere Lokalisierung
als das diagonale.

Andererseits zeigt sich in beiden Modellen, daf die in den begrenzt dispersiven Be-
reichen definierbare Gruppengeschwindigkeiten stets geringer als die in der Exzito-
nenkette (ideale wie gestorte) ist, der Transport ist somit reduziert.

Der fiir gestorte Exzitonenketten entwickelte lokale Formalismus la#t sich demzufol-
ge problemlos auch auf quasiperiodische Probleme anwenden, die sich durch einen
bilinearen Hamiltonian beschreiben lassen und erlaubt eine temperaturabhéngige Un-
tersuchung fundamentaler Transportprozesse in solchen Systemen.

Die hier gefundenen Ergebnisse fiir das Transportverhalten eines quasiperiodischen
Modellsystems geben einen Hinweis auf die experimentell gefundenen vergleichbaren
Eigenschaften, insbesondere in der Wiarmeleitfahigkeit, von amorphen und quasipe-

riodischen Materialien.



106 7 Fibonaccikette




Kapitel 8

Transportbeschreibung mittels

unitarer Transformationen

Unitére Transformationen werden bei Transportproblemen in vielfacher Weise be-
niitzt. Bei geeigneter Wahl erlauben sie oft eine Vereinfachung des Problems durch
ndherungsweise Diagonalisierung des Hamiltonoperators oder in gekoppelten Syste-
men durch Entkopplung der Subsysteme.

In den vorausgegangenen Kapiteln wurde eine lokale Transportbeschreibung unter-
sucht, mit deren Hilfe die explizite Kenntnis der Eigenwerte und -vektoren nicht mehr
notwendig war. Ein alternativer Zugang zum Transportproblem ist die Verwendung
einer gendherten Eigenbasis.

In diesem Kapitel soll eine spezielle unitare Transformation beniitzt werden, die eine
solche in analytischer Form liefert. Mit ihrer Hilfe wird ein einzelner Eigenvektor
exakt bestimmt und die Eigenvektoren in seiner energetischen Umgebung noch in
annehmbarer Genauigkeit. Diese Vorgehensweise ist bei Transportproblemen insbe-
sondere in gestorten Systemen niitzlich, da die Berechnung einzelner Eigenmoden ein
numerisch relativ einfaches Problem darstellt. Beispielsweise kann man eine einzelne
lokalisierte Mode numerisch exakt bestimmen und dann erwarten, dal die anderen
sich mittels der Transformation ergeben.

In einem ersten Abschnitt wird die Transformation auf das gestorte Exzitonenpro-
blem angewandt und die relevanten Grofen angegeben. Die Giite der so erhaltenen

Eigenwerte und Eigenfunktionen wird durch Vergleich mit der aus numerischer Dia-
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gonalisierung folgenden untersucht. Im zweiten Abschnitt werden mit Hilfe dieser
Grofken die wichtigen Transportgrofsen berechnet. Der letzte Abschnitt fakt die Er-

gebnisse zusammen.

8.1 Gestortes Exzitonenproblem

Die hier betrachtete unitire Transformation ist eine Transformation, deren Parame-
ter vollstandig durch die (z.B. numerische) Diagonalisierung eines einzelnen heraus-
gegriffenen Einzelzustandes festgelegt werden. Dies wurde in Abschnitt 2.6 fiir einen
allgemeinen bilinearen Hamiltonoperator abgeleitet. Wahlt man fiir diesen speziell
herausgegriffenen Zustand einen der analytisch bestimmbaren Zustand, z.B. einen
der sich durch die Stérung lokalisierenden Zustand, so kann man hoffen, daf auch
die Moden der ndheren und ferneren Nachbarschaft, die fiir den Transport eine grofe

Rolle spielen, noch gut durch die Transformation diagonalisiert werden.

Es soll eine eindimensionale Exzitonenkette mit einer einzigen Onsite-Storung be-

trachtet werden. Der Hamiltonoperator lautet also in projektiver Darstellung
H = Hy+W=T) (Im+1){(m|+hc)+W (8.1)
w = Al0)(0] . (8.2)

Die Eigenbasis des ungestorten Problems ist eine Bloch-Basis |x)

K — 6'H€mm
%) ’7N+ > e
27 N N
K = N+1]/ ,1/——5...5 . (83)

Der Hamiltonoperator (8.1) ist in dieser Basis in der Form gegeben durch

H = Ze Y(k| + W (8.4)
— !

W= N+1§|n><n| (8.5)

9 = 92Tcosk . (8.6)

Ist die Stérung A endlich, so wandert eine Mode oben (A > 0) oder unten (A < 0)

aus dem Band heraus. Bei A > 0 kann daher die Mode des oberen Bandrandes k = 7
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als singuldre Mode |«) gewéhlt werden (siehe Gleichung 2.46), die mittels der unitiaren
Transformation diagonal gemacht wird. Sie legt die Transformationsparameter fest.

Der Hamiltonoperator 8.4 kann wie folgt umgeschrieben werden

A
— (O N
H o= (d +N+1>\7r 7r\+'§ el + g 2 () (e + e
> ) (Kl (8.7)
N+1nn’;é7r

Ziel der ,Single-State—Diagonalization“— Transformation ist es, die Zusténde |k) so

zu transformieren, daf in (8.7) der dritte Term (7 — k — Kopplung) verschwindet. Es

gelte also
Ulk) = [Wg) = nw(k) k) mit (8.8)
k/
U = ¢
S = > [Alm) (k| — h.c] (8.9)
KF#ET
mit der Forderung
H|V,) = E, ) U|r) =¥ E,=(V,|H|¥,) (8.10)

und der Normierung
dolm(@PF =1 . (8.11)

Es ergeben sich folgende Bestimmungsgleichungen fiir die Transformationsparameter
Ax (Gleichung (2.68))

Ne(m) = cosA (8.12)
Ne(m) = S";\AA* K # . (8.13)
Die aus dem Band wandernde Mode ist lokalisiert und wird wie folgt angesetzt
W) = ap (1) " fn) (8.14)
ne(n) = ao(=1)"e *"|n) (8.15)

ay ist eine Normierungskonstante. Aus der Schrédinger—Gleichung ergibt sich dann

SN o

2
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und aus der Normierungsbedingung

([ Ur) =1 (8.17)

folgt:

= (1res) - an

1+ e20
Je grofer die Storung A, desto stéirker die Lokalisierung (siehe Gl. (8.16) und (8.18))

und umso ,besser die Transformation beziiglich den Diagonalisierungseigenschaften
(siehe nachfolgende Kapitel). Damit sind alle Gréfen zur Bestimmung der Transfor-

mationsparameter bekannt.

Man erhalt
agp 1+e#
A = g(n) = (n]¥,) = 1
cos = nale) = (rf¥e) = 2 (150 (8.19)
o et e (8.20
A sinA sinAVN +1 14 e 2+ 2eFcosk ’

In Figur 8.1 wird anhand des zweitobersten durch Gleichung (8.8) nidherungswei-
se gegebenen Eigenvektores fiir zwei Storstdrken verdeutlicht, dak die Abweichung
des gestorten Zustandes |¥,) vom ungestorten |k) nur dort nennenswert ist, wo der
lokalisierte Zustand |, ) endlich ist.

Fiir die Matrixelemente erhilt man

H.,. = </§|ﬁ|7r>=</<;\U_1HU\7r> (8.21)
A X N N e
Hor = Bl (1 e~ W (1 el )1—\%(@\2))

) (8.22)

Hn’n = E,g('))énn’ + Wn’n - 7):77#14(7?)

= (n: (1 - mm%) Won + h.c.) kK AT (8.23)

_ 1 — () o
= Tia(m "

%) m) _ % ‘(1 _ m(ﬂ%) e (8.24)
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Abbildung 8.1: Kartesische Projektion des zweitobersten durch die unitére Transf.

generierten geraden Niherungseigenvektors |¥,) = U |k) , k = (7 — +2=) fiir verschie-

N+1
dene Storstarken, N = 1000

Gleichung (8.22) zeigt die Entkopplung zwischen dem gewéhlten exakten Zustand
und den iibrigen Zustdnden. Eine wichtige Grofe fiir die Giite der Transformation

ist die mittlere quadratische Unschéarfe der Zustandes Uk

(AE.)* = (k| (H — He)? |5) = (5 H? |k) = [ (6] H |r) |”

= Y Hyol (8.25)
K#K!

Der zweite Term ist bereits bekannt (siehe Gleichung (8.23)), der erste ergibt

RIE21R) = (k| H2 (k) + o] (1 = mo(m) T2 g2 ) g2y

T (P
lnn(l — nﬂ(ﬂ)%) (| H? |k) + h.c.]
2 || L= ma(m) o 1 — 1 (m) o 1 — 1 (m)
B P e R e
Aom@ Lok
T mp T

L—nz(m) 1 —(m) ]
L=[n(m)? 1= [na(m)[?
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Abbildung 8.2: Vergleich der Diagonalelemente des transformierten Hamiltonians
(auch ungerade Moden eingezeichnet) , der numerisch exakten Energiezustéinde und

der des ungestérten Problems; Storstirke A = 0.04

In Figur 8.2 und in Figur 8.3 werden die Diagonalelemente nach der Transformati-
on H,, mit den ungestorten Eigenwerten und den Eigenwerten aus der numerischen
Diagonalisierung verglichen. Aufgrund der Punktsymmetrie der Stérung zerfallen die
Moden in einen geraden und einen ungeraden Unterraum. Durch die Stérung werden
nur die geraden Moden verdndert. In Figur 8.2 liegt daher jeder zweite Punkt der
numerischen Diagonalisierung auf der ungestorten Kurve. In Figur 8.3 sind nur die
geraden Moden aufgezeigt. Bei einer sehr kleinen Stérung A = 0.04 (Figur 8.2) weicht
die Energie der Moden nahe an der oberen Bandkante stark vom exakten Ergebnis
ab (bis zu 1%). Es sind aber nur wenige Moden (siehe spiter) die iiberdies nicht
sehr transportrelevant sind. Die iibrigen, transportrelevanten (x ~ 7) bleiben fast
unverindert. Bei starker Storung A = 1 (Figur 8.3) ist zu sehen, daf die Abweichung
kleiner wird (maximal ca. 0.3%), aber mehr Moden betrifft.

Grundsétzlich liefert die Transformation an der oberen Bandkante zu kleine Ener-

T

giewerte, jedoch zu groke bei k = 0. Die Eigenwerte bei x = 7 werden durch die
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Abbildung 8.3: Vergleich der Diagonalelemente des transformierten Hamiltonians, der

numerisch exakten Energiezustinde und der des ungestorten Problems; Storstirke

A = 1; nur die geraden Moden werden gestort
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Abbildung 8.4: Mittlere quadratische Unschirfe der gendherten Erwartungswerte

(k| H |k) des transformierten Hamiltonoperators fiir verschiedene Stérstirken

113
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Transformation gut wiedergegeben.

In Figur 8.4 ist die Summe der quadrierten Nichtdiagonalterme H,. (= ,mittle-
re quadratische Unschérfe “ ) in Abhéngigkeit von den Moden « aufgezeichnet. Man
sieht, dafs fiir kleine Storstérken nur wenige Moden (direkt an der oberen Bandkante)
grokere Nichtdiagonalanteile besitzen, wihrend fiir grofe Storstirken mehr Moden

nichtdiagonale Anteile besitzen.

Abbildung 8.5: Nichtdiagonalelemente von H fiir Storstirke A = 0.04; die Diagonal-

elemente werden nicht gezeigt

Figur 8.5 und Figur 8.6 zeigen die Nichtdiagonalelemente H,,. fiir zwei unterschied-
liche Storstarken. Die Diagonalelemente werden wegen der iibersichtlicheren Darstel-
lung nicht gezeigt. Wie schon oben ausgefiihrt, &ndern sich durch die Transformation
nur die Moden am oberen Bandrand. Die fiir den Transport wichtigen Moden (siehe
Kapitel 5) groker Gruppengeschwindigkeit um x = /2 bleiben auch fiir grofere Stor-
starken nahezu unverdandert. Da fiir diese Moden die mittlere quadratische Unschérfe
klein ist (siehe Figur 8.4), sind es noch immer ,gute” Eigenmoden.

Eine wichtige Groge fiir die Giite der Transformation ist die Anderung der Moden-
dichte [28]

AO(E) = @(E)—@(O)(E)z—l%d%lndet [1-2rgW(E)W]| , (8.27)

™
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Abbildung 8.6: Nichtdiagonalelemente von H fiir Storstirke A = 1; die Diagonalele-

mente werden nicht gezeigt
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Abbildung 8.7: Anderung der Zustandsdichte aufgrund der Stérung und Vergleich von

exaktem mit dem durch die Transformation erhaltenem Ergebnis; Storstiarke A =1
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wobei g(® (E) die ungestorte Greensche Funktion und W die Stérmatrix ist. Es ist

= 25 o2 Z E + 2Tcos)/<: (8.28)

und die Stormatrix
W = Ad,n - (8.29)

In Figur 8.7 ist der Vergleich zwischen exaktem und transformiertem Ergebnis ge-
zeigt. Die Modendichtednderung ist logarithmisch aufgetragen. Bei Energien nahe
dem Bandrand (E = 2) ist die Modendichteinderung im transformierten Bild auf-
grund falscher Energiewerte zu gering (vgl. Figur 8.3). Dort fallen im transformierten
Fall die Energiewerte wieder ab. Diese Moden verschieben sich aufgrund der Stérung
zu niedrigeren k-Werten hin und so erkléart sich daraus die zu geringe Modendich-
tednderung. Dieser Bereich ist aber fiir die Transportberechnung nicht relevant. In
der Nihe der Moden, die stark am Transport beteiligt sind (x = %), sind die Un-
terschiede, bezogen auf die ungestorte Modendichte vernachléssigbar. Die ungestorte

Modendichte ©() (k) ist

00 (k) = <d;(,j)>1:(2Tsm/{)(_l) (8.30)

und somit ergibt sich im transportrelevanten Bereich x = 7/2 eine Modendichtein-

derung bezogen auf die ungestorte Modendichte von ungefahr 0.01.

8.2 Transportberechnung

Mit Hilfe der erhaltenen (gendherten) Eigenwerte und Eigenvektoren kénnen nun
die Korrelationsfunktionen Cyppmn (7), siehe Gleichung (4.6), und daraus die Beset-
zungsidnderung (0n,,),, siehe Gleichung (4.22), berechnet werden. Die Dichtematrix-

anregung

e_(/BH+a”0)
Pl0) = Tr (e~ (BH+amo)) = pr+4p(0) (8.31)

wird am Ort m = 0 vermittelt. Dieser ist auch der Storort und so erwartet man dort

eine Lokalisierung. Dies ist in Figur 8.8 schon zu sehen.
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Figur 8.9 zeigt das eingeschrinkte relative Nullte Moment MéL) fiir eine Storstirke
von A = 1 und fiir zwei verschiedene Temperaturen. Im Fall der geringeren Tem-
peratur ist die Anregung breiter ausgedehnt (siche auch Kapitel 5.1); infolge dessen
diffundiert mehr Energie aus dem Betrachtungsintervall und es bleibt nur wenig am
Anregungsort lokalisiert. Im Fall der hoheren Temperatur wird die energetisch am
hochsten liegende lokalisierte Mode stirker besetzt und es bleibt mehr von der An-

regung lokalisiert.

Abbildung 8.8: Zeitliche Evolution der Besetzungsdnderung (dn,,), /My; Berechnung
mittels der durch die Transformation erhaltenen angeniherten Eigenwerte und -
vektoren; Anregung: p(0) = pr + Ap, A = ng; A = 1.0 inverse Temperatur 5 = 1;
0 < (0nm) /Mo <1

Diese Ergebnisse lassen den Schluf zu, daf die transportrelevanten Gréfien mit Hilfe
der Transformation gut beschrieben werden kénnen, auch wenn die Eigenwerte und
die Eigenvektoren nahe der oberen Bandkante durch die Transformation nicht gut

wiedergegeben werden.
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Abbildung 8.9: Eingeschrianktes Nulltes Moment (L = 10) Berechnung mittels der
durch die Transformation erhaltenen angenéherten Eigenwerte und -vektoren; Stor-

stirke A = 1 und verschiedene Temperaturen; Anregung: p(0) = pr + Ap, A = ny

8.3 Fazit

In diesem Kapitel wurde eine spezielle unitire Transformation, die eine ,Single-State—
Diagonalization® erlaubt, zur Transportbeschreibung benutzt. Thre Parameter wur-
den durch Projektionen aus der exakten Berechnung eines einzigen Eigenvektors de-
duziert. Anhand eines archetypischen Hamiltonoperators, der ein Exzitonensystem
mit einer Stérung beschreibt, wurde die Giite der Transformation untersucht. Es
zeigte sich, wenn man den auftretenden lokalisierten Eigenzustand zur Definition der
Transformation heranzieht,dalf die Eigenzustinde nahe der oberen Bandkante nur
schlecht beschrieben werden. Diese Zustidnde sind aber fiir den Transport nicht ent-
scheidend, da sie nur eine geringe Gruppengeschwindigkeit besitzen. Die transportre-
levanten Zustdnde werden von der Transformation jedoch gut beschrieben. Anhand
der Besetzungsinderung und der temperaturabhéngigen Lokalisierung wurde dies
bestitigt.



Kapitel 9
Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit ist die mikroskopische Beschreibung exzitonischer Transportphé-
nomene in ungeordneten Systemen. Ausgehend von einer phinomenologischen Dif-
fusionswellengleichung wird eine Beschreibung der relevanten Transportgrofen iiber
die Momente der lokalen Besetzungsidnderung definiert. Dabei wird die thermische
Anregung iiber eine lokale Anderung der Dichtematrix simuliert. Die auftretenden
Korrelationsfunktionen werden durch bestimmte dynamische Grifien beschrieben,
die einfache quasiklassische Bewegungsgleichungen erfiillen. Dies erlaubt in den be-
trachteten Systemen eine Transportbeschreibung ohne Kenntnis der Eigenwerte und
Eigenfunktionen. Die Evolution der dynamischen Grofen erfolgt iiber ein System
fundamentaler Differentialgleichungen im komplexen Zeitraum, der von der reellen
Zeit und der inversen Temperatur aufgespannt wird. Die Transportgréfen, insbeson-
dere die Diffusionsfunktion, lassen sich somit in Abhéngigkeit der Evolutionsschritte
(i.e. der Zeit) bestimmen. Im Gegensatz zu anderen Transportformalismen, wie z.B.
des Kubo—Formalismus, miissen somit die Korrelationsfunktionen nicht fiir alle Zei-
ten bekannt sein. Dadurch wird auch die Behandlung mehrdimensionaler Systeme

erleichtert.

Dieser ab—initio-Formalismus ermoglicht die Behandlung beliebig gestorter Exzito-

nensysteme, wobei eine Exziton—Exziton—Wechselwirkung nicht betrachtet wird.

Es wird dabei zwischen , Teilchen— und ,Energietransport® unterschieden. Im ersten
Fall betrachtet man die zeitliche Anderung der ,exzitonischen Besetzung® der Git-

terplitze. Im zweiten Fall betrachtet man die einem Gitterplatz zugeordnete lokale



120 9 Zusammenfassung

Energie, d.h. jeweils die ,;,Onsite“-Energien zusammen mit den gewichteten Nichste-
Nachbar-Transferenergien, d.h jeweils die gesamte zu einem Gitterplatz zuzuordnete

Energie.

Im ersten Teil dieser Arbeit wird diese Konzeption auf eindimensionale Exzitonensy-
steme angewendet. Wir betrachten zundchst ein ungestortes (d.h. translationsinva-
riantes) Modell. In diesem Fall kann im Limes hoher Temperaturen eine analytische
Entwicklung der dynamischen Grofen angegeben werden, so dal die lokale Beset-
zungsdnderung und damit die rdumlichen Momente bei hohen Temperaturen exakt
berechnet werden konnen. Es ergibt sich hierbei ein kohdrentes Transportverhalten
(zweites Moment proportional ¢?). Fiir niedrigere Temperaturen kénnen jedoch die
Momente nur durch numerische Integration der Bewegungsgleichung der dynami-
schen Grofen erhalten werden. Auch hierbei zeigt sich, daf der Transport kohérent
bleibt, wobei die absoluten Werte des zweiten Momentes durch die thermische Be-
setzung der Moden bestimmt werden. Bei hoheren Temperaturen wird die Besetzung

der transportrelevanten Moden erhoht und dadurch der Transport begiinstigt.

Im ungeordneten, d.h. translatorisch gestorten, Fall werden verschiedene Storarten
untersucht. Fiir statistisch verteilte ,Onsite“~Energieparameter ergibt sich die Loka-
lisierung eines Teiles der Anregung (Anderson-Lokalisierung). Dieser Anteil wichst
mit zunehmender Stérke der Storung. Bei geringen Storstérken wird der Transport
superdiffusiv (zweites Moment proportional zu t3/ %), bei stirkerer Storung diffusiv
(zweites Moment proportional zu t). Im Falle von , Transferstérungen®, d.h. bei sta-
tistischer Verteilung der Kopplungsstirken zwischen benachbarten Orten erhélt man
ebenfalls eine Anderson—artige Lokalisierung, und bei grofen Storstirken (bzw. ge-
niigend langer Zeitdauer) wird auch hier der Transport diffusiv. Der Ubergang von
superdiffusivem zu diffusivem Verhalten ist jedoch erst bei weit hoheren Storstirken

als bei den Onsite-Storungen zu beobachten.

Desweiteren werden Dimer-Defekte, d.h. Paare mit jeweils gleicher Storung der ,On-
site“~Energie untersucht, um den Zusammenhang zwischen kurzreichweitiger Ord-
nung und langreichweitiger Unordnung zu beleuchten. Diese Paarung von Defekten
bei insgesamt gleicher Defektezahl vergrofert im Effekt die ungestérten Bereiche
gegeniiber einer rein statistischen Verteilung der Stérungen. Der Transport bleibt

deshalb erwartungsgemaf bis zu hoheren Storstarken superdiffusiv, als bei rein sta-
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tistischer Verteilung.

Die bisherigen Aussagen zum Transportverhalten beziehen sich auf den ,Besetzungs-
transport” (,,Teilchentransport”). Um auch den Energietransport zu beleuchten, mufs
eine geeignete Definition der einem Gitterplatz zugeordnetet Energie gefunden wer-
den. Diese ,lokale* Energie setzt sich aus der ,Onsite“-Energie des Gitterplatzes und
der Hilfte der ,,Transfer“~Energien zu den Néchsten-Nachbarn zusammen. Diese De-
finition erlaubt es, den Energietransport auch im gestoérten exzitonischen System zu
berechnen. Im Gegensatz zum ,Besetzungstransport® wird hierbei die lokale Ande-
rung der Dichtematrix durch einen ,lokalen” Energieterm vermittelt, der auch die
gewichteten Transferenergien zu den Nachbarn des angeregten Gitterplatzes invol-
viert. Diese Art der Anregung bewirkt, daf der Ubergang vom kohirentem Kurzzeit-
verhalten (M, o< t?) zum diffusiven Langzeitverhalten (M, o< t) zu fritheren Zeiten

erfolgt.

Im zweiten Teil der Arbeit werden zwei— und dreidimensionale ungestorte und ge-
storte Exzitonensysteme untersucht (Quadratgitter und einfach kubische Gitter). Die
Kopplung nachster Nachbarn erfolgt hierbei nur langs der kartesischen Raumrichtun-
gen, damit der Einfluf der Dimensionalitdt des Problems besser untersucht werden
kann. Fiir das Lokalisierungsproblem gibt es eine kritische Dimension von zwei [5].
Eindimensionale gestorte Systeme zeigen Lokalisierungseffekte bei beliebig kleiner
Storung, bei dreidimensionalen Systemen gibt es sogenannte ,mobility-edges”, die
bei zunehmender Storstirke, ausgehend von den ungestorten Bandrindern, immer
mehr Moden lokalisieren. Moden, die innerhalb dieser Grenzen liegen, lokalisieren

nicht. Man nennt sie ,extended states”.

In unseren mehrdimensionalen Rechnungen werden nur Onsite-Storungen unter-
sucht. Das Vorhandensein der ,mobility edges“ im dreidimensionalen Fall und der
Existenz einer kritischen Dimension von zwei kann nachgewiesen werden. Erst ab
einer Storstirke, die der halben Bandbreite des ungestorten Exzitonenbandes ent-
spricht, erfolgt im betrachteten, durch die Rechnerkapazititen begrenzten Zeitrah-

men, im dreidimensionalen Fall ein Ubergang zu diffusivem Verhalten.

Der dritte Teil der vorliegenden Arbeit befafst sich mit den Transporteigenschaften
von quasiperiodischen Systemen. Mit der Fibonacci—Kette steht ein einfaches quasi-

periodisches Modell zur Verfiigung, welches direkt mit unserem lokalen Transportfor-
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malismus untersucht werden kann. Der strukturelle Aufbau des Systems bewirkt hier
ebenfalls eine Lokalisierung. Ist die maximale Storstérke beim statistisch gestorten
Exzitonenfall gleich der Quasiperiodizitit bei der Fibonacci-Kette, so bleibt bei der
statistischen Storungsverteilung fiir lingere Zeiten ein groferer Anteil der anféing-
lichen Anregung in einem Bereich um den Ort der Anregung lokalisiert, wihrend
im Fibonacci—Fall die anfingliche Anregung weitestgehend aus diesem Bereich weg
transportiert wird. Die Quasiperiodizitit verursacht eine Aufspaltung des Energie-
bandes der translationsinvarianten Referenzkette in mehrere Unterbénder, wodurch
bei einigen transportrelevanten Moden (z.B. um xk = 7/2) des Referenzsystems die

Gruppengeschwindigkeit vermindert wird oder ganz verschwindet.

Fiir die weiteren Betrachtungen des Fibonacci—Falles unterscheiden wir das ,diagona-
le* und das ,nichtdiagonale” Modell. Im diagonalen Modell werden die beiden Onsite—
Energien quasiperiodisch alla Fibonacci angeordnet, wohingegen die Transfer—Ener-
gien alle gleich angenommen werden. Hierbei ergibt sich fiir weite Parameterberei-
che ein superdiffusives Verhalten. Erst bei einer Quasiperiodizitit, die der halben
Bandbreite des ungestérten Bandes entspricht, ergibt sich ein diffusiver Transport.
Im nichtdiagonalen Modell, bei dem die ,,Onsite“Energien alle gleich sind und die
Transfer-Energien quasiperiodisch alla Fibonacci verteilt sind, ist die Lokalisierung

erst bei grofiere Quasiperidizitit zu sehen.

Die hier gefundenen dhnlichen Transporteigenschaften ungeordneter und quasiperi-

odischer Systeme, werden von den experimentellen Daten unterstiitzt.

Im letzten Teil der Arbeit wird eine komplementire Behandlung des Transportpro-
blems vorgestellt. Im vorangegangenen Teil der Arbeit steht eine numerisch exak-
te Berechnung im Vordergrund. Hier jedoch wird mittels einer speziellen unitiren
Transformation, der ,Single-State-Diagonalization“—Transformation eine gendherte
Eigenbasis generiert. Die Transformation wird an einem einfachen gestorten eindi-
mensionalen Exzitonenmodell untersucht, bei dem nur der ,Onsite“—Parameter eines
einzigen Gitterplatzes gestort wird. Die Besonderheit dieser Transformation ist, dafs
die Transformationsparameter iiber die exakte Diagonalisierung eines beliebigen ein-
zelnen Figenzustand des Systems bestimmt werden. Wihlt man diesen so, dak er
gerade einer lokalisierten Mode entspricht, die aus oberen Band herauswandert, so

zeigt sich, dak die Moden nahe am oberen Bandrand nur schlecht wiedergegeben wer-
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den. Die transportrelevanten Moden, die vom Bandrand weiter entfernt sind, werden
jedoch durch die Transformation nur wenig beeinfluft. Die Transportberechnung er-
folgt nun in dieser geniherten Basis. Die Lokalisierung der Moden und die Anderung
der Modendichte werden hierbei gut wiedergegeben.

Die vorliegende Arbeit hat gezeigt, daf sich fiir Energie— und Besetzungstransport
in gestorten Quantensystemen bei einer thermischen Anregung ein t"—Gesetz, mit
2 < n < 1, ergibt. Dies war bisher nur beim Oszillatorsystem bei einer klassischen
yhichtthermischen“ Anregung bekannt. Fiir das Exzitonensystem wurde auch dasselbe
Lokalisierungsverhalten wie im klassischen, nichtthermischen Fall gefunden. In einer
Dimension gibt es bei jeder Storstirke eine Lokalisierung, in zwei Dimensionen eine
logarithmische Lokalisierung und in drei Dimensionen erst ab einer Grenz—Storstérke.
In drei Dimensionen wurde auch in gestérten, thermischen Quantensystemen das Vor-
handensein der sogenannten ,mobility—edge” nachgewiesen.

Das Transportverhalten einer quasiperiodischen exzitonischen Fibonacci-Kette wur-
de in dieser Arbeit zum ersten Mal thermisch behandelt. Auch hier wurde ein ¢"—
Gesetz gefunden.

Durch die lokale Transportbeschreibung koénnen prinzipiell alle gestérten Systeme

behandelt werden, die sich durch einen bilinearen Hamiltonoperator in der Form
H = Y Enm)(m|+ Y (Tnn|m) (n|+ h.c.) (9.1)

darstellen lassen. Dabei besteht keine Beschrankung auf Néichste-Nachbar Wechsel-
wirkung.

Die hier vorgestellte Methodik der Beniitzung einer unitdren Transformation zur
Transportbeschreibung wird nur auf einen sehr einfachen gestérten Hamiltonoperator
angewendet. Die Erweiterung auf ungeordnete Systeme ist komplexer Natur, da zur
Durchfiihrung der Transformation ein Zustand exakt bekannt sein muf. Dieser Zu-
stand kann aber durch bestimmte numerische Verfahren (Lanczos-Diagonalisierung)
bestimmt werden. Die Transformation liefert dann die transportrelevanten Moden
in guter Niherung und man kann erwarten, daf damit Transportberechnungen in

relativ guter Naherung méglicht werden.
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Anhang A

Verbindung von Kubo—Formel und

Peierls—Boltzmann—Gleichung

In diesem Kapitel soll gezeigt werden, in welcher Ndherung die mikroskopische Trans-
portbeschreibung mittels der Kubo-Formel mit der makroskopischen Beschreibung
nach Peierls-Boltzmann zusammenhingen. Zudem werden die Relaxationszeiten ei-
niger archetypischer Modellsysteme abgeleitet.

Ausgangspunkt ist die zweite Kubo—Formel (siehe Gleichung (2.18))

B o0 U
Gag(E) = V / d / dte Bt (i (t+N)) . (A1)
0 0
ergibt. Der Transportkoeffizient o, ist proportional zur einer Strom-Strom-Korrela-
tionsfunktion. Die Schwierigkeit liegt in einer geeigneten Definition des Stromopera-
tors fiir den Energietransport.
Es soll folgender Hamiltonoperator betrachtet werden
H = Zekc};ck + ZV;C’MCLCM . (A2)
k k k!
In einer Quasiteilchenndherung 1dft sich dann folgender Energie—Stromoperator de-

finieren
Ja = Zekc};ckva(k) + nichtdiagonale Anteile, (A.3)
k

wobei v, (k) die Geschwindigkeit der Mode & in kartesischer Richtung o angibt. Damit
schreibt sich die statische Kubo—Formel (A.1) zu

00 B
oap(0) = élim dte‘et/o d\ > exerva(k)vs(k)

e—=0 /o P
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X <c,tckc,t, (t+iX)ew (t+ z)\)> : (A.4)

Die Korrelationsfunktionen <c};ckcL (t+iX)cw (t+i/\)> kénnen mittels dem Wick-
schen Theorem [71] in einfachere Korrelationsfunktionen zerlegt werden. Die Zei-
tevolution der Operatoren c(t) ergibt sich in der ,golden-rule“~N#dherung mit Hilfe

Greenscher Funktionen |72]

cr(t) = cp(0)e et TRt~ it (A.5)
m() = » (46)
I'w(E) = Z, Vi *0(E — &) (A.7)

[Ix(E), T (E) sind Real- und Imaginérteil der Selbstenergie.
Gleichungen (A.5)—(A.7) in Gleichung (A.4) eingesetzt, ergibt unter Beriicksichtigung

von Summenregeln

e—0 Jo

00 B
o4p(0) = glim dte‘et/o A\ v (K )vg(k)ng(ng + 1)e T+ (A.8)
k

1
ne = ——— (A.9)

eck/kpT+1

wobei ny, die Besetzung der Mode k angibt. Die Zeitintegration kann nun durchgefiihrt

werden
1
oap(0) = ZCV(k)?)a’U/jf (A.10)
k k
5262

Cy ist die spezifische Wiarmekapazitéit. Betrachtet man einen isotropen Kristall, d.h.

die Geschwindigkeiten sind in allen Raumrichtungen gleich grofs, so folgt schlieflich

Oaa = % Xk: Cy (k)v2r (k) (A.12)
mit
1
(k) = T (A.13)

Der Imaginérteil der Selbstenergie 'y definiert die Relaxationszeit 7(k). Gleichung
A.12 ist die Peierls—Boltzmann—Formel fiir die Warmeleitfahigkeit eines isotropen
Kristalls.
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A.0.1 Archetypische Relaxationszeiten

Es sollen die Relaxationszeiten einiger archetypischer Probleme angegeben werden.

Exzitonenkette mit ,,Onsite*“-Storung

Fiir eine Exzitonenkette mit ,Onsite“-Energiestérungen
V=3 Aeclen (A.14)
n

ist der Storterm Vi gegeben durch

1 (k!
Viw = > Aenvi(k)vn (k') = ~ 3 AgettFom (A.15)
Damit folgt
1 I i
‘V;ck’ |2 — N Z AﬁnAemez(kfk )nefz(kfk m
1 2 1 i(k—k')(n—m)
= N > (Ae)? + N Y AqAepe : (A.16)
n n,m,n#m

Bei einer zufilligen Verteilung der Energien verschwindet der zweite Beitrag und es
gilt:
|Viw |? = const. = Ae2 (A.17)

Beispiel Gaussverteilung: An jedem Ort n befindet sich eine Energiestérung Ae, mit
der Wahrscheinlichkeit

P(Ae,) = \/2170 exp{— (AQZ"Q)Q} . (A.18)
Dies liefert:
Ae2 =o° (A.19)
Fiir die Lebensdauer gilt
T = l}_k = m (A.20)

also

T X wk_2 fir wp,—0 . (A.21)
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Exzitonenkette mit ,,Transfer“—Storung

Der Storterm einer Exzitonenkette mit ,/ Transfer“-Energiestérungen ist
V=> AT, (¢} ien + chent) (A.22)
n

Dies ergibt
1 I . -,
Vi = ¥ > AT, ek —Fn[g=tk 1 o=tk (A.23)

Dieselbe Vorgehensweise wie im Fall der ,Onsite“~Energiestérung liefert fiir eine

Wahrscheinlichkeitsverteilung der Stérungen mit AT2 = o2

Viw|? = 202 1—|—wa/—\/—& 1_w,f, (A.24)
w 4T Rk AT? aT? | - '
Fiir die Relaxationszeit ergibt sich hiermit
T — 77razw,1,2:p(wk) (A25)
und es gilt
7 o wpt fir wpy—0 . (A.26)

Phononisches System mit Massenstérung

Betrachtet man ein oszillatorisches System mit Massenstérungen, so schreibt sich der

Storterm

B 1 1Y\
r= Z (2M 2M) &
= Zeampj . eq=(M/M,—-1) . (A.27)

Fiihrt man Erzeugungs— und Vernichtungsoperatoren ein

1 .
Pa - Pkezka
VN>
- Wk ika
= i\oy (bf — b )e*> | (A.28)

so ergibt sich fiir den Storterm

,/wkwk/ ’
V=Y - N ik=kDe (pf — b ) (b, — byr) (A.29)
kk! «
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Vernachldssigt man die nichtresonanten Anteile der Storung

V =Y Viwblib, (A.30)
kK’

mit

2MN

ergibt sich fiir die Relaxationszeit bei Annahme einer Wahrscheinlichkeitsverteilung

Vigr = il Zeaei(k_k’)a (A.31)

der Storungen

Th = —5g—— (A.32)

w i)

und somit
T o wyt fiir wp—0 . (A.33)

Die entspricht den exzitonischen System mit Transferstorungen.

Phononisches System mit Federstérung

Fiir ein Oszillatorsystem mit Federstorungen gilt
Q2
V= 7D Z(Af)a(Qa - Qa+1)2 (A34)

Projektion auf die Eigenvektoren und Beschriankung auf den energieerhaltenden An-
teil der Storung liefert
V = Viwbiby (A.35)
kk!
mit
Q2 4 1
2 \/ W Wpr N P

Fiir die benétigte Grofe |V |? erhélt man durch Einfiithrung einer Wahrscheinlich-

Vi = (Af)a[l —cosk —cosk' — coskcosk'] . (A.36)

keitsverteilung analog zum Fall der Massenstorungen

1
Vi |” = WhWK 37 > (A (A.37)
fiir die Relaxationszeit
Tk - 7ra2p(£uk)w,% (A.38)

und damit

4

Ty, X wy o fir wy—0 . (A.39)
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Anhang B

Lokale Transportbeschreibung des

Phononenproblems

In diesem Kapitel werden die dynamischen GroRen X(™ (siehe Gleichung (4.10)) fiir
das oszillatorische Problem abgeleitet. Es zeigt sich, dafl zu deren Berechnung die
Eigenwerte () benotigt werden. Die lokale Transportbeschreibung, wie in Kapitel 3
ausgefiihrt, bietet fiir diese Systeme nicht dieselben Vorteile wie fiir die exzitonische
Systeme.

Es wird folgender Hamiltonoperator eines oszillatorischen Gitters in massenreduzier-

ten Koordinaten betrachtet
H = Z hm, (B.1)
1 2 1 ) 2
hy = §Pm + 1 Z Vo(Qm — Qmts)” - (B.2)
5

§ bezeichnet die Nachbarplitze des Ortes m. Die Federkonstanten V,2 = V,, %, kénnen

beliebig gestort sein. Es werden Normalkoordinaten eingefiihrt
Qm = ; M (k) @
P, = Zk:nm(k)Pk , (B.3)
wobei die 7,,(k) den k—ten Eigenvektor der dynamischen Matrix D,,, reprisentiert
Dpe = Y. V2 (B.4)
s

Dim+s = Dpmysm =V . (B.5)
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Es gilt die Eigenwertgleichung
S Dywin(k) = Qnalk) (B.6)

Die Eigenvektoren werden reell gewihlt und erfiillen die Orthonormalitéts- und die

Vollstandigkeitsrelation
Xk:nm(k)nm'(k) = O (B.7)
;nm(k)nm(k’) = Ok - (B.8)
In der Beschreibung des Energietransportes treten Korrelationsfunktionen der Form
(vgl. Gleichung 4.6)
Connmn () = 323 M ()7 (1) 7 (6 )0 (1)

! 7
NN

X (f(Pe(0)Pu(0)Qu (0)Qu (0))) € =) (B.9)

auf, wobei die Funktion f jeweils aus vier Operatoren P(k), Q(x) besteht. Die Erwar-
tungswerte dieser Funktion sind im Gegensatz zum Ein—Teilchen-Exzitonenproblem
nicht mehr so einfach zu bestimmen. Sie kénnen mit Hilfe des Wickschen Theorems

[71] in folgende Erwartungswerte zerlegt werden

(QuPy)r = %5%' (B.10)
(PPy), = (nk+%)§2k(5kk: (B.11)
(@) =+ )G (B.12)
CHANE (nk—i—%)Q—% (B.13)
(@QeQuwPiPe)r = (@uPe)p (QuPu)y  fiir k# K (B.14)
(@), = 3(a), (B.15)

Q) = 3(Q:). (B.16)
(PPQw), = —gi(nk+%)§2k (B.17)
(@p), = gi(nk+%)9ik , (B.18)

wobei n = (% — 1)7! die thermische Besetzung der Mode k angibt.

Damit lassen sich nun neue phononische dynamischen Grofen (vgl. Gleichung 4.10)
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definieren

XT(r) = 3 (k)i (k) F ()T (B.19)

wobei sich die Funktion f(€)) nicht mehr als einfache Exponentialfunktion von €
wie im Exzitonenfall schreibt. Die Anfangsbedingung X (™ (7 = 0) enthilt hier die
Eigenwerte (2. Daher benotigt eine lokale Transportbeschreibung im phononischen
Fall die explizite Kenntnis zumindest der Eigenwerte. Es gibt jedoch numerische
Verfahren zur Diagonalisierung grofer Matrizen, die alle Eigenwerte, aber nur den
niedrigsten Eigenvektor liefern (Lanzos—Methode [56]). Die lokale Transportbeschrei-
bung hat deshalb gegeniiber einer Transportberechnung mit Hilfe der Eigenvektoren
Vorteile.
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