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��+ Ã� #����
� ����
C���� ������ �� 
�� ��
� ��
 ������ 
�� ��������
�� 
��� ���	��� 
�� ���� �� Ã 
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��� ������
��� ������ 
� 
���� ����
C���� �������� �� ���	���
�� #���
�� L?;M ��� 
�	� �	
 � �������
�
� ����
����
 �� 
�� �	���� �� �������� �� 
��� ��� 

��� ��
���	��� 
�� ������
 �� Γ����������K 8�
 A0 �� ����� 
�� ������
 (m×n)C��
��+ ��
�
���� a0i  i = 1, . . . , m� ��� ���� ��
�� a0ij  i = 1, . . . , m j = 1, . . . , n � ��+���
 �����
���
dij ≥ 0 ���� 
��� ��
	� �� ���	��� ���� �

 ��
	�� �� � ���
	���� ���	
 
�� ��
��� 
�� ��
����

[a0ij−dij, a

0
ij+dij]� �� ����� 
� ���
���
 
�� �	���� �� �����
��� �� ���� ��� ������
��� Γi ≥ 0

��� i = 1, . . . , m ��� !+��� - �������� S ∈ SΓ �� � ������
� ΓC�������� �� 
�� ���
�*�� (n ×m)C
��
��+ AS = (aS1 , . . . , a

S
m) ����� 
�� ��

����� 
���� ������
���K ����
 ��� �

 i = 1, . . . , m 

j = 1, . . . , n 
�� ���7����
� aSij ��� �� 
�� ��
����
 [a0ij − dij , a
0
ij + dij]� #����� 
�� �	����

�� ��
	�� �����
��� ���� 
�� ������
 ��
	� �� 
�� i
� ��� ��� ���
���
�� 
� �Γi	+ 1 ���� 
��
�������
�
� �� Ji = {j = 1, . . . , n | |aSij − a0ij | > 0} �� ��	���� �� �Γi	+ 1� ��� 
���� �����
���
��G	���� 
� ���� ��� ���7����
 aSij �� ���� ��� ��
� aSij = a0ij + (Γi − �Γi	)dij � '� ���	�� ��
������
 
�� ��
	�� �� Γi i = 1, . . . , m 
� �� ��
����� ��� Γi = 0 i = 1, . . . , m 
�� ���	�

��	�
�����
 ��
� ΓC��������� ����������� 
� 
�� ������
 ����
�� ��� Γi = n ��
���� 
��



9; �
����� �� ������� ���
 ������������� �� � ���
�� ���

����
 �� #���
��� (���� 
�� ������
�� Γ �� 
� ��A	�
 
�� ���	�
���� ������
 
�� 
���
 ��
��������
��� �� 
�� ��
	
��� ��������� �� 
�� ����
��R� �����

���	�
���� ��
� ΓC��������� 
	���� �	
 
� �� G	�
� �

���
��� ����� %��
����� ��� #�� L9>M
������ 
��
 
�� ���	�
 8� ����
�� ��
� ΓC��������� �� ��
 ��
� 
���
��
� �	
 �
�� �G	���
��


� � ����
� 8� ��
����� ���� 
�� ���	�
 ��	�
�����
 �� 	���� ���	

� ���� �	�
�
� 
������ ��

�� ������
 8� ������
� �� n ������
�� ��� m ����
����
� 
�� ���	�
 ��	�
�����
 ��� ��+���

(2 +m)n +m ������
�� ��� (1 +m)n +m ����
����
� ��� �� ��!��� ��

min c�x
n∑

j=1

a0ijxj + ziΓi +
n∑

j=1

pij ≤ bi

zi + pij ≥ dijyj
xj ≤ yj

yj, zi, xj , pij ≥ 0

∀ i = 1, . . . , m
n∑

j=1

∀ i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n
∀j = 1, . . . , n
∀j = 1, . . . , m, i = 1, . . . n.

�	�
������� 
��� ������ 
��
 
�� ������
��� Γi i = 1, . . . , m ���
��
 
�� �������
�
� 
��

���� ����
����
 �� ���
�
�� �� � ���	�
 ��
	
����

+�
 7	������)�/��
� �� %��
����� ��� #��R� ����
 
�� ���7����
� �� 
�� ��
��+ ���
��	���� �� � ��+ ��� �� ���
 ���
�*�
���� 
��� 
��� 
�� ������
 ��
	� �� ��� �� 
�� 
��
��+ ��	���� %����
��� L9FM ��
���	��� �� ;::D � ��!�����
 �� 
��� �������� 
�� #���������
����
� ���
��� �� ��� �����
��� ��
	� ���� 
�� ������
 ��
	� ������
 �����
��� ����� ��� ����
������
�� ��� ��!���� .��� ������
� �������� �	����
��� 
��
 � ���
��� �	���� �� ������
���
��

 ��
� ���� �����

���� �����

� 
�
 A0 �� 
�� ������
 (m × n)C��
��+� ��� ���� ���7����
 a0ij  i = 1, . . . , m 
j = 1, . . . , n � ��G	���� �� K �����
��� ��
	�� d0ij, . . . , d

K
ij ��
� d0ij = 0 ≤ d1ij < d2ij < . . . < dKij

��� ������ 8�
 �	�
������� n1
i , . . . , n

K
i ��� N1

i , . . . , N
K
i �� ��
	��
 �	����� ������� 
����

��� 	���� ��	��� �� 
�� ������
�� ���
���	
��� �� 
�� i
� ��� i = 1, . . . , m� - ��������
S ��
���	��� � ������
� ���
�*�
��� AS ∈ Rm×n �� �� ���� ��� ai ��� ��� �

 k = 1, . . . , K 
��
�	���� �� ������
��� aSij ��
� aSij ∈ [a0ij − dkij, a

0
ij − dk−1

ij ]∪ [a0ij + dk−1
ij , a0ij + dkij] 
��� ��
��� 
��

��
����
 [nk
i , N

k
i ] i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n�

��� ������ �� 
�� �	���� ��� 
�� ��*� �� 
�� ����� 
�� ��
	�� nk
i ��� Nk

i  i = 1, . . . , m 
k = 0, . . . , K ��J��
 
�� ��

������� 
� 
��� ����� �� 
�� ����
�� ��� ������� 
�������� ����
�
�� 
�� ����
�� �
�	�
	��� ��� � ��
��
�� �������
��� �� 
��� ����
 ��� �
� ���
���
��� 
�
���
��
�� ��
���*�
��� �� ����� 
�� ������ 
� 
�� �������
 ����� �� %����
��� L9FM� ���� ����

��� �
�� �	������	

� �� ���
��� 
� ����
��� ��
���� ������ L9DM�

������ ������ ����
�
���

� ���
�
�
�
��

���	�
 ���������� ��� ������
� �������
����
 ��
���*�
��� ����
��� ����� !��
 ��
���	���
�� ,�	��
�� ��� N	 �� 
�� ����
� �� 
�� 9??:� LDEM� �������� �� �
������
 �������� 
����� 
���
�������� 
���� ��5����
 �
����� �� ���	�
 ��
	
����K 
�� ����
	
� ���	�
 ��
	
��� �
�� ��

��
���C��+ ��
	
��� �� �
���
 ���	�
 ��
	
��� 
�� ���	�
 �����
��� ��
	
��� �
�� ��

�� ���C��+
�����
 ��
	
��� ��� 
�� ��
�
��� ���	�
 ��
	
��� �
�� ��

�� ���C��+ ��
�
��� �����
 ��
	
����
-

 ���	�
 ��
	
���� ���� 
� �� ������
� �� �

 ������
� ���
�*�
����� N�
 
�� ��A��
��� �	��
���
������� �� 
�� ����
	
� ���	�
 ���� 
�� ��+��	� ���	����� ���
 �� ������*��� ��� �����
 ��



���� ���
������ 9@

� �������� S ∈ S �� ��!��� �� 
�� ��5������ �� ���
 �� 
�� ���	�
 ��
	
��� ��� �� ��
���

��
	
���� -� ��
���
 �����
 ���	�
 ��
	
��� ������*�� 
�� ��+��	� �����
� ����

� ��� 
��
��
�
��� ���	�
 ���� 
�� �����
 �� �����
�*�� �� 
�� ��
	� �� 
�� ��
���
 ��
	
���� �� 
��
��

����� �� ��

 ��!�� 
�� ��������� �� ����
	
� ���	�
 ��
	
���� �� ��
��
 ��� A	�
 ��

 
���
���	�
 ��
	
���� ��� 
�� ���� �� ����
���
��

'� �������� 
�� �
��� �� �������
����
 ������*�
��� ����
��� ��
� 
����� ��A��
��� �	��
�����
#	�� ����
��� ��� ��!��� �� ��

���K

��������� �	�	� H8����� <������
����
 ������*�
��� H8<���I ����
��I	 8�
 U �� � !��
�
��
 F ⊆ 2U �� � ��
 �� ������
� ��
	
���� ��� c : U → N �� � ���
 �	��
���� ��� 
���
� (U,F , c)
��!��� � 
����� ������������
 ������������ ����
�� ����� 
�� ���
 �� 
� !�� � ��
 F ∗ ∈ F
��
� �����	� ���
 c(F ∗) =

∑
u∈F ∗ c(u)�

���� �
��� ������ ������
 �
������
 �������
����
 ������*�
��� ����
��� 
��� 
�� ����
��
 ��
�
����
�� 
�� �����	� �������� 
��� ����
�� 
�� �����	� (s, t)C�	
 ����
�� �� 
�� ����C
�	� ������
 ��
����� ����
��� �� ����� 
� ����
 	����
���
��� �� 	�� ��
� �� ��������� S 
����� ���� �������� S ��!��� � �������� ����  ������� cS : U → N ��� � ��
 �� ��������  �����
�
��
������ FS ⊆ F � 8�
 ��� (U,F , c) �� �� 8<��� ���
���� ��� S �� � ��
 �� ���������� ���� �
��
	
��� F ∈ F �� ��

�� ������ �� F �� ���
 �� ����� ��
 �� �������� ������
� ��
	
���� FS S ∈ S�
��� ������ 
����� ������������
 ������������ ����
�� �� 
� !�� ��� � ����� 8<��� ���
����
��� � �������� ��
 S � ���	�
 ��
	
��� F ��
� ������
 ���	�
 ���
 cR(F ) = maxS∈S cS(F )�
�� 
�� ��

����� ���
 �� ���	� �� ��������� ����� A	�
 ���
� 	����
���
��� �� 
�� ���
 �� 
��
����� 8<��� ���
���� ���� FS = F ��� �

 S ∈ S�

�	8
�
�� +�&
� �1 "�
���	� "
�� �� ���	�
 �������
����
 ��
���*�
��� ����
� 
���� ���C
�����
 
���� �� �������� ��
� ���� ���� ����������K 
�� ������
� �������� ��
 SD 
�� ��
����

�������� ��
 SI ��� 
�� ΓC�������� ��
 SΓ�

8�
 (U,F , c) �� �� 8<��� ����
��� �� 
�� �������� �������� ��� SD ���� ���������� �� L@ DE 
ED 9:9M ����� �������� �� �+�
���

� ����� ��
� �
� ���
 �	��
��� ���� 
�� ��
 SD ������
� �� r
��������� S1, . . . , Sr ����� ���� �������� Si i = 1, . . . , r ��!��� � ���
 �	��
��� cSi : U → N�
-
�� ������� �� ������
 �� 
���� ��
��
�� �� 
�� �������
 �������� ��� SI  �� ���
���
 �������
��� ��
�

 ������
� ���������K ��� ���� �
����
 u ∈ U � 
���� ��� �� 	���� ���
 ��	�� c(u), c(u) ∈ N

��
� 0 ≤ c(u) ≤ c(u) �� ������ ��� ���
 �	��
���� �� �

 ��������� �� SI ���� 
���� ��	��� ���
��� ��� ���
 �	��
��� c : U → N ��
� c(u) ∈ [c(u), c(u)] ��� �

 u ∈ U  � �������� S ∈ SI ��
�

��� ���
 �	��
��� �+��
�� ��� 
�� ΓC�������� ��� ����� 	���� ��� 
���� ���
 ��	��� 
���
 
��
��
	�� �� 
�� �������� ���
 �	��
���� �� �
����� ��������� ��� 
����� �������� L9>M� %	
 ��
���
���
 
� ��
����
 ��������� � �������� S ∈ SΓ �� ��
� �

���� 
� ���� �
 ���
 Γ ���
 ��
	��
�����
��� ���� 
�� 
���� ��	��� 2�
� 
��
 �� ���	�� Γ 
� �� ��
�����

�
����� 1�� �	���
�
 "�
���	�� ��� ����
�+�
� �
�
	� �� ���	�
 �������
����
 ��
���*�
���
����
��� ��� �+
������
� ���� �
	���� �� �����
 ������ ,�	��
�� ��� N	 LDEM �
��
�� �� �������

��
 ���� ���	�
 8<��� ����
�� ��� NPC���� ��� � ����
��
 �	���� �� ������
� ���������
�� � ���	�
��� ���� ���
�
��� ���� 
�� ���	�
 ������� �� 
�� ����
��
 ��
� ����
�� �� �� 
��
�����	� �������� 
��� ����
��� �� LBM -���� �
 �
� ��
��
����� � �
��� ��
�
��� ��
���� 
��
�	

�C��A��
��� ������� �� �� ��
���*�
��� ����
�� ��� �
� ���	�
 �������K ���� 
����������
��� �����+���
��� �
����
�� �� 
�� �	

�C��A��
��� ����
�� ��
� �� �����+���
��� �
����
��
�� 
�� ���	�
 ����
��� #���� 
���� �� �� ���-# ��� 
�� �	

�C��A��
��� ������� �� 
�� ����
��

��
� ����
�� ��� 
�� �����	� �������� 
��� ����
�� LE>M 
���� �+��
� �� ���-# ��� 
����



9B �
����� �� ������� ���
 ������������� �� � ���
�� ���

���	�
 �������� �� ��

 ��� ����� 
��� ��� �
�� ��
���
� �� ���	��C��
������
 
���� N�
 
��
 �

 ���	�
 8<��� ����
��� ��
� � ����
��
 �	���� �� ������
� ��������� ��� �� ��
��� ��
���	��C��
������
 
���� .��� ��� 
�� ��������� -���� �
 �
� ������ 
��
 
�� ���	�
 �����	�
(s, t)C�	
 ����
�� �� �
����
� NPC���� L>M�

8�
 	� ��� �������� 
�� ���� �� ����� 
�� �	���� �� ��������� SD �� ��
 ����
��
� �� 
��

���� ���
 ���	�
 ����
��� 
	�� �	
 
� �� �
����
� NPC���� �� � ���	�
��� ���� @C���
�
��� 
����� ��� �
����� ��
�� �� ,�	��
�� ��� N	 LDEM� <��������� 
�� �����+�����
�
� -���� �

�
� LBM ���� 
�� !��
 
� ���� 
���� ��	��� �� 
�� ���
 ������
� �����+���
��� ���
�� ��� ���	�

�������
����
 ��
���*�
��� ����
��� ����� 
�� �	���� �� ��������� �� ��
 ����
��
� �� ��
��
 

��� ������ � 
���� ��	�� �� 2 − ε ��� 
�� ����
��
 ��
� ����
�� ��� � 1.5 − ε ��	�� ���

�� �����	� �������� 
��� ����
�� ��� ��� ε > 0� �� LD:M ,�������� ��� 6��
�P��� ��������

���� ��	���K 
�� ���	�
 ����
��
 ��
� ��� 
�� ���	�
 �����	� (s, t)C�	
 ����
�� ��
�
������
� ��������� SD ��� ��
 �����+����
� ��
��� log(1−ε) |SD| ��� ��� ε > 0 	�
��� NP ⊆
DTIME(npoly logn)� �	�
������� 
�� ���	�
 �����	� �������� 
��� �� �
�� ��
 �����+����
�
��
� � ���
�� ��

�� 
��� 2�

=� 
�� �
��� ���� 
�


� ��� ���� ����� �� �����+���
��� �
����
���� - ����
� ��� 
�
��
��� �� |SD|C�����+���
��� ��� ��� ���	�
 8<��� ����
�� (U,F , c) ��
� ������
� ���������
SD �� �� �������� �� ��
���
 ��
	
��� �� 
�� ������������� (U,F , c) ���
���� ��
� c : U → R+

��� c(u) = 1
|SD|

∑
S∈SD

cS(u)� ���
� 9�9 �	�����*�� 
�� ���	

� �� 
�� ����
�+�
� �
�
	� ��
���	�
 �������
����
 ������*�
��� ����
����

����
��� |SD| ����
��
 |SD| ��
 ����
��

<���
�+�
� -����+� <���
�+�
� -����+�

#���
��
 ��
� ����
� NPC���� LDEM ���-# L@M �
����
� NPC���� LDEM ��
 log1−ε(|SD|) LD:M
#������� ���� ����
� NPC���� LDEM ���-# L@M �
����
� NPC���� LDEM ��
 (2− ε) LD:M
(s, t)C<	
 �
����
� NPC���� L>M �
����
� NPC���� LDEM ��
 log1−ε(|SD|) LD:M
������
 ��
����� ����
� NPC����S ���-# LBM �
����
� NPC����S ��
 (2− ε)S
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u2
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u2n−1

u2n

u2n+1

u2n+2

u2n+2k−1

u2n+2k

cD K 4(b+ 1)
cS1 K 8(b+ 1)
cS2 K 8(b+ 1)

cD K 4(b+ 1)
cS1 K 8(b+ 1)
cS2 K 8(b+ 1)

cD K 6(b+ 1)
cS1 K 6(b+ 1)
cS2 K 6(b+ 1)

cD K 6(b+ 1)
cS1 K 6(b+ 1)
cS2 K 6(b+ 1)

cD K 2(b+ 1)
cS1K 2(b+ 1)
cS2K 2(b+ 1) + e1

cD K 2(b+ 1)
cS1K 2(b+ 1) + e1
cS2K 2(b+ 1)

cD K 2(b+ 1)
cS1K 2(b+ 1)
cS2K 2(b+ 1) + e2

cD K 2(b+ 1)
cS1K 2(b+ 1) + e2
cS2K 2(b+ 1)

cD K 2(b+ 1)
cS1 K 2(b+ 1)
cS2 K 2(b+ 1) + en

cD K 2(b+ 1)
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cS2 K 2(b+ 1)
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≤ 4n(n + k) + 10k(n+ k) + n+ 2(n+ k) ≤ cT (G).
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	�	 &�� (U,F , c) �� �� &�'�� ��������� G �� � $��������� ��
����� ���� S �� �
��� � ���������� cD : U → N �� � $��������� ����  ������� ��� k ∈ N � �������� ���������
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%� �������� 
�� �����	� ������
� ��
	
��� ����
� 
� 
�� !��
C�
��� ���
 �	��
��� cD ��� ��
� 
��
� 
�� ���� ���	���
 � (1 + α

2
)C�����+���
��� ��� ��� !��
C�
��� ���
 �	��
��� cD ��� �

�������� ��
 S �	
!

��� 
�� αC�����
����

��� ���	���
� 
� ����� ������� ;�;�> ��� �
�����
 �������� -� ���� G	��
��� �� ��� 
�
����
�	�
 �����+���
��� �
����
��� ��
� ��

�� �����+���
��� ���
����

%����� �� �
��
 ��
� �� �����
���
��� �� ��
����
 ��������� �� ��

 ��
���	�� � ���	��C
��
������
 �
����
�� ��� ��
���� 
�� kC���
C�� '�(# ����
�� ��
� � ����
��
 �	����
�� ����������

������ ��
����� �
���
�� �
��
�� ��� �������

'� ��

 ��� ��
���	�� � ��� 
� ��
�� 
�� kC���
C�� '�(# ����
�� �� ���	��C��
������


��� ���� 
�� �	���� �� ��������� �� ����
��
 ��� 
�� ��
 �� ������
� ��
	
���� �� 
�� ��
 ��
������
� !��
C�
��� ��
	
�����

8�
 U = {u1, . . . , un} �� � ��
 �� n �
����
� ��� M = {M1, . . . ,Md} �� � ��
 �� d ��������
���A���
 �	���
� �� U � ��� ����
���
� �� ����
� ��
� uij 
�� j
� �
����
 �� 
�� ��
 Mi i =
1, . . . , n j = 1, . . . , |Mi|� '� ��

 ��
�� 
�� ������������� kC���
C�� '�(# ����
�� ��� �



@: �
����� �� k��������� ����������� ���
������

!��
C�
��� ���
 �	��
��� cD : U → N � ����� ��
 �� r ��������� SD = {S1, . . . , Sr} � ��������
������
�� k ��� 
�� ��
 �� ������
� !��
C�
��� ��
	
����

G = {F ⊆ U | |F ∩Mi| = 1 ∀i = 1, . . . , d} = F ,
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 �������� ������
�� 0 ≤ kS ≤ k ��� ��
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� �� �������� ��5����
 ���
���	
���� � ∈ {0, 1}r ����

�� �������� ��
���� 
���� �� ��
 Md′  ���� �S = 1 �� � �������� ��
��� �� 
���� �� S ∈ SD

��� �S = 0 �
�������� �� �S = 1 
��� ����������
 �� 
�� �
����
 u ∈ Md′ ����� ���
 �� 
��
!��
C�
��� ��
	
��� 
�� �
����
 bSd′ = argminu∈Md′ c

S(u) �� ������ �� ��������� (���� �� ����
�� 
�� �������� ���
���	
��� �� !+�� �� ������ ��� ���� �
����
 u ∈ Md′ ���
��� �
 �� ������ 
�
�� ���
 �� 
�� !��
C�
��� ��
	
��� �� ��
� 8��� �� 
�� ���� d′ = 1 �� ��!�� ��� ����� �
����

u ��� ��� ���
���	
��� � 
�� ��
	� γS

d′(u, �) = (1 − �S)cS(u) + �ScS(bSd′) ��� 
�	� ��
��� 
��
��

����� ���	����� ����	
�K

c
(
d′,

{
kS, αS, βS

}
S∈SD

)
= min

u∈M
d′

�∈{0,1}r

{
c
(
d′ − 1,

{
kS − �S, αS + γS

d′(u, �), β
S − γS

d′(u, �)
}
S∈SD

)
+ cD(u)

}
.

@� '� ��� ����
�	�
 � ������
� ��
	
��� ��� c(d, {kS, αS, βS}S∈SD
) ����� �� �� ��
���
 ��
	
���

��� c(d′ − 1, {kS − �S, αS + γS
d′(u, �), β

S − γS
d′(u, �)}S∈SD

) ��!��� �� ���� �
����
 u ∈ Md′ ���
� ���
���	
��� � ∈ {0, 1}r �� ������ u 
� 
�� !��
 �
��� ��
	
��� ��� bSd′ 
� 
�� �������� ��
�������� S �� �S = 1 ��� 
�� �
����
 u 
� 
�� �������� �� �������� S �� �S = 1 �� 
��� ��
kS − �S ≥ 0�

������� 
	
	�	 )�� k�*������ ,*#- ����
�� ��$��� �� � ��� U � n �
������ ��� d
���%���� ������� M1, . . . ,Md (��� r ��1����� �������� ��������� S1, . . . , Sr ��$���� ����  ��������
cSi : U → N� i = 1, . . . , r� ��� �� ��
��� �� O (n2+r(2C2)r) ��� ������� ����������� (���
C =

∑d
i=1maxu∈Mi

cS(u).
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�� ���	����� ����	
� �� ������
� #���� �� ��� ������ ����
����� ������
� ��
	
��� ��� c(d′, {kS, αS, βS}S∈SD

) � ������
� ��
	
��� ��� c(d′−1, {kS − �S , αS +
γS
d′(u, �), β

S − γS
d′(u, �)}S∈SD

) ��!��� �� ���� u ∈ Md′ ��� ���� ���
���	
��� � ∈ {0, 1}r ��
��
���

c
(
d′, {kS, αS, βS}S∈SD

)
≤ min

u∈M
d′

�∈{0,1}r

{
c
(
d′ − 1,

{
kS − �S, αS + γS

d′(u, �), β
S − γS

d′(u, �)
}
S∈SD

)
+ cD(u)

}
.

2�� �	����� 
���� �� � ��
	
��� Fd′ ��� F S
d′ ��� �

 S ∈ SD ��
�

c
(
d′, {kS, αS, βS}S∈SD

)
< min

u∈M
d′

�∈{0,1}r

{
c
(
d′ − 1,

{
kS − �S, αS + γS

d′(u, �), β
S − γS

d′(u, �)
}
S∈SD

)
+ cD(u)

}
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��� 
�
 d′ �� ������ ������
 �� 
��� ������
� 8�
 ud′j �� 
�� �
����
 ���
����� �� Fd′ ��� �S = 0
�� ud′j ∈ F S

d′ ��� �S = 1 �
�������� ��	�

c
(
d′, {kS, αS, βS}S∈SD

)
=

∑
u∈Fd′

cD(u) + max
S∈SD

βS + αS

=
∑

u∈Fd′\{udj}
cD(a) + max

S∈SD

{
βS − γS

d′(ud′j, �) + αS + γS
d′(ud′j , �)

}
+ cD(ud′j)

≥c
(
d′ − 1,

{
kS − �S, αS + γS

d′(ud′j, �), β
S − γS

d′(ud′j , �)
}
S∈SD

)
+ cD(ud′j),

����� �� � ���
�����
����

#���� αS ��� βS ��� �� ��	���� �� C ��
� C =
∑d

i=1maxu∈Md
cS(u) 
�� ������� �������

��
����� 
���	�� 
�� ���	����� ����	
� �	�� �� O(n2+r(2C2)r)�

��� ������
 kC���
C�� 8<��� ����
��� 
���� �+��
� �� ���	��C��
������
 �
����
�� �����
��� 
�� ����
��
 ��
� ����
�� 
�� kC���
C�� ������� �� ��
 �����+����
� ��� ��� ������
�
�������� H<���

��� ;�>�@I� N�
 �
 ������� ���� �� �� ��� ����
�	�
 �	�
��� ���	��C��
������

�
����
��� �� 	���� ��
���� ���� �	

�C���
���� ��
���*�
��� �� �
 �� 
�� ���� ��� ���	�

��
���*�
��� ����
���� -��
��� G	��
��� �� ���
��� �� ���-# ��� 
�� kC���
C�� '�(#
����
�� �+��
��

���� �	�
���� ��
	�����

��� ��
����
 �������� ��
 SI �� ��!��� �������

� ��� �� 8<��� ���
���� (U,F , c) �� 
����
��� 	���� ��	��� c(u) ��� c(u) �� 
�� �������� ���
 �	��
���� ��� ���� �
����
 u ∈ U  
0 ≤ c(u) ≤ c(u)� ��� ���� ���
 �	��
��� c : U → N ��
� c(u) ∈ [c(u), c(u)] 
���� �+��
� � ���C
����� S ∈ SI ��
� cS = c ��� ����� �������� ���
 �	��
��� ����� 
���� ��	���� ��� �	����
�� ��5����
 ��������� �� SI ��� �� �+�����
��
 �� 
�� �	���� �� �
����
� U � %	
 �	� 
� 
��
����
� �
�	�
	�� �� 
�� �������� ��
 ��� �� �����	� ����
C���� �������� 
�� ��
����
 ��������
���� �� �G	���
��
 
� 
�� ������
� �������� ���� ��
� A	�
 ��� ���������

������� 
	�	�	 )�� k�*������ &�'�� ����
�� (��� �������
 �������� ���� �� �2����
��� ��
��� k�*������ &�'�� ����
�� (��� %��� ��� �������� �������� (���� ����  ������� �� ����� ��
��� ����� ���� ������ �� ���� �
����� � ��� ��������.
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�� ��
 �� !��
C�
��� ��
	
���� ��� 
�� �������� �� � kC���
C�� 8<���
���
���� ��� ��
 ��J	����� �� 
�� �������� ��
� 8�
 c(u) c(u) �� 
���� ��� 	���� ���
 ��	��
�� 
�� �
����
� u ∈ U �� 
�� 	����
���� 8<��� ���
���� (U,F , c)� '� ��!�� 
�� ���
 �	��
���
�� 
�� �������� Smax �� cSmax(u) = c(u) ��� �

 u ∈ U ��� ���� 
��
 
�� 
�
�
 ���
 �� � !��
C
�
��� ��
	
��� F ��������� 
� ��
����
 ��������� ����
�� �� cIT (F ) �G	�
� 
�� 
�
�
 ���
 �� F
��������� 
� 
�� ������
� �������� Smax ����
�� �� cmax

T (F )� ��� ���
 cIT (F ) ��� �� ��	����
��

cIT (F ) = cD(F ) + max
S∈SI

min
F ′∈Fk

F

cS(F ′)

≥ cD(F ) + min
F ′∈Fk

F

c(F ′) = cmax
T (F )
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���

cIT (F ) = cD(F ) + max
S∈S

min
F ′∈Fk

F

cS(F ′)

≤ cD(F ) + max
S∈S

min
F ′∈Fk

F

c(F ′) = cmax
T (F ).

��������� cIT (F ) = cmax
T (F ) ��� �

 ������
� !��
C�
��� ��
	
���� F �

2� ��
�� �
�
����
 ���	
 
�� ����
�+�
� �
�
	� �� �

 kC���
C�� 8<��� ����
��� ��� �� �����
����� 
�� ����
�+�
� �
����
� ������� �� 
�� ����� !��
C�
��� ��
	
��� ��
 G 
�� ����������
�������
����
 ������*�
��� ����
�� ��� ���
��� k �� 
���� �� ����
��
� �� 
�� ����
��

��
� ����
�� ��� �+���
� 
�� ����
�� �� �
����
� NPC���� ��� �����
 �� �����+���
��
��
� � ����
��
 ���
�� ���� G �� 
�� ��
 �� �

 ����
� (s, t)C��
�� H<���

��� ;�>�@I� �� G ��

�� ��
 �� �

 (s, t)C��
�� ������� 
�� kC���
C�� ����
��
 ��
� ����
�� ��� �� ��
��� ��
��
������
 
��� ��� ����
��
 k H������� ;�>�?I� ��� k ����� ��
 ����
��
 
�� ����
�� ��
����� �
����
� NPC���� ��� ��
 �����+����
�� =� 
�� �
��� ���� 
�� kC���
C�� '�(#
����
�� ��� �� ��
��� �� ��
������
 
��� ��� �� ����
���� k ������� �� ��
� �	������� 
�
���� 
��
 
�� kC���
C�� ������� �� 
�� �����	� �����
 ����� ����
�� ��� ��
����� ��� ��
��
��� �� ��
������
 
��� ��� ����
��
 k�

������ ��
����� �
���
�� �
��
�� ��� �������

'� ��

 �������� 
�� kC���
C�� '�(# ����
�� ��
� ������ !��
C�
��� ��
	
��� ��
� ��� ��
����

���������� 8�
 U �� � ��
 �� n �
����
� ������� ��
� d ���A���
 ��
� M1, . . . ,Md G �� � ������
!��
C�
��� ��
	
��� ��
 cD : U → N �� � !��
C�
��� ���
 �	��
��� ��� c : U → N �� 
�� 	����
���
 ��	�� 
���
�� �� 
�� ��
� �������� ���
 �	��
��� ���	����� �� 
��� ��

���� 8�
 	� �
��

��
� 
�� �������
����K

9� 8�
 F ∈ G ��� F̄ ∈ F �� 
�� ���
 ��
	
��� ���� 
�� �������� �� F  ���� F̄ =
argminF∈Fk

F
c(F )� '�
� I(F ) ⊆ {1, . . . , d} �� ��!�� 
�� ������� �� 
�� ��
� �� �����

� �������� ��
��� �� 
���� ���� I(F ) = {i ∈ {1, . . . , d} | F ∩ F̄ ∩Mi = ∅}� ����

cT (F ) ≥
∑

i∈I(F )

(
min
u∈Mi

cD(u) + min
u∈Mi

c(u)

)
+

∑
i∈{1,...,d}
i/∈I(F )

min
u∈Mi

(cD + c)(u).

;� �� G �� � ������ !��
C�
��� ��
	
��� ��
 
���� �� �
���� �� ��
���
 ��
	
��� F ∈ G ��
�

|F ∩Mi| = 1 ��� �

 i = 1, . . . , d.

�	� 
� 
�� !��
 �������
��� �� ��� ���	�� ��
����� 
��
 ��� !��
C�
��� ��
	
��� F ���
���� ���
�
����
 ui1 = argminu∈Mi

cD(u) ��� i ∈ I(F ) ��� ��� �
����
 ui3 = argminu∈Mj
(cD + c)(u)

�
�������� ��������� 
�� kC���
C�� '�(# ����
�� ���	��� 
� �������� �� ����� ��
� 
��
�������� ��
��� ���	
� �� 	����

8�
 	� �������� 
�� ���� �� 
�� ����� ��
� M1 ��� M2 ��� 
�� �������� 
� 	�� ��� ��C
������ ��
��� ���� k = 1� ��� i = 1, 2 �� ��!�� ui1 = argminu∈Mi

cD(u) ui2 =
argminu∈Mi

c(u) ��� ui3 = argminu∈Mi
(cD+c)(u) ��� !��

� �� ��
 c1(Mi) = cD(ui1) + c(ui2)

��� c2(Mi) = (cD + c)(ui3)� ��� ��
	� c1(Mi) ������
�� 
�� ���
 ���
���	
�� �� 
�� ��
 Mi 
�

�� 
�
�
 ���
 �� � �������� ��
��� �� 
���� �� 
��� ��
 i = 1, 2� ��� ��
	� c2(Mi) ������
�� 
��
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��� ����� (���� �� �� ������ 
� 	�� 
�� �������� ��� ��
 M1 �� ��
 � ��
	
��� ��
� 
�
�

���
 c1(M1) + c2(M2)� �� 
�� ���� �� ���
���	
� 
�� �������� 
� M2 �� ��� c1(M2) + c2(M1)�
(���� 
�� ���
 ��� 
� 	�� 
�� �������� �� ��� 
�� ��
 Mi �	�� 
��


c1(Mi) + c2(Mj) ≤ c1(Mj) + c2(Mi),

��� i, j ∈ {1, 2} i �= j� #���� �� ��� ������� ��� 
�� ����� ��
� ��� ������ 
�� ���
 ��� 
�
������ � �������� ��
��� �� ��� 	�� 
��� ���� 
� ������ � ��
������
 �
����
�� ��� ����	
���
�� ��
���
 !��
C�
��� ��
	
����

��������� 
	� kC���
C�� '�(# ��
� SI

����� K - ��
 U  d ��
� M1, . . . ,Md ��
� Mi ⊆ U ��� Mi ∩Mj = ∅ ��� �

 i, j ∈ {1, . . . , d}
��
� i �= j � !��
C�
��� ���
 �	��
��� cD : U → N �������� ���
 �	��
��� c : U → N 
��� � �������� ������
�� k ∈ N�

������ K - !��
C�
��� ��
	
��� F �
�� ������	 
��
�
��	� ��� ��	 ����������	 �������� ��

��� i = 1, . . . , d  �
<���	
� u1i = arg min

u∈Mi

cD(u) ��� u2i = arg min
u∈Mi

c(u) ��� u3i = arg min
u∈Mi

(cD(u) + c(u))�

#�
 c1(Mi) = cD(u1i) + c(u2i) ��� c2(Mi) = cD(u3i) + c(u3i)

�� ��
	� �	��	
�� �	�� ��	 �� �	
��	�� �
���� ��

#��
 M1, . . . ,Md �	�� 
��
 ��� �

 j, � ∈ {1, . . . , d} ��
� j ≤ �

c1(Mij ) + c2(Mi�) ≤ c1(Mi�) + c2(Mij ).

������ F = {u1i1 , . . . , u1ik , u3ik+1
, . . . , u3id}

������� 
	�	
	 3
������� �.� �������� �� ������
 ��
����� �� � ����� k�*������ ,*#-
����
��  �� ��� ������ $��������� ��
����� ��� G ��� �������
 ���������.
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�� ����� ��!��� �� 
�� �
����
�� �� 
�� ��
� M1, . . . ,Md ��

�����
��� ���� �� Ma ≤ Mb ��� Mb ≤ Mc 
��� Ma ≤ Mc� 8�


c1(Ma) + c2(Mb) ≤ c1(Mb) + c2(Ma)

���
c1(Mb) + c2(Mc) ≤ c1(Mc) + c2(Mb).

#���� c1(M) ≤ c2(M) �� ��
���

c1(Ma) + c2(Mb) + c1(Mb) + c2(Mc) ≤ c1(Mb) + c2(Ma) + c1(Mc) + c2(Mb)

⇔ c1(Ma) + c2(Mc) ≤ c1(Mc) + c2(Ma)

⇔ Ma ≤ Mc.

��� 
�� ��������� �� 
�� ����� �� ���	�� 
��
 
�� ��
� �� M = {M1, . . . ,Md} ��� �
�����
������� �	�� 
��
 Mi ≤ Mj ��� i ≤ j� 8�
 	� ��� �	����� 
��
 F ����	
�� ��� -
����
�� ;�9 
�� ��
 �� ��
���
 ��
	
��� �	
 F ∗ �� �� ��
���
 ��
	
��� ��
� I(F ∗) ∩ {1, . . . , k} = {1, . . . , �}
��� ��+���
 �� ��� ��
 I(F ∗) ������
� �� 
�� ������� �� 
�� ��
� 
�� �������� ��
��� �� 	���
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 �������� ���� F ∗� 8�
 r ∈ I(F ∗)\{1, . . . , �} ��� ��!�� 
�� !��
C
�
��� ��
	
��� F ′ = F ∗ �	
 ��
� I(F ′) = I(F ∗)\{r} ∪ {�+ 1}� ��� 
�
�
 ���
 �� 
�� ��
	
���
��
����� �� F ′ ���

cT (F
′)− cT (F

∗) = min
u∈M�+1

cD(u) + min
u∈M�+1

c(u) + min
u∈Mr

(cD + c)(u)

=− min
u∈Mr

cD(u)− min
u∈Mr

c(u)− min
u∈M�+1

(cD + u)(u)

= c1(M�+1) + c2(Mr)− c1(Mr)− c2(M�+1) ≤ 0

����� r > �+ 1� ���� �� � ���
�����
��� 
� 
�� ������ �� F ∗�
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��
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C�� '�(# ����
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��� �� ��
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��� ��
	
��� ��
�� #���
�� 
�����G	�� ��� �� 	��� 
� ��
��� 
�� ���� ���	

 ���
!��
C�
��� ��
	
���� ��
� ������
��� �� �

 �	���
� �� 
�� �
����
 ��
 U �

������  
�
��� ��
��� !
�
� ������� "��  
���
��

�� 
��� ���
��� �� �������� 
�� kC���
C�� ������� �� 
�� �����	� �����
 ����� H�'%I ����
��
��� ��
����� ��
� ��
����
 ��������� ��� 
�� ��
 �� ����� �� !��
C�
��� ��
	
����� - ������� ��
� 
	�
� M = (E, I) ����� E �� � !��
� ��
 ��� I ⊆ 2E �� � ���C���
� ��

��
��� �� �	���
� ��
E ��

�� ����������� ���� �	�� 
��
K

9� ∅ ∈ IV

;� �� I ∈ I ��� J ⊆ I 
��� J ∈ IV

@� �� I, J ∈ I ��
� |I| > |J | 
��� 
���� �+��
� �� �
����
 i ∈ I \ J ��
� J + i ∈ I�

- ��
 I ⊆ E ����� �� ��
 �� I �� ��

�� � ��������� ��
� - ����� �� I �� � ��+���
 ����������

��
 ���� ������ ��� �
����
 
���� 
� � ��������
 ��
� �� � ��
���� �

 ����� ���� 
�� ����
�������
�
� ��� 
�� ���+ r �� � ��
���� �� 
�� �������
�
� �� � ������ ��� ������� (�����
����� ����
�� �� � ��
���� �� ��!��� �� 
�� ��

����� ���K

/����K - ��
����� M = (E, I) ��� � ���
 �	��
��� c : E → Z�

����K - ����� B �� M ��
� �����	� ���
 c(B)�

- ���� ��
��
�� ��
���	�
��� 
� ��
���� 
����� �� ����� �� #��
��� B�>�

�� ����� 
� ��!�� � ������
� kC���
C�� �'% ���
���� �� ��� 
� � ����� ��
���� M = (E, I)

�� ��
 �� �

 ����� B �� !��
C�
��� ��
	
���� � ���
 �	��
��� cD : E → N �� !��
C�
��� ���

�	��
��� ��� � ���
 �	��
��� c : E → N �� �� 	���� ���
 ��	�� �	��
��� �� 
�� ��
����
 ������C
���� ���� 
�� kC���
C�� �'% ����
�� ��� �� ����
�� �� ��
���� 
�� ��

����� ��
���*�
���
����
��

min
B1,B2∈B

|B2\B1|≤k

cD(B1) + c(B2) = min
B1,B2∈B

|B2\B1|≤k

cD(B1\B2) + c(B2\B1) + (cD + c)(B1 ∩ B2),

����� B1 �� 
�� !��
C�
��� ��
	
��� ��� B2 
�� �������� 
���� �� 
�� ������ �
���� ����
����
�� ��� �� ��
��� �7����

� �� �� ��

 ���� �� 
�� ��������� �	����
���� ��� ���� ��
�	� �
����
�� �� 
� ��	����
� B1\B2 ��� B2\B1 ��� ����	
� B1 ∩ B2 ���
��� �� ����	
���

�� ����� ���	

����	�
��

8�
 	� ���	�� 
��
 (B∗
1 , B

∗
2) �� �� ��
���
 ��
	
��� ��� 
�� �'% ���
���� I �� ���������

����� ��� 
��
 �� �	����� 
�� ����
 ��
 �� �
����
� I1 = B∗
1\B∗

2 ��� I2 = B∗
2\B∗

1 ��
� |I1| =



@F �
����� �� k��������� ����������� ���
������

��������� 
	
 kC���
C�� �'% ����
��
����� K ��
���� M = (E, I) ���
 �	��
���� cD : E → N c : E → N ��� � ��������

������
�� k ∈ N

������ K #�
� B1 ��� B2

#�
 r �� 
�� ���� �� M ��� C = 1 + r ·maxe∈E(cD + c)(e)�
#�
 I∗0 = ∅ I∗1 = ∅ I∗2 = ∅ ��� D = ∞
��� κ = 0, . . . , k  �

��� I1 ⊆ E� I2 ⊆ E (��� |I1| = |I2| = κ� I1 ∩ I2 = ∅ ��� I1, I2 ∈ I  �
��!�� ��
����� Mi = (E, Ii) ��
� Ii = {I ⊆ E | I\Ij ∈ I} ��� i, j ∈ {1, 2} i �= j�
��!�� �����
 �	��
��� w : E → N ��
� w(e) = C �� e ∈ I1∪I2 ��� w(e) = C−(cD+c)(e)
�
��������
<���	
� �� ��
���
 ��
	
��� I∗ 
� 
�� ��+��	� �����
�� ��
���� ��
�����
��� ����C

�� (M1,M2, c)�
�� |I∗| = r + κ ����

#�
 I ′0 = I∗\{I1 ∪ I2}
�� cD(I1) + c(I2) + (cD + c)(I ′0) < D ����

#�
 I∗0 = I ′0 I
∗
1 = I1 ��� I∗2 = I2

<���	
� D = cD(I1) + c(I2) + (cD + c)(I ′0)

������ B1 = I∗0 ∪ I∗1 ��� B2 = I∗0 ∪ I∗2

|I2| = κ κ ≤ k� ���� �� ��� ����	
� � ��
 I0 ⊆ E �� ��
������
 
��� ��� �����
�� ��
����
��
�����
��� �	�� 
��
 I0 ∪ I1 ��� I0 ∪ I2 ��� 
�� ����� �� (E, I) ��� �� ��
���
 ��
	
���

� I� �� ������
 
�� (������� ������� ������������ ����
�� �� ����� �� 
�� ��
����� M1 =
(E, I1) ��� M2 = (E, I2) �� 
�� ���� ��
 E ��� � �����
 �	��
��� w : E → N� ���
��A��
��� �� 
�� �����
�� ��
���� ��
�����
��� ����
�� �� 
� !�� �� ����������
 ��
 I ∈ I1 ∩ I2

��
� ��+��	� �����
 w(I)� �� �	� ���� 
�� ������������� �����
�� ��
���� ��
�����
���
���
���� (M1,M2, w) �� ����
�	�
�� �� 
�� ��

����� ���K ��� i, j ∈ {1, 2} ��� i �= j ��!�� 
��
��
���� Mi = (E, Ii) ��
� Ii = {I ⊆ E | I\Ij ∈ I}� -�� ��
 I ′ ����� ���
 �� 
�� ��
�����
���
��� �� 
���������� ��
� 
�� ����������
 ��
� �� M �� ��

��� I ′1 = I ′\I1 ��� I ′2 = I ′\I2� �� I ′1
��� I ′2 ��� ����� 
��� I ′2 �� � ������
� �������� ��� I ′1 ���� |I ′2\I ′1| = |I ′ ∩ I2| ≤ k� ����

� ��
��
 
�� �����
 �	��
��� w : E → N 
�

w(e) =

{
C �� e ∈ I1 ∪ I2,

C − (cD + c)(e) �
�������,

��
� C = 1+ r ·maxe∈E(cD + c)(e) ��� r ����� 
�� ���� �� M � 8�
 I∗ �� �� ��
���
 ��
	
���

� 
��� �����
�� ��
���� ��
�����
��� ���
����� #���� B∗

1 ∪B∗
2 �� � ������
� ��
	
��� �� ��
����

��
�����
��� ���
���� |I∗| = r + κ �� �� ��

 
�
�� ���� �� ��
��
� '� ��

 �	�
��� ����� ��
������� ;�@�@ 
��
 �� ��
��� 
�� ����� �� M �� ��!���� B1 = I∗\I2 ��� B2 = I∗\I1 �����
���� 
�� ������
�

cD(B1) + c(B2) = cD(B∗
1) + c(B∗

2).

��	� 
��� ��� ��
���
 ��
	
���� �� 
�� kC���
C�� �'% ���
����� ���� �����

� 
��� �����C
�	�� �� ��������� �� -
����
�� ;�;�

������� 
	�	�	 3
������� �.� �������� �� ������
 ��
����� �� � ����� k�*������ ',	
�������� (��� �������
 ��������� SI ��� ��� ��� � �

 ����� �� $��������� ��
����� ���.
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/��� . 8�
 I∗ �� �� ��
���
 ��
	
��� 
� 
��� �����
�� ��
���� ��
�����
��� ���
���� (M1,M2, w)
���	��� �� 
�� ���A���
 ����������
 ��
� I1 ��� I2 ��
� |I1| = |I2| = κ �� ��!��� �� -
��C
��
�� ;�;� 2�
� 
��
 |I∗| ≤ r + κ� �� 
���� �+��
� � ��
 I0 ⊆ E �	�� 
��
 I0 ∪ I1 ��� I0 ∪ I2
��� ����� �� M  
��� I0 ∪ I1 ∪ I2 �� � ������
� ��
	
��� �� (M1,M2, w) ���
������ �+��

� κ+ r
�
����
�� �� 
��
 ���� 

w(I∗) ≥ w(I0 ∪ I1 ∪ I2) = (k + κ) · C −
∑
e∈I0

(cD + c)(e)

> (κ+ r − 1) · C ≥ w(I ′),

��� ��� ������
� ��
	
��� I ′ ��
� |I ′| < (κ+ r)� #���� |I∗\{I1∪ I2}| = r−κ ��� I1 ∩ I2 = ∅ 
��
��
� I∗0∪I1 ��� I∗0∪I2 ��� ����������
 ��� 
���� ��
� ���� � ������
� ��
	
��� ��� 
�� kC���
C��
�'% ����
�� ����� I∗0 = I∗\{I1 ∪ I2}� �	�
������� �� I1 = B∗

1\B∗
2 ��� I2 = B∗

2\B∗
1 ��� ��

��
���
 !��
C�
��� ��
	
��� B∗
1 ��� �
� ��
���
 �������� B∗

2  �� ��
���

cD(B∗
1) + c(B∗

2) = cD(I1) + c(I2) + (cD + c)(B∗
1 ∩ B∗

2)

= cD(I1) + c(I2)− w(B1 ∪ B2) + (k + κ) · C
≥ cD(I1) + c(I2)− w(I∗) + (k + κ) · C
= cD(I∗0 ∪ I1) + c(I∗0 ∪ I2).

��	� I∗0 ∪ I1 �� �� ��
���
 ��
	
��� �� 
�� kC���
C�� �'% ���
���� ��
� 
�� �������� I∗0 ∪ I2�
#���� 
���� ��� �
 ���
 knk ��5����
 ��
� I1 ��� I2 ��
� I1, I2 ∈ I I1∩I2 = ∅ ��� |I1| = |I2| =
κ κ ≤ k ��� ����� 
�� �����
�� ��
���� ��
�����
��� ����
�� ��� �� ��
��� �� ��
������
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�� LE:M �� ����� LBEMI -
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��� ��A�� G	��
��� ������ ����K �� 
�� ��
 �� !��
C�
��� ��
	
���� �� ������ ��� 
�� kC���
C
�� �'% ����
�� �� ��
��� �� ��
������
 
���O �� �	�� � ���� 
�� ��
 �� �

 ����� ��� ��

���
��� �� ��
���
 !��
C�
��� ��
	
���� -�� �� k �� ��
 ����
��
 ���� 
�� ����
�� ������
NPC����O

���� Γ���
	�����

����

 
��
 ��� Γ ∈ N 
�� ��
 �� ΓC��������� �� �� 8<��� ���
���� (U,F , c) �� ��!��� �� ��

���K
8�
 c(u) ��� c(u) �� 
���� ��� 	���� ��	��� �� 
�� �������� ���
 ��
� 0 ≤ c(u) ≤ c(u) ���
�

 u ∈ U � - �������� S ∈ SΓ �� ��
� �

���� 
� ���� �
 ���
 Γ ���
 ��
	�� �����
��� ���� 
��

���� ��	�� ���� |{u ∈ U | cS(u) > c(u)}| ≤ Γ� '� ���	� ����� �� 
�� ����
�+�
� �
�
	� ��
kC���
C�� 8<��� ����
����

��� ����
�+�
� �
�
	� �� � kC���
C�� 8<��� ����
�� �� �
���
� ��
�
�� 
� 
�� ��+C��������
����
�� ��
���	��� �� -������+ -� ��� ��+C�������� ����
�� �� 
� !�� � �������� 
��

��+���*�� 
�� �����	� ���
 �� ����� ������
� ��
	
��� �� 
�� ������������� 8<��� ���
�����
'� ���� ��� �	�
��� ��!��
��� ������ �� ����� NPC�������� �� ������
 kC���
C�� 8<���
����
����

��������� 
	�	�	 - �
��� �� 8<��� ����
��� ��
��!�� 
�� ������������� �� ��� ����� ���
����
(U,F , c) ��� ��� ����� ��
 U ′ ��
� U ′∩U = ∅ 
���� �� ���
��� 8<��� ����
�� (U ∪ U ′,F ′, c′)
�� 
�� ���� �
��� �	�� 
��
 F ′ = F ∪ {U ′} ��� c′(u) = c(u) ��� �

 u ∈ U �
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��� ������
��� �� �� ����
���� ��
 �� �
����
� ���
��
� ����
���� ���
 
� � ����� 8<��� ���
����� ��� ����
��
 ��
� ��� 
�� �����	� (s, t)C�	

����
�� ��
���� 
�� ���C�����
���� ��� 
�� �����	� �������� 
��� ����
�� �� 
�� �����	�
������
 ��
����� ����
�� 
��� �� ��
 
�� �����

������� 
	�	
	 &�� C �� � �
��� � &�'�� ����
��� ���� �����$�� ��� ������������� ��� ����
���� ��� ��"��������� ����
�� �� C �� ������
� NP�����. )��� ��� k�*������ ������� � ���
����
��� �� C �� ������
� NP�����.

/��� . 8�
 (U,F , c) �� �� 8<��� ���
���� �� 
�� �
��� C ��� 
�
 SΓ �� � ��
 �� ΓC���������
��!��� �� 
�� 
���� ��� 	���� ���
 ��	��� c(u) ��� c(u) ��� ���� u ∈ U ��� ���� Γ ∈ N�
'� �������� 
�� �������� ������� I �� 
�� ������������� ��+C�������� ����
�� �� (U,F ,SΓ)
��
� 
������
� K ∈ N ����� ���� 
� ������ ���
��� 
���� �� � �������� S ∈ SΓ ��
�
profit(S) = minF∈F cS(F ) ≥ K� '� ��

 ��� ����� 
��
 
�� kC���
C�� 8<��� ��
� ΓC
��������� �� �
����
� NPC����� '� �
��
 �� �	

��
���� 
�� ��
	�� �� c c ��� K �� 2 �	��

��
 
�� ��+C�������� ���
���� I �� 
���������� 
� 
�� �������� �� 
���� �+��
� � �������� S ∈ SΓ

��
� profit(S) ≥ 2K� �� 
��� �� ��
 
�� ���� profit(S) ≤ 2K − 2 ��� ����� S ∈ SΓ� '� ���C
�
�	�
 � kC���
C�� ���
���� I ′ �� (U,F , c) ��
� ΓC��������� �� 
�� ��

����� ���K '� �
��
 ��
������ � ��
 U ′ = {u′

1, . . . , u
′
z} z = 2 · |U | 
� U �	�� 
��
 F ′ = F ∪ {U ′}� -

 
���� �
����
�

��
 !��
 �
��� 
���� ��� 	���� ���
 0 �+���
 cD(u′
1) = 2K − 1� ��� 	���� ��� 
���� ���


�	��
���� ��� �

 �
��� �
����
� ������ �� �� I ��� 
�� !��
C�
��� ���
 ��� ��
 
� 0� ����

� ��
��
 k = |U | ��� 
�� !��
C�
��� ��
	
��� ��
 
� 
�� ��
 F ′� 2�
� 
��
 
�� �������� Fk

F = F ���
�

 F ∈ F ��� Fk

U ′ = F ′� (���� �� I �� � ���C���
���� U ′ �� 
�� ��
���
 !��
C�
��� ��
	
���
��
� 
�
�
 ���
 �� cT (U ′) = 2K − 1� �� I �� � ��C���
���� ��� ��
	
��� F ∈ F ��� 
�
�
 ���
 ��
�
 ���
 2K − 2� ��������� 
�� kC���
C�� 8<��� �� �
����
� NPC�����

#���� 
�� ����
��
 ��
� ����
�� ��� 
�� �����	� (s, t)C�	
 ����
�� ��
���� �

 �����
���� 
�
���
� ������� ;�B�; 
���� kC���
C�� �������� ��� �
����
� NPC����� #���� �

 (s, t)C��
�� ��

�� ���	�
��� ����� ��� 
�� �������� ����� �� 
�� ��+C�������� ����
��
 ��
� ����
�� ���� �

���
� �� �
 ���
 4 H������� -�9�9I 
�� ����
�+�
� ���	

 �� ���� ��
�� ��� ����
��
 k ≥ 4�

��������� 
	�	�	 )�� k�*������ �������� ���� ����
�� (��� Γ���������� ��� k ≥ 4 ��� ���
k�*������ ������� (s, t)���� ����
�� (��� Γ���������� ��� ������
� NP�����.
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��� 
�� �����	� �������� 
��� ����
�� �� 
�� �����
�� ���A���
 ��

���
��
 ����
�� 
�� ����
�+�
� �
�
	� ������� ����� ��� 
�� 
�

�� ����
�� �� ��� A	�
 �
�
�

��
 ��� k ≥ d �� ��
���
 !��
C�
��� ��
	
��� �� ����
�	�
�� �� 
����� �� ���� ��
 �� �
����

�� �����	� !��
C�
��� ���
� �	�
������� �� ��� ����	
� 
�� 
�
�
 ���
 �� �	�� � ��
	
���
��� � ����
������ 
�����
 ��
� ����
�� �� � ����� ����� �� ��������� �� #��
��� -�@�

�� ����
�
� 
�� ����
�� ���	
 kC���
C�� 8<��� ����
��� �� �������� 
�� ����
��
 ��
�
����
���

���� �����
�� ���� �����
�

��� ����
��
 ��
� ����
�� �� 
� !�� � ��
� ��
���� 
�� �������
�� ���
���� s ��� t �� �
������� G = (V,A) ��
� �����	� ���
 ��������� 
� � ���
 �	��
��� c : A → N� ���� ����
��
�� ��� �� 
�� ���
 �
	���� �������
����
 ��
���*�
��� ����
��� ��� ��� �� ��
��� �7����

�



��#�  
������ $��
 $�����% @?

�� �
� ��
�������
�� ������� ��
� ���C����
��� ��� 
���
��� %	
 �� ���
C���
� ���
���
����

��� 
�������
�
��� ��
���� ������ �� 
�
�����	����
��� ���� ��
� ����
 �� �	�A��
 
�
	����
���
��

'� ��

 �������� �� 
��� ���
��� 
�� kC���
C�� ����
��
 ��
� ����
�� ��� �����
���
� �
�
����
�+�
� �
�
	� ��������� 
� ��5����
 !��
C�
��� ��
	
��� ��
� ��� 
�� ��
�����
�
��� �� k ��
����
��
 �� ��
 ����
��
� 2�
� 
��
 �

 ���	

� ��� kC���
C�� 8<��� ����
��� ��� ��
�� ���

�� ����
��
 ��
� ����
��� N�
 �� ��� �
����
��� 
��� �� 
����� ��
� ����	�
 �
� ������

�
�	�
	��� '� 
�	� ��
��� 
��
 �� ��� ����
� (s, t)C��
� �� � ������
� !��
C�
��� ��
� 
��
kC���
C�� ����
��
 ��
� ����
�� �� ��
 �����+����
� ���� �� �� �������� A	�
 ��� �������� 
	�
��� P = NP� ���� �
����� ��


�� 
�� ����
�+�
� ��� ������
� ��������� ��
����
 ���������
��� ΓC����������

- ��
	��
 �+
������ �� ����
� (s, t)C��
�� �� ������
� !��
C�
��� ��
	
���� �� 
� �������� 
��
��
 �� �

 (s, t)C��
��� �� 
�� ������
�� k �� ��
 ����
��
 
�� ����
�+�
� �
�
	� �������� 
�

�� ��
 �� ����
� (s, t)C��
�� ���� ��
 ������� N�
 ��� ����
��
 k �� ��
���	�� � ��
������

�
����
�� 
��
 ��
��� 
�� kC���
C�� ����
��
 ��
� ����
�� ��� ��
����
 ����������

��#��� �
���� (s, t)$�
��� 
� %
���$��
�� �����
���

- ��
	��
 ���
���
��� �� 
�� !��
C�
��� ��
	
��� ��
 G �� 
� ������ 
�� ��
 �� �

 ����
� (s, t)C��
��
����
�� �� P� ������� ;�;�9 ��� ������� ;�B�; ���
� 
��
 
�� kC���
C�� ����
��
 ��
�
����
�� ��
� P �� !��
C�
��� ��
	
��� ��
 �� ����
� NPC���� ��� 
�� ��������� ��� �
����
�
NPC���� ��� ΓC���������� N�
 �� ��

 ���� 
��
 ���� ��� ��� �������� ��� 
�	� ��� ��
����

��������� �
 �� �
����
� NPC���� ��� ��
 �����+����
� 	�
��� P = NP�

������� 
	�	�	 )�� k�*������ �������� ���� ����
�� (��� ����
� (s, t)������ �� $���������
��
������ �� NP�����  �� ��� �������� S� $��������� ��� �������� ����  �������� %��� ���������
��
��� 0 ��� 1 ��� �������� k ≥ 2 �� k ��������� �� ��� ������ � ����.

/��� . '� ���� � ���	�
��� ���� 
�� 
�� ���
�+ ���A���
 ��
� ����
�� 
� 
��
kC���
C�� ����
��
 ��
� ����
�� ��
� P� 8�
 I �� �� ���
���� �� 
�� 
�� ���
�+ ���A���

��
� ����
�� ����� �� � �����
�� ����� G = (V,A) ��� 
�� ���
�+ ����� (v1, u1) ��� (v2, u2)�
��� 
��� �� I �� 
� ������ ���
��� 
�� ��
�� � (v1, u1)C��
� p1 ��� � (v2, u2)C��
� p2 �����
��� ���
�+ ���A���
 �+��
� '� �
��
 ��
� ����
��
 k ≥ 2 ��� ��!�� �� ���
���� I ′ �� 
��
kC���
C�� ����
��
 ��
� ��
� P ��� ��� �������� �� 
�� ��

����� ���K 8�
 G′ = (V ′, A′) ��
�� �+
������ �� G �� 
�� ���
���� s ��� t ��	� ���� (s, v1) (u1, v2) (v2, u2) ��� (u2, t) ��� �
��
� p(v1,u1) ��
� 
���
� k − 1 H��� ���	�� ;�BI� ��� !��
C�
��� ���
 �	��
��� cD : A′ → {0, 1}
���� ���
 0 
� �

 ���� �+���
 
���� �� 
�� ��
� p(v1,u1) ��� (v2, u2) ����� ��
 ���
 1� ��� ���
�������� ������� ���
 0 �
 
�� ��� ����� ���� ���� (s, v1) 
�� ��
� p(v1,u1) (u1, v2) (v2, u2)
��� (u2, t) ��� ���
 1 
� �

 �
��� ����� ��� ��*� �� 
�� ���
���� I ′ �� ��
������
 �� 
�� ��*� ��

�� ���
���� I�

'� ��

 ��� ����� 
��
 
���� ��� 
�� ���
�+ ���A���
 ��
�� p1 ��� p2 �� G �� ��� ��
� �� ���
��
���
 ��
	
��� �� I ′ ��� 
�
�
 ���
 0�

8�
 p1 ��� p2 �� 
�� ���
�+ ���A���
 ��
�� �� G� ���� 
�� ��
�
p = (s, v1) ∪ p1 ∪ (u1, v2) ∪ p2 ∪ (u2, t) �� ����
� ��� ��� !��
C�
��� ���
 :� �	�
������� 

�� ��
� p = (s, v1) ∪ p(v1,u1) ∪ (u1, v2) ∪ (v2, u2) ∪ (u2, t) �� �� 
�� �������� ��
 �� p ����� p
���
���� ��
� k ���� �
��� 
��� p H����
� 
�� ���� �� p(v1,u1) ��� (v2, u2)I� #���� 
�� ��������
���
 �� p �� 0 ��
� p ��� p ���� �� ��
���
 ��
	
��� �� I ′ ��
� 
�
�
 ���
 0�



B: �
����� �� k��������� ����������� ���
������

s t

G
v1 v2

u2u1

(0, 0)

(0, 0)

(0, 0)
(1, 0) (1, 0)

(0, 1)

(cD, cS)

���	�� ;�B�K ��� ��
� p = (s, v1) ∪ p(v1,u1) ∪ (u1, v2) ∪ (v2, u2) ∪ (u2, t) �� 
�� ��
� ��
� ��
�
�������� ���
 0�

8�
 ��� p∗ �� �� ��
���
 !��
C�
��� ��
� 
� I ′ ��
� 
�
�
 ���
 0 ��� 
�
 p∗ �� �
� �������� ��
��
-�������� 
� 
�� �������� ���
 
�� ��
� ��
� ��
� ���
 0 �� 
�� ��
� p = (s, v1) ∪ p(v1,u1) ∪
(u1, v2)∪ (v2, u2)∪ (u2, t) ����� p∗ = p� #���� ��� (s, t)C��
� ������� 
�� ���� (s, v1) ��� (u2, t)
��� ����� p∗ �� �� 
�� �������� �� p∗ 
�� ��
� p∗ ��� 
� ���
��� �
 
���
 ��� �� 
�� ���� ��
p(v1,u1) 
�� ��� (u1, v2) �� 
�� ��� (v2, u2)� ��� !��
C�
��� ���
 �� ��� ��� �� p(v1,u1) ��� (v2, u2)
��� ��
 
� 1� #���� 
�� !��
C�
��� ���
 �� p∗ �� 0 p∗ �����
 ���
��� ��� �� 
���� ���� ��� �����
������� ��� (u1, v2)� ��������� p∗ ������
� 
�� ���
���� v1 ��� u1 ��� v2 ��� u2 ��� 
�� ��
��
A	�
 ���
������ ���� �� G� #���� p∗ �� � ����
� ��
� 
���� 
�� ��
�� ��� ���
�+ ���A���
 ��� �
������
� ��
	
��� �� I�

- ����
�� ����
�	�
��� ����� ��� 
�� ���� k = �
�+1

|V (G′)| ��� ��� � ∈ N ��� k ≥ 2� �� 
���
���� 
�� ��
� p(v1,u1) �� ���
���� �� � ��
� �� 
���
� � · |V (G)| − 1� ��� �	���� �� ���
���� ��
G′ ��

|V (G′)| = (�+ 1) · |V (G)|
��� �
 ���


k = � · |V (G)|
���� ��� �� ���������� (���� ��� ��
� ��
� 
�
�
 ���
 0 	��� � · |V (G)| − 1 ���� 
� �������

�� ��
� p(v1,u1) ��� 
�� 
��
 �������� ��
��� ��� 
�� ��� (v2, u2)�

#���� 
�� ��
	� �� �� ��
���
 ��
	
��� �G	�
� : ��� �����+���
��� �
����
�� ��
� �� �����+C
���
��� ���
�� α ����	
�� �� ��
���
 ��
	
���� -
�� �� ����
	
� ����������� �	����
� ���
��� �����+���
��� �
����
�� ���� -8/(I) ≤ =��(I) + β ��� �

 ���
����� I ��� �� ����� 
����� �� ��� A	�
 ���
� 
�� �������� ���
 ��� 
�� !��
C�
��� ���
 ��
� (β + 1)�

��������� 
	�	
	 )���� �� �� �4����� �����"������� �
�������  �� ��� k�*������ ��������
���� ����
�� (��� P� ��
��� P = NP.

-� ����� �� ������� ;�@�9 
�� kC���
C�� ����
��
 ��
� ����
�� ��
� P ��� SI �� �G	��C
�
��
 
� 
�� ����
�� ��
� ��� ������
� ��������� (���� �
�� �� 
��� ��

��� 
���� �+��
� ��
�����+���
��� �
����
��� ��� ���� ���	���
� ��
� ��� ΓC����������

��������� 
	�	�	 )�� k�*������ �������� ���� ����
�� (��� P ��� SI 5�� SΓ6 �� ���
�����"����
�� ��
��� P = NP.

2�
� 
��
 �� 
��� ���� 
�� ����
�+�
� �
�
	� �� 
�� ���������
� ���	�
 ������� �� �� 8<���
����
�� �� �	�� ������ 
��� 
�� ������������� ���	�
 �������� ��� ���	�
 ������� ��� �
����
�� ��
��� �7����

� ��� ��� �������� �� 
�� 8<��� ����
�� �� �� P�



��#�  
������ $��
 $�����% B9

#� ��� �� ���������� 
�� ���� �� ����� 
�� !��
C�
��� ���
 �	��
��� ��� 
�� �������� ���

�	��
���� ��� ������ ����������

�� %	
 
�� ����� �� ������� ;�>�9 ��� �� �+
����� 
�
!��
C�
��� ���
 ��� �������� ���
 ��
������� 
�� ���������C�����
���� ���
��� �� ������ ���

(cD, cS) = (1, 0) 
� 
�� ���� �� 
�� ��
� p(v1,u1) ��� (v2, u2) �� ��� ���
 (1, 1) 
� 
�� ��� (v2, u2)
��� 
�� !��
 ��� �� p(v1,u1) ��� ���
 (0, 0) 
� �

 �
��� ���� �� p(v1,u1)� �	�
������� ��� ���
�� 
�� �������
 ����� G ��
� ���
 (0, 3) H��� ���	�� ;�> 
��
I� -� ��
���
 ��
	
��� ��
� 
�
�

���
 2 �+��
� �� ��� ��
� �� 
���� ��� 
�� ���A���
 ��
�� p1 ��� p2� -�� �
��� ��
	
��� ��� ���

�� �
 
���
 3�

s st t

G G
v1v1 v2v2

u2u2u1 u1

(0, 0)
(0, 0)

(0, 0)(0, 0)

(0, 0)
(0, 0)

(0, 0)

(0, 0)

(1, 1)

(1, 1)

(1, 2)

(1, 2)

(1, 2)

(1.5, 1.5)

(1.5, 1.5)

(0, 3) (0, 0)

(cD, cS)

���	�� ;�>�K ��� ���
 �	��
���� �� 
�� 
��
 !�	�� ���� 
�� ���������C�����
��� ��� 
�� ���

�	��
���� �� 
�� ����
 !�	�� ��
���� 
�� α[0,1]C�����
���C�����
����

-��
��� �����
��� �� 
�� ���
 �
�	�
	�� ������� 
�� α[0,1]C�����
��� ��� �� �������� �� ������
���
 (1.5, 1.5) 
� 
�� ��� (v2, u2) ��� 
�� !��
 ��� �� 
�� ��
� (v1, u1) ���
 (1, 2) 
� �

 ����
(v1, v) (v, v2) ��� (v, u2) v ∈ V H������� 
�� ��� ��� 
�� �
����� ���
����� ��� ���
I H���
���	�� ;�> ����
I� (���� 
�� �������
 �������� ��
� ��� ���
 3 ��� 
�� �������
 !��
C�
���
��
� ��
� 
��� �������� ��� !��
C�
��� ���
 2� - ��
	
��� ��
� 
�
�
 ���
 5 ��� ��
� �� ��������
�� 
���� ��� 
�� ���A���
 ��
�� ������
��� (v1, u1) ��� (v2, u2)� #���� ��� �
��� ��
	
��� ��


���� ���
 �� �
 
���
 5.5 �� ��
 � 
���� ��	�� �� 1.1 �� 
�� ���
 ������
� �����+���
���
���
��� ��	� 
���� ������� � ��� �� 0.4 ��
���� 
�� �����+���
��� �
����
�� ��
���	���
�� ������� ;�;�> ��� 
��� ��	���

��������� 
	�	�	 )�� k�*������ �������� ���� ����
�� (��� P ������ �� �����"������ (���
�  ����� ������ ���� 1.5� � ��� (������������������ �� �����$��� ��� �  ����� � 1.1� � ���
α[0,1]�������������������� �� �����$��� ��
��� P = NP.
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�+ ���A���
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�� �� �� 
��
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���
�
�� ��
������
 
��� L?:M�
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������ 
�� !��
C�
��� ��
	
��� ��
 ���� ����
� (s, t)C��
�� P 
� 
�� ��
 �� �

 (s, t)C��
��
P ������� 
�� ����
�+�
� �� 
�� ����
��� ��� 
�� ��
����
 ���� 
�� kC���
C�� ����
��
 ��
�
��
� P ��� ����
��
 k �� ���� ��
���
� �� ��
������
 
��� �� �� ��

 ���� �� ������� ;�>�?�

��#��� (s, t)$�
��� 
� %
���$��
�� �����
���

��� ����
�+�
� �
�
	� �� 
�� kC���
C�� ����
��
 ��
� ����
�� ��
� P ������� ����
� �� 
��
���
 
��
 
�� !��
C�
��� ��
	
��� ��� 
� �� � ����
� (s, t)C��
�� �� ��
�+ 
��� �����
��� ��
�������� 
�� kC���
C�� ����
��
 ��
� ����
�� ��
� 
�� ��
 �� �

 (s, t)C��
�� ����
�� �� P ��
!��
C�
��� ��
	
��� ��
�
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����� �� k��������� ����������� ���
������

�	���
�
 "�
���	�� �� LD:M ,�������� ��� 6��
�P��� ���� 
��
 
�� ���	�
 ����
��
 ��
� ����C

�� ��
� ������
� ��������� SD �����
 �� �����+���
�� ��
� � ���
�� ��

�� 
��� log |SD|�
#���� �� ��� ��
����
�� �� 
����������� 
��� ����
�+�
� ��� �����+�����
�
� ���	

 
� 
�� kC
���
C�� ����
��
 ��
� ����
�� ��
� P �� ��
���	�� �� 8C���	�
���� ����

 
��
 
� ��
��
���
�� 8C���	�
��� H���� LDDMI ���� �� ��
���*�
��� ����
�� X 
� �� ��
���*�
��� ����
�� X ′

�� ���� 
� ��!�� � ���� �� �	��
���� f ��� g ��
� ����	
��
� �� ��
������
 
��� ��� 
��
����
��
� α, β > 0 �	�� 
��
 ��� ��� ���
���� x �� X K

• f(x) �� �� ���
���� �� X ′ ��
� OPT(f(x)) ≤ αOPT(x)V

• ��� ��� ������
� ��
	
��� y′ �� f(x) g(x, y′) �� � ������
� ��
	
��� �� x �	�� 
��

|cx(g(x, y′))−OPT(x)| ≤ β|cf(x)(y′)−OPT(f(x))| 
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��� kC���
C�� ����
��
 ��
� ���
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� s �� ������
�� ��
� s1 ��� � ��
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	� ��

������ σ+ : {1, . . . , |V +|} → V + ��� σ− : {1, . . . , |V −|} → V −  �
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� ������ '� �
��
 ��
� � ����
�+�
� �
	�� �� 
�� ���
C�� 8<��� ����
��
��� �������� ����� 
�� (������� ���%���� ������� ��� 5,*#-6 ����
�� ����� 
��� ����
�� ��� ��
��
�����
�� �� � ������
 �	�����
�� �� ������
 �������
����
 ��
���*�
��� ����
��� ���� 
��
�����	� �������� 
��� ����
�� 
�� ����
��
 ��
� ����
�� 
�� �����	� (s, t)C�	
 ����
��
�� 
�� �����	� ������
 ��
����� ����
�� H��� <���

��� ;�;�@I� ����

 
��
 
�� '�(#
����
�� �� ��!��� �� 
�� ��

����� ���K



>B �
����� !� ���� ����������� ���
������

/����K - ��
 �� n �
����
� U = {u1, . . . , un} � ��
 �� d �������� ���A���
 �	���
� M =
{M1, . . . ,Md} ��� � ���
 �	��
��� c : U → N�

����K ���� � ��
 F ⊆ U ������*��� 
�� ���
 c(F ) =
∑

u∈F c(u) �	�� 
��
 |F ∩Mi| = 1 ���
i = 1, . . . , d�

'� ��

 ���� 
��
 �
����� ��� 
�� ��������� 
�� ���
 ���������
� ���	�
 ������� �� 
�� '�(#
����
�� �� ����
� NPC�����

������� �	
	�	 0�� α > 0 ��� ������ $��� ��
����� ���� ��� ������� ,*#- ����
�� (���
�������� ��������� SD �� (��+
� NP������ ���� � |SD| = 2.

/��� . ��� ���	�
��� ���� ���
�
��� �� G	�
� ����
�� 
� 
�� ��� ��� 
�� kC���
C�� �������
H������� ;�;�9I� 8�
 I �� �� ���
���� �� ���
�
��� ���
������ n ��
���� �
����
� e1, . . . , en
��
�

∑n
i=1 ei = 2b ��� ���� b ∈ N� '� ����
�	�
 I ′ �� 
�� ������������� ���
C�� '�(#

���
���� ��
� � ��
 �� 2n �
����
� U = {u1, . . . , u2n} n ���A���
 �	���
� M = {M1, . . . ,Mn} 

�� ��������� SD = {S1, S2} ��� � ������ !��
C�
��� ��
	
��� ��
 G� .��� ��
 Mi i = 1, . . . , n 
������
� �� 
�� �
����
� u2i−1 ��� u2i ���� Mi = {u2i−1, u2i} ��� 
�� ��������� S1, S2 ��!��

�� ��

����� ���
 �	��
����

cS1(u) =

{
ei u = u2i−1, i ∈ {1, . . . , n}
0 �
�������

��� cS2(u) =

{
ei u = u2i, i ∈ {1, . . . , n}
0 �
�������.

(���� ��� ����� �������� S 
���� �+��
� � ��
	
��� F S ∈ F ��
� ���
 cS(F S) = 0� 8�
 F �� �
������
� !��
C�
��� ��
	
��� α > 0 ��� β ≥ 0 
���

cT (F ) = max
i=1,2

min
F ′∈F

αcSi(F ) + (1− α)cSi(F ′ ∩ F ) + (α + β)cSi(F ′\F )

= αmax{cS1(F ), cS2(F )}.
#���� G �� ������ 
���� �+��
� � !��
C�
��� ��
	
��� F ��
� cT (F ) = αb �� ��� ��
� �� I �� �
���C���
�����

'� ��

 ��� �� 
�� ��

����� 
������ 
��
 �� 
�� �	���� �� ������
� ��������� �� ��
 ����
��
 

�� ���
C�� '�(# ����
�� ������� �
����
� NPC����� ��� ����� �� �� ����
��� �� 
��
�������� ����� ��� 
�� ���	�
 ����
��
 ��
� ����
�� ����� �� ,�������� ��� 6��
�P��� LD:M 
�

�� ���
C�� '�(# ����
���

������� �	
	
	 0�� α > 0 ��� ������ $��������� ��
����� ���� ��� ������� ,*#- ����
��
�� ��� �����"����
� (��� �  ����� ������ ���� 2� ��
��� P = NP.

/��� . ��� ��

����� ���	�
��� ���� @#-� ����� 
��
 
�� ����
�� �� �
����
� NPC���� ���
��
 �����+����
� ��
� � ���
�� ��

�� 
��� 2� 8�
 I �� �� ���
���� �� @#-� ��
� n ������
��
x1, . . . , xn ��� m �
�	��� C1, . . . , Cm ���� �
�	�� ������
��� �� 
���� 
�
���
� yij  i = 1, 2, 3 
j = 1, . . . , m ��
� yij ∈ {x1, x1, . . . , xn, xn}� ��� ��
 U ′ �� 
�� ������������� ���
C�� '�(#
���
���� I ′ ���
���� 3m ��5����
 �
����
� u1j , u2j ��� u3j  j = 1, . . . , m� ��� �
����
 u1j

��������
� 
�� !��
 
�
���
 �� 
�� �
�	�� Cj  u2j 
�� ������ 
�
���
 ��� u3j 
�� 
���� 
�
���
 
j = 1, . . . , m� ��� �
����
� ���� m ���A���
 ��
� Mj = {u1j, u2j, u3j} j = 1, . . . , m� -��
������
� ��
	
��� ��� 
��� '�(# ���
���� ������� �+��

� ��� �
����
 �	
 �� ����� ��
� #� ��� 

�� �
����
� ��� �� ������ 
��
 ��������
 ���
�����
��� 
�
���
� ���� � ������
� ��
	
��� F ′

��� ���
��� u21 ��
� y21 = x� ��� u32 ��
� y32 = x� � ∈ {1, . . . , n}� �� ����� 
� �	���� �	��
� ������ �� ����
�	�
 ��� ����� ���� �� �
����
� ui1j2 ui2j2 
��
 ��������
 �	�� ���
�����
���



!�!� ��������  �������� >>


�
���
� ���� yi1j1 = yi2j2 � �������� S 
��
 ������� ���
 1 
� ���� �� 
�� 
�� �
����
� ui1j1 ���
ui2j2 ��� 0 �
�������� ����� ��� �
 ���
 3m2 ��5����
 ��������� ������� 
�� ��
 SD 
��
 ����

�� ����� 
� I ′� 8�
 ��� G �� ���� ������ !��
C�
��� ��
	
��� ��
 α > 0 �� ���� ���
�
 ���
��
��� β ≥ 0 �� ���� ��J�
��� ���
��� #���� ��� ����� �������� S ∈ SD 
���� �+��
� � ��
	
��� F S

��
� cS(F S) = 0 
�� 
�
�
 ���
 �� ��� !��
C�
��� ��
	
��� F ∈ G ��� ����� ��

cT (F ) = αmax
S∈SD

cS(F ).

(���� 
���� �+��
� � !��
C�
��� ��
	
��� F ∈ G ��
� 
�
�
 ���
 ���

�� 
��� �� �G	�
 
� 1α
�� ��� ��
� �� I �� � ���C���
����� #���� �� ��� �
��� ���� 
�� 
�
�
 ���
 ��� �
 
���
 2α ��
�7����
 �����+���
��� �
����
�� ��� �� ��	�� ��
� �� �����+���
��� ���
�� ��

�� 
��� 2 
	�
��� P = NP�

-� �� 
�� kC���
C�� ���� H<���

��� ;�;�@I 
���� ���	

� ��� �� 
���������� 
� 
�� ����
��
 ��
�
����
�� 
�� �����	� (s, t)C�	
 ����
�� 
�� ������
 ��
����� ����
�� ��� 
�� �����	�
�������� 
��� ����
���

��������� �	
	�	 )�� ������� ������� � ��� ������� �������� ���� ����
��� ��� ��������
���� ����
��� ������� (s, t)���� ����
�� ��� ��� ������� ��� ��� �������� ����
�� ��
��������� ������ ��� (��+
� NP�����  �� |SD| = 2 ��� ������
� NP����� � ��� ������ � 
�������� �������� ���� �� ��� ��������. �� ��� 
���� ����� �� �����"������� �
������� (��� ��
�����"�������  ����� ������ ���� 2 �"����� ��
��� P = NP.

�� ���
���
 
� 
�� kC���
C�� 8<��� ��

��� 
�� 
�
�
 ���
 ��� � ����� !��
C�
��� ��
	
���
F ∈ G �� � ���
C�� 8<��� ����
�� ��� �� ����	
�� �� ��
������
 
��� ���� �����������

�� ��������� �� ��
 ����
��
 ��� ���� 
�� ������������� 8<��� ����
�� �� �� PK 
�
 (U,F , c)
�� �� 8<��� ���
���� G �� � !��
C�
��� ��
	
��� ��
 SD �� � �������� ��
 α > 0 �� � ���
�

���
�� ��� β ≥ 0 �� �� ��J�
��� ���
��� �� ����	
� 
�� 
�
�
 ���
 ��� ���� F ∈ G �� A	�
 ����

� ��
�� �� 8<��� ���
���� (U,F , cSF ) ��� ����� �������� S ∈ SD ��
� ����!�� ���
 �	��
���
cSF ��!��� ��

cSF (u) =

{
(1− α)cS(u) �� u ∈ F

(1 + β)cS(u) �
��������

�� F S �� �� ��
���
 ��
	
��� �� (U,F , cSF ) 
���

cT (F ) = max
S∈SD

αcS(F ) + cSF (F
S)

��
������� 
�� 
�
�
 ���
 �� F �

�� 
�� ��+
 ���
��� �� ���
�*� ��
����
 ��������� ��� ���� 
��
 
�� ���
C�� 8<��� ����
��
��� �� ��
��� �7����

� �� 
��
 �����

���� �	�
���� ��
	�����

��
����
 ��������� ��� ����� ���
���

� �� 
���� ��� 	���� ��	��� c ��� c �� 
�� ���
 ��
	� ���
���� �
����
 u ∈ U �� 
�� 	����
���� 8<��� ���
���� (U,F , c)� �� � ���
C�� ������� 
����
�� ��� ������
��� �������� ����
� Smax ��
� cSmax(u) = c(u) ��� ����� u ∈ U  �� ����� ��

�� ��

����� 
�������



>F �
����� !� ���� ����������� ���
������

������� �	�	�	 &�� (U,F , c) �� �� &�'�� ��������� α > 0 �� � �����
  ������ β ≥ 0 �� ��
��!�����  ������ G �� � ������ $��������� ��
����� ��� ��� c ��� c �� 
�(�� ��� ����� ������
�� ��$�� �������
 ���������. )��� ��� ������
 ��
����� �� ��� &�'�� �������� (U,F , c) �� ��
������
 $��������� ��
�����.

/��� . 8�
 Fmax �� �� ��
���
 ��
	
��� �� 
�� 8<��� ���
���� (U,F , c)� ����

 
��
 � !��
C
�
��� ��
	
��� ��
 G �� ��

�� ������ �� ����� F ∈ G ���
���� � ������
� ��
	
��� F ′ ∈ F ���
F ⊆ G� �	� 
� 
��� ������
� ��� ��� G ∈ G

cT (G) = max
S∈S

min
F ′∈F

αcS(G) + (1− α)cS(F ′) + (α + β)
∑

u∈F ′\G
cS(u)

≥ min
F ′∈F

αc(G) + (1− α)c(F ′) ≥ c(Fmax) = cT (Fmax).

(���� Fmax �� �� ��
���
 !��
C�
��� ��
	
����

��� 
�� kC���
C�� ���� 
�� ����
�!��
��� ��� ��
����
 ��������� ������ �� � ����
�� ��� ��

�� ��
����� � ��C���
���� ��
���*�
��� ����
�� ����� �� ������
 �����
 �� ��
��� �7����

� 
�� ���
���
 
� 
�� ��
������
 �
����
�� �������� �����

���� Γ���
	�����

ΓC��������� SΓ ��� � �
���
 ����!��
��� �� ��
����
 ���������� -���� ���� �������� ���
 �	��
���
cS S ∈ SΓ ����� 
�� ����� ��+ ����
����
 �� 
�� ���
 ��
 ��� ���� ��
���� Γ �
 ���
 Γ ��
	��
�� cS ��� �����
� ���� 
���� 
���� ��	���� -

��	�� ����
�� 
� ��
����
 ��������� ����
���������
� ���	�
 ����
��� 
��� 
� �� �
����
� NPC���� ��� 
��� �������� ��
� '� ��

 ����

��
 
��� �� �
�� 
�� ���� ��� 
�� ���
C�� �������� �� 
��� ��� �� ��
���	�� 
�� ��

�����
��!��
����

��������� �	�	� H����������C<����
���I	 - �
��� �� 8<��� ����
��� ��
��!�� 
�� �����������
��������� �� ��� ����� ���
���� (U,F , c) �� 
��� �
��� 
���� �� ���
��� 8<��� ���
���� (U ′,F ′, c′)
�� 
�� ���� �
��� �	�� 
��
 U ′\U = {u} ��� F ′ = {F ⊆ U ′ | u ∈ F ��� F\{u} ∈ F}� ���
���
���� I ′ �� ��

�� 
�� ��������� �������� �� I �� 
�� �
����
 u�

���� �����
��� ����
�� 	� 
� 	������
� �������� 
�� ���
 �� ����� ������
� ��
	
��� �� 
�� �������

���
���� �� ����������� 
�� ����!�� ���
���� ��� �
����� ����
���� ���
 
� 
�� ��� �
����
�
���� �������
����
 ��
���*�
��� ����
��� ���� 
�� ����
��
 ��
� ����
�� 
�� �����	�
�������� 
��� ����
�� �� 
�� �����	� (s, t)C�	
 ����
�� ���� 
��� �����
���� �� �������
���
��
� 
�� ���C�����
��� H��!��
��� ;�B�9I ��� 
�� NPC����
�
����� �� 
�� ������������� ��+C
�������� ����
�� H��!��
��� -�:�9I NPC�������� ��

��� ��� 
���� ���
C�� 8<��� ����
����

������� �	�	
	 &�� C �� � �
��� � &�'�� ����
��� ���� ����� � ��� ������������� ��� ���
�������������������� ��� ���� ���� ��� ��"��������� ����
�� �� C �� ������
� NP�����. )���
��� ������� ������� � ��� ����
��� �� C �� ������
� NP�����.

/��� . 8�
 (U,F , c) �� �� 8<��� ���
���� �� � �
��� C ��������� �� 
�� 
������ ��� 
�
 I �� �
������������� ��+C�������� ������� ��
� ΓC��������� SΓ� ��� 
��� �� 
�� �������� ������� �� I
�� 
� ������ ��� � ����� 
������
� K ���
��� 
���� �+��
� � �������� S∗ ∈ SΓ 
��
 �
���� ����

��� �� �G	�
 
� K ���
 �� ����� ��
	
��� F ∈ F  ���� minF∈F cS

∗
(F ) ≥ K� '� ��� �+�
��
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�� ����������C�����
��� ��� 
�� ���C�����
��� !��
 
� �������� (U,F , c) �� 
�� �
����
 u ���
��
������� 
� ��� � ��
	
��� A 
� �	�

 � ����!�� 8<��� ���
���� (U ′,F ′, c′)� �� ����� 
�
��
��� �
�� � ����!�� ���
���� �� 
�� ��+C�������� ������� I �� !+ 
�� 
���� ��� 	���� ���

��	��� ��� A ��� u 
� a ��� x ������
���
� ���
� �

 �
��� ��	��� ������ �� �� 
�� �������

��+C�������� ���
����� �� ��!�� � ���
C�� 8<��� ���
���� I ′ �� ��
 G = F ′ 
�� ��
 �� �


������
� ��
	
���� �� (U ′,F ′, c′)� N�
 �� ��� a ��� x �� ��

 ��
 
�� ������
��� α ��� β 
�
���

�� 
�� ��

����� �� ������ 	���� ��� 
���� ��	��� �� 
�� 
�
�
 ���
 �� I ′ ��� 
�� ��
	
����
A ��� ��� 
�� �
��� ��
	
���� F ∈ F ′ ��������� �� I ����� � ���C���
���� �� � ��C���
�����
&���� 
���� ��	��� �� ��

 ��!�� α β a ��� x �	�� 
��
 A �� 
�� ��
���
 ��
	
��� �� I ′ �� I
�� � ���C���
���� ��� ���� �
��� F ∈ F ′\{A} �� �� ��
���
 ��
	
��� �� I ′ �� I �� � ��C���
�����

8�
 I �� � ���C���
���� ���� 
���� �+��
� � �������� S ∈ SΓ ��
� minF∈F cS(F ) ≥ K� ��� �����
������
� ��
	
��� F ∈ F ′\{A} 
�� 
�
�
 ���
 ��� �� 
���� ��	���� ��

cT (F ) = max
S∈SΓ

min
F ′∈F ′

αcS(F ) + (1− α)cS(F ′) + (α+ β)cS(F ′\F )

≥ min{(K + x), α(K + x) + (1 + β)a}.

��� 
�� ��
	
��� A �� ��


cT (A) ≤ min{a,max
S∈SΓ

(αa+ (1 + β)min
F∈F

cS(F ))} ≤ a

��	� cT (A) < cT (F ) ��� ��� F ∈ F ′\{A} ��

a < K + x. H@�9I

8�
 ��� I �� � ��C���
���� ���� ��� ����� �������� S ∈ SΓ 
���� �� � ��
	
��� F ∈ F ��
�
cS(F ) ≤ K − 1� '� ������ � ��
	
��� F

r ∈ F ��� ��
 cr = maxS∈SΓ
cS(F

r\{u})� ��� 
���
��
	
��� �� ��
��� �� 	���� ��	�� �� 
�� 
�
�
 ���
 ��

cT (F
r
) = max

S∈SΓ

min
F ′∈F ′

αcS(F
r
) + (1− α)cS(F ′) + (α+ β)cS(F ′\F r

)

≤ α(cr + x) + (1− α)x+ (1 + β)(K − 1),

��
(1 + β)a > (1 + β)(K − 1) + (1− α)x. H@�;I

=� 
�� �
��� ���� ����� cS(F ) ≥ x ��� �

 S ∈ SΓ ��� �

 F ∈ F ′\{A} 
�� 
�
�
 ���
 �� A
�	� 	� 
�

cT (A) = min{a,max
S∈SΓ

min
F ′∈F ′

αa+ (1 + β)cS(F ′)} = a

��
(1− α)a < (1 + β)x. H@�@I

<�������� 
���� 
�� ��	��� cT (F
r
) < cT (A) ��

α(cr + x) + (1− α)x+ (1 + β)(K − 1) < a. H@�BI

-� ��� ��� ����
� ����
�	
�
� 
�� ���G	�
�
��� H@�9ICH@�BI ��+
 
� α ∈]0, 1[ ��� β ≥ 0 ���
��
��!�� ��� β = 1

2K
 α = 1

2cr+1
β x = (1−α)

(β+α)
(K − ε) + δ ��� ���� 0 < ε < 1

2
��� δ > 0 

��� a = K + x− ε� ��	� A �� 
�� ��
���
 ��
	
��� �� 
�� ���
C�� 8<��� ���
���� I ′ ��
�
β = 1

2K
��� α = 1

2cr+1
β �� ��� ��
� �� 
�� ��+C�������� ���
���� I �� � ���C���
�����



>E �
����� !� ���� ����������� ���
������

#���� 
�� ����
��
 ��
� ����
�� ��� 
�� �����	� (s, t)C�	
 ����
�� ���
 
�� ��G	������
�
�� ������� @�>�9 
���� ���
C�� �������� ��� �
����
� NPC�����

��������� �	�	�	 )�� ������� �������� ���� ����
�� ��� ��� ������� ������� (s, t)����
����
�� (��� Γ���������� ��� ������
� NP�����.

2�
� 
��
 
�� ���	�
 ������� �� 
�� ����
��
 ��
� ����
�� �� ��

 �� �� 
�� �����	� (s, t)C�	

����
�� ��� �� ��
��� �� ��
������
 
��� L9BM� �
 ������� ���� ���
��� ��� �+���
� 
��
���
C�� �����	� �������� 
��� ����
�� ��
� ΓC��������� ��� �� ��
��� �7����

��

�� 
�� ��+
 ���
��� �� ���� ��� 
� ��
 �� �����+���
��� �
����
�� ��� 
�� ���
C�� ����
��
����� �� � ���	�
 ��
	
����

���� $##��
������	 ��� ������ �������	�

���
C�� 8<��� ����
��� 
��� 
� �� NPC���� ��� ��� ������
� ��������� ��
 
� �� �����+�C
���
� ��
� � ���
�� ��

�� 
��� 2 H<���

��� @�;�@I� '� ��

 ���� 
��
 �� 	���� ��	�� ��� 
��

�
�
 ���
 ��� �� ���	��� ���� �� ��
���
 ���	�
 ��
	
���� �	�
������� ��� �����+���
���
�
����
�� �� 
�� �
������
 ���	�
 ��
���*�
��� ����
�� ���
�� �� �����+���
��� �
����
�� ��

�� ���
C���������
� ���	�
 ������� ��
� � ����
�� �����+���
��� �	����
�� -� �� ��
���

���	�
 ��
	
��� �� ����
� 
�� ��

����� ��
	
���K 8�
 (U,F , c) �� �� 8<��� ���
���� ��� S
�� � ��
 �� ��������� ����� ���� �������� S ∈ S ��!��� � ���
 �	��
��� cS : U → N� ����
�� ������
 ������ ��
����� �� � ��
	
��� F ∗ ∈ F ����� ������*�� 
�� ��+��	� ���
 ���� �


��������� ���� F ∗ = argminF∈F maxS∈S cS(F )�

������� �	�	�	 &�� (U,F , c) �� �� &�'�� ��������� S �� � ��� � ��������� ��� ALG �� ��
�����"������� �
�������  �� ��� ������ &�'�� ����
�� (��� �� �����"�������  ����� γ. 0��
� ����� �����
  ����� α ∈]0, 1[ ��� ��!�����  ����� β ≥ 0� (� ��$�� �
������� ALG′ ��8

0���� -����8 ��� ALG ��� ��� ��� $��������� ��
����� F r �� ��� ������ � ALG.

��������8 0�� ��� S ∈ S ��
��
��� �� ������
 ��
����� F S �� ��� &�'�� �������� (U,F , c′)
(���

c′(u) =

{
(1− α) · cS(u) ∀u ∈ F r

(1 + β) · cS(u) ∀u /∈ F r.

)��� ALG′ �� �� �����"������� �
������� (��� �� �����"�������  �����
γ′ = min{(γ + 1 + β), α

γ
} � ��� ������� �������  �� ����� α ��� β ��� ������ $���

��
����� ���.

/��� . 8�
 F r �� � ��
	
��� ����	
�� �� �
����
�� ALG ��� 
�� ����� 8<��� ���
����
(U,F , c) ��� � ��
 �� ��������� S ��� 
�
 OPTr �� 
�� ��
	� �� �� ��
���
 ���	�
 ��
	
��� ���� 
OPTr = minF∈F maxS∈S cS(F )� �	�
������� 
�
 OPT �� 
�� ��
	� �� �� ��
���
 ��
	
��� ��

�� ���
C�� 8<��� ���
���� ��
� � ���
�
 ���
�� α > 0 ��� �� ��J�
��� ���
�� β ��� ����
������ !��
C�
��� ��
	
��� ��
 G� '� �
��
 ��
� 
�� 
���� ��	��� �� OPTK ����


OPT = min
F∈F

max
S∈S

min
F ′∈F

αcS(F ) + (1− α)cS(F ′) + (α + β)cS(F ′\F )

≥ αmin
F∈F

max
S∈S

cS(F ) = αOPTr H@�>I



!�#� (������%����� ��� ���
��  ��
����� >?

��� ������

OPT ≥ max
S∈S

min
F ′∈F

cS(F ′). H@�FI

'� 	�� 
�� !��
 ��	�� H@�>I 
� ��
��� �� ��
���
��� �� 
�� ��+��	� ���
�
 ���
 �� F r ����
������� 

cR(F
r) = αmax

S∈S
cS(F r) ≤ α · γ ·OPTr ≤ γOPT . H@�DI

-� 	���� ��	�� �� 
�� ���
����
�
��� ���
 �� F r �� ����� ��

cSI (F
r) ≤ (1 + β)max

S∈S
min
F ′∈F

cS(F ′) ≤ (1 + β) OPT, H@�EI

	���� ���G	�
�
� H@�FI� <�������� ��
���
�� H@�DI ��� H@�EI �� ��


cT (F
r) = max

S∈S
cSR(F

r) + cSI (F
r) ≤ cR(F

r) + max
S∈S

cSI (F
r)

≤ γOPT+(1 + β) OPT ≤ (γ + 1 + β) OPT .

��	� �� ���� � !��
 �����+���
��� �	����
� �� ALG′�

��� ������ �	����
� �� ����� �� 
�� �������� �
��� �� 
�� ������ �
��� �� ��
���
 ��
	
���
����
� 
�� ���
 �	��
��� c′ �� ������ �����

1

γ
cT (F

r) ≤ min
F∈F

max
S∈S

cS(F ) ≤ 1

α
OPT .

�� �	� 	� �
����
�� ALG′ �� � min{γ +1+ β, γ
α
}C�����+���
��� �
����
�� ��� 
�� ���
C��

8<��� ����
���

#���� 
�� ���	�
 ������� �� �� 8<��� ����
�� ��
� ΓC��������� ��� �� ��
��� �7����

� 
��
�
����
�� �������� �� ������� @�>�9 ��� �� �����+���
��� ���
�� �� min{ 1

α
, 2 + β} �� 
��


����� <���������� 
�� ����
��
 ��
� ����
�� 
��� ���
���� �� 
���
 ��� α ≥ 0.5K 8�
 G �� 
��
����� ����� �� ���	�� @�; ��
� 
�� �������
�� 
���� ��� 	���� ���
 ��	���� ���� �� 
�� ����
�� ΓC��������� ��
� Γ = 2 ��
� ��
�� p ��� p ��� ���	�
 ����
��
 ��
��� �� �� ������ p �
�

�
�
 ���
 ��

cT (p) = min{1, α · 1 + 0.5(1 + β)},
������� 
�� ��
� p A	�
 ������
�� 
�
�
 ���


cT (p) = max{0.5, α}.

��� α ≥ 0.5 cT (p) �� 
�� ��
���
 ��
	
��� ��� �� �������� p �� ��
��� � ����������� ��
��
�� 1

α
�

[0, 1]

[0, 0.5][0, 0.5]
s t

p

p

G

[c, c]

���	�� @�;�K '� �������� ΓC��������� ��!��� �� 
�� 
���� ��� 	���� ���
 ��	��� ����� ��

�� ���� ��� Γ = 2� ���� ��
� ��
�� p ��� p ���� ���	�
 ���
 1�
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2�
� 
��
 �� ��
���
 ��
	
��� �� 
�� ���
C�� ����
��
 ��
� ����
�� �� ��
 ���������
� � ���	�

��
	
���K 8�
 	� �������� � ����� G ���
������ 
�� ����

�
 ���� a1 ��� a2 
�� ��������� S1

��� S2 ��
� (cS1(a1), c
S2(a1)) = (0, 50) ��� (cS1(a2), c

S2(a2)) = (100, 20) ��� α = 0.1 ���
β = 10� �� 
��� ��

��� a1 �� � ���	�
 ����
��
 ��
� �	
 �
� 
�
�
 ���
 �� 
�� ���
C�� �������
��� 50 ������� 
�� 
�
�
 ���
 �� a2 ��� A	�
 20� N�
 a2 �� ��
 � ���	�
 ����
��
 ��
��

&����
	��
�
� 
�� �
����
�� �������� �� ������� @�>�9 ���� ��
 �	����
�� �� �����+���
���
���
�� ��� ����� ���������
� ���	�
 ��

���� <������� 
�� ��

����� �+���
� ��� � kC���
C��
����
��
 ��
� ����
�� ��
� ΓC���������K 8�
 G �� 
�� ����� ����� �� ���	�� @�@ ��
��	
 !��
C
�
��� ���
 cD ���� cD ≡ 0 ��� ΓC��������� ��!��� �� 	���� ��� 
���� ���
 ��	��� �� [0, 1] ���
Γ = 2� ���� p1 �� 
�� ��
� ���	�
 ����
��
 ��
�� N�
 �� �� �������� 
�� �������� ������
��
k = 3 
�� 
�
�
 ���
 �� p1 ��� 1 ���
� ��� �
��� (s, t)C��
� ��� 
�
�
 ���
 0�

[0, 1]

p1

s t

G

���	�� @�@�K ��� ��
� p1 �� �� ��
���
 ���	�
 ��
	
��� �	
 ���� ��
 �����+���
� 
�� ��
���

��
	
��� �� 
�� kC���
C�� ����
��
 ��
� ��������

�� � !�	������	 �	� "#
	 ����
�

���
 ���������
� ���	�
���� ����
� � ��

��� �� ����� 
�� ������ �� �� �
����
 �� 
�� !��
 �
���
��J	����� 
�� ���
 �� �	�������� 
�� �
����
 �� 
�� ������ �
���� ��� ������
� �������� ��
�
��� �� 
�� ���� �� 
�� ��������� �� ������ �� #��
��� @�; 
��
 
�� ����
�� �� �
 
���
 ����
�
NPC����� �
 ������� ���� ���
��� �� ��� ��
	�

� ��
�� 
���� ����
��� �� ���	��C��
������


���� ��� ���
C�� '�(# ����
�� ���	
� �� ���������� !��
 ����� 
��� ����
� ����
�� ��
� �	�����
�� �� ������
 �
��� �������
����
 ��
���*�
��� ����
��� H<���

��� @�;�@I� �� 
��
�	���� �� ������
� ��������� �� ��
 ����
��
 
�� ����
�� �� ���� �
����
� NPC���� ��� ��

�����+����
� ��
� � ���
�� ��

�� 
��� 2 	�
��� P = NP�

�� 
�� ���� �� ��
����
 ��������� 
�� ���
C�� 8<��� ����
�� ��
� ������ !��
C�
��� ��
	
���
��
� �� 
���
��
� �� 
�� ���������� 8<��� ����
�� �� 
���
��
� H#��
��� @�@I� ��� ���� ������
�
��
�� ���� 
�� !��
C�
��� ��
	
��� ��
 ������
� �� �

 �	���
� �� 
�� 	����
���� ��
 �� �
����
��
(������ �	�
��� ���
���
���� �� 
��� ��
 ��� ������ 
�� ���	

 �� ���� ����	
��� �� ��
���

��
	
��� ���� ���

�������

-� 
��
 
��� �� �������� ��
� �� ���
�*�� ΓC��������� �� #��
��� @�B� #���� 
�� ���
C��
����
�� ������� 
��� 
�� ���	�
 ������� ��� 
�� 
�� �
��� �������� 
���� �
 �	������� 
��


�� ���
C�� ����
�� �� �
����
� NPC���� ��� 
�� ����
��
 ��
� ����
�� ��� 
�� �����	�
(s, t)C�	
 ����
��� (������ �
 �� ��
 ����� �� �� ��� ��
�� ��� �+���
� 
�� ���
C�� '�(#
����
�� �� ��
������
 
���� �	�
������� �� 
���� ��	�� �� 
�� ���
 ������
� �����+���
���
���
�� ���	

� ���� 
�� �������� �������� ������

����

� �� ������ 
��
 ��� γC�����+���
��� �
����
�� ��� 
�� ���	�
 ����
�� ���	��� �
min{γ + 1 + β, γ

α
}C�����+���
��� �
����
�� ��� 
�� ���
C�� ����
�� H#��
��� @�>I� ���� ��

�� ��� 
�� ��
� ����
�	�
��� ���	

 ��� ������
� �������� ��
� ��� ΓC�������� ��
�� �
 ��	
�
�� ��
����
��� 
� !�� � ��5����
 �����+���
��� �
����
�� ����� �����+���
��� ���
�� ��
����������
 �� 
�� ���
�
 ���
�� ��� 
�� �����+���
��� ���
���
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��"


���

�� 
��� ����
�� �� �������� �+��
 �	���
 ���������
� ���	�
����� ��� � ����� 8<��� ���
����
(U,F , c) ��� � �������� ��
 S ����� ���� �������� ��!��� � ���
 �	��
��� cS : U → N 
���
����
�� �� 
� !�� � ��
 U ′ ⊆ U 
��
 ���
���� ��� ����� �������� S ∈ S �� ��
���
 ��
	
���
����
� cS �� 
�� �������
 ���
�����

��� ������
� �������� ��
� 
�� �+��
 �	���
 ���������
� ���	�
 H�+#	�C��I ������� �� 
�� ����
C
��
 ��
� ����
�� 
�� �����	� �������� 
��� ����
�� �� 
�� �����	� (s, t)C�	
 ����
�� ���
�
����
� NPC����� �� 
�� ���� �� ��
����
 ��������� �� ��
���	�� � ���
����� 
� ������ ��� �
����� �
����
 ���
��� �
 �� ���
����� �� ����� ��
���
 ��
	
���� &���� 
��� ���
����� �� ����
� 
���� ��	�� �� |U |(1−ε) ��� ��� ε > 0 �� 
�� �����+�����
�
� �� 
�� �+#	�C�� ����
��

��
� ��� 
�� �+#	�C�� �����	� (s, t)C�	
 ����
�� ����� U ����
�� 
�� ��
 �� ���� �� 
��
���������� ������ =� 
�� �
��� ���� �� ����� 
��
 
�� �+#	�C�� �����	� �����
 �����
����
�� ��� ��
����� ��� �� ��
��� �7����

��

<���������� ΓC��������� 
�� �+#	�C�� ����
��
 ��
� ����
�� ��� 
�� �+#	�C�� (s, t)C�	

����
�� ������ NPC���� ����� �� � ���	�
��� ���� 
�� ������������� ��+C�������� ����
���
%	
 ���� 
�� �+��
 �	���
 ���������
� ���	�
 �����	� �������� 
��� ����
�� �� �
����
�
NPC���� ����� �
 �� �
���
� ��
�
�� 
� 
�� kC������
�� �������� �	������ ����
��� ����

� 
�� ��
���	�� �� �����+���
��� �
����
�� ��
� �� �����+���
��� �	����
�� �� 1

�
|U | ��� ���

� ∈ N ��� ��� 8<��� ���
���� (U,F , c)�

���� �	���������	

/��	���	�� #��	��
� ��� �
���
�
� �� � ��A�� ������� �� ��
���� ������ ���� �� 
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 �� �
����
� U  � ��
 ��
������
� ��
	
���� F ⊆ 2U  ��� � ���
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�� 
� 
�� �+#	�C�� 8<��� ����
���
��� 
��
 ���	

 �� �	� 
� � �������������� �� 
�� kC������
�� �	������ ����
�� ��
� 
�� �+#	�C
���������
� ���	�
 �����	� �������� 
��� H�#�I ����
�� ��
� ΓC��������� ����� 
�� ��
 ��
ΓC��������� �� ��!��� �� 
���� ���
 ��	��� 0 	���� ���
 ��	��� 1 ��� Γ = k + 1� - ����
� 2C
�����+���
��� ��� 
�� �+#	�C�� �#� ����
�� �� ����� �� #��
��� B�>�@� ����

� �� ��
���	��
�� #��
��� B�F �����+���
��� �
����
��� ��� 
�� �+#	�C�� 8<��� ����
�� ��
� ΓC���������
��� ��
����
 ���������� ���
� �� 
��� ����
�� ��� ����� �� ���� ��
� ���� 6���
	���� ���	

�
�� 
�� ����
��
 ��
� ����
�� ���� ���� �	�
����� �� L;;M�

���� �����
�
 ��
	�����

- ������
� �������� ��
 SD �� ����� �� r ��������� S1, . . . , Sr ����� ���� �������� Si 
i = 1, . . . , r ��!��� � ���
 �	��
��� cSi : U → N �� 
�� 	����
���� 8<��� ���
���� (U,F , c)�
'� �
��
 ��
� � ����
�+�
� �
	�� �� 
�� �+#	�C�� 8<��� ����
��� �� 
��� ��� �� ���
�*�

�� �+#	�C�� ������� �� 
�� ��C��

�� �����	� �
����
 ����
��� ���� ����
�� ��� �� ��C

�����
�� �� � ������
 ���� �� 
�� ����
��
 ��
� ����
�� 
�� �����	� (s, t)C�	
 ����
�� ���

�� �����	� ������
 ��
����� ����
��� �� 
�� �	���� �� ��������� �� ��
 ����
��
 �� �����
�
� NPC�������� ��� ������� ��
� � ���	�
��� ���� 
��� ����
�� 
� �

 �+#	�C�� 8<���
�������� ���
����� ������



"��� ��������  �������� F>

��� ������� �
����� ����
�� �� � 
����� �������
����
 ��
���*�
��� ����
�� ����� �� � ��

�� n �
����
� U = {u1, . . . , un} ��� � ���
 �	��
��� c : U → N� .���� ������
� ��
	
��� F
������
� �� �+��

� ��� �
����
 u ∈ U ��� 
�� 
��� �� 
� !�� �� �
����
 ��
� �����	� ���

c(u)� -

��	�� 
��� ����
�� �� G	�
� ����
� �� ��

 ���� 
��
 �
� �+��
 �	���
 ���������
�
���	�
 ������� �� �
����� �
����
� NPC�����

������� �	
	�	 )�� �"��� ������ ���������
� ������ ������� �
����� ����
�� �� ������
�
NP�����  �� �������� �������� ���� SD.

/��� . '� ���� � ���	�
��� ���� @#-�� 8�
 I �� �� ���
���� �� @#-� ��
� n ������
��
x1, . . . , xn ��� m �
�	��� C1, . . . , Cm� '� ����
�	�
 �� ���
���� I ′ �� 
�� �+��
 �	���
 ��C
�������
� ���	�
 �����	� �
����
 ����
�� �� ��!���� � ��
 U ′ ��� � ��
 �� ������
� ���C
������ SD� ��� ���� ������
� xi i = 1, . . . , n �� ��
���	�� 
�� �
����
� ui, ui 
� U ′� ���
��
 �� ��������� SD ���
���� ��� ����� �
�	�� Cj j = 1, . . . , m � �������� Sj ��
� 
�� ���

�	��
��� cSj : U ′ → {0, 1} ��!��� �� cSj (u) = 0 �� u = ui ��� xi ∈ Cj cSj(u) = 0 �� u = ui ���
xi ∈ Cj  i = 1, . . . , n ��� cSj (u) = 1 �
�������� �	�
������� �� ��� ��� ����� ������
� xi 
i = 1, . . . , n � �������� S ′

i 
� SD ��
� cS
′
i(u) = 0 �� u ∈ {ui, ui} ��� cS

′
i(u) = 1 �
��������

�	� 
� 
�� 
�

�� �+
�� ��������� ���� ������
� ��
	
��� ��� 
� ���
��� �
 
���
 ��� �� 
�� 
��
�
����
� ui �� ui i = 1, . . . , n� #���� |U ′| = 2 ·n ��� |SD| = m+n 
�� ��*� �� I ′ �� ��
������

�� 
�� ��*� �� I�

�� 
�� ��+
 
�� ���������� �� ��

 ����� 
��
 
���� �+��
� � ������
� ��
	
��� U∗ ��
� |U∗| = n
�� ��� ��
� �� I �� � ���C���
�����

8�
 x∗ �� � ������
� ��
	
��� �� I� - ��
	
��� U∗ 
� I ′ �� ����
�	�
�� �� ������ ��� ����
������
� xi i = 1, . . . , n 
�� �
����
 ui 
� U∗ �� x∗

i = true ��� �� ������ 
�� �
����
 ui 
� U∗

�� x∗
i = false� (���� |U∗| = n� ��� ����� �������� S ′

i i = 1, . . . , n �� �
����
 �� ���
 0 ���� �
�����	� �
����
 ��������� 
� 
�� ���
 �	��
��� cS

′
i �� ���
����� �� U∗� #���� x∗ �� � ������
�

��
	
��� U∗ ���
���� �� �
����
 �� ���
 0 ��� ����� �������� Sj  j = 1, . . . , m� ��������� U∗

�� � ������
� !��
C�
��� ��
	
��� ��
� |U∗| = n�

8�
 U∗ �� � ������
� !��
C�
��� ��
	
��� ��
� |U∗| = n� �	� 
� 
�� ��!��
��� �� 
�� ���������
S ′
i i = 1, . . . , n ��
��� ui �� ui �� ���
 �� U∗� #���� |U∗| = n 
�� ���������
 x∗ �� ��

 ��!���

��� i = 1, . . . , n ��
�

x∗
i =

{
true �� ui ∈ U∗

false �
��������

�	�
������� ��� ����� �������� S ∈ SD �� �
����
 �� ���
 0 �� ���
	��� �� U∗ ��� 
�	� �


���
 ��� 
�
���
 �� ��� �
�	�� �� ����!�� �� x∗� ��������� x∗ �� � ������
� ��
	
��� �� I�

=����	�
� 
�� �����	� �
����
 ����
�� (U,F , c) ��� �� ��
�����
�� �� � ����
��
 ��
� 
� �����	� �������� 
��� �� � ������
 ��
����� ����
��� ��� ��
 U �� ��������
�� �� �
����� ������ �� |U | ����

�
 ���� ����� ���� ��� ��������
� �� �
����
 �� U � -�� (s, t)C
��
� �������� 
��� �� ��
����� ����������� 
� � ������
� ��
	
��� �� 
�� �������
 ����
���
��������
��� U �� � ����
� (s, t)C��
� ��
� 
���
� |U | ���
��� �� |U | ����

�
 ���� ��� (s, t)C
�	
 ������
� � ������
� ��
	
���� ��	� 
�� �����	� �
����
 ����
�� ��� �
�� �� ���� ��
� �����	� (s, t)C�	
 ����
��� #���� ��� ���
 �	��
��� ����
� �� � ��
	��
 ��� ���� 
��
���
 �� �� �
����
 u ∈ U ��� �������� 
� 
�� ������������� ��� �� 
�� ���������� ����� 
��
����
�+�
� �
�
	� �� 
�� �+#	�C�� ������� �� 
�� �����	� �
����
 ����
�� ������ ���� 
�

�� �+#	�C�� �������� �� 
�� ����
��
 ��
� ����
�� 
�� �����	� �������� 
��� ����
�� 

�� �����	� ��
����� ����
�� ��� 
�� �����	� (s, t)C�	
 ����
��� - ����
�� ����
�	�
���



FF �
����� "� �����  
���� ����������� ���
������

��� �
����� ��
���	��� �� 
�� ����� �� <���

��� ;�;�@ 
� ����
 � kC���
C�� ������� �� 
��
�����
�� ���A���
 ��

��� ��
 ����
�� �� � kC���
C�� ������� �� 
�� ����� ���
����� ����
����

��������� �	
	
	 )�� �"��� ������ ���������
� ������ ������� � ��� �������� ���� ����
��� ���
������� �������� ���� ����
�� ��� ��� ������� (s, t)���� ����
�� �� ������
� NP�����  ��
�������� �������� ���� SD ���� �� �����������

�
 ������.

��� ����� �� ������� B�;�9 ������� �� 
�� ���	��
��� 
��
 
�� �	���� �� ��������� �� ��

����
��
� %	
 ���� �� �� ���
���
 
�� ��
 SD 
� 
���� ��������� 
�� �+#	�C�� 8<��� ����
��
������� �
����
� NPC�����

������� �	
	�	 )�� �"��� ������ ���������
� ������ 
����� ������������
 ������������ �����

�� (��� � �������� ������ � �������� ��������� �� ������
� NP�����.

/��� . ��� ���	�
��� �� ���� @C��
���� ��
�����
��� H#�99 �� L>;MI� '� �������� �	�� ��
���
���� I ����� �� � ��
 E ��� 
���� ��5����
 ����������
 ��
� F1,F2 ��� F3 ���� E 
����� ���� 
�� ��
����� (E,F1) (E,F2) ��� (E,F3)� ��� ���� ����� K ≤ |E| 
�� 
���
�� 
� ������ ���
��� 
���� �+��
� � �	���
 E∗ �� E ��
� E∗ ∈ (F1 ∩ F2 ∩ F3) ��� |E∗| ≥
K� �� ����� 
� ��!�� � 
����� �������
����
 ������*�
��� ���
���� I ′ = (U ′,F ′, c) �� ��

U ′ = E ∪ {u1, u2, u3}� - �	���
 U ⊆ U ′ �� � ������
� ��
	
��� �� I ′ �� U ���
���� �+��

� ���
�� 
�� �
����
� u1, u2, u3 ����
� ui ��� E\U �� �� ����������
 ��
 �� 
�� �������������
��
���� (E,Fi) ���� U ∩ {u1, u2, u3} = {ui} ��� E\U ∈ Fi ��� ���� i ∈ {1, 2, 3}� �� ��
���
�� �+#	�C�� ������� �� I ′ �� ��!�� 
���� ��������� S1, S2 ��� S3 ��
� 
�� ���
 �	��
���

cSi(u) =

{
1 �� u = uj, j �= i

0 �
�������

��� i = 1, 2, 3� �	� 
� 
�� ��!��
��� �� cSi 

FSi = {U ⊆ U ′ | U ∩ {u1, u2, u3} = {ui} ��� E\U ∈ Fi}
= {U ⊆ U ′ | U = E\Ũ ∪ {ui} ��� Ũ ∈ Fi}.

'� ���� 
��
 
�� �+#	�C�� ������� �� I ′ ��
� SD = {S1, S2, S3} ���
���� � ��
	
��� U∗ ��
�
|U∗| ≤ |E| −K + 3 �� ��� ��
� �� 
���� �+��
� � ��
 E∗ ∈ (F1 ∩ F2 ∩ F3) ��
� |E∗| ≥ K�

8�
 E∗ �� � �	���
 �� E ��� E∗ ∈ (F1 ∩ F2 ∩ F3) ��
� |E∗| ≥ K� ����
U∗ = {E\E∗} ∪ {u1, u2, u3} �� � ������
� !��
C�
��� ��
	
��� ����� ��� i = 1, 2, 3 
�� ��

Ui = {E\E∗} ∪ {ui} �� � �	���
 �� U∗ ��� �� FSi� �	�
������� 

|U∗| = |E| − |E∗|+ 3 ≤ |E| −K + 3.

=� 
�� �
��� ���� �� U∗ �� � ������
� ��
	
��� �� I ′ �
 ���
���� 
�� �
����
� u1, u2 ��� u3�
�	�
������� E∗ = E\U∗ �� ���
 �� F1 ∩ F2 ∩ F3K 
�� ��
 U∗ �� � ������
� ��
	
���� (���� 
��� i = 1, 2, 3 
���� �+��
� � �	���
 Ei ⊆ U∗ ��
� E\Ei ∈ Fi� #���� Fi �� �� ����������

���
�� ��� E∗ = E\U∗ ⊆ E\Ei E∗ �� �
�� ���
 �� Fi� ��	� E∗ �� � ������
� ��
	
��� ��

�� ��
�����
���� �� !��

� |U∗| ≤ |E| −K + 3 
��� |E∗| = |E| − |U∗|+ 3 ≥ K� �� �	� 	� I
�� � ���C���
���� �� ��� ��
� �� �� ��
���
 ��
	
��� �� 
�� ������ �+#	�C�� 8<��� ���
����
���
���� 
��� 
��� �� �G	�
 
� |E| −K + 3 �
����
��
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����
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�!���
 �	
 �
 ���
�� ��
��� �� ��
������
 
��� �� ��

���� �
 �	7��� 
� ����	
� ��� � ����� ���
 �	��
��� ���
���� ��
���� (E,Fi) � ��+��	� �����
 ����� Bi i = 1, 2, 3 ��� ������ 
�� ��
 E\Bi ∪ {ui}
��
� �����	� ���
� (������ �� ����
	���� ��� �� ����� ���� 
��� ���	

 ��� 
�� ���������
�
���	�
 �������� �� 
�� ����
��
 ��
� ����
�� 
�� �����	� �������� 
��� ����
�� �� ����
�
��� ��

C����� �������
����
 ������*�
��� ����
����

#� ��� �� �����
���
�� ��
���*�
��� ����
��� ��� ������ 
���� NPC��������� -� �� ��

 ���
�� 
�� ��

����� 
���� �������� �������� ��� �� NP� ��� �������� ������� �� �� �+#	�C��
8<��� ����
�� �� ��!��� ��K

/����K - 
����� �������
����
 ������*�
��� ����
�� (U,F , c) � ������
� �������� ��
 SD 
�	�� 
��
 ���� �������� S ∈ SD ��!��� � ���
 �	��
��� cS : U → N ��� � ��*� ��	��
K�

������K �� 
���� � ������
� !��
C�
��� ��
	
��� U ′ ⊆ U ��
� |U ′| ≤ KO

�� 
�� ��
 �� ��������� �� ���
 �� 
�� ���	
 � !��
 ��� ����
� NPC���
�!��
� ��� 
��� ��������
����
�� �� � ��
 U ′ ⊆ U �� !��
C�
��� ��
	
��� ��� � ��
 F S ∈ FS ��� ���� �������� S ∈ SD� %	

����� 
�� ���������� 8<��� ����
��� ��� �� P 
�� �������
�
� �� � ��
 U ′ ⊆ U ��� �� 
��
�� ��
��
������
 
���K ��� ���� �������� S ∈ SD �� ��!�� 
�� ��

����� ���
 �	��
��� cS : U → N

��
�

cS(u) =

{
cS(u) �� u ∈ U ′

M �
��������

�	�
������� �� ����	
� �� ��
���
 ��
	
��� F S
U ′ ��� 
�� ���
���� (U,F , cS) ��� ��

��
���
 ��
	
��� F S
U ��� 
�� ���
���� (U,F , cS)� %� �������� M 
���� ���	�� ���� 

M = |U | ·maxu∈U cS(u) 
�� ��
 F S
U ′ A	�
 ���
���� �
����
� �� U ′ �� 
��� �� U ′ ���
���� ���

������
� ��
	
���� �� cS(F S
U ′) = cS(F S

U ) ��� �

 S ∈ S 
�� ��
 U ′ �� � ������
� !��
C�
��� ��
	
����
��	� � ��
 U ′ ⊆ U �	7��� �� ���
�!��
� ��� � ���C���
���� H�� ���
���
 
� 
�� kC���
C��
�������I� �	�
������� 
�� �+#	�C�� 8<��� �������� ����
�� ��� �� ������� �� ��
������


��� ��� K ��
 ����� ���
 �� 
�� ���	
K '� A	�
 
��
 ��� ����� �	���
 �� U ��
� �������
�
�
�G	�
 
� K ���
��� �
 �� � ������
� ��
	
����

������
� �������� ��
� ��� ���� ������	
 ����� 
���� �� �� ������
 �� ���������� ��
���� 
��
��5����
 ���
 �	��
����� �� ���
���
 
�� ������
� ��
	�� �� 
���� ���
 �	��
���� ��� ����
 ����
���
��
�� �������� ��
� ��
����
 ��������� ��� ��
�� �������

���� �	�
���� ��
	�����

��� ��
����
 �������� ��
 SI �� ��!��� ���
���

� �� � ��
 �� ���
 �	��
���� ��
� ��+ ����
����
��
���� �������
� ��� ����� �
����
 u ∈ U �� �� 8<��� ���
���� (U,F , c) �� ��� ����� 
���� ���
	���� ��	��� c(u) ��� c(u) �� 
�� ���
 ��
� 0 ≤ c(u) ≤ c(u)� ��� ��������� ��� 
��� ��!���
�� ��

���K ��� ���� ���
 �	��
��� c : U → N ��
� c(u) ∈ [c(u), c(u)] 
���� �+��
� � ��������
S ∈ SI ��
� cS(u) = c(u) ��� �

 u ∈ U ��� ��� ���� S ∈ SI 
�� �������� ���
 �	��
��� cS �����

�� ��	��� c ��� c�

��� ��
 SI ���
���� ������
 ����
����
 ��������� ��� �� ��

 ���� 
��
 �
 �	7��� 
� �������� �
������
 �	���
 
�� ��C��

�� �"����� ���������� - �������� S �� �"����� �� cS(u) ∈ {c(u), c(u)}
��� �

 u ∈ U � '� ��
���	�� � ����
 ��
�
��� ��� �+
���� ���������K ��� � �	���
 A ⊆ U  ��



FE �
����� "� �����  
���� ����������� ���
������

��!�� 
�� �+
���� �������� S(A) �� 
�� �������� ��
� 
�� ���
 �	��
���

cS(A)(u) =

{
c(u) �� u ∈ A

c(u) �
��������

-� � �����G	���� �� 
�� ��

����� 
���� �
 �	7��� 
� ���	� �� 
�� ��
 �� �+
���� ���������
���
��� �� ����������� �

 ��������� S ∈ SI ��� �� �+#	�C�� 8<��� ���
�����

$���� �	�	�	 &�� (U,F ,SI) �� �� �"-����� &�'�� �������� (��� �������
 ��������� SI �
S ∈ SI �� � �������� ��� F ∈ FS �� � ��������  �����
� ��
�����. )��� FS(F ) ⊆ FS.

/��� . 8�
 S �� � �������� ��� F1, F2 ∈ F � ����

cS(F1)− cS(F2) ≥ cS(F1)(F1)− cS(F1)(F2).

�� �	�
������� F ∈ FS ��� F ′ ∈ FS(F ) ���� cS(F )(F ′) ≤ cS(F )(F̄ ) ��� �

 F̄ ∈ F  �� ��
���
cS(F )− cS(F ′) ≥ cS(F )(F )− cS(F )(F ′) ≥ 0 ��� 
�	� F ′ ∈ FS�

(���� ��� ��� �������� S ∈ SI  
�� �����
��� ������� �� S �� � ��
	
��� 
� 
�� �+#	�C��
8<��� ����
�� �� ������ 
��� 
�� �����
��� ������� �� 
�� �+
���� �������� S(F ) �����
F ∈ FS� - ��
 U ′ ⊆ U �� � ������
� ��
	
��� �� ��� ��
� �� �
 ���
���� ��� ����� �+
����
�������� � ������
� ��
	
���� '� 
�������� ���
���
 �	� ���������
��� 
� �+
���� ��������� ��

�� ��������� ���
����

- ������
 
��� �� �
����
� 
��
 ��

 ���� 	���	
 �� 
�� ���
���� �� �+#	�C�� 8<��� ����
��� 
��� �
����
� 
��
 �	�
 �� ���
 �� ��� ������
� ��
	
����

��������� �	�	
	 8�
 (U,F ,SI) �� �� ���
���� �� �� �+#	�C�� 8<��� ����
��� -� �
C
����
 u ∈ U �� ��

�� ��������� �� 
���� �+��
� � �������� S ∈ SI �	�� 
��
 u ∈ F ��� ��C
��� F ∈ FS� '� ��

 S � (������ �� u�

��� � ����� �������� S �� ��� 
��
 �� S �� � ��
���� ��� u �� ���������� cS(u) �� ��� 	��
 ���
����	
��� �� ��
���
 ��
	
��� ��
� ������
 
� 
��� ��� ���
 �	��
���� ���� 
�� �������� S ��
� ��
���� ��� u �� ��� ��
� �� 
�� ��
	� �� �� ��
���
 ��
	
��� ����
� 
�� ����!�� ���
 �� ������

��� 
�� ��
	� �� �� ��
���
 ��
	
��� ����
� 
�� ���
 cS�

�� ������
 �� ��
���
 ��
	
��� �� �� �+#	�C�� 8<��� ����
�� �
�� ���
���� ���C���������
�
����
�� N�
 �� � 
���� �
��� �� �	�� ����
��� ��
� ��
����
 ��������� 
�� ��
���
 ��
	
���
�� 	��G	� ��� A	�
 ������
� �� 
�� ��
 �� ��������� �
����
�� ���� �������
� �� ��

 ���� 
��


��� �� 
�� ���� �� 
�� ���
 ��
	� �� ����� �
����
 u ∈ U ��� �	5�� �����
��� ���� c(u) < c(u)
��� �

 u ∈ U � ��
����
 ��������� 
��
 ��
���� 
��� �����
��� ��� ��

�� ������
� ���������� '�
�
��
 �� ���	���� �� � ������
 �	���
 �� ��������� ��� 
��� ������ � �
��� ��
�
��� ��
����
��������� �
����
� ��� 
���� ����������

��������� �	�	�	 8�
 F ∈ F � '� ��

 S(F ) �������� �� FS(F ) = {F}�

,���X�� �
 �
� LFEM �
����� 	�� 
��� ������
 
� ���� 
��
 ��� ��
���
 ��
� �� � ���	�
 �����

����
��
 ��
� ����
�� ��
� ��
����
 ��������� �� � �������
 ��
�� ��� ��

����� 
���� ���C
����� � ��� ���	

 ��� 
�� ��
� �� �������
 ��������� �� � �
���

� �����
��� ��
����
 ��������
��
 ��� �+#	�C�� 8<��� ����
����



"�!� ��������  �������� F?

$���� �	�	�	 &�� (U,F ,SI) �� �� �"-����� &�'�� �������� (��� ������
� ��������� �������

��������� ��� 
�� U∗ �� �� ������
 ��
�����. )��� u ∈ U∗ � ��� ��
� � ����� �"���� � ��������
(������ � u.

/��� . 8�
 U∗ ⊆ U �� � ������
� ��
	
��� ��
� � �����	� �	���� �� �
����
� 
� � ����� �+#	�C
�� 8<��� ���
���� (U,F ,SI)� '� ���	�� 
��
 
���� �� �� �
����
 u′ ∈ U∗ �	
 
���� �+��
�
�� �������
 ��
���� S(F ′) �� u′ ��
� F ′ ∈ F � 8�
 	� �������� 
�� �	���
 U ′ = U∗\{u′}� #����
U ′ �� �� ������
� ��
	
��� 
���� �+��
� � �������� S ∈ SI �� ����� �

 ��
	
���� F ∈ FS ��
�
F ⊆ U∗ ���
��� u′� 8�
 F i ∈ FS ��� i = 1� �	� 
� �	� ���	��
��� S(F i) �� ��
 �������
�
(���� 
���� �+��
� � ��
	
��� F i+1 ∈ FS(F i)\{F i}� �� S(F i+1) �� ��
 �������
 �� ��
 i = i+ 1
��� ������ F i+1 ∈ FS(F i)\{F i}� '� �����
 
��� ������ 	�
�
 {F i} = FS(F i) ��� ���� imax ∈ N�
#���� c(u) + 1 ≤ c(u) ��� 0 ≤ cS(F

i)(F i) + 1 ≤ cS(F
i−1)(F i−1) ��� 1 ≤ i ≤ imax 
�� ��	
���

�
���� �	� 
� 
�� ����
�	�
��� �� 
�� ��
	
���� F i i = 1, . . . , imax FS(F i) ⊆ FS(F i−1) ��
�
S(F 0) = S �� ����� �� 8���� B�@�9� ��	� F imax ∈ FS F imax ⊆ U∗ ��� 
�������� u′ ∈ F imax�
���� �� � ���
�����
��� 
� 
�� ���	��
��� 
��
 
���� �� �� �������
 ��
���� �� u′�

-� � �����
 �����G	���� �� 8���� B�@�B �� ��
 
�� ��

����� ���	

��

������� �	�	�	 3� �"-����� &�'�� ����
�� (��� ������
� ��������� �������
 ��������� ���
� ���2�� ������
 ��
����� ���������� � �

 ��������� �
������.

��� ����� ������
���*�
��� �

��� 	� 
� ������ ����
	����� ���	
 
�� ����
�+�
� �
�
	� �� 
��
�������� ������� �� �� �+#	�C�� 8<��� ����
���

��������� �	�	�	 �������� �� &�'�� ����
�� (���� 
��� �� P. )��� ��� �������� �������
� ��� ������������� �"-����� &�'�� ����
�� (��� ������
� ��������� �������
 ��������� �� ��
coNP.

/��� . �� 
�� �������� ������� �� �� �+#	�C�� 8<��� ����
�� (U,F ,SI) �� ��� ����� ��
��
���� K ��� 
�� 
��� 
� ������ ���
��� 
���� �� � ��
	
��� ��
� �
 ���
 K �
����
�� (���� 
��� 
��� ����
�� 
� �� �� coNP �� ���� 
� �	����
�� 
��
 
���� �� � ��
������
 ���
�!��
�

� ������ 
��
 ��� � ����� ��C���
���� ����� ������
� ��
	
��� ����� ������ K + 1 �� ����
�
����
��

'� ���	�� 
��
 �� ��� ���
��� ��
� � ��C���
����� 8�
 U∗ �� �� ��
���
 ��
	
��� 
� 
��
�+#	�C�� 8<��� ����
�� (U,F ,SI) ����� ����� �
 
���
 K + 1 �
����
�� %� 8���� B�@�B
��� ����� �
����
 u ∈ U∗ 
���� �� � �������
 ��
���� S(F ) ��
� F ∈ F ��� u ∈ F � (���� �� I
�� � ��C���
���� 
���� �+��
� � ��
 �� �������
 ��������� {S(F1), . . . , S(F�)} ��
� � ≤ K + 1
��� | ∪�

i=1 Fi| ≥ K + 1� �� 
�� ��������� �� � �������� S(F ) ��� �� 
��
�� �� ��
������
 
���

��� ��� �� ���� �� ��
������
 
��� ��� �

 ��������� S(F1), . . . , S(F�)� �� 
��
 ���� �� ��
���
� ��
������
 ���
�!��
� ��� � ��C���
�����

- �������� S(F ) �� �������
 �� F �� 
�� 	��G	� ������*�� �� minF ′∈F cS(F )(F ′)� ���� ��� ��

��
�� �� ��

���K ��� ���� f ∈ F �� ��!�� � ���
 �	��
��� cf : U → N ��
�

cf(u) =

{
cS(F )(u) �� u �= f

cS(F )(u) + 1 �� u = f.

=�� ��� ����
� ����� 
��
 F �� 
�� 	��G	� ������*�� �� minF ′∈F cS(F
′)(F ) �� ��� ��
� ��

cS(F )(F ) < minF ′∈F cf(F ′) ��� ���� f ∈ F � #���� 
�� 8<��� ����
�� �� �� ���	��
��� �� P 

��� ��� �� ���� �� ��
������
 
���� �� ����
	���� � ��
 �� �
 ���
 K+1 �������
 ���������
S(F1), . . . , S(F�) ��
� | ∪�

i=1 Fi| ≥ K + 1 �� � ��
������
 ���
�!��
� ��� � ��C���
�����



D: �
����� "� �����  
���� ����������� ���
������

��������� �	�	!	 )�� �"-����� �������� ���� ����
��� ��� �"-����� ������� ��������
���� ����
�� ��� �"-����� ��� ������� (s, t)���� ����
�� (��� ������
� ��������� �������

��������� ��� �� coNP.

%����� �� ���� 
��
 ���
��� ����
��� ��� ��
���
� �� ��
������
 
��� �� ���	� �� � �
�
����

���	
 
�� �����+�����
�
� �� �+#	�C�� 8<��� ����
��� ��� ���� 
��
 � 
���� �
��� �� 
����
����
��� ��� ���� 
� �����+���
�� '� 	�� 
�� ��

����� ��
��� �� ���
����������������� 
�
������
���*� 
��� ����
�� �
����

��������� �	�	" H�	�
���
���C<����
���I	 - �
��� �� 8<��� ����
��� ��
��!�� 
��
���
����������������� �� ��� ����� ���
���� (U,F , c) �� 
��� �
��� ��� ��� ����� �
����

u ∈ U  
���� �� ���
��� 8<��� ���
���� (U ′ = U ∪ {u′},F ′, c′) �� 
�� ���� �
��� �	�� 
��

F ′ = F ∪ {F ′ ⊆ U ′ | u′ ∈ F ′, u /∈ F ′, F ′\{u′} ∪ {u} ∈ F}� ��� ��� �
����
 u′ �� ��

�� �
���
������� �� u�

��� ����
��
 ��
� ����
�� 
�� �����	� �������� 
��� ����
�� ��� 
�� �����	� (s, t)C�	

����
�� �	
!

 
�� �	�
���
���C�����
��� �� ������ � ����

�
 ��� ��� ��� ��� �� 
�� !��
 
��
����� ��� �������� �� ��� ��
� 
�� ������	
��� ���� �� 
�� 
��
 ����� ��� ���
�+ ����� ����
�� 
�� 
�� �
��� ���� ���� ��
 ��
���� 
�� �	�
���
���C�����
����

������� �	�	#	 &�� C �� � �
��� � &�'�� ����
��� (U,F , c) ���� ����� � ��� ���
��������
��������� ��� ���� ���� �� �� �� ������
 NP����� �� ������  �� � ����� �
����� u ∈ U (������
u �� ��������� �� ��� �"-����� ������� � � ����
�� �� C (��� ������
� ��������� �������

���������. )��� ����� �� �� |U |(1−ε)������"������� �
�������� ε > 0�  �� ��� �"-����� �������
(��� ������
� ��������� �������
 ��������� � ��� ����
��� �� C� ��
��� P = NP.

/��� . 8�
 	� �������� � �
��� C �� 8<��� ����
��� �� ��������� �� 
�� 
������� %� ���
��C
���
��� ���	�� 
��
 
���� �+��
� �� �����+���
��� �
����
�� ALG ��� 
�� �+#	�C�� �������
�� � ����
�� �� C ��
� �
���

� �����
��� ��
����
 ��������� ��
� �� �����+���
��� ���
�� ��
|U |(1− 1

�
) ��� ���� � ∈ N� 8�
 I = (U,F , c) �� �� ���
���� �� C 
�
 u ∈ U ��� SI �� �� ��
����


�������� ��
� '� �������� �� ���
���� I ′ = (U ′,F ′, c′) ����� ����������� 
� I ��
� |U |� − |U |
�	�
���
���� �� u ��� 
�� �������� ��
 S ′

I ����� �+
���� 
�� �������� SI �� ��������� 
�� ����
	���� ��� 
���� ��	��� �� u 
� ��� �	�
���
��� �� u�

=�� ��� ����
� ������� 
��
 ����	�� �� 
�� ������
��� �� �
����
 �	�
���
��� u �� ���
 �� 
��
H	��G	�I ��
���
 ��
	
��� �� 
�� ���
���� I �� ��� ��
� �� u �� ��� �	�
���
��� �� u �� ���

�� 
�� ��
���
 ��
	
��� �� I ′� �	�
������� �� ��� �	�
���
��� �� u �� 
�� �
����
 u �
��
� ��
���
����� �� 
�� ��
���
 ��
	
��� I ′ 
��� �

 �� 
���� �
����
� ��� �� 
�� ��
���
 ��
	
����

(���� �� 
�� �
����
 u �� ��
 ���
 �� 
�� ��
���
 ��
	
��� ��� ���
���� I 
�� ��
���
 ��
	
���
��� 
�� ���
���� I ′ ���
���� �
 ���
 |U | − 1 �
����
�� �� 
��
 ���� 
�� �������
�
� �� UALG

��
	���� �� 
�� �
����
�� �� ��	���� ��

|U ′| �−1
� (|U | − 1) = |U |�−1(|U | − 1) = |U |� − |U |�−1.

#���� 
�� �	���� �� �	�
���
���� �� u �+����� 
��� ��	�� ��� � ≥ 3 ��� |U | > 1 ��
 �

 �� 
����
�
����
� ��� �� ���
����� �� 
�� ��
	
��� UALG� =� 
�� �
��� ���� �� �

 �� 
�� �	�
���
���� ��
u ��� u �
��
� ��� �� UALG 
��� 
�� ��
���
 ��
	
��� �� I �	�
 ���
��� u ����� �
������� ALG
��	
� ��
 ��
���� 
�� ���	��� �����+���
��� �	����
�� (���� 
�� �+��
���� �� 
�� �
����
��
ALG ��	
� �

�� 
� !�� �� ��
���
 ��
	
��� �� ����� ����
�� �� C �� ��
������
 
���� ����
�� ��
 ������
� 	�
��� P = NP�
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s t

v1 v2

u1 u2

G

[0, 1]
[0, 1]

[0, 1]

[0, 1]

[0, 1]

p1
p2

���	�� B�;�K .���� �������
 ��
� �� � ����
� ��
��

-�� �
����
�� A	�
 ��
	����� 
�� ����� ��
 U �� �
����� �� �����+���
��� �
����
�� ��
� �
���
�� |U |� '� ��

 ��� �������� 
�� �+#	�C�� ����
��
 ��
� ��� 
�� �+#	�C�� �����	�
(s, t)C�	
 ����
�� ��� ���� 
��
 �� ��� ���
� ������� B�@�?�

&����� �������� �
�� �������

8�
 G = (V,A) �� � �����
�� ����� ��
� � ��
 �� ���
���� V ��� � ��
 �� �����
�� ���� A� 8�

s, t ∈ V ��� c(a) ∈ N ��� c(a) ∈ N �� 
���� ��� 	���� ��	��� �� 
�� ���
 ��� ����� ���
a ∈ A� ��� �+#	�C�� ����
��
 ��
� ����
�� ���� ��� � �	������ G′ �� G ��
� � �����	�
�	���� �� ���� �	�� 
��
 G′ ���
���� ��� ����� �������� �� SI � ����
��
 ��
� �� G�

��������� �	�	�%	 )���� �"���� �� �4����� �����"������� �
������� (��� �� �����"�������
 ����� |A|(1−ε)  �� ��� ε > 0  �� ��� �"-����� �������� ���� ����
�� (��� ������
� ���������
�������
 �������� ����� ��
��� P = NP� (���� A ������� ��� ��� � ���� �� ��� ����� ��������
���� ��������.

��� 
�� ����� �
 �	7��� 
� ���� 
��
 �
 �� �
����� NPC���� 
� ������ ���
��� �� ��� �� ���������
��� 
�	� ��� � �������
 ��
���� H8���� B�@�B ��� ������� B�@�?I� ���� ��� �
�
�� �� LFEM
��
��	
 ������ ��� ����
�
����� �� ����� 
�� NPC�������� �� ������� B�@�99 �� � ���	�
���
���� 
�� ���
�+ ���A���
 ��
��

������� �	�	��	 )�� �������� ����
�� (������ �� ��� �� ���������  �� ��� �
��� � �"-�����
�������� ���� ����
��� (��� ������
� ��������� �������
 ��������� �� ������
� NP�����.

/��� . '� ���� � ���	�
��� ���� 
�� 
�� ���
�+ ���A���
 ��
� ����
��� 8�
 I �� � 
��
���
�+ ���A���
 ��
� ���
���� �������� �� � �����
�� ����� G = (V,A) ��� ��	� ���
����
v1, u1, v2, u2 ∈ V � ��� 
��� �� 
� ������ ���
��� 
�� ���
�+ ���A���
 ��
�� p1 ��� p2 �+��

�	�� 
��
 p1 ������
� v1 ��� u1 ��� p2 ������
� v2 ��� u2� '� 
�������� 
��� ���
���� 
�
�� ���
���� I ′ �� 
�� �+#	�C�� ����
��
 ��
� ����
�� �� ������ 
�� ���
�+ s ��� t ��� 
��
���� (s, v1) (u1, v2) ��� (u2, t) 
� G� ��� 
���� ��� 	���� ��	��� �� ���� ��� ��� ��
 
� 0
��� 1 H��� ���	�� B�;I� ��� ��*� �� 
��� ��� ����� G′ ��� 
�� ��
	� �� 
�� ���
 ��	��� ���
��
������
 �� 
�� ��*� �� 
�� ���
���� I�

'� ��

 ���� 
��
 
���� �+��
� � (v1, u1)C��
� p1 ��� � ���A���
 (v2, u2)C��
� p2 �� G �� ���
��
� �� 
�� ��� (u1, v2) �� ����������

�� 
�� ��� (u1, v2) �� ��������� 
���� �+��
� � �������
 �������� S(p) ��
� (u1, v2) ∈ p
H8���� B�@�BI� #���� S(p) �� �������
 p �� � ����
� ��
�� (���� 
�� �	���
�� �� p ������
���
v1 ��
� u1 ��� v2 ��
� u2 ��� ���
�+ ���A���
 ��� ���� � ������
� ��
	
��� 
� I�



D; �
����� "� �����  
���� ����������� ���
������

=� 
�� �
��� ���� 
�
 p1 ��� p2 �� 
�� ���
�+ ���A���
 ��
�� �� G ���� v1 
� u1 ��� ����
v2 
� u2 ������
���
�� ��� ��
� p = (s, v1) ∪ p1 ∪ (u1, v2) ∪ p2 ∪ (u2, t) �� G′ �� � ����
� ��
�
��
� cS(p)(p) = 0� ��� ���
 �� ��� �
��� (s, t)C��
� �� G′ ����
� 
�� ���
 �	��
��� cS(p) �� �


���
 1� ��	� S(p) �� �������
 �� ��!��
��� ��� ����� p 
�������� (u1, v2) 
�� ��� (u1, v2) ��
����������

��� 	������
�� ������ 
�� 
�� ���
�+ ���A���
 ��
� ����
�� ��� �� ��
��� �� ��
������


��� L?:M� (���� �� �� ��
 ���� �� 
�� �+#	�C�� ����
��
 ��
� ����
�� ������� NPC����
�� 
��� ����� �
����

&�����  
�
��� (s, t)$��� �������

8�
 G = (V,A) �� � �����
�� ����� ��
� � ���
�+ ��
 V ��� � �����
�� ��� ��
 A ��� s, t ∈ V �
- �	���
 �� ���� δ+(X) ��
� X ⊆ V \{t} s ∈ X  δ+(X) = {(u, v) ∈ A | u ∈ X, v ∈ V \X} ��
��

�� �� (s, t)�cut� ��� � ����� ���
 �	��
��� c : A → N 
�� �����	� (s, t)C�	
 ����
�� �� 
�
!�� �� (s, t)C�	
 δ+(X) ��
� �����	� ���
 c(δ+(X))� ��� ������
 ����� �
����� 
�� �+#	�C��
������� �� 
�� �����	� (s, t)C�	
 ����
�� ��
� ��
����
 ��������� �� �
����
� NPC�����

������� �	�	�
	 )�� �"-����� ������� (s, t)���� ����
�� (��� ������
� ��������� �������

��������� �� ��� �����"����
� (����� �  ����� � |A|(1−ε)  �� ��� ε > 0� ��
��� P = NP� (����
A ������� ��� ��� � ���� �� ��� ����� ��������.

/��� . '� ���� ����� � ���	�
��� ���� 
�� 
�� ���
�+ ���A���
 ��
� ����
�� 
� ����� 
��
 �

�� NPC���� 
� ������ ���
��� � ����� ��� �� ���������� �� �������
��� ��
� ������� B�@�? 

��� ���	

� �� 
�� �
�
����
 �� 
�� 
�������

8�
 I �� �� ���
���� �� 
�� 
�� ���
�+ ���A���
 ��
� ����
�� ����� �� � �����
�� �����
G = (V,A) ��� 
�� ���
�+ ����� (v1, u1) ��� (v2, u2)� �� ����� 
� ����
�	�
 �� ���
����
I ′ �� 
�� �+#	�C�� �����	� (s, t)C�	
 ����
�� �� ��� 
�� ��� a = (u1, v2) 
� 
�� ����� ���
��
 s = v1 ��� t = u2� �	�
������� �� ������ 0 �� 
�� 
���� ��	�� �� 
�� ���
 �� �

 ����
a ∈ A 2 �� 
�� 	���� ��	�� �� �

 ���� a ∈ A ��� ��
 
�� ��	��� ��� a 
� c(a) = 1 ���
c(a) = 2� ��� ���	�
��� �� 
�� ��

�����K -�� a �� ��������� �� I ′ �� ��� ��
� �� 
���� �+��
 
��
���A���
 ��
�� ������
��� v1 ��
� u1 ��� v2 ��
� u2�

v1 = s v2

u1 u2 = t

G

[0, 2] [0, 2]
[1, 2]

p1
p2

a

���	�� B�@�K -

 ���� �+���
 a ���� 
���� ���
 ��	��� 0 ��� 	���� ���
 ��	��� 2�

8�
 a �� � ��������� ���� #���� c(a) < c(a) ��� �

 a ∈ A ∪ {a} 
���� �+��
� � �������

�������� S �� ����� 
�� 	��G	� �����	� (s, t)C�	
 δ+(X) ���
���� 
�� ��� a H8���� B�>�FI�
��������� v1, u1 ∈ X ��� u2, v2 ∈ V \X� 8�
 f �� � ��+��	� (s, t)CJ�� �� G′ ����� 
��
	���� ������
��� �� 
�� ���� ��� ����� �� 
�� ���
 �� 
�� �������� S� (���� f(a) ≥ 1 ���



"�"� Γ���������� D@

����� δ+(X) �� � �����	� (s, t)C�	
 �� �������� ��� �� �

���� 
� ����� ��� J��� ��������� 

���� �� � ��
� ���� v1 
� u1 A	�
 	���� ���� �� A(X) ��� � ��
� ������
��� v2 ��� u2 A	�

	���� ���� �� A(V \X)�

<�������
� 
�
 
���� �� 
�� ����
� ��
�� p1 ��� p2 ����� p1 ������
� v1 ��
� u1 ��� p2
������
� v2 ��
� u2� '� ������� 
���� ��
�� ��� 
�� ��� a 
� �� (s, t)C��
� ��� ��!�� � ���

�	��
��� ��� S ∈ SI �� 
�� ��

����� ���K

cS(a) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
2 �� a ∈ p1 ∪ p2,

1 �� a = a,

0 �
��������

.���� �����	� (s, t)C�	
 ��������� 
� 
��� �������� ��� ���
 1 ��� 
�������� ���
���� 
�� ���
a� (���� a �� �� ��!��
��� ���������� -��
���� ������� B�@�? �� ��
��� 
�� 
���� ��	�� ��

�� ���
 ������
� �����+���
��� ���
���

�� 
�� ���� �� �	
��C�
���� ������ 
�� �+#	�C�� �����	� (s, t)C�	
 ����
�� �� ��
���
� ��
��
������
 
��� ����� 
���� ��� �
 ���
 n2 ����
� (s, t)C�	
� �� � ����� ������ ��� ���������
�� ���� �������� ���	��� �� �	�� � �	
 ��� �� 
��
�� �7����

� �� ��������� �� 
�� ����� ��
<���

��� B�@�F�

���� Γ���
	�����

����

 
��
 
�� ΓC�������� ��
 �� ��!��� �� ��

���K 8�
 c(u) ��� c(u) �� 
���� ��� 	����
��	��� �� 
�� �������� ���
 ��� ���� �
����
 u ∈ U �� 
�� ����� 8<��� ���
���� (U,F , c) ���

�
 Γ �� ���� ��
����� ��� ���
 �	��
��� cS �� ���� �������� S ∈ SΓ ����� 
���� ���
 ��	��� ���

���� ��� �
 ���
 Γ ��
	�� �����
��� ���� 
�� 
���� ��	�� ���� |{u ∈ U | cS(u) > c(u)}| ≤ Γ�
-� �� 
�� ��
����
 ���� �
 �	7��� 
� �������� ���
 �	��
���� ��
� 
����� ��
	�� �G	�
 
� c(u)
�� c(u) ��� �

 u ∈ U �

��� ����
�+�
� �� �� �+#	�C�� 8<��� ����
�� �� �� �� 
�� kC���
C�� ������� �
���
� ��
�
��

� 
�� ��+C�������� ����
�� H��!��
��� -�:�9I ��� 
�� ���C�����
��� H��!��
��� ;�B�9I� ���
��+C�������� ����
�� ���� ��� � �������� ����� ���	��� 
�� ��+��	� ���
 �� � �����	�
��
	
��� �� 
�� 8<��� ���
���� ����
 
�� �������� ���
 �	��
���� ��� ���C�����
��� �

��� 
�
��� � ������
� ��
	
��� 
� � ����� ���
���� �� �+
������ 
�� ��
 �� ������
� ��
	
���� �� A	�


��� ��� ��
	
����

������� �	�	�	 &�� C �� � �
��� � &�'�� ����
��� (U,F , c) ���� ����� � ��� �������������
��� ���� ���� ��� ��"��������� ����
�� �� C �� ������
� NP�����. )��� ��� �"-����� &�'��
������� � ��� ����
��� �� C (��� Γ���������� �� ������
� NP����� ��� ��� �����"����
� (�����
�  ����� |U |(1−ε)  �� ��� ε > 0� ��
��� P = NP.

/��� . 8�
 I = (U,F , c) �� �� ���
���� �� 
�� �
��� C ��
� 
�� ������
��� �
�
�� �� 
�� 
�������
8�
 �	�
������� SΓ �� � ��
 �� ΓC��������� ��!��� �� 
�� 
���� ��� 	���� ��	��� c(u) ���
c(u) ��� ���� u ∈ U  �	�� 
��
 
�� ������������� ��+C�������� ������� �� I �� �
����
� NPC
����� ���� �
 �� NPC���� 
� ������ ��� � ����� 
������
� K ���
��� 
���� �� � �������� S ∈ SΓ

��
� profit(S) = minF∈F cS(F ) ≥ K� ����

� �� ���	�� �� ���
�����
��� 
��
 
���� �+��
� ��
�
����
�� ALG �

����� 
� �����+���
� 
�� �+#	�C8<��� ����
�� ��
� �� �����+���
���
���
�� |U |(1− 1

�
) ��� ���� � ∈ N�



DB �
����� "� �����  
���� ����������� ���
������

'� ��!�� 
�� ��

����� �+#	�C8<��� ���
���� I ′ = (U ′,F ′, c′) �� � ����!��
��� �� I �� ������
� ��
 W = {w1, . . . , wp} �� p = (|U |+ 1)� − |U | �
����
� 
� U ��� 
�� ��
 �� ������
� ��
	
����
F ��������� 
� 
�� ���C�����
���� �	�
������� �� ��!�� 
�� 
���� ��� 	���� ��	��� ��� 
��
ΓC�������� ��
 S ′

Γ �� I ′ ��

c′(u) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
c(u) ��� �

 u ∈ U,

K − 1 u = w1,

0 �
�������,

��� c′(u) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
c(u) ��� �

 u ∈ U,

K − 1 u = w1,

0 �
�������.

��� ��� ���
���� I ′ ���
���� (|U |+1)� �
����
�� �� I �� � ��C���
���� 
��� ��� ����� ��������
S ∈ SΓ 
���� �+��
� � ��
	
��� F ∈ F ��
� cS(F ) ≤ K − 1� (���� 
�� ��*� �� �� ��
���

��
	
��� �� I ′ �� ��	���� �� |U |� ��	� ALG ��
	��� �
 ���
 (|U | + 1)�−1 �
����
�� #����
p > (|U | + 1)�−1 ��
 �

 �
����
� �� W ��� ���
 �� 
�� ��
	
��� ����	
�� �� 
�� �
����
���
=� 
�� �
��� ���� �� I �� � ���C���
���� 
���� �+��
� � �������� S ′ ∈ SΓ ��
� cS

′
(F ) ≥ K ���

�

 F ∈ F � ��	� FS′
= {W} ��� ��� ������
� ��
	
��� ���
���� W � (���� �� ��� ������ 
��

��+C�������� ���
���� I ��
� ALG�

#���� 
�� ��+��	� �������� ������� �� 
�� ����
��
 ��
� ��� 
�� �����	� (s, t)C�	
 ����
��
�� �
����
� NPC���� ��� ΓC��������� H������� -�9�9 ��� ������� -�;�9I ��� ��
� ����
��
�
����� ��
���� 
�� ���C�����
��� �� ��� ���
� ������� B�B�9�

��������� �	�	
	 )�� �"-����� ������� � ��� �������� ���� ��� ��� ������� (s, t)����
����
�� (��� Γ���������� �� ������
� NP����� ��� ��� �����"����
� (��� �  ����� ������ ����
|A|(1−ε)  �� ��� ε > 0� ��
��� P = NP� (���� A ������� ��� ��� � ���� � ��� �������������
�����.

����

� �� �������� 
�� �����
�� ���A���
 ��

��� ��
 ����
�� ����� �+#	�C�� ������� ��
�
ΓC��������� ��� �� ��
��� �7����

��

&�&��� ��
����� �
���
�� �
��
�� ��� �������

��� �����
�� ���A���
 ��

��� ��
 H'�(#I ����
�� �� � ����
� �+
������ �� 
�� �����	�
�
����
 ����
��� �� 
��� ����
�� � ��
 U = {u1, . . . , un} � ��
 �� d �������� ���A���
 �	���
�
M = {M1, . . . ,Md} �� U ��� � ���
 �	��
��� c : U → N ��� ������ - ��
 F ⊆ U �� � ������
�
��
	
��� �� F ���
���� ���� ����� ��
 M ∈ M �+��

� ��� �
����
� ��� '�(# ����
�� �� 
�
!�� � ������
� ��
	
��� ��
� �����	� ���
� '� ��

 ����� 
��
 
�� �+��
 �	���
 ���������
�
���	�
 ���A���
 ��

��� ��
 ����
�� ��
� ΓC��������� �� �� P�

������� �	�	�	 )�� �"-����� ,*#- ����
�� (��� Γ���������� ��� �� ��
��� �� ��
������

����.

/��� . 8�
 U �� � ��
 �� n �
����
� M1, . . . ,Md �� d �������� ���A���
 �	���
� �� U  c(u) ���
c(u) �� 
���� ��� 	���� ��	��� �� �

 �
����
� u ∈ U ��� Γ ∈ N� ����
 ��
� 
��
 U∗ �� ��
��
���
 ��
	
��� �� 
��� ����� �+#	�C�� '�(# ���
���� �� ��� ��
� �� ��� i = 1, . . . , d 
��
��
� U∗

i = U∗ ∩Mi ���� ��
���
 ��
	
���� ��� 
�� �+#	�C�� '�(# ���
���� ���
���
�� 
� Ui�
(���� �� ��� ���!�� �	���
��� 
� 
�� ���� �� d = 1�

'� �
��
 �� �������� 
�� �
����
� �� U  �	�� 
��
 c(ui) ≤ c(uj) ��� i < j ��� c(ui) ≤ c(uj)
�� c(ui) = c(uj) ��� i < j� 8�
 � �� 
�� !��
 ����+ ��
� mini=1,...,�−1 c(ui) ≤ c(u�) �� �	�� ��



"�#� )�����	� D>

����+ �+��
� ��� � = ∞ �
�������� ���� U∗ = {u1, . . . , uk} ��
� k = min{�− 1,Γ + 1} �� ��
��
���
 ��
	
���K 8�
 	� !��
 ���	�� |U∗| = Γ+1� �� 
��
 ���� 
�� �������
�
� �� �����	� �����
��� �������� ��� �������� �
 ���
 Γ ��
	��� ��	� ��� �� 
�� �
����
� �� U∗ �� �� ��
���

��
	
���� -��	�� 
��
 u′ ��� �� ��
�
�� ���� U∗� ���������� �

 �
��� �
����
� �� U∗ 
���� 
�
u′ ����� �� ��
���
 ��
	
���� �	� 
� 
�� ��!��
��� �� � �� ���� c(u) > c(u′) ��� �

 u ∈ U∗�
��������� ���� �� 
�� �
��� �
����
� �� U∗ ��� �� �� ��
���
 ��
	
��� � ���
�����
����

- ����
�� ���	���
�
��� ����� ��� 
�� ���� |U∗| = � − 1K �� � �������� ��������� 
�� ���
 ��
�

 �
����
� u1, . . . , u�−1 
���� �� �
�

 �� ��
���
 ��
	
��� ��
��� 
��� ��
� �� 
�� ���
 �� ��� ��

���� �
����
� �� ��
 ��������� 
��� 
��� �
����
 �� �� ��
���
 ��
	
����

���� %�������

��
����� ���� 
�� ������
 �
��� �� �������
����
 ��
���*�
��� ����
��� ����� 
�� ��
 ��
������
� ��
	
���� �� ��������� �� �� ������������ ���
��� ���� ���� ������
 ���� ������
���K
����� 
�� ����������
 ��
� 
���� �
���� �+��
 
�� �
����
� 
��
 ��� �� �+������� 
� ���� � ���
����������
 ��
V ��+���
 ����������
 ��
� �� � ��
���� ��C��

�� ����� ���� 
�� ���� 
���
�V
��� 
�� ������C�
����
�� �
���� ����	
�� � ����� �� �����	� ���
� '� �
��
 ��
� ����
����� ��!��
���� ��� ���	

� �� ��
����� �������� ��� �+���
� �� 
�� ���� "<������
����

=�
���*�
���K ������ ��� -
����
���$ �� ,��
� ��� 4���� LDDM�

��������� �	�	�	 - ������� �� � 
	�
� M = (E, I) ����� E �� � !��
� ��
 ��� I ⊆ 2E �� �
���C���
� ��

��
��� �� �	���
� �� E ��

�� ����������� ���� �	�� 
��
K

9� ∅ ∈ IV

;� �� I ∈ I ��� J ⊆ I 
��� J ∈ IV

@� �� I, J ∈ I ��
� |I| > |J | 
��� 
���� �+��
� �� �
����
 i ∈ I \ J ��
� J + i ∈ I�

-�� �	���
 �� E 
��
 �� ��
 �� I �� ��

�� ��������� ��� ������
 ��������
 ��
� ��� ��

��
��������� - ����� �� I �� 
�� �
��� ���� �� � ��+���
 ����������
 ��
 ���� ������ ���
�
����
 
���� 
� � ��������
 ��
� ��� �������
�
� �� � ����� �� � ��
���� M �� ��

�� 
�� ���+
�� 
�� ��
����� #�����
 ����	�
� ��� 
�� ��C��

�� �	������
�
 ����	�
� ����
�	�
�� �� � �����
B ��� �� �
����
 ��
 ���
����� �� 
�� ������

��������� �	�	
	 8�
 M = (E, I) �� � ��
���� ��� B �� � ����� �� M � ��� ��� �
����

e ∈ E\B 
�� 	��G	� ����	�
 �� B ∪ {e} �� ��

�� 
��  ���������
 ������� ���	��� �� e� '�
����
� 
��� ����	�
 ��
� Ce(B)�

-��
��� ����� ������
 �� ��
���� 
����� �� �	�
�
��

��������� �	�	�	 8�
 M = (E, I) �� � ��
����� '� ��!�� 
�� ���
 ������� �� M ��
M∗ = (E, I∗) �����

I∗ = {I ⊆ E | 
���� �� � ���� B �� (E,F) �	�� 
��
 I ∩ B = ∅}.

��� ����	�
� �� 
�� �	�
 ��
���� M∗ ��� ��

�� ���������� �� M � #���
�� 
� �	������
�
 ����	�
�
�� ��� ��!�� �	������
�
 ������	�
��

��������� �	�	�	 8�
 M = (E, I) �� � ��
����� ��� � ����� ����� B �� M ��� �� �
����

e ∈ B �� ��!�� 
�� 	��G	� ������	�
 �� E\B ∪{e} �� 
��  ���������
 ��������� ���	��� �� e�
'� ����
� 
��� ������	�
 ��
� Ke(B)�
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��� ������
� ���
 ����� ��
���*�
��� ����
�� ���������� ��
����� �� 
�� ������� (�����
����� 5',	6 ����
��K

/����K - ��
���� M = (E, I) ��� � �����
 �	��
��� c : E → Z�

����K ���� � ����� B �� M ��
� �����	� ���
 c(B)�

#���� �� 
�� ���
�+
 �� ��
����� 
�� ��
��� �� (����� �� ���� ������
� 	��� 
��� ���� ��
	�� 
���� 
�� 
���� ��
����������
� �� 
��� ���
���� �� ��
 �	�
��� �����!�� �� ���	�� 
��


�� ����������
 ��
� �� � ����� ��
���� ��� ���
���

� ����� �� �� ������������ ����
� ���� 
��� � ����� ��
 I ⊆ E �� ��� ��

 �� ����
� 
� ������ ���
��� I ∈ I�

%����� �� �����
���
� 
�� �+#	�C���������
� ���	�
 �����	� �����
 ����� ����
�� �� � ��C

����� �� ���� 
�� ���� ������
��� �� ��
�����K

9� 8�
 M = (E, I) �� � ��
���� C �� � ����	�
 �� M ��� D �� � ������	�
 �� M  
���
|C ∩M | �= 1�

;� 8�
 M = (E, I) �� � ��
���� ��� c : E → Z �� � ���
 �	��
���� ���� 
�� ��

�����
�
�
����
� ��� �G	���
��
K

�I ��� ����� B∗ �� � �����	� �����
 ������

�I ��� ����� �
����
 e ∈ B∗ ��� ��� �
��� �
����
 e′ ∈ Ke(B
∗) �
 ��
��K c(e) ≤ c(e′)�

�I ��� ����� �
����
 e ∈ E\B∗ ��� ��� �
��� �
����
 e′ ∈ Ce(B
∗) �
 ��
��K c(e) ≥

c(e′)�

'� ��

 ��� �������� 
�� �+��
 �	���
 ���������
� ���	�
 �����	� �����
 ����� ����
�� �� �
��
����� ��
� ��5����
 
���� �� �������� ��
��

&�#��� �
�'���� �'��
�
��

'� �
��
 �����
���
��� ����� ������
� �������� ��
� ����� ���� �������� ��!��� � ���
 �	��
����
#���� ��� ����� �� � ��
���� ��� 
�� ���� �������
�
� 
�� �+#	�C�� �'% ����
�� ��
� ���
������
� �������� S ����������� 
� 
�� �'% ����
�� ��
� cS �� ���
 �	��
���� -� �� ��

 ����
�� 
�� ��

����� 
������ ��� 
�� ������
� ��������� 
�� ����
�� ������� ���� ��7�	

 �	

��� �
�

 �� ��
��� �� ��
������
 
��� �� 	���� ��
���� ��
�����
���� ��� ������� ������������
����
�� �� ��!��� �� 
�� ��

����� ���K

/����K ��� ��
����� M1 = (E, I1) ��� M2 = (E, I2) �� 
�� ���� ��
 E ��� � ���
 �	��
���
c : E → Z�

����K ���� � ��
 I ∈ I1 ∩ I2 ��
� ��+��	� ���
 c(I)�

��� ��
���� ��
�����
��� ����
�� ��� �� ��
��� �� ��
������
 
��� ��
� 
�� �
����
�� ��
8��
�� LE:M �� ����� LBEM�

������� �	�	�	 )�� �"-����� ������� (����� ����� ����
�� � �������� ��� �� ��
��� ��
��
������
 ���� ��� ������� ������������  �� �(� �������� ���������.

/��� . 8�
 (E, I) �� � ��
���� �� ��������� ����� S1 ��� S2 �� 
�� ��������� ��!���� ���

�	��
���� cS1 : E → N ��� cS2 : E → N� -�������� 
� 
���� ���
 �	��
���� �� ��!�� 
��
��

����� 
�� ��
����� �� EK 8�
 BSi �� 
�� ��
 �� �����	� ����� �� 
�� �'% ���
����
(E, I, cSi) i = 1, 2� '� ��!�� �� ����������
 ���
��

I(Si) = {F ⊆ E | 
���� �+��
� � B ∈ BSi ��
� F ⊆ B},



"�#� )�����	� DD

����� ��
������� 
�� ��
���� MSi = (E, I(Si)) �� ����� �� LDDM� ��� � ����� ��
 F ⊆ E
�� ��� 
��
 �� ��
������
 
��� ���
��� F ∈ I(Si) �� 
�� ��

����� ��
���K <���	
� �
�����	� ����� Bi �� ��������� ����� ��� (E, I, cSi)� �	�
������� ��!�� 
�� ���
 �	��
���
cSi
F : E → Z ��

cSi
F (e) =

{
−1 �� e ∈ F

cSi
F (e) �
�������

��� ����	
� � �����	� ����� B ��� 
�� ����
�� (E, I, cSi
F )� #����

cSi(B) = cSi
F (B) + |F ∩ B|+ cSi(F ∩B)

��� cSi
F (e) ≤ cSi

F (e′) ��� �

 e ∈ F ��� e′ ∈ E\F  F ∈ I(Si) �� ��� ��
� �� F ⊆ B ���
cSi(B) = cSi(Bi)�

&���� 
��� ������������ ����
� �� ��� ����	
� �� ����������
 ��
 E ′ �� MS1 ��� MS2 ��
��+��	� ��*� �� ��
������
 
���� .+
������ E ′ 
� � ����� �� MS1 ��� MS2 ��� �
����
�
E1 ��� E2 ������
���
� E ′ ∪ E1 ∪ E2 �� �� ��
���
 ��
	
��� �� 
�� ����� �+#	�C�� �����	�
�����
 ����� ���
�����

��� ���� ��������� �
 �� ��
��� 	�
���
� 
��
 
�� �+#	�C�� �'% ����
�� �� ��
���
� ��
��
������
 
��� ����� �
 ����� ����
�� 
� 
�� ��
�����
��� ����
�� ��
� 
���� ��
������ %	
 
�� ��� ��
 �	����� 
� ���� �
� NPC���������

&�#��� (����)
� �'��
�
��

'� ��

 ���� 
��
 
�� �+#	�C�� �'% ����
�� ��
� ��
����
 ��������� �� �� P ��� �
��
 ��
�
� ������
���*�
��� �� ��������� �
����
�� ����

 
��
 �� ����
� ��
� Ce(B) 
��  ���������

������� ���	��� �� e ��� � ����� B ��� ���� �
����
 e ∈ E\B ��� ��
� Ke(B) 
��  ���������

��������� ���	��� �� e ��� ���� �
����
 e ∈ B� ��� ��+
 
���� �
�
�� ��� 
� ������ ���
���
�� �
����
 �� ��������� ��� � ����� �+#	�C�� �'% ���
�����

$���� �	�	�	 &�� (E, I) �� � ������� ��� (E, I,SI) �� ��� ������������� �"-����� �������
(��� �������
 ��������� ��$��� �� 
�(�� ��� ����� ���� ������ c(e) ��� c(e)  �� ���� �
�����
e ∈ E. 0�� �� �
����� e ∈ E (� ��$�� (��� S(e) ��� �������� ���� ������� ���� c(e′) �� �


e′ ∈ E\{e} ��� c(e) �� e. )��� e ∈ E (��� c(e) < c(e) �� ��������� � ��� ��
� � S(e) �� �
(������ � e.

/��� . 8�
 (E, I,SI) �� �� �+#	�C�� �'% ���
���� ��
� ��
����
 ��������� �� ��������� ��

�� 
����� 8�
 �	�
��� e ∈ E �� �� �
����
 ��
� c(e) < c(e)� �� S(e) �� � ��
���� �� e e �� �
��������� �
����
 �� ��!��
��� B�@�;� <�������
� 
�
 e �� � ��������� �
����
 ��� S∗ ∈ SI

�� � ��
���� �� e� 8�
 	� �	�
��� ���	�� 
��
 
���� �+��
� � ����� B′ ∈ BS(e) ��
� e /∈ B′� ���
����� �������� S ∈ SI ��� ����� �
����
 e ∈ Ce(B

′) 

cS(e) ≥ cS(e)(e) = c(e) ≥ c(e) = cS(e)(e) ≥ cS(e),

����� B′ �� � �����	� �����
 ����� ��������� 
� cS(e)� 8�
 ��� B ∈ BS∗
��� e∗ ∈ Ke(B) ∩

Ce(B
′)\{e}� #���� B �� � �����	� ����� ��������� 
� 
�� ���
 �	��
��� cS

∗
 cS

∗
(e) ≤ cS

∗
(e∗)

��� �	� 
� �	� ���	��
��� cS
∗
(e) = cS

∗
(e∗)� ��������� B̄ = B\{e} ∪ {e∗} �� �
�� � �����	�

����� ��������� 
� cS
∗
� ���� ���
�����
� 
�� ���	��
��� 
��
 S∗ �� � ��
���� �� e�
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����
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��� ���
 ���
��� 
��� �
����

�� ��������� �� ��
���� 
�� �'% ���
�����K !��
 �� ����	
� � �����	� �����
 ����� ���
cS(e) ��� �� � ������ �
�� � �����	� �����
 ����� ��� � ����!��
��� �� cS(e) �� ���������� 
��
���
 �� e �� ��� 	��
� �� ��
� ����� ���� 
�� ���� ���
 ����
� cS(e) e �� ��
 ���������� N�
 ��
������
 
���� �
����
� �� ��
 �	7�� 
� ���� �� ��
���
 ��
	
���� ��� ��+
 
���� ������
��
����� �
����
� 
� ����

$���� �	�	!	 &�� (E, I) �� � ������� ��� (E, I,SI) � ������������� �"-����� ������� (���
�������
 ���������. &�� E> = {e ∈ E | c(e) < c(e)} ��� N> ⊆ E> �� ��� ��� � �

 ���������
�
������ �� E>. � B̄ ∈ BS(E)� ���� B̄ ∪N> �� �  �����
� ��
����� � (E, I,SI).

/��� . 8�
 	� ���	�� �� ���
�����
��� 
��
 
���� �+��
� � �������� S ′ ∈ SI  �	�� 
��
 �����
����� B ∈ BS′

���
���� �
 
���
 ��� �
����
 e ����� �� ��
 �� B̄ ∪N>� 8�
 B1 ∈ BS′
�	�� 
��


|B1\{B̄ ∪ N>}| �� ������
 ��� 
�
 e1 ∈ B1\{B̄ ∪ N>}� �	�
������� �� ����
� ��
� E0 
��
��
 �� �

 �
����
� ��� ����� 
���� 
���� ��	�� �G	�
� 
���� 	���� ��	�� ���� E0 = {e ∈ E |
c(e) = c(e)}�

���� � K e1 ∈ E0\B̄� #���� e1 /∈ B̄ ��� ����� �
����
 e′ ∈ Ce1(B̄) 

cS
′
(e1) = cS(E)(e1) ≥ c(e′) ≥ cS

′
(e′).

�	�
������� 
���� �+��
� �� �
����
 e ∈ Ce1(B̄) ∩ Ke1(B1) ��
� e �= e1� (���� B′ =
B1 ∪ {e}\{e1} �� � �����	� ������ ���� �� � ���
�����
��� 
� 
�� ������ �� B1�

���� �8 e1 ∈ E>� #���� e1 /∈ N> 
���� �+��
� � ����� B2 ∈ BS(e2) ��
� e1 /∈ B2� ��� �����
�
����
 e′ ∈ Ce1(B2) ��� ����� �������� S ∈ SI  

cS(e1) ≥ c(e1) ≥ c(e′) ≥ cS(e′).

8�
 e3 ∈ Ce1(B2) ∩ Ke1(B1) ��� e3 �= e1� ���� B3 = B1 ∪ {e3}\{e1} �� � �����	� �����
��������� 
� S ′ ��� cS

′
(e3) = c(e3)� �� e3 ∈ N> ∪ B̄ 
��� �� � ���
�����
��� 
� 
�� ������

�� B1� ��	� B3 �
�� ������*�� 
�� �	���� �� �
����
� ��
 �� B̄ ∪N>� �� e3 ∈ E0\B̄ ��
��� 	�� 
�� ���� ���	���
� �� �� <��� 9 
��� 
��� ����������� B3 
� ������ � ���
�����
����
��������� �
 ������� 
�� ���� e3 ∈ E>\N>� '� ��

 	�� 
�� ���� �+������ ���	���
 �� ��� e1K
#���� e3 /∈ N> 
���� �+��
� � ����� B4 ∈ BS(e3) ��
� e3 /∈ B4� ��� ����� �
����
 e′ ∈ Ce3(B4)
��� ����� �������� S ∈ SI  

cS(e3) ≥ c(e3) ≥ c(e′) ≥ cS(e′).

8�
 e5 ∈ Ce3(B4) ∩ Ke3(B3) ��� e5 �= e3� #���� cS
′
(e3) = c(e3) > c(e3) ≥ cS

′
(e5) ���

B5 = B3 ∪ {e5}\{e3} �� � ����� �� ���� � ���
�����
��� 
� 
�� ������
�
� �� B1� ��	� ���
����� �������� S ∈ SI 
���� �+��
� � ����� B ∈ FS ��
� B ⊆ N> ∪B�

����� 
�� 
����� 
��� 
� 
�� ��

����� �
����
���

��������� �	� .+��
 #	���
 ��� �'% ��
� ��
����
 ����������
����� K ��
���� (E, I) ��� �� ������������ ����
� 
���� ��� 	���� ��	��� c(e) ��� c(e)

��� �

 e ∈ E�
������ K #�
 E ⊆ E�

#�
 E> = {e ∈ E | c(e) < c(e)}�
��
������ 
�� ��
 N> �� �

 ��������� �
����
� �� E>�
<���	
� � �����	� �����
 ����� B ����
� 
�� ���
 �	��
��� �� S(E) �	�� 
��
 |B ∩ N>| ��
��+��	��
������ N> ∪ B.



"�#� )�����	� D?

������� �	�	"	 3
������� 9.� ��������  �� ��� �"-����� ',	 ����
�� (��� �������
 ����
������ �� ������
 ��
����� �� ��
������
 ����.

/��� . ��� � ����� �+#	�C�� �'% ���
���� I = (E, I,SI) ��
� ��
����
 ��������� SI 
�� ��

N> ∪B ��!��� �� �� 
�� -
����
�� B�9 �� � ������
� ��
	
��� ��������� 
� 8���� B�>�D� #����
S(E) �� � ������
� �������� ��� ������
� ��
	
��� ��� I ��� 
� ���
��� �
 
���
 |N>∪B| �
����
��

�
 ������� 
� ���� 
��
 ����� �
�� ��� �� ������
����� �� ��
������
 
���� ��
��������
�

 ��������� �
����
� �� �������� �� ��
���� �
 ���
 2|E| �����	� �����
 ����� ����
���
��� ��
������ <���
�	�
��� � �����	� �����
 ����� B ��
� ��+��	� �
����
� ���� N> ��
��
��� �� ��
���� ��
�����
���K 8�
 B �� 
�� ��
 �� �����	� ����� �� 
�� �'% ���
����
(E, I, cS(E))� '� ��!�� M1 = (E, I1) ��
�

I1 = {F ⊆ E | 
���� �+��
� B ∈ B ��
� F ⊆ B}

�� �� 
�� ����� �� ������� B�>�>� ��� ������ ��
���� M2 = (E, I2) �� E �� ��!��� �� 
��
����������
 ���
��

I2 = {F ⊆ E | F ⊆ N>}.
<���	
��� � ��+��	� ��
�����
��� B0 
��� ��
 ��� �� �+
����� 
� � �����	� ����� B �� B�
���� ����� B ��
��!�� 
�� ��G	���� ������
����

�� 
�� ��+
 ���
��� �� ���	� �� ΓC��������� ��� ��

 ���� 
��
 
���� ����
��� ��� �� ������

�
����
� NPC�����

&�#��� Γ$�'��
�
��

��� �+#	�C�� �'% ��
� ΓC��������� �� ���� ��7�	

 
� ��
�� 
��� �
� ��	�
�����
 ��
�
��
����
 ���������� �� 
��� ��� �� �������� 
�� �+#	�C�� ������� �� 
�� �����	� ��������

��� H�#�I ����
�� ��
� 
���� ��� 	���� ��	��� 0 ��� 1 ��� ���� Γ ∈ N� -� ��
���

��
	
��� �� 
��� ���
���� ��
� ΓC��������� ����������� �� ���
 ����� 
� � (Γ+1)C���� ������
��
�������� �	������ �� �����	� ��*� �� �� ��

 ��� �� 
�� ��

����� 
�������

������� �	�	#	 0�� Γ ∈ N� 
�� G = (V,E) �� �� ���������� (Γ + 1)����� ��������� �����
��� 
�� c(e) = 0 ��� c(e) = 1 �� 
�(�� ��� ����� ���� ������  �� ���� ���� e ∈ E. )��� �
��� U ⊆ E �� � ��
����� �� ���� �"-����� ������� �������� ���� ����
�� (��� Γ���������� � 
��� ��
� � ��� ����� (V, U) �� (Γ + 1)����� ���������.

/��� . ����
 ��
� 
��
 ����� G �� (Γ + 1)C���� ������
�� 
�� �����	� �����
 ����� ��� ���
�������� �� 0� (���� � ��
 �� ����� U ⊆ E �� � ������
� ��
	
��� 
� 
�� �+#	�C�� �#� ����
��
��
� ΓC��������� �� ��� ��
� �� ��� ����� �������� 
���� �� � �������� 
��� ��
� ���
 0 �� U � ��
U �� ��
 (Γ + 1)C���� ������
�� 
��� 
���� �+��
� � �	
 δ+(X) ⊆ U �� 
�� ����� (V, U) ��
�
�
 ���
 Γ ������ <������� 
�� �������� ����� �� 
�� ���
 �	��
��� c(e) = 1 ��� e ∈ δ+(X) ���
c(e) = 0 ��� e ∈ E \ δ+(X)� #���� ����� �������� 
��� �� U �	�
 ���
��� �� ���� �� δ+(X) 
����� �������� 
��� �� U ��� ���
 �
 
���
 1 ��� ����� U �� ��
 � ��
	
��� 
� 
�� �+#	�C��
�#� ����
���

<�������
� �� U �� (Γ+1)C���� ������
�� 
��� ��� ����� ΓC�������� S ∈ SΓ ����� �	
 �� (V, U)
���
���� �� ���� e ��
� cS(e) = 0� (���� 
�� ����� �� U �� ���
 0 ��
� ������
 
� cS ����
�

 ���
����� ��	� U ���
���� � �������� 
��� �� ���
 0�



E: �
����� "� �����  
���� ����������� ���
������

�� 
�� ��

��� ��������� �� ������� B�>�? 
�� �+#	�C�� �#� ����
�� ��
� ΓC���������
�G	�
� 
�� �����	� (Γ + 1)C���� ������
�� �	������ ����
�� ����� �� � ����
�� 
��
 ��
��

C����� 
� �� NPC����� �� ���
��	
�� ��� � ����� ����� G ��� ��� ����
� ������� 
��


���� �� � (���

����� ���
� �� G �� ��� ��
� �� 
�� �����	� 2C���� ������
�� �	������
�� G �� � (���

����� ���
�� �	�
������� �
�� ���	

� ���	
 
�� �����+���
��� �������� ��

�� �����	� kC���� ������
�� �	������ ����
�� ����� ���� 
� 
�� �+#	�C�� �#� ����
��
��
� ΓC���������� ��� ��

����� ���	

 �� �	� 
� /���� �
 �
� L>9MK ����� �+��
� � ����
��

c > 0 �	�� 
��
 ��� ��� !+�� ��
���� k ≥ 2 �� ��
������
 
��� �
����
�� �����+���
�� 
��
�����	� kC���� ������
�� �������� �	������ ����
�� �� 	������
�� �	

������� ��
��� �
��
�� 1+ c

k
 	�
��� P = NP� (���� �� ������� B�>�? �� ��� ���
�
� 
��� ���	

 �� ��

 ��� 
��

�+#	�C�� �#� ����
�� ��
� ΓC��������� �� ��

����

��������� �	�	�%	 )���� �"���� � �������� c > 0 ���� ����  �� ��� $"�� ������� Γ ≥ 1� ��
��
������
 ���� �
������� �����"������ ��� �"-����� '-) ����
�� (��� Γ���������� �� �����
������ ��
�������� (����� � ����� 1 + c/(Γ + 1)� ��
��� P = NP.

�� 
�� ���	�
��� 
�� 
���� ��� 	���� ��	��� ��� !+�� 
� 0 ��� 1� ��� 
��� ������
 ���� 
��
��

����� �
����
�� ������� � Γ+1C�����+���
��� ��� ������
 ��
����� ��� � 2C�����+���
���
��� 
�� �����	� �������� 
��� ����
���

��������� �	
 -����+���
��� ��� ��
�����
����� K ��
���� (E, I) 
���� ��� 	���� ��	��� c(e) = 0 ��� c(e) = 1 ��� �

 e ∈ E Γ ∈ N�
������ K ������
� ��
	
��� E�

#�
 M0 = (E,F) ��� i = 0�
&���� i ≤ Γ  �

<���	
� � ����� Bi �� Mi�
#�
 Mi+1 = (Ei+1, Ii+1) ��
� Ei+1 = Ei\Bi ��� Fi+1 = {F ⊆ Ii | F ⊆ Ei+1} ��� i = i+1�

������ E = ∪Γ
i=0Bi

������� �	�	��	 3
������� 9.� �������� � (Γ + 1)������"�������  �� ��� �"-����� ',	
����
�� ��� � 2������"�������  �� ��� �"-����� '-) ����
��.

/��� . ����
 ��
� 
��
 ��� i = 0, . . . ,Γ 
�� ���
�� (Ei, Ii) �� � ��
����� (���� ����	
��� �
����� Bi �� ��

 ��!����

'� ��� ���� 
� ���� 
��
 E �� � ������
� ��
	
���� 8�
 	� ���	�� 
��
 
���� �+��
� � ���C
����� S ∈ SΓ �	�� 
��
 E ���� ��
 ���
��� �� ��
���
 ��
	
���� 8�
 	� ������ B∗ ��
� �����	� �����
 ����� �� 
�� ���
���� (E, I, cS) ��� B̄ �� � �����	� �����
 ����� ��

�� ���
���� (E, I = {I ⊆ E | I ∈ I}, cS) �	�� 
��
 B∗ ��� B̄ ���� � ��+��	� �	���� ��
������ �
����
�� '�
����� cS(B∗) = 0� 8�
 y ∈ B∗ �	
 y /∈ B̄� #	�� �� �
����
 �+��
� 
����� cS(B̄) > cS(B∗)� �� y ∈ E 
��� B̄ ∪ {y}\{z} �� � �����	� ����� �� E ��������� 
� cS

��
� z ∈ Cy(B̄) ∩Ky(B
∗) z �= y� ���� �� � ���
�����
��� 
� 
�� ������ �� B̄ ��� B∗� (���� 

y /∈ E� ���� y ∈ Ei ��� i = 0, . . . ,Γ ��� 
�� �	������
�
 ���
� ���	��� �� y ��� � ����� Bi ���
(Ei,Fi) �� ��

 ��!���� ��	� 
���� �+��
� �� �
����
 ei ∈ Cy(Bi) ∩Ky(B

∗) ��� i = 0, . . . ,Γ�
#���� �
 ���
 Γ �
����
� ���� ���
 1 
���� �� �� �
����
 ei ∈ E ��
� cS(ei) = 0� ���� 
��
����� B′ = B∗\{y}∪{ei} �� �� ��
���
 ��
	
��� �� FS� <������� ei ��� B′ ���
��� �� y ��� B∗

�� 
�� ����� ���	���
�
��� �� ��
��� � ���
�����
���� �
 ������� 
� ���� 
�� �����+���
���
�	����
� �� 
�� �
����
���



"�&� (������%����� (������
%� E9

8�
 r �� 
�� ���� �� 
�� ���������� ��
����� #���� ��� ��
���
 ��
	
��� ���
���� �
 
���

r �
����
� ��� 
�� ����	
�� ��
	
��� ���
���� ��+���
 (Γ + 1)r �
����
� 
�� ��������
�
����
�� �� �� � (Γ + 1)C�����+���
����

'� !��

� �
����
��� 
�� ��
���
��� �� 
�� �	���� �� �
����
� ���
����� �� �� ��
���

��
	
��� ��� 
�� �#� ����
��� 8�
 G = (V,E) �� � ����� ��� c(e) = 0 ��� c(e) = 1 ��� �


e ∈ E� '� ���
�
��� V ��
� 
�� ��
� V1 ��� V2 ��
� V1 = {v ∈ V | d(v) ≤ Γ} ��� V2 = V \V1�
8�
 ��� G∗ = (V,E∗) �� �� ��
���
 ��
	
��� 
� 
��� �+#	�C�� �#� ���
����� ���� 

|E∗| ≥ Γ + 1

2
|V2|+

∑
v∈V1

d(v)

2
.

=� 
�� �
��� ���� 
�� �	���� �� ����� EALG ������ �� -
����
�� B�; �� ��	���� ��

EALG ≤ (Γ + 1) · |V2|+
∑
v∈V1

d(v).

(���� 
��� �� � 2C�����+���
����

�� 
�� 
��
 ���
��� �� ��
���	�� �� �����+���
��� ������ 
� ��
�� ��� �+#	�C�� 8<���
����
���

�� � $##��
������	 $���������

��� ��� �+#	�C�� 8<��� ����
�� ����������
 �� 
�� 
��� �� �������� ��
� �� �
����
��
��
	����� 
�� ���
� ��
 U �� �� |U |C�����+���
���� '� ������� 
��� ���
�� 
� |U |

�+1
��� ���

� ∈ N ��� � �	�C
��� �� O(2��|U |�Y) ����� Y ����
�� 
�� �	�C
��� 
� ����	
� �� ��
���

��
	
��� �� � ������������� 8<��� ���
����� '� �
��
 �� ��
���	���� � ���
����� 
� 
��
 
��
�������
�
� �� � ����� �	���
 �� 
�� ���� �� ��
����
 ���������� ��� 
��
 �	�� �� ��
������
 
���
�� 
�� ��*� �� 
�� ����� �	���
 �� ����
��
�

$���� �	�	�	 &�� (U,F ,SI) �� �� �������� � �� �"-����� &�'�� ����
�� (��� �������

��������� ����� �� 
�(�� ��� ����� ���� ������ c(u) ��� c(u)  �� �

 u ∈ U . &�� U ′ ⊆ U ���

SI(U
′) = {S ∈ SI | cS(u) = c(u) ∀u /∈ U ′ ��� cS(u) ∈ {c(u), c(u)} ∀u ∈ U ′}.

� ����� �"���� � ��
����� F ∈ FS (��� F ⊆ U ′  �� ����� S ∈ SI(U
′)� ���� U ′ �� �  �����
�

��
����� � ��� ����� �"-����� &�'�� ��������.

/��� . 8�
 S ∈ SI ��� S ′ ∈ SI(U
′) ��
� cS

′
(u) = cS(u) ��� �

 u ∈ U ′ ��� cS

′
(u) = c(u)

�
�������� ��� ��� F ∈ FS ��� F ′ ∈ FS′
��
� F ′ ⊆ U ′ 

cS(F )− cS(F ′) ≥ cS
′
(F )− cS

′
(F ′) ≥ 0,

����� F ′ ⊆ U ′� ��	� U ′ �� � ������
� ��
	
��� �� 
�� ����� ���
�����

- ����
�� ���	

 ��� �� �������� ��� ΓC����������



E; �
����� "� �����  
���� ����������� ���
������

��������� �	� -� |U |
�+1

C�����+���
��� ��� SΓ ��� SI �

����� K - ��
 U  � ��
 �� ������
� ��
	
���� F  
���� ��� 	���� ���
 ��	��� c(u) ∈ N ���
c(u) ∈ N ��� �

 u ∈ U  � �������� ������
�� Γ ∈ N ��� �� �����+���
��� ���
��
� ∈ N�

������ K ������
� ��
	
��� U ′�

��� i = �, . . . , 1  �
������ U ⊆ U (��� |U | = i  �

#�
 SΓ = {S ∈ SΓ | cS(u) = c(u) ∀u /∈ U ′, cS(u) ∈ {c(u), c(u)} ∀u ∈ U ′}�
�� U ��  �����
� ��������� �� SΓ(U) ����

#�
 U ′ = U

�� U ′ = ∅ ����
������ U

��'�
������ U ′

$���� �	�	
	 &�� (U,F ,SΓ) �� �� �������� � �� �"-����� &�'�� ����
�� (��� Γ����������
����� �� 
�(�� ��� ����� ������ c(u) ��� c(u)  �� �

 u ∈ U ��� � ��������� Γ ∈ N. &��
U ′ ⊆ U ���

SΓ(U
′) = {S ∈ SΓ | cS(u) = c(u) ∀u /∈ U ′ ��� cS(u) ∈ {c(u), c(u)} ∀u ∈ U ′}.

� ����� �"���� � ��
����� F ∈ FS (��� F ⊆ U ′  �� ����� S ∈ SΓ(U
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�
��� ��� �	+�
���� �
��� 
� !+ 
�� �������� ��
��� ��� ��� ��������
� !��
C�
��� ��
	
���� ���
������
��� �� 
�� !��
 �
��� ��� ��
 
�

c0 = n+ k, w0(i) =

{
1 i ∈ N1 ∪N2

c0 + 1 �
�������
, p0(i) = 0 ∀i ∈ N, ��� K = 1 + �.

(���� �� ������
� !��
C�
��� ��
	
��� ���
���� ��� �� 
�� �
��� �� N3� %	
 
�� ���!
 �	��
����
�� ���� �������� ��

 �� ����
�	�
�� �� � ��� �	�� 
��
 �

 
���� �
��� ���� 
� �� ����� 
� 
��
�������� ��
	
��� ��� ���� �������� 
� ��
��� � 
�
�
 ���!
 �� �
 
���
 K�

�
 ������� 
� ��!�� 
���� ��������� S� ���� ��
 ������
� �� 
���� ��5����
 
����K ��� !��
 
���
������ ��� !��
C�
��� ��
	
��� ��
� � 
�
�
 ���!
 ����
�� 
��� �� �G	�
 
� K 
� ���������
� 
��
�
��� �� N2� �	�
������� 
���� �
��� ���� 
� �� ������� �� ��� �
��� �������� ��
	
��� ���

�	� �� �
�� �� N1 ��� �� �������� ��� ������ 
��� �	����
��� 
��
 ��� i = {1, . . . , n} ��
���

�� �
�� 2i−1 �� 2i �� ���
 �� 
�� !��
C�
��� ��
	
���� ��� ������ ����
� 
�� ���������
 �� 
��
������
�� xi 
� 
�	� �� ��
�� i = 1, . . . , n� ��� 
��
 
��� ���	��� 
��
 �

 �
�	��� ��� ��
��!���

����
 
��� �� ���������K ��� 
�� �
��� j ∈ N2 �� ��� � �������� S1
j 
� I ′ ��
� cS

1
j = 0 

pS
1
j (i) =

{
1 i = j �� i ∈ N3

0 �
�������
��� wS1

j (i) = 0 ��� i ∈ N.

(���� � !��
C�
��� ��
	
��� �	�
 ���
��� 
���� k �
��� 
� ��
 � ��
	� ����
�� 
��� �� �G	�


� K� #����� 
��� �� ���������K ��� ���� ������
� xj  j ∈ {1, . . . , n} �� ��� S2

j 
� I ′ ��!����

cS
2
j = 0 

pS
2
j (i) =

{
1 i ∈ {2j − 1, 2j}, i ∈ N3

0 �
�������
��� wS2

j (i) =

{
1 i ∈ N2

0 �
�������
��� i ∈ N.

����� 
��� �� ���������K ��� ���� �
�	�� j = 1, . . . , m �� ����
�	�
 ��� �������� S3
j ����� �	
�

� ���!
 �� 1 
� �

 �
��� ��������
��� � ����!��
��� �� 
�� �
�	�� ���� pS
3
j (i) = 1 ��� �� ����

�
�� i ∈ N1 �� ��� ��
� �� xi ∈ Cj ��� pS
3
j (i) = 1 ��� �� ��� �
�� i ∈ N1 �� ��� ��
� �� xi ∈ Cj�

�	�
������� �

 �
��� i ∈ N3 ��� �������� � ���!
 �� 1� ��� �����
� �� �

 �
��� i ∈ N1 ∪N3

�� �

 
���� ��������� ��� 
�� �������� ������
� ��� ��
 
� 0� ��� �����
� �� �
��� i ∈ N2 ���
��
 
� 1� ��� ��*� �� 
�� ����
�	�
�� ���
���� �� ��
������
 �� 
�� ��*� �� I� - 
�	� ���������

�� 
�� @#-� ���
���� I �+��
� �� ��� ��
� �� 
���� �+��
� � ��
	
��� �� I ′ ��
� � 
�
�
 ���!

����
�� 
��� K�

2�
� 
��
 
�� ��
���
 ��
	� �� 
�� (k, �)C��,� ���
���� �� 
�� ���	�
��� ��
������� � 
����
��	�� �� �+1

�
��� � ∈ N �� 
�� ���
 ������
� �����+���
��� ���
��� ���� ���
��� 
��
 ���

(k, 0)C��,� �� �������+����
� 	�
��� P = NP�

����

� �� �������� 
�� ������
 ���� �� ����� �

 �������� ���!
� ��� ��
 
� 0�

������� �	
	�	 )�� (k, �)���;/ �� ������
� NP�����  �� �������� �������� ���� ���� (���
����� �� �� �������� ���$�.

/��� . ��� ���	�
��� �� � ����!��
��� �� 
�� ����� �� ������� >�;�;� �� 
��
 ���� 
�� !��
C
�
��� ���!
 �� ��
 
� 1 ��� �

 �
��� i ∈ N1 
� 2n ��� i ∈ N2 
� 0 �
������� ��� K =
n + 2nk� (���� ��� !��
C�
��� ��
	
��� X ��
� p(X) ≥ K ����� 
� ���
��� �

 �
��� �� N2�
��� !��
C�
��� �����
 �G	�
� 1 ��� �

 �
��� ��� 
�� !��
C�
��� ������
� n + k� - ��������
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S1
j ��������
��� � �
�	�� Cj  j = 1, . . . , m ��
� wS1

j (i) = 1 �� ��� ��
� �� 
�� �������������

������
� ��
��!�� 
�� �
�	�� ��� i ∈ N1 w
S1
j (i) = 3 ��� i ∈ N2 ��� 0 �
�������� ��� ������
�

��� ���� �
�	�� �G	�
� 2� �	�
������� ��� ���� ������
� xj  j = 1, . . . , n �� ��� � �������� S2
j

��
� wS2
j (2j − 1) = 1 wS2

j (2j) = 1 wS2
j (i) = 2 ��� i ∈ N2 wS2

j (i) = 0 �
������� ��� cS
2
j =

1� ����� ��������� �	����
�� 
��
 ��
��� 
�� �
�� 2j − 1 �� 2j �� �� � ������
� !��
C�
���
��
	
����

���� ���	�
��� ���� ��
 ���
� � 
���� ��	�� �� 
�� �����+���
��� ���
���

,������� :�)�
� �1 "�
���	�� '� ��

 ��� ������
��
� 
��
 
�� ���������
� ���	�

�������� ����
�� ��� �� ��
��� �� ���	��C��
������
 
��� ��� � ����
��
 �	���� �� ����������
��� ������
�� �
����
�� �� ����� �� ������� ����������� ��� �+
���� 
�� ���� �� N	 L9::M
��� 
�� ���	�
 ����� ��� ������
 �� 
�� �
����
�� �� 
� ����	
� ���	�����
� 
�� ��
	� �� 
��
��
���*�
��� ����
�� ���� 
�� ��
���
 ��
��
��� �� ���� ����� 
�� !��
 t �
��� 	���� 
��
!��
C�
��� ������
� d0 ��
� c ≥ d0 ≥ 0 
�� �������� ��������
 �������� ������
��� (jS, iS) 
0 ≤ jS ≤ k 0 ≤ iS ≤ � 
�� �������� ������
��� dS ��
� cS ≥ dS ≥ 0 ��� � �	����
��� �+
��
���!
 �� ���� �������� S �� αS ���	��� �� 
�� �
��� {t+ 1, . . . , n}� ���� ����
�� �� ����
��
�� �� ��
���� ������� G	�
� ����
�� 
� 
�� ���,�C��C����	
�
��� H���� EEIK -� �� 
��
 ��

���

�� ������
� x ��������
� 
�� !��
C�
��� ��
	
��� xS 
�� ��
	
��� 
���� �� �������� S ∈ SD 
ySi ������
�� �� �
�� i �� ����� �� S ��� zSi �� �
�� i �� ������� ���� x �� S i ∈ N �

g(t, d0, vS1, . . . , vSr) = max
∑
i∈Nt

p0ixi + ω

∑
i∈Nt

w0
i xi ≤ d0

∑
i∈Nt

wS
i x

S
i ≤ dS ∀S ∈ SD

xS
i − xi ≤ ySi ∀ i ∈ Nt, ∀S ∈ SD

∑
i∈Nt

xi − xS
i ≤ zSi ∀ i ∈ Nt, ∀S ∈ SD

∑
i∈Nt∑

i∈Nt

ySi ≤ iS ∀S ∈ SD

∑
i∈Nt

zSi ≤ jS ∀S ∈ SD

ω −
∑
i∈Nt

pSi x
S
i + αS ≤ 0 ∀S ∈ SD H>�EI

xi, x
S
i , y

S
i , z

S
i ∈ {0, 1} ∀ i ∈ Nt, S ∈ SD

ω ≥ 0


� 
�� ����� ������
��� t, d0, vS ��
� vS = (dS, αS, jS, iS) ��� αS ≥ 0 ��� �

 S ∈ SD ���
Nt := {1, . . . , t}� ��� ���G	�
�
� H>�EI ��5��� ���� 
�� ���G	�
�
� H>�DI �� 
�� ���,�C��C
����	
�
��� �� 
�� ����
��� �� 
�� ������
�� αS 
� 
�� ��+��	� ���!
 �������� �� ���
��������� ��
	
��� �� �������� S� ���� ������
�� αS ����
� � �	����
��� ���!
 �� �������� S
��
����� �� �
��� t+ 1, . . . , n 	���� ���������
��� �� 
�� ��������� ������
� cS − dS ���
�������� ����� (k − jS, �− iS)�
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�� ����� 
� ����
��� 
�� ���
��
�*�
��� �� ��� �� �
�� i = 0 ��
� p00 = 0 pS0 = 0 ��� �


��������� S ∈ SD w0

0 = c0 +1 ��� wS
0 = cS +1 ��� �

 S ∈ S� (���� ��� |SD| = r ��� ������
�

��
	
��� ��
� x0 = 0 ��� g(0, d0, vS1, . . . , vSr) = 0 �� d0 ≥ 0 dS ≥ 0 jS ≥ 0 ��� iS ≥ 0 ��� �


S ∈ SD� '� ����
� 
��� ��
 �� �

 ������
� ������
�� ��
� ��
� Z ���� 

Z = {0, . . . , n} × {0, . . . , c0} × {{0, . . . , cS}, {0, . . . , Pmax}, {0, . . . , k}, {0, . . . , �}
}r

��
� Pmax = maxS∈SD

∑n
i=1 p

S
i � ��� γ = (t, d0, dS1, αS1, jS1, iS1 , . . . , iSr) �� ����
� γ1 ��
� t(γ) 

γ2 ��
� d0(γ) ��� �� ��� �� 
���� �� � ������
�� ��
 γ /∈ Z ��
� γ(t) = 0 
���� �+��
� �� ������
�
��
	
��� ��� g(γ) ��� 
�	� �� ��
 g(γ) = −∞�

�� 
�� ��+
 �
�� �� ��!�� � ���	����� ����	
� ����	
��� 
�� ��
	� �� g(γ) �	
 �� 
�� ��
	��
�� g(γ′) ��
� t(γ′) = t(γ)−1� 8����
� �������� �� ������ �� �
�� t(γ) �� ���
 �� 
�� !��
C�
���
��
	
��� ��� �� ����� ��������� 
�� �������� ��
��� �� 
����� �
���� ���� �����

� ��� � �����
������
�� ��
 γ �� ��!�� g+(γ) �� 
�� ��+��	� ��
	� �� g(γ) �� 
�� �
�� t(γ) �� ����� 
�

�� !��
C�
��� ��
	
���� -� �� ��

 ���� g+(γ) ��� ���	�����
� �� ����	
�� ��

g+(t, d0, vS1, . . . , vSr) = max
β∈{−,∼}r

g(t− 1, d0 − w0
t , v

S1
β1
, . . . , vSr

βr
) + p0t

��
� vS− = (dS, αS, jS−1, iS) ��� vS∼ = (dS−wS
t , α

S+pSt , j
S, iS)� (��� 
�� ���
�� vS− ��������
�


�� �������� 
� ��
�
� 
��� �
�� �� 
�� ��������� ��
	
��� �� �������� S ��� vS∼ 
�� �������� 
�
���� 
�� �
��� �� 
�� ���� ��� �� ��!�� g−(γ) �� 
�� ��+��	� ��
	� �� g(γ) �� 
�� �
�� t(γ)
�� ��
 ����� 
� 
�� !��
C�
��� ��
	
���� ���� ��� �
�� �� ���	�����
� �� ����	
�� ��

g−(t, d0, vS1, . . . , vSr) = max
β∈{+,0}r

g(t− 1, d0, vS1
β1
, . . . , vSr

βr
)

��
� vS+ = (dS − wS
t , α

S + pSt , j
S, iS − 1) ��� vS0 = vS� ��� ���
�� vS+ ��������
� 
�� ���� 
�

��� 
��� �
�� �� 
�� ��������� ��
	
��� �� �������� S ��� vS0 
� ������� ���� ����� ��� ���
�������
��� �� 
���� 
�� ��
	�� ��
������� g(γ) ��

g(γ) = max{g+(γ), g−(γ)}. H>�?I

��� ��
	� �� �� ��
���
 ��
	
��� �� ����� �� g(n, c0, vS1, . . . , vSr) ��
� vSi = (cSi, 0, k, �)� ��
��
��� �� ��
���
 ��
	
��� x∗, xS1 , . . . , xSr 
� g(n, c0, vS1 , . . . , vSr) �� �������� � ������
� ��C
G	���� γt t = 0, . . . , n �� Z ��
� γn = (n, c0, vS1 , . . . , vSr)� - ��G	���� γt t = 0, . . . , � ��
��

��  �����
� �� γt ∈ Z ��� �

 t = 0, . . . , � t(γi) = i ��� γt−1 ∈ Z(γt) ��
�

g(γt) =

{
g(γt−1) �� γt−1 ∈ Z−(γt)

g(γt−1) + p0i �� γt−1 ∈ Z+(γt)

��� t = 1, . . . , �� ��� ��
 Z(γ) ���
���� �

 ������
� ������������ �� � ����� ������
�� γ� -�
�
����
 γ′ �� ��

�� � ����������� �� γ �� t(γ′) = t(γ)−1 d0(γ′) = d0(v)−w0

t(γ) �� d0(γ′) = d0(γ)
���

vS(γ′) ∈
{
{vS+(γ), vS0 (γ)} �� d0(γ′) = d0(γ)

{vS−(γ), vS∼(γ)} �� d0(γ′) = d0(γ)− w0
t(γ).

- ����������� �� γ �� �
����
 �� Z+(γ) �� d0(γ′) = d0(γ)−w0
i(γ) ��� �
������� �
 �� �� �
����


�� Z−(γ)� -�������� 
� �	�� � ������
� ��G	���� γt t = 0, . . . , n ��
� γn = (n, c0, vS1 , . . . , vSr) 
�
�� ��

�� � ��
����� ��2����� � ��
	
��� x∗, xS1 , . . . , xSr �� ��!��� �� x0 = 0 xS

0 = 0 ��� �


S ∈ SD 

x∗
t =

{
0 �� γt−1 ∈ Z−(γt)

1 �
�������
��� xS

t =

{
0 �� vS(γt−1) = {vS0 (γt), vS∼(γ

t)}
1 �
�������
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��� �

 S ∈ SD ��� t ≥ 1� %���� �� 
�� ���
��
 �����
��� ��� 
�� ���	����� � �������
������� ��� ����
� �� �������� ��
� � �	�C
��� �� O(n · cmax(cmax · Pmax · k · �)|SD| · 2|SD|) ��
�
cmax = max{c0,maxS∈SD

cS} ��� Pmax = max{∑n
i=1 p

0
i ,maxS∈SD

∑n
i=1 p

S
i }�

������� �	
	�	 &�� x∗, xS1, . . . , xSr �� ���� 0�1 ������ �������� ��������� �� ��� ���������
 ����
� H>�?I ��� � ��
����� ��2����� γt� t = 0, . . . , n. )��� ���� �� �� ������
 ��
����� �� ���
����� (k, �)���;/ �������� (��� p(x∗) = g(γn).

/��� . 8�
 γt ∈ Z t = 0, . . . , t �� ��� ������
� ��G	���� ��� 
�� ������������� 0C1 ����
�
x ∈ {0, 1}t+1 ��� xS ∈ {0, 1}t+1 ��
� x0 = 0 xS

0 = 0 ��� �

 S ∈ SD 

xt =

{
0 �� γt−1 ∈ Z−(γt)

1 �
�������
��� xS

t =

{
0 �� vS(γt−1) = {vS0 (γt), vS∼(γ

t)}
1 �
�������

��� t ≥ 1� �	�
������� �� ��!�� 
�� ��
���*�
��� ����
�� φ(γ) ��� γ ∈ Z ��

Φ(γ) = max

t(γ)∑
i=0

p0ixi + ω

t(γ)∑
i=0

w0
i xi ≤ d0(γ)

t(γ)∑
i=0

wS
i x

S
i ≤ dS(γ) ∀S ∈ SD

xS
i − xi ≤ ySi ∀ i = 0, . . . , t(γ), ∀S ∈ SD

xi − xS
i ≤ zSi ∀ i = 0, . . . , t(γ), ∀S ∈ SD

t∑
t(γ)∑
i=0

ySi ≤ iS(γ) ∀S ∈ SD

t(γ)∑
i=0

zSi ≤ jS(γ) ∀S ∈ SD

ω − min
S∈SD

t(γ)∑
i=0

pSi x
S
i + αS(γ) ≤ 0 ∀S ∈ SD

xi, x
S
i , y

S
i , z

S
i ∈ {0, 1} i = 0, . . . , t(γ), S ∈ SD,

ω ≥ 0

��
� p00 = 0 w0
0 = c0 +1 wS

0 = 0 ��� pS0 = 0 ��� �

 S ∈ SD� ��� ��
	� �� �� ��
���
 ��
	
���
�� φ(γ) �� ����
�� �� Φ(γ)� '� ��

 ���� 
��
 x, xS1 , . . . , xSr �� �� ��
���
 ��
	
��� 
� 
��
��
���*�
��� ����
�� φ(γt)�

8�
 	� ���	�� ��� ���
�����
��� 
��
 
��� �� ��
 
�� ���� ��� γt t = 0, . . . , t′ �� � ������
�
��G	���� ��
� �����	� t′ �	�� 
��
 ��
��� Φ(γt′) �= g(γt′) �� x, xS1, . . . , xSr �� ��
 � ������
�
��
	
���� ��� ��� γ ∈ Z ��
� t(y) = 0 ��� x0 = 0 = xS

0 �� ��
��� g(γ) = Φ(γ)  ��� �����
x0 = 0 = xS

0 �� � ������
� ��
	
��� ��� φ(γ) t′ �� ����
�� 
��� �� �G	�
 
� 1� '� ��

 ���� ��

�� ��+
 
���� �
���� 
��
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9� x, xS1, . . . , xSr �� � ������
� ��
	
��� �� φ(γt′)V

;�

g(γt′) =

t′∑
i=0

p0ixi + min
S∈SD

t′∑
i=1

pSi x
S
i + αS(γt′);

@� ��� g(γt′) ≥ Φ(γt′)�

���� 
���� 
� � ���
�����
��� 
� �	� ���	��
����

�
���. ��� ��
	
��� x, xS1 , . . . , xSr �� � ������
� ��
	
��� �� φ(γt′)�

/��� . �	� 
� ��!��
��� �� x, . . . , xSr ��� �	� ���	��
��� {x, xS1 , . . . , xSr}|[0,...,t′−1] �� � ������
�
��
	
��� �� φ(γt′−1)� '� ��

 ��� �������� �

 ��	� ����� 
� ����
�	�
 γt′ �	
 �� γt′−1 ��� ����

��
 �� ��� ���� 
�� ��
	
��� x, . . . , xSr ������� ������
��

�� γt′−1 ∈ Z−(γt′) 
��� xt′ = 0 ��� xt′ ≤ xS
t′ ��� �

 S ∈ SD� ��������� ∣∣{j ∈ {0, . . . , t′} | xj − xS
j > 0

}∣∣ = jS(γt′−1) = jS(γt′)

��� �

 S ∈ SD ���
t′∑

j=0

w0
jxj =

t′−1∑
j=0

w0
jxj ≤ d0(γt′−1) = d0(γt′).

��� S ∈ SD ��
� vS(γt′−1) = vSi
0 (γt′) 
�� ��
	
��� {x, xS1 , . . . , xSr}|[0,...,t′−1] ����� 
�� ���G	�
C

�
���
t′−1∑
j=0

wS
j x

S
j ≤ dS(γt′−1),

∣∣{j ∈ {0, . . . , t′ − 1} | xS
j − xj > 0

}∣∣ ≤ iS(γt′)

��� xS
t′ = 0 ��� 
�	�

t′∑
j=0

wS
j x

S
j ≤ dS(γt′−1) = dS(γt′) ���

∣∣{j ∈ {0, . . . , t′} | xS
j − xj > 0

}∣∣ ≤ iS(γt′).

�� vS(γt′−1) = vSi
+ (γt′) 
�� ���G	�
�
���

t′−1∑
j=0

wS
j x

S
j ≤ dS(γt′−1) = dS(γt′)− wS

t′ ���

∣∣{j ∈ {0, . . . , t′ − 1} | xS
j − xj > 0

}∣∣ ≤ iS(γt′−1) = iS(γ)− 1

��� �
�� ��
��!�� ��� �� ��
��� ��
� xS
t′ = 1 

t′∑
j=0

wS
j x

S
j ≤ dS(γt′) ���

∣∣{j ∈ {0, . . . , t′ − 1} | xS
j − xj > 0

}∣∣ ≤ iS(γt′).

�� γt′−1 ∈ Z+(γt′) 
��� xt′ = 1 ��� xt′ ≥ xS
t′ ��� �

 S ∈ SD� (���� ∣∣{j ∈ {0, . . . , t′} | xS

t′ − xt′ > 0
}∣∣ ≤ iS(γt′−1) = iS(γt′).

#���� d0(γt′−1) = d0(γt′)− w0
t′  �� ��


t′∑
j=0

wS
j xj =

t′−1∑
j=0

wS
j x

S
j + wS

j ≤ d0(γt′).



#��� ��������  �������� ?>

��� S ∈ SD ��
� vS(γt′−1) = vS−(γ
t′) �� ��
���

t′−1∑
j=0

wS
j x

S
j ≤ dS(γt′−1) = dS(γt′) ���

∣∣{j ∈ {0, . . . , t′ − 1} | xj − xS
j > 0

}∣∣ ≤ jS(γt′−1)

��� xS
j = 0 ��� 
�	�

t′∑
j=0

wS
j x

S
j ≤ dS(γt′) ���

∣∣{j ∈ {0, . . . , t′} | xj − xS
j > 0

}∣∣ ≤ jS(γt′−1) + 1 = jS(γt′).

�� 
�� ���� �� vS(γt′−1) = vS∼(γ
t′) 
�� ��

����� ���G	�
�
��� ��

�� ���� 
�� ����
�	�
���K

t′−1∑
j=0

wS
j x

S
j ≤ dS(γt′−1) = dS(γt′)− wS

t′ ,

∣∣{j ∈ {0, . . . t′ − 1} | xj − xS
j > 0

}∣∣ ≤ jS(γt′−1)

��� xS
j = 1 

t′∑
j=0

wS
j x

S
j ≤ dS(γt′) ���

∣∣{j ∈ {0, . . . , t′} | xj − xS
j > 0

}∣∣ ≤ jS(γt′−1) = jS(γt′).

��������� x, xS1 , . . . , xSr �� � ������
� ��
	
��� �� φ(γt′)� �
#���� x, xS1 , . . . , xSr �� � ������
� ��
	
��� �
 ������� 
� ���� ��
��� 
�� ��+
 
�� �
���� 
��

g(γt) = Φ(γt)�

�
���. ��� ��
	� g(γt′) �G	�
� 
�� 
�
�
 ���!
 �� x �� xS1 , . . . , xSr ��� 
���� �� �������� ���
αS(γt′) �� ����� 
� ���� �������� ���!
 S ∈ S ���� 

g(γt′) =
t′∑
i=0

p0ixi + min
S∈SD

t′∑
i=1

pSi x
S
i + αS(γt′).

/��� . 8�
 IS− := {t ∈ {1, . . . , t′} | γt−1 ∈ Z−(γt) ��� iS(γt−1) = iS(γt) − 1} ��� IS+ := {t ∈
{1, . . . , t′} | γt−1 ∈ Z+(γt) ��� jS(γt−1) = jS(γt)} ��� ���� S ∈ S� ��	�

αS(γ0) = αS(γt′) +
∑
i∈IS−

pSi +
∑
i∈IS+

pSi .

#����
IS− =

{
t ∈ {1, . . . , t′} | xt = 0 ��� xS

t = 1
}

���

IS+ =
{
t ∈ {1, . . . , t′} | xt = 1 ��� xS

t = 1
}
,

�� ��
���

αS(γ0) = αS(γt′) +
∑
i∈IS−

pSi +
∑
i∈IS+

pSi = αS(γt′) +

t′∑
i=1

pSi x
S
i .
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�	�
������� 

g(γt) = g(γt−1) + p0i · xi

�	� 
� 
�� ��!��
��� �� x ��� 
�	�

g(γt′) = g(γ0) +
t′∑
i=0

p0i · xi.

#����

g(γ0) = min
S∈SD

αS(γ0) = min
S∈SD

αS(γt′) +
t′∑
i=0

pSi x
S
i

�� ��


g(γt′) =
t′∑
i=0

p0i · xi + min
S∈SD

αS(γt′) +
t′∑

i=0

pSi x
S
i .

�

-� � �����G	���� �� 
���� 
�� �
���� g(γt′) ≤ Φ(γt′). ��	� �
 ������� 
� ���� 
��
 g(γt′) ≥
Φ(γt′) 
� ��
��� � ���
�����
����

�
���. �
 ��
�� g(γt′) ≥ Φ(γt′)�

/��� . 8�
 x̃, x̃S1 , . . . , x̃Sr �� �� ��
���
 ��
	
��� �� φ(γt′)� -�������� 
� 
��� ��
	
��� �� ��!��
� ������
� ��G	���� γ0, . . . , γt′ ��
� γt′ = γt′ �� 
�� ��

����� ���K

d0(γt−1) =

{
d0(γt) �� x̃t = 0

d0(γt)− w0
t �� x̃t = 1

��� vS(γt−1) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
vS0 (γ

t) �� x̃t = 0, x̃S
t = 0

vS+(γ
t) �� x̃t = 0, x̃S

t = 1

vS−(γ
t) �� x̃t = 1, x̃S

t = 0

vS∼(γ
t) �� x̃t = 1, x̃S

t = 1.

�	� 
� �	� ���	��
��� ��� 
�� ����
�	�
��� �� γt g(γt) = Φ(γt) ��� t = 0, . . . , t′ − 1 ���
γt′−1 ∈ Z(γt′)� �� γt′−1 ∈ Z+(γt′) 
���

Φ(γt′) = Φ(γt′−1) + p0t′ = g(γt′−1) + p0t′ ≤ g(γt′)

��� �� γt′−1 ∈ Z−(γt′) 
���

Φ(γt′) = Φ(γt′−1) = g(γt′−1) ≤ g(γt′).

���� �� � ���
�����
���� �

�� �	� 	� ��� 0C1 ����
 ������������� 
� � ������
� ��G	���� γ0, . . . , γt ��
������� �� ��
���

��
	
��� �� φ(γt)�

�� 
�� ��

����� �	����
��� �� ��

 ���	� �� 
�� ��
������
 �
�	�
	�� �� � (k, �)C��,� ���
�����



#��� ��������  �������� ?D

#����� -*������ ��)�� (��.�
�
�
��

-� ����
�� �	
 �� <������ �
 �
� L@;M ��� ��
���
��� ��� �
	����� 
�� ��
�
��� �� 
�� ��������
����
�� �� 
��
 ��
�� ���G	�
�
��� ��� 
�� �������� ��
�
��� ��� �� 	��� �� �	

��� �
���� ���
������
 0C1 
����� ��
���� �������� H�8�I� ��� ���� �� 
� �������� ���� �������	�
 ����
����
 ��
� 0C1 �8� �� � 0C1 �������� ����
����
� #�����
 �
����� �� ��
�� ���G	�
�
��� ��� ����� �	�� ��

�� 
��
�� ����� ���G	�
�
��� H8<��I �� %�
�� LEM ��� '�
��� L?EM 
�� �����
 ���G	�
�
��� H'��I
�� '������
�
 L?DM �� 
�� (1, k)C���!�	��
���� ��
���	��� �� ������� LEBM� ��� 
�� �
��� ��
(k, �)C��,� ����
��� �� ��

 ���	� �� �+
����� ����� ���G	�
�
��� ����� ���� ���� ����� 
�
�� G	�
� �7����
 �� ��
���� �������� ���
����� �� ,������ ��� 8�
������ LFDM�

��� �������� ��
�
��� �� 
�� �����+ �	

 �� 
�� ��
 �� ��
	
��� ���
��� ��� � �������� ����
�� 
���� 

K = conv
{
x ∈ {0, 1}n |

∑
i∈N

wixi ≤ c
}
.

-� �����
��
 �
��� �� ��
�� ���G	�
�
��� ��� 
�� �������� ����
�� ��� 
�� ��C��

�� ������

����� ���G	�
�
��� ��� 
���� �+
�������� - �	���
 C ⊆ N �� ��

�� � ����� ��� K ��

∑
j∈C wj > c�

- ����� �� ������
 ��
∑

j∈C\{i} wj ≤ c ��� ����� i ∈ C� ��� � H������
I ����� C 
�� 5������
6
����� ���2��
��� ∑

j∈C
xj ≤ |C| − 1

�������� � ��
�� ���G	�
�
� ��� K� ��� ������
 ����� ���G	�
�
��� ��� ����
C��!���� ��� C = N  
�	
 �� ������
 
��� ��� ��
� N�
 
��� ��� �� 
��
�� 
� ��!�� � ����
 �� 
�� �������� ��
�
����
=�� ��� 
� 
��
 ����� ���G	�
�
��� �� ����� �� �� �"������� E(C) �� � ����� C

E(C) = C ∪ {j ∈ N\C | wj ≥ wi, ��� �

 i ∈ C}.

��� ���	

��� �"������ ����� ���2��
��� ��� K �����∑
j∈E(C)

xj ≤ |C| − 1.

�� ������
 �
 �� ��
 ��������
� 
� ������
� �

 �+
����� ����� ���G	�
�
��� �	
 ��
�� 
�� 8�C
��
�+�
��� ��� !�� ��� � ���C��
���� ����
 � ���
�
�� ���G	�
�
�� ���� ����
�� �� ��

�� 
��
���������� ����
��� ��	� �� 
�� ���� �� H�+
�����I ����� ���G	�
�
��� �� ��� ��
����
�� ��
!����� ��� � ����� ����
����
 ��
	
��� �	�� �� ���G	�
�
� 
��
 �� ���
�
�� �� �
�
� 
��
 �� �	��
���G	�
�
� �+��
�� ���� �����

� 
�
 x∗ ∈ [0, 1]n �� � ����
����
 ��
	
��� ��
�

∑
i∈N wixi ≤ c�

��� ������
��� ����
�� �� 
� !�� � ����� C ⊆ N  �	�� 
��
∑
j∈C

x∗
j ≥ |C|.

���� 
��� ��� �� 
���������� ��
�

∑
j∈C

x∗
j ≤ |C| − 1 ∀C �����

⇔ max
C �����

∑
j∈C

x∗
j − |C| ≤ −1
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��
���	���� 0C1 ������
�� yj 
����� 
�� ��
	� 1 �� ��� ��
� �� �
�� j �� ���
 �� 
�� ����� j ∈ N  

�� 
��
 ����
�� �� �G	���
��
 
� ��
���� 
�� �������� ����
��

z∗ = max
∑
j∈N

(x∗
j − 1)yj H>�9:I

∑
j∈N

wjyj ≥ c + 1

yj ∈ {0, 1}

∑
j∈N

∀ j ∈ N.

����� �� � ���
�
�� ����� ���G	�
�
� 
� 
�� ����
 x∗ �� ��� ��
� �� z∗ > −1 �� <������ �

�
� ��
�� �� L@;M� N�
 ��
���� 
�� ����
�� �� ����
� NPC���� LB>M�

�� 
�� ��

����� ���
 �� ���� ��� 
�� �
������
 ������
 �� ����� ���G	�
�
��� ��� �� ������
�*��
��� 
�� (k, �)C��,� ��
�
��� �� � G	�
� ��
	��
 ��������

��%(  !�
��
� ,��
� ��
<���	�	
� %����� �� �
��
 ��
� 
�� �����
���
��� �� ���	�
 ������ 
�� ��
���	�� 
�� ��

����� ��
�
���K ��� � ��
 N = {1, . . . , n} � �	��
��� f : N → N � ��

X ⊆ N ��� �� ��
���� r �� ��!�� f(X) =

∑
i∈X f(i) f(max, X, r) = max K⊆X

|K|≤r
f(K) ���

f(min, X, r) = min K⊆X
|K|≥r

f(K)�

��� � ����� (k, �)C��,� ���
���� 
�� (k, �)C���������
� ���	�
 �������� ��
�
��� KD(k) �� �
������
� �������� ��
 SD �� 
�� �����+ �	

 ���� �

 ��
�� !��
C�
��� ��
	
���� ���� 

KD(k) : = conv
{
x ∈ {0, 1}n |

∑
i∈N

w0
i xi ≤ c0 ��� min

T⊆N
|T |≤k

( ∑
i∈N\T

wS
i xi

)
≤ cS

}
.

2�
� 
��
 � ���� ��
 �
�� � ��
� �� 
�� �������
�
� �� � !��
C�
��� ��
	
���� ��� ��
�
��� KD(k)
��� �	

 ��������� �� ��� ��
� �� w0

i ≤ c0 ��� �

 i ∈ N ��� (1− k)wS
i ≤ cS ��� �

 S ∈ S�

��

����� 
�� ������
 �� ������ �� ��

 � ��
 C ⊆ N �� ��;/ ����� �� ��� �� 
�� ��+
 �����
����
��
��

9� w0(C) ≥ c0 + 1

;� 
���� �� � �������� S ∈ SD ��
�

wS(C)− wS(max, C, k) ≥ cS + 1.

-� ��,� ����� C �� ������
 ��

9� w0(C)− w0(min, C, 1) ≤ c0 ���

;� wS(C)− wS(max, C, k)− wS(min, C, 1) ≤ cS ��� �

 S ∈ SD�

��� �� ��,� ����� ��!��� 
�� ��

����� ����� ���2��
��� K∑
i∈C

xi ≤ |C| − 1.

������� �	
	�	 &�� x �� � 0�1 �����. )��� x ∈ KD(k) � ��� ��
� � x �����$�� �

 ������

����� ���2��
�����.
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/��� . H⇒IK 8�
 x ∈ KD(k) ��� 
�
 	� ���	�� 
��
 
���� �+��
� � ������
 ��,� ����� C �	��

��
 ∑

i∈C
xi = |C|.

#���� C �� � ����� 
���� �+��
� ��
��� � �������� S ∈ SD �	�� 
��


wS(C)− wS(max, C, k) ≥ cS + 1

��
w0(C) ≥ c0 + 1.

���� �� � ���
�����
��� 
� 
�� �������
�
� �� x�

H⇐IK 8�
 Tx = {i ∈ N | xi = 1} �� 
�� �	����
 �� x� 8�
 	� �	�
��� ���	�� 
��
 x �� ��������
� 
���� ��
���

w0(Tx) ≥ c0 + 1

�� 
���� �+��
� � �������� S ∈ SD ��
�

wS(Tx)− wS(max, Tx, k) ≥ cS + 1.

(���� Tx �� �� ��,� ����� �� ��!��
���� �� � 
��
 �
�� �� ������ Tx 
� ������ � ������

��,� ������ ��� 
��� ������ �� �����
��
� ������ �� �
�� i ∈ Tx ��
� i = argmini∈Tx w

0
i

�� w0(Tx) ≥ c0 + 1 �� i = argmini∈Tx w
S
i �� wS(Tx)− wS(max, Tx, k) ≥ cS + 1 ��� � ��������

S ∈ S 	�
�
 
�� ��������� ��
 T ′
x �� � ������
 ��,� ������ ��	� x ���
�
�� 
�� H�����	�I

����� ���G	�
�
� ��!��� �� T ′
x�

-� �� 
�� ���� �� 
�� ������
 �������� ��
�
��� � ����� ���G	�
�
� �� ����
 ��!���� �� �
������
 ��,� ����� C ������
� �� N K 
�
 	� �������� 
�� ��
� Ni := N\{i} ��� i = 1, . . . , n�
-

 
���� ��
� ��� ������
� ��
	
���� 
� 
�� �������� ���
���� ����� C = N �� � ������
 ��,�
������ ��	� Ni i = 1, . . . , n ��� n �7�� ����������
 ��
	
���� ��� C �� 
�������� ����

��!�����

��� ������
 �� ��,� ������ ��� �� ����
��
� �+
����� 
� �
����
��� 
�� ����� ���G	�
�
��� ��
��� 
�� ��
�������
�� �������� ��
�
���� - ��������
 ��� 
� ��!�� �� �+
������ �� �� ������
�

 �
��� ����� �����
 �� ����
�� 
��� �� �G	�
 
� 
�� ������
 ��
 ��������� �
�� �� �� ��,�
����� C� ���� �����

� 
�
 C �� �� ��,� ����� ��� S �� � �������� �	�� 
��
 
�� ��������
�����
 ���G	�
�
� �� ���
�
�� �� C� - ��������
 �"������� E

S
(C) �� ����� ��

E
S
(C) = {i ∈ N | wS

i ≥ wS(max, C, k + 1)− wS(max, C, k)} ∪ C. H>�99I

N�
 �
 ���� �	7��� ��� �� �
�� 
� �� ����� 
� C �� �
� �����
 �+����� 
�� �����	�
 ������
�
��������� 
� 
�� �����
 �� 
�� !��
 |C| − k− 1 �
��� ��
� 
����
 �����
 ��� 
�� �����
 �� 
��
�
�� ��
� 
�� ������ ������
 ��
 ��������� �
�� �� C�

��������� �	
	�	 8�
 C �� �� ��,� ����� ��� S �� � �������� ��
�
wS(C)− wS(max, C, k) ≥ cS + 1� -� �"������� ES(C) �� C ��������� 
� S �� ��!���
��

ES(C) =C ∪ {i ∈ N | wS
i ≥ cS − wS(C) + wS(max, C, k + 1) + 1,

C ∪ {i ∈ N |wS
i ≥ wS(max, C, k + 2)− wS(max, C, k + 1)}

��� ��
������� 
�� ��;/ �"������ ����� ���2��
���∑
i∈ES(C)

xi ≤ |C| − 1.
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��� 
�� ������
 �������� ����
�� 
�� ��
 �� ���G	�
�
��� ��
����� �� �+
������ ������

������ �� ����������
 �� 
�� �+
������ ��
��� �� �� ��

 ���� �� 
�� ��

�����K 8�
 C
�� � ������
 ����� ��� jmax = argmaxj∈C w(C) ��� imin = argmini∈E(C)\E(C)w(i)� (���� 

C ′ = C ∪ {imin}\{jmax} �� � ������
 ����� ��
� |C ′| = |C| ��� E(C ′) = E(C)�

��� 
�� ���������
� ���	�
 �������� ����
�� 
�� ��������
 �+
������� ��!�� ������ ���G	�
�C

��� 
��� 
�� ��,� �+
����� ����� ���G	�
�
��� �� 
�� ��

����� �+���
� ������
��K �� 
�� ��C
�
���� ��������� �� ���
� >�; ��
� 6 �
��� {1, . . . , 6} �� !��
C�
��� �����
� ��� 
�� ���������
Sa ��� Sb ��� k = 1 
�� ��
 C = {1, 2, 4, 5} �� � ������
 ������ �� �� �+
��� C �� 
�� ������
��
��� ��������� 
� �������� Sa ESa(C) = {1, 2, 3, 4, 5, 6} �

��	�� wSa(3) < wSa(4)� %	
 
��
��
 C ′ = {1, 2, 3, 5} �� ��
 � ������
 ����� ����� wSb(C ′)−wSb(max, C ′, 1)−wSb(min, C ′, 1) > 3�
-
�� �� �
��� ������
 ����� ���	��� � ��������
 �+
����� ����� ���G	�
�
� �� �
���� �� 
��
��� ������� ���� ESa(C)�

S\N 1 2 3 4 5 6 cS

Sa 2 2 3 4 8 9 6
Sb 10 1 5 2 1 0 3

���
� >�;�K ��� 
��
� ����� 
�� �������� ������
� ��� 
�� �����
� ��� ���� �
�� ��������� 
�

�� ��5����
 ����������

�� 
�� ��

����� 
���� �� ����� 
��
 
�� ��,� �+
����� ����� ���G	�
�
��� ��� ������
��

$���� �	
	!	 &�� C �� �� ��;/ ����� ��� ES(C) �� �� �"������� ��������� �� �������� S.
)��� ∑

i∈ES(C)

xi ≤ |C| − 1 H>�9;I

�� � ��
�� ���2��
���  �� KD(k).

/��� . 8�
 	� ���	�� 
��
 
���� �+��
� �� ��
���� ����
 x ∈ KD(k) � ������
 ����� C ��� �
�������� S �	�� 
��
 ∑

i∈ES(C)

xi = |C|.

8�
 Tx = {i ∈ N | xi = 1} �� 
�� �	����
 �� x ��� ia �� �� �
�� �� Tx ∩
ES(C)\C ��
� �����	� �����
 ��������� 
� S� '� �	�
������� ����� 
�� �
��� ��
C ����������
� ��������� 
� 
�� �����
� �� S ���� wS(i1) ≤ wS(i2) ≤ . . . ≤ wS(i|C|)
��� ��!�� X = {i1, . . . , i|C|−k−1}� #���� wS(ia) ≥ cS − wS(C) + wS(max, C, k + 1) + 1 
wS(ia) ≥ wS(max, C, k + 2)− wS(max, C, k + 1) ��� wS(X ∪ {i|C|−k}) ≥ cS + 1 

wS(Tx)− wS(max, Tx, k) = min
K⊆Tx
|K|≤k

wS(Tx\K)

≥ wS(X) + min{wS(i|C|−k), w
S(ia)}

≥ cS + 1.

���� �� � ���
�����
��� 
� 
�� �������
�
� �� x�
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"
&����	�� �1 ��
 ��%(  !�
��
� ,��
� ��
<���	�	
� 1�� SD ��� ������
��� ����
��
�� 
� !�� �� ���G	�
�
� 
��
 �� ���
�
�� �� � ����� ���C��
���� ����
 �� 
� ����� 
��
 ����
�+��
�� �� �	� ���� �� ��� ��
����
�� �� !����� ��� � ����� ����
����
 ��
	
��� x∗ ∈ [0, 1]n ��
��,� �+
����� ����� ���G	�
�
�� #���� 
�� ��!��
��� �� � ����� �� ����� �� 
�� ���������
��� ��
� ����
� �������� �� 
� 
�� !��
C�
��� �����
 ��
 �� ��� ������
�
� �������� ���� �������� ���
����� ��� ��
����
�� �� !����� �� ��,� �+
����� ����� ���G	�
�
� ��������� 
� ��� ��������
S ∈ SD �� 
�� !��
C�
��� �����
 ����
����
� ��� ����
���
� �� ���� 
�� S �� 
�� ������
�� 

�� �����
� ��� 
�� �������� ������
� ��� ��
 k = 0 ���� ����������� 
�� !��
C�
��� �����

����
����
�

=	� !��
 �������� 	��� ��
���� ����������� ��� �� ����� �� 
�� ��

����� �������
���K ��
����� 
� !�� � ���
�
�� �+
����� ����� ���G	�
�
� �
 �	7��� 
� ��
������ 
�� �
��� ����� ���
���
 �� 
�� ����� ��� ��
 ��������� H���� ��
 ��
�
�� 
� ��
���� 
�� ������
� ����
����
I� '�
��

 
���� �
��� 
�� ���� � ��� ������ �� � ������ �
�� �

 �
��� �
��� ����� �+���� 
�� �����

�� ����� �
�� �� 
�� ���� �� 
�� ����� ��� �� ����� 
� ���� ������
� �� �+
����� ��,� ������
���� �� 
�� ���� �� ���� 
��� k �
��� ��� ����� 
� 
�� ����� -

��	�� 
���� �+
�� �
��� ���
!+�� �� ���� �� 
�� ���� �� � ����� �� ����� �� ��
���	�� �� ��
���� ������� 
� ��
������
��
� ��
� ��� 
�� �������K !��
 
�� �	���� �� ����
����
 �
��� �� ��	���
 ��� 
�� ��
��
��� ��
�� ��,� ����� ��� ������
� ���� ��� ������
 �������� ���
����� � ����
����
 ����
 x∗ ���
��
 ���
�
� � ����� ���G	�
�
� �	
 �� �+
����� ����� ���G	�
�
��

��� 
�� �� ����	
�
��� �� ��
���	�� 
�� ��5����
 ������ ������
�� yi ��� zi ��� ���� �
�� i ∈ N �
��� ������
� yi ��
������� ���
��� �
�� i �� ���
 �� 
�� ���� �� 
�� ����� ��� zi ���
��� �
��
i �� ����� �� 
�� ������ �
��� �� ����� 
� ��!�� � ����� 
�� ���G	�
�
�

∑
i∈N wiyi ≥ c+ 1 ���


� �� ������ �� y� -� �
�� i �� ����� �� �+
������ �� 
�� ���� Hzi = 1 i ∈ NI �� �
� �����

�+����� 
�� �����
 �� ����� �
�� �� 
�� ����� 2�
� 
��
 �� �� �
�� ��
� � �	7����
 
���� �����

�� ����� 
� 
�� �������� �� 
�� �+
������ �

 �
��� ��
� 
����� �����
� ��� �
�� �� ����� 
�

�� �+
������ �� 
��� ��� �+��������
� ��
� 
�� !��
 ���� �� ����� 
� �7����

� ���
����
 
���
�����
��� �� ���	� 
�� �
��� ��������� 
� 
���� �����
�K 8�
 0 ≤ wi1 < wi2 < . . . < wiρ ≤ c
�� �� �������� �� �

 ��5����
 �
�� �����
� ���	����� �� 
�� �������� ��� R := {1, . . . , ρ}� '�
��!�� N(r) := {j ∈ N | wj = wir} ��� �

 r ∈ R� ���� zi ≤ zj �� ��
�� ��� �

 i ∈ N(r) 
j ∈ N(r + 1) r = 1, . . . , ρ− 1� (���� �� ��
��� 
�� ��

����� �8�

H��.<C��I max
∑
j∈N

(x∗
j − 1)yj +

∑
j∈N

x∗
jzj − k

∑
j∈N

wjyj ≥ c+ 1
∑
j∈N

yj + zj ≤ 1 ∀ j ∈ N
zi ≤ zj ∀ i ∈ N(r), j ∈ N(r + 1), r ∈ R

yj, zj ∈ {0, 1} ∀ j ∈ N.

-� ��
���
 ��
	
��� ��!��� � ���
�
�� ��,� �+
����� ����� ���G	�
�
� �� 
�� ��
	� �� 
��
��A��
��� �	��
��� �� ����
�� 
��� −1� 2�
� 
��
 �� 
��� ���� ���� 
��� k �
��� ��� ����� 
�

�� ���� �� 
�� ������

%���� �� 
��� ��
���� ����	
�
��� ��� ������� ����������� �� ��

 !��

� ��
���	�� � ���	��C
��
������
 �
����
�� ��
���� 
�� ������
��� ����
�� ��� 
�� �+
����� ����� ���G	�
�
���� '�
��!�� U = ∪n

i=1{wi} ��� D =
∑n

i=1wi� ��� �

 t = 1, . . . , n d = 0, . . . , D ��� ω ∈ U �� ��
��

�� ����
�� 
� !�� � ���
 �� 
�� ���� �� � ����� ��� ����� �
��� ��
��� 
�� ��
 {1, . . . , t}
�	�� 
��
 
�� ���
�
��� �� x∗ �� ��+���*�� 
�� �����
 �� 
�� ���� �G	�
� d 
���� �����
� ���
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��
�� ω ��� 
�� �����
 �� �

 �
��� ����� �� 
�� �+
������ �� ����
�� 
��� �� �G	�
 
� ω� ����
�����

� �� �������� 
�� ��

����� �	��
���

fω(t, d) = max

t∑
i=1

(x∗
i − 1)yi +

t∑
i=1

x∗
i zi

t∑
i=1

wiyi = d

yi + zi ≤ 1 ∀ i = 1, . . . , t
zi = 0 ∀ i : wi < ω
yi = 0 ∀ i : wi > ω

yi, zi ∈ {0, 1} ∀ i = 1, . . . , t.

��� ��
���
 ��
	
��� 
� 
�� ������
��� ����
�� �� ����� ��

max
ω∈U

d≥c+1

fω(n, d).

��� �	��
��� fω(1, d) ��� ����
� �� ��
��� ��� 
���� ���� ���
���
����K

<��� 9K �� w1 = d ��� ω > d 
��� fω(1, d) = (x∗
1 − 1)

<��� ;K �� d = 0 ��� w1 ≥ ω 
��� fω(1, d) = x∗
1

<��� @K �
������� fω(1, d) = −∞�

��� �

 �
��� �������
���� �� t ≥ 2 d = 0, . . . , D ��� ω ∈ U  
�� ������
 ���	����� ����	
�
��������� 
� 
�� 
���� ����� ����� ��
��

fω(t, d) = max{fω(t− 1, d),

fω(t− 1, d− wt) + (x∗
t − 1) �� wt ≤ ω,

fω(t− 1, d) + x∗
t �� wt ≥ ω}.

�� �
��� ����� �� ������ ���
��� t �� ��
 �� 
�� ���� ��� ��
 ����� 
� 
�� �+
������V ���
���
t �� ���
 �� 
�� ���� �� 
�� �����V �� ���
��� t �� ����� 
� 
�� �+
������ 
����� ��
� ����	�


�� �����
 ��	�� ������� �� ω� =����	�
� �� ��� ����
�	�
 �	
 �� �� ��
���
 ��
	
��� ��
fω(t − 1, d) fω(t − 1, d − wt) ��� fω(t − 1, d) 
���� ������
� ��
	
���� ��� fω(t, d)� 2�
� 
��


�� ���	����� ����	
� �� ��
�� ����� �
������� �� ��
��� � ���
�����
��� 
� 
�� ��
���
�
� ��
fω(1, d

′)� ��� �	�C
��� �� 
��� �������� �� �� O(D · n2) ����� |U | ≤ n�

#����� ������
�
��
� -*���
�����

�� 
��� ���
��� �� ������
 ����	
�
����
 ���	

� �� 
�� ���������
� ���	�
 �������� ����
��
��
� ������
� ���������� '� �
��
 ��
� �� �����
���
��� �� 
�� ���� �� �������� ���� 
�� ��������
�� 
�� ���!
 ��
����� �� �

����� �������� �������� ��
� 
�� ���!
 ��
����� �� 
�� ���	�

����� -�
������� �� �
	�� 
�� �����
 �� ��,� �+
����� ����� ���G	�
�
��� �� 
�� ��
�+��
���������
� ���	�
 �������� ����
���

��� ���������� (k, �)C��,� ���
����� ��� ����!��
���� �� �	

�C����������
 �������� ��C
�
����� ���� 
�� =�C
������ L?M ����
�� �� <�	 ��� %���
��� ��� �������
 ���� ����
�� ��
�
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��� ������
���*�� �� 
�� �	���� �� �
��� n ∈ {100, 250, 500} ��� 
�� �	���� �� �������� ���C
�
����
� m ∈ {5, 10, 30}� ��� ���� nCm �������
��� <�	 ��� %���
�� ������
�� 30 ���
�����
��
� ��5����
 
���
���� ��
��� α ∈ {0.25, 0.5, 0.75}� ���� ��
�� �� ����� �� cj = α

∑n
i=1wji 

����� wji ����
�� 
�� �����
 �� �
�� i �� 
�� j
� ����
����
 ��� 
�� cj 
�� ������
� �� 
�� j
�
����
����
 i ∈ {1, . . . , n] j ∈ {1, . . . , m}� �� ����� 
� ��
��� (k, �)C��,� ���
����� �� ���


�� ��
 �� �
��� 
���
�� 
�� !��
 �������� ����
����
 �� !��
C�
��� �����
 ����
����
 ��� 	���
���� �	�
��� ����
����
 �� �������� �����
 ����
����
 ��� �� �������	�
 ������
� ��������� ��C
��

� �� ������� 
�� ���!
 �� ���� �
�� ��������� 
� 
�� �	

�C����������
 �������� ���
����
��
� !��
C�
��� ���!
 ��� �������� ���!
 �� 
�� ��

����� ���K 70% �� 
�� ���!
 �� �������� 
�

�� �
��� �� !��
C�
��� ���!
 ��� ��
���� 20% ��� 40% �� 
�� ���!
 �� ������ 	������
� �

������ �� ���� �������� �� ���!
� ��	� 
�� �������� ���!
� ����� ���� 29% 
� 57% �� 
��
������������� !��
C�
��� ���!
�� '� A	�
 ���������� 
�� 10 ���
����� �� ���� nCm �������
���
��
� � 
���
���� ��
�� �� α = 0.5� ��� ������
�� k ��� � ��� ������ �� ����
���� �� 
�� �	����
�� �
��� k, � ∈ {0.00, 0.01, 0.05, 0.10, 0.25, 0.05, 1} ���� �� �� �������� 100 �
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���

�� ��
	� �� k �� 
�� �	���� �� �
��� ��� ����������

����

� �� ���	�� >�;H�I 
�� ������� ������
�
 ��� �
���� �� ��������� ��� 
�� ��
��
�� ��
	��
�� k ��� ���� �������
��� �� n ��� m� ��� � ��

�� �
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�����
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�� �	���� �� �
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� >�B ���� ���
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���� �� ���	�� >�;H�I 
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��� ���� �� 
�� ���	�
�������� ��� ����� ��������� �� k�
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����� ��
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;?I ��������� �
 ������ ���� :�:DT H:�:ET :�DFTI 
� E�F:T H9:�9FT ;@�?:TI� ���� �	����
�
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 �� �������� �� 
�� �	���� �� ��������� ���	

� �� ��

�� ��	���� &����
	��
�
� 
���� ��
�� �
��� ����������� ��� �+���
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�� ������� ��� �
���� ��� ���
����� ��
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��� ���
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���
�� %	
 �����������

�� ���
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� ;>: �
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����� ��
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��� �� 
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� ���	�
 �������� ����
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�
�����C	� 
�� ��
���� ������� �����!���

��

���� �	�
���� ��
	�����

�� 
�� ��
����
 �������� ���� 
�� �������� ��
 �� ���
���

� ���������� ��� ����� 
���� ���
	���� ��	��� p, p, w, w ∈ N ���� �������� S ∈ SI ��� 
� �	
!

 pS ∈ [p, p] ��� wS ∈ [w,w]�
-�� (k, �)C��,� ���
���� ��
� ��
����
 ��������� ��� �� 
���������� 
� � (k, �)C��,� ���
����
��
� ��� ������
� �������� S� ��� ���!
 �� 
��� �	��
��� �� ��!��� �� pSi = p

i
��� 
��

�����
 �	��
��� �� wS
i = wi ��� ����� �
�� i �� 
�� �
�� ��
 N = {1, . . . , n}� (���� 
��

��
����
 �������� ����
�� �� ����
� NPC���� �	
 ��� �� ��
��� �� ���	��C��
������
 
���
H������� >�;�BI�

���� Γ���
	�����

��� ΓC�������� ��
 SΓ 
���
� 
�� ����� �� ��
����
 ��������� �� �

����� �
 ���
 Γ ��
	�� ��

�� �������� �����
C ��� ���!
 �	��
��� 
� ������ ���� 
�� 
���� �����
 ��	�� ��� 
�� 	����
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���!
 ��	�� Γ ∈ N� ���� �����

� ��� ���� �
�� i ∈ N  N = {1, . . . , n} 
�� ��
����
�
[pi− p̂i, pi] ��� [wi, wi+ ŵi] ��� ����� ��
� wi+ ŵi ≤ c� -

 ��
	�� wi, ŵi, pi ��� p̂i ��� ���	���

� �� ����
��� ��
����� w �� 
�� ������
 �����
 ��� ŵ 
�� ��+��	� �����
��� ��� ���� �
�� 
�� p �� 
�� ������
 ���!
 ��� p̂ �
� ��+��	� �����
���� �� ��� �������� S ∈ SΓ 
�� �����

��� 
�� ���!
 �� �� �
�� i 
��� ��
��� 
�� ��
����
� [wi, wi + ŵi] ��� [pi − p̂i, pi]� -� � �
���

�����
��� �� %��
����� ��� #��� ��!��
��� �� ΓC��������� L9>M 
���� ��� �
 ���
 Γ ��
	�� wS

i

��� pSi  i ∈ N  ����� ���� ���� 
�� 
���� ��	�� �� 
�� 	���� ��	�� ������
���
� ���� |J | ≤ Γ
��
� J = {i ∈ N | wS

i − wi > 0 �� pi − pSi > 0}� ���� ��!��
��� ������ �

 ��������� 
� ���	�

���� ���
	������� �� Γ �
���� �� ���
���� 
� 
�� ������
� �������� ��
 �� ���	�� 
�� ��������
������
� c 
� �� ����
��
 ��� ����� �������� �	
 ����������
 �� 
�� !��
C�
��� ������
� c0�

=����	�
� 
�� (k, �)C��,� �� ����
� NPC����� N�
 �� ��� ��
 �	����� �� ��
��� ����
�	�
���
� ���	��C��
������
 �
����
�� ��� 
��� ����
�� �� ��������� � ����� ��� �
���� NPC���������
#���� 
�� �	���� �� ��������� �� SΓ ��� �+�����
��
 ��*� �� 
�� �	���� �� �
��� �� �
��
 ��
�����
���
��� 
�� ����
�� �� 
��
��� � ����� ��
 �� �
��� ��� �
� �������
�
� ���� !����� � ��������
S ∈ SΓ �	�� 
��
 
�� ���	��� �����
 ��� � ����� !��
C�
��� ��
	
��� �� ��+���*�� ����� 
��
k �������
 �
��� ��� �
����� ��
�
��� ���� ����
�� ��� �� ��
��� �7����

� H#	����
��� >�B�9I
��� ��� �� 	��� 
� ��
��� �� �8�C����	
�
��� �� ��
������
 ��*� ��� 
�� (k, �)C��,� ��
�
ΓC��������� ��� pi = p̂i = 0� �� 
�� 
��
 �	����
��� �� ���	� ����� �� H�+
�����I �����
���G	�
�
��� ��� 
���� ������
����

#�&��� /� ���
�
� Γ$���
���+

�� 
��� �	����
��� �� �������� 
�� ����
�� �� !����� � �������� S ∈ SΓ 
��
 ������� 
��
��+��	� �����
 �� � ����� !��
C�
��� ��
	
���� ���� �����

� 
�
 X = {1, . . . , n′} ⊆ N �� �
��
 �� �
���� ��� ����� ������
��� Γ ∈ N ��� k ∈ N �� ��!�� 
�� (����� �� � �	���
 X ⊆ X
��

weight(X) =
∑
i∈X

ŵi − max
Y ⊆X
|Y |≤k

(∑
i∈Y

wi +
∑

i∈Y ∩X
ŵi

)
.

- ��"���� (����� ��� Xk
Γ �� � �	���
 �� X ��
� |Xk

Γ| ≤ Γ ��� ��
� ��+��	� �����
� ���
��"���� (����� ��� ����
�� �� 
� !�� ��� � ����� ��
 X  ��� ������
��� Γ ��� k � ��+��	�
�����
 ��
 Xk

Γ�

-� 
�� ��

����� �+���
� ������
�� 
���� �� �� ���
	���� ��
�
��� ��
���� ��
���
 ��
	
���� ��
� ��+��	� �����
 ��
 ����
�� ��� ��5����
 Γ ��
	�� ���� �� ������
 Xk

Γ � Xk
Γ+1�

�
����� �	�	�	 <������� 
�� ��
 X = {1, . . . , 4} ��
� �����
� ��� �����
��� ����� �� ���
�
>�> ��� k = 1�

i 1 2 3 4

wi 3 3 10 10
ŵi 2 2 5 5

���
� >�>�K - ��+��	� �����
 ��
 ���
�����

��� Γ = 1 
�� ��
� X ′ = {1} ��� X ′′ = {2} ��� 
�� ��+��	� �����
 ��
� ��� 
��� ���
����
��
� weight(X ′) = −8. =� 
�� �
��� ���� X̄ = {3, 4} �� 
�� ��+��	� �����
 ��
 ��
�
weight(X̄) = −5 ��� Γ = 2 ������� 
�� ��
� {1, 3} {1, 4} {2, 3} ��� {2, 4} ���� � �����
 ��
−8� �
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��������� �	� ��+��	� �����
 ��


����� K �
�� ��
 X = {1, . . . , n′} wi ∈ N ��� ŵi ∈ N ��� �

 i ∈ X  Γ ∈ N k ∈ N

������ K ��+��	� �����
 ��
 Xk
Γ

#�
 U = {wi + ŵi | i ∈ X} ∪ {wi | i ∈ X} ∪ {0}
������ u ∈ U  �

#�
 wi(u) = min{ŵi,−wi + u} ��� �

 i ∈ X �
#�
 X−(u) = {i ∈ X | wi(u) < 0}�
#�
��
 �� X(u) 
�� H�
 ���
I Γ �
��� u ∈ X ��
� 
�����
 wi(u) ≥ 0�
<���	
�

c(u) =
∑

i∈X(u)

wi(u) +
∑

i∈X−(u)

wi(u)− k · u.

������ Xk
Γ = X(umax) ��
� umax = argmaxu∈U c(u)�

N�
 
�� ����
�� ��� �� ��
��� �� ��
������
 
��� �� -
����
�� >�9� ���� �
����
�� �+�
��
�

�� �
�	�
	�� �� �� �8�C����	
�
��� �� 
�� ��+��	� �����
 ��
 ����
��� ��
��
� ��� ��������
�� 
�� ����� �� ������� >�B�;�

������� �	�	
	 &�� X �� � ��� � ������ wi �� ��� ������� ������
 (����� ��� ŵi �� ���
��"���
 ���������  �� �

 i ∈ X ��� Γ� k ∈ N. )��� 3
������� <.� �������� � ��"����
(����� ��� XΓ

k �� O(|X|2).

/��� . 8�
 X = {1, . . . , n′} �� ���� �
�� ��
 ��
� ������
 �����
� wi ��� ��+��	� �����
���
��
	�� ŵi ��� �

 i ∈ X � 8�
 Γ ��� k �� ���� ����
��� ��
������ '� ��

 ����� 
��
 -
����
��
>�9 ����	
�� �� ��
���
 ��
	
��� �� �� ��C����	
�
��� �� 
��� ��+��	� �����
�� ��
 ���
�����
'� �
��
 ��
� 
�� ��

����� ��

max
( n′∑

i=1

ŵiyi − max
n′∑
i=1

(wi + ŵiyi)zi

)
n′∑
i=1

yi ≤ Γ

yi ∈ {0, 1} ∀ i ∈ X

n′∑
i=1

zi ≤ k H>�9@I

zi ∈ {0, 1} ∀ i ∈ X H>�9BI

��� ������
�� yi ��������
 
�� ������ ���
��� �� �
�� i �� �� 
�� ��+��	� �����
 ��
 ���
zi ���
��� 
�� �
�� i �� ���������� /���� � ���
�� y 
�� ��������� �8� ��� �� ��
��� �� 8� 
��
�+��� 
�� ��
����
�
� ����
����
� #���� 
�� ��
��+ �� 
�
�

� 	�����	
�� 
�� ��
���
 ��
	�
�� 
�� �8� ��� 
�� 8� ��� 
�� ����� %� �	�
�*��� �
 �� ��
���

min ku+
n′∑
i=1

vi

u+ vi ≥ wi + ŵiyi
u ≥ 0, vi ≥ 0

∀i ∈ X
∀i ∈ X.
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��� �	�
 ������
� u ����������� 
� ����
����
 H>�9@I ��� vi 
� 
�� 	���� ��	�� �� zi ���
i = 1, . . . , n′� ���
����� 
�� �����
 ������� �� 
�� �	�
 �� ��
 � ��� �8�C����	
�
��� �� 
��
��+��	� �����
 ��
 ����
��

(�8�∗) max

n′∑
i=1

ŵiyi − k · u−
n′∑
i=1

vi

n′∑
i=1

yi ≤ Γ

ŵi · yi − u− vi ≤ −wi

vi ≥ 0
u ≥ 0
yi ∈ {0, 1}

n′∑
i=1

∀i ∈ Xwi

∀i ∈ Xvi

∀i ∈ X.

'� ������
��*� H�8�∗I �� 
�� ��
	� �� u ��� ����
� ��
� z(u) 
�� ��
���
 ��
	�� �� 
��
��������� ����� �� ��

 !��
 ���� 
��
 z(u) ��� �� �������
����
 ����	
�� ��� � ����� u ��
��������� �� 
�� �	���	
��� �� -
����
�� >�9� #�����
� �� ����� 
��
 
�� ��
���
 ��
	� �� 
��
H�8�∗I �� ����� �� z(u∗) = maxu∈U z(u) ��
� U = {wi + ŵi | i ∈ X} ∪ {wi | i ∈ X} ∪ {0}�

8�
 u′ ≥ 0 �� ���� ��
	�� -� �� -
����
�� >�9 �� ��!�� wi(u
′) = min{ŵi,−wi + u′} ��� �



i ∈ {1, . . . , n′} X−(u′) = {i ∈ X | wi(u
′) < 0} X(u′) ⊆ X\X−(u′) ��
� |X(u′)| ≤ Γ ���∑

i∈X(u′)wi(u
′) ��+���
 ���

c(u′) =
∑

i∈X(u′)

wi(u
′) +

∑
i∈X−(u′)

wi(u
′)− k · u′.

'� ���� z(u′) = c(u′)� 8�
 y∗i ∈ {0, 1} ��� v∗i ≥ 0 ��� �

 i ∈ X �� �� ��
���
 ��
	
���
�� 
�� H�8�∗I ��
� u = u′� �� −wi + u′ < 0 ��� ���� i ∈ X ŵi · y∗i − v∗i = −wi + u′ �	� 
�

�� ���7����
� �� y∗i ��� v∗i �� 
�� ��A��
���� �� y∗x = 1 ��� �� �
�� x ��
� −wx + u′ < 0 
��
��
	
���

yi =

{
0 i = x

y∗i �
�������
��� vi =

{
−wx + u′ i = x

v∗i �
�������

�� �
�� �� ��
���
 ��
	
���� ��������� �� ��� ���	�� 
��
 ��
����� y∗i = 0 ��� �

 i ∈ X−(u′)�

8�
 X(y∗) = {i ∈ X | y∗i = 1}� ���� X(y∗) ⊆ X\X−(u) ��
� |X(y∗)| ≤ Γ� �� y∗i = 0 ���
i ∈ X\X−(u) 
��� v∗i = 0� �� y∗i = 1 ŵi − vi ≤ −wi + u′� (���� �� ŵi > −wi + u′ ��� ����
i ∈ X  v∗i = ŵi + wi − u′ ��� v∗i = 0 �
�������� ��������� 

z(u′) =
n′∑
i=1

ŵiy
∗
i −

n′∑
i=1

v∗i − k · u′

=
∑

i∈X−(u′)

(−wi + u′) +
∑

i∈X(y∗)

min{−wi + u′, ŵi} − k · u′

=
∑

i∈X−(u′)

wi(u
′) +

∑
i∈X(y∗)

wi(u
′)− k · u′

≤
∑

i∈X−(u′)

wi(u
′) +

∑
i∈X(u′)

wi(u
′)− k · u′ = c(u′).

��	� 
� ��
�� 
�� H�8�∗I �� ��
� ���� 
� !�� 
�� ��
���
 ��
	� �� u�
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'� ��

 ���� 
��
 
���� �
���� �+��
� �� ��
���
 ��
	
��� (u∗, y∗, v∗) �� 
�� H�8�∗I ��
� u∗ ∈ U  
����� 
�� ��
 U ������
� �� 
�� ��
	�� 0, wi, wi + ŵi i ∈ X �

8�
 (u∗, y∗, v∗) �� �� ��
���
 ��
	
��� 
� 
�� H�8�∗I ��
� u∗ /∈ U � ���� �� �������� u ∈ U
��
� u = argmin{u∗−u | u ∈ U, u < u∗} ��� u ∈ U ��
� u = argmin{u−u∗ | u ∈ U, u > u∗}�
��!�� X̃ = {i ∈ {1, . . . , n′} | wi(u

∗) < ŵi} ��� r = |X̃|� #���� u∗ /∈ U  −wi + u∗ �= {ŵi, 0} ���
i = 1, . . . , n′ ��� ��� i ∈ X̃

wi(u) + (u∗ − u) = wi(u
∗) = wi(u) + (u− u∗).

�� r < k 

c(u∗) =
∑

i∈X(u∗)

wi(u
∗) +

∑
i∈X−(u∗)

wi(u
∗)− k · u∗

=
∑

i∈X(u)

wi(u) +
∑

i∈X−(u)

wi(u) + r · (u∗ − u)− k · u∗

= c(u) + (r − k)(u∗ − u) ≤ c(u).

=
������� 

c(u∗) =
∑

i∈X(u∗)

wi(u
∗) +

∑
i∈X−(u∗)

wi(u
∗)− k · u∗

=
∑

i∈X(u)

wi(u) +
∑

i∈X−(u)

wi(u)− r · (u− u∗)− k · u∗

= c(u) + (k − r) · (u− u∗) ≤ c(u).

(���� 
���� �+��
� �
���� �� ��
���
 ��
	
��� (u∗, y∗, v∗) ��
� u∗ ∈ U � #���� U ���
���� �

���
 (2|X|+ 2) ��
	�� -
����
�� >�9 �	�� �� O(|X|2)�

#�&��� / ���+���

� �
�� (	�$%�����
�
��

�� 
��� �	����
��� �� ������
 �� �8�C����	
�
��� ��� 
�� (k, �)C��,� ����
�� ��
� ΓC���������
��� p = p̂ = 0� 2�
� 
��
 �� 
��� ���� �
 �� ��
 ����!���
 
� ��� ��� �
��� 
� 
�� ���������
��
	
���� -� ������ 
�� ������ ������
�� xi ∈ {0, 1} i = 1, . . . , n ����
 
�� !��
C�
��� ��
	C

��� X �� �	���
 �� 
�� n �
��� �� N = {1, . . . , n} ���� i ∈ X �� ��� ��
� �� xi = 1� �	� 
�

�� ���
���
��� �� p = p̂ = 0 
�� ���!
 ��� ��� ������
� ��
	
��� X ⊆ N �G	�
�

∑
i∈X p0i ��� ��

�+������� �� 
�� 
����� ��A��
��� �	��
���
∑n

i=1 p
0
ixi� <���������� 
�� �������
�
� ��� 0C1 ����


x ��
������� 
�� ��

����� ���G	�
�
��� ��������
� � ������
� !��
C�
��� ��
	
���K

n∑
i=1

w0
i xi ≤ c0 H>�9>I

n∑
i=1

wixi + max
X̄⊆N
|X̄|≤Γ

(∑
i∈X

ŵixi − max
Y ⊆N
|Y |≤k

(∑
i∈Y

wixi +
∑

i∈X̄∩Y
ŵi

)) ≤ c. H>�9FI

'� ���	� �� 
�� ������ ���G	�
�
� ��� ���� �� 
�� ��������� ���
 ��� 
� 
������*� �
 �� 	����

�� ���	

� �� 
�� ������	� #��
��� >�B�9�
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8�
 	� ��!�� U = {wi + ŵi | i ∈ N} ∪ {wi | i ∈ N} ∪ {0} wi(u) = min{−wi + u, ŵi} ���
i = 1, . . . , n ��� u ∈ U  X−(u) = {i ∈ N | wi(u) < 0} ��� u ∈ U �� �� -
����
�� >�9� (���� 
���G	�
�
� H>�9FI �� �G	���
��
 
�

n∑
i=1

wixi +max
u∈U

( ∑
i∈X−(u)

wi(u) · xi − k · u+ max
X′⊆N
|X′|≤Γ

∑
i∈X

wi(u) · xi

)
≤ c,

�� ����� �� 
�� ����� �� ������� >�B�;� ���� ���G	�
�
� ��� �� 
���������� ��
� 
�� ��

�����
��
 �� ����
����
�

n∑
i=1

wixi +
∑

i∈X−(u)

wi(u) · xi +max
n∑

i=1

wi(u) · xi · yui ≤ c+ ku ∀ u ∈ U

n∑
i=1

yui ≤ Γ ∀ u ∈ U

yui ∈ {0, 1} ∀ i ∈ N, ∀ u ∈ U.

'� �	�
�*� 
�� 
��
 ���
 ����� �� 
�
�

� 	�����	
�� ��� ��
��� 
�� ��

����� 
����� �8�

n∑
i=1

wixi +
∑

i∈X−(u)

wi(u) · xi +min
(
Γ · ξu +

n∑
i=1

θui

)
≤ c+ k · u ∀ u ∈ U

ξu + θui ≥ wi(u) · xi ∀ i ∈ N, ∀ u ∈ U

ξu, θui ≥ 0 ∀ i ∈ N, ∀ u ∈ U.

��
� ��� H�	�
I ������
�� ξu ��� θui  u ∈ U  i ∈ N � <�������� 
��� ��
 �� ���G	�
�
��� ��
�

�� ��A��
��� �	��
��� �� ��
���

max
n∑

i=1

p0ixi

n∑
i=1

w0
i xi ≤ c0

n∑
i=1

wixi +
∑

i∈X−(u)

wi(u) · xi + Γ · ξu +
n∑

i=1

θui − k · u ≤ c ∀ u ∈ U

ξu + θui − wi(u) · xi ≥ 0 ∀ i ∈ N, ∀ u ∈ U

ξu, θui ≥ 0 ∀ i ∈ N, ∀ u ∈ U

xi ∈ {0, 1} ∀ i ∈ N.

��� ��*� �� 
��� �8� ������� �� 
�� �	���� �� ��5����
 ��
	�� �� wi, ŵi i = 1, . . . , n �	
 ����
��
 ���
��� ���� 
��� (1 + n) · (2n+ 1) + n ������
�� ��� 4n + 3 ���G	�
�
����
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#�&��� -*������ ��)��$(��.�
�
�
��

-� �
����� ��������� �
 
�� ��������� �� #��
��� >�;�; 
�� ������
 �� �+
����� ����� ���G	�
�C

��� �� G	�
� �7����
 
� ��
�� 
�� �������� ����
��� '� ��

 ��
���	�� � ������� �� ���������
�
���	�
 �+
����� ����� ���G	�
�
��� ��� ΓC��������� ����� ������
� 
�� ���G	�
�
��� ��
���	���
�� ,
������
��� ��� 2��� LDFM ��� 
�� ���	�
 ����� �	�
������� �� ���� �� ��
���
 ���	��C
��
������
 �
����
�� ����	
��� 
���� ���G	�
�
��� ���
��� �� �� �8�C����	
�
��� �� �� LDFM�

8�
 N = {1, . . . , n} �� � ��
 �� n �
��� c0 �� ��
���� !��
C�
��� ������
� w0
i �� ��
���� !��
C

�
��� �����
� wi �� ������
 �����
� ŵi ��+���
 ��
���� �����
���� i ∈ N  ��� k, � ∈ N 
��
�������� ������
���� �� 
�� ��

����� �� ����
� ��
� wi = wi + ŵi 
�� ������
 �����
 �� �
��
i ∈ N � ��� (k, �)C���������
� ���	�
 �������� ��
�
��� �� � ΓC�������� ��
 SΓ �� 
�� �����+
�	

 ���� �

 ��
�� !��
C�
��� ��
	
���� ��� Γ ∈ N ���� 

KΓ(k) : = conv
{
x ∈ {0, 1}n |

∑
i∈N

w0
i xi ≤ c0 ��� min

T⊆N
|T |≤k

∑
i∈N\T

wSxi ≤ c, ∀S ∈ SΓ

}

#���
�� 
� LDFM � G	���	�
� (C,K1, J,K2) �� �� ��,� ����� ��
� C ⊆ N  K1 ⊆ C J ⊆ N ���
K2 ⊆ J �� C ∪ J �� � ����� ��������� 
� 
�� !��
C�
��� �����
 ����
����
 ���� ∑

i∈C∪J
w0

i ≥ c0 + 1,

�� ��

9� J ∩ C = ∅
;� wi ≥ wj ��� �

 i ∈ K1 ��� j ∈ C\K1

@� wi ≥ wj ��� �

 i ∈ K1 ��� j ∈ J\K2

B� wi ≥ wj ��� �

 i ∈ K2 ��� j ∈ J\K2

>� wi ≥ wj ��� �

 i ∈ K2 ��� j ∈ C\K1

F� |K1|+ |K2| = k

D� |J | ≤ Γ

E� ∑
i∈C\K1

wi +
∑

i∈J\K2

wi ≥ c+ 1.

��
� wi = wi + ŵi i = 1, . . . , n� -� �� 
�� ������
� ���� �� �
����� !+ 
�� �������� ��
���
�� 
�� ��!��
��� �� �� ��,� ������ �	� 
� 
�� �����
���� H;ICH>I 
�� �
��� �� K1 ��� K2 ���
���������� <����
��� HEI �	����
��� 
��
 
�� ��������� �
��� �� 
�� ����� �+���� 
�� ��������
������
��

-� ��,� ����� (C,K1, J,K2) ��!��� �� ��,� ����� ���2��
���∑
i∈(C,J)

xi ≤ |C ∪ J | − 1.

��� ��

����� 
������ ����� 
��
 
���� ���G	�
�
��� ��� ������
� ��� �������� �

 ������
� !��
C
�
��� ��
	
�����
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������� �	�	�	 &�� x �� � 0�1 �����. )��� x ∈ KΓ(k) � ��� ��
� � x ����� �

 �����
���2��
�����.

/��� . H⇒KI =����	�
� ��� x ∈ KΓ(k) ����� �

 ��,� ����� ���G	�
�
��� ������� ���� �� ��,�
����� ����� �� 
�� !��
C�
��� �����
 ����
����
� 8�
 	� 
�������� ���	�� 
��
 
���� �+��
� ��
��,� ����� (C,K1, J,K2) ��
� ∑

j∈C\K1

wj +
∑

j∈J\K2

wj ≥ c+ 1,

�	�� 
��
 ∑
i∈C∪J

xi ≥ |C ∪ J | − 1.

-�������� 
� 
��� ��,� ����� �� ��!�� � �������� S ��
� �
� �����
 �	��
��� wS �� 
��
��

����� ���K

wS(i) =

{
wi �� i ∈ J

wi �
�������.

#���� |J | ≤ Γ 
��� �����
 �	��
��� �� ������
� �� SΓ� %	
∑
i∈N

wS
i xi − max

K⊆N
|K|≤k

wS
i xi ≥

∑
i∈C∪J

wS
i xi − max

K⊆C∪J
|K|≤k

wS
i xi

=
∑

i∈C\K1

wS
i +

∑
i∈J\K2

wS
i ≥ c+ 1,

� ���
�����
��� 
� x ∈ KΓ(k)�

H⇐KI #���� x ��
��!�� �

 ��,� ����� ���G	�
�
��� ������� ���� �� ��,� ����� ����� �� 
��
!��
C�
��� �����
 ����
����
 x ����� 
�� !��
C�
��� �����
 ����
����
�

'� ��� ���	�� 
��
 
���� �+��
� � ���
�� x ∈ {0, 1}n ����� ��
��!�� �

 ��,� ����� ��C
�G	�
�
��� ��� ��
 
���� �+��
� � �������� S ∈ SΓ �	�� 
��
 wS(Tx)− wS(max, Tx, k) ≥ c+ 1

��
� Tx = {i ∈ N | xi = 1}� 8�
 K = argmaxK⊆Tx
|K|≤k

wS(K)� '� ��!�� 
�� ��
�

K1 = {i ∈ K | wS
i = wi} K2 = {i ∈ K | wS

i = wi} J = {i ∈ N | wS
i = wi ��� xi = 1} ���

C = {i ∈ N | wS
i = wi ��� xi = 1}� =����	�
� (C,K1, J,K2) �� �� ��,� ����� ��
�

w(C\K1) − w(J\K2) ≥ c + 1. �
� ��,� ����� ���G	�
�
� �������
∑

j∈Tx
xj ≤ |Tx| − 1 �

���
�����
����

�� LDFM ,
������
��� ��� 2��� ������� 
�� ��

����� ��
��� 
� �+
��� �� ��,� ����� D =
(C,K1, J,K2)K

E(D) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩
C ∪ J ∪ {i ∈ N | wi ≥ max

j∈(C∪J)
j /∈K1∪K2

wj} �� |C| ≤ Γ

C ∪ J ∪ {i ∈ N | wi ≥ max
j∈(C∪J)
j /∈K1∪K2

wj , wi ≥ max
j∈(C∪J)
j /∈K1∪K2

wj} �� |C| ≥ Γ + 1.

���� ��
 �� �+
������� ��� �� �
����
����� �� 
�� ��

����� ���K -�� �

 �
��� ����� 
����
�����
 �� ����
�� 
��� �� �G	�
 
� 
�� ��+��	� 
���� �����
 �� C\K1 ��� ����� ������
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�����
 �� ����
�� 
��� �� �G	�
 
� 
�� ��+��	� �����
 �� J\K2� �����

� �� ��!�� �� ��,�
�+
������ E(C,K1, J,K2) ��

E(C,K1, J,K2) :=
{
i ∈ N | wi ≥ max

j∈C\K1

wj ��� wi ≥ max
j∈J\K2

wj

} ∪ {C ∪ J}.

���� ��,� �+
������ ��
������� 
�� ��;/ �"������ ����� ���2��
���∑
i∈E(C,K1,J,K2)

xi ≤ |C ∪ J | − 1.

��� ��

����� �+���
� ����� � ���� �� ����� 
�� ��,� �+
����� ���G	�
�
��� ����� ��
E(C,K1, J,K2) ������
� 
�� ��,� �+
����� ���G	�
�
��� ��!��� �� E(C,K1, J,K2) ���� ���

�� ���	�
 ���� k = 0�

�
����� �	�	�	 <������� 
�� ���	�
 ,� ���
���� ��
� ΓC��������� ��� N = {1, 2, 3} w =
(5, 6, 5) w = (6, 7, 8) Γ = 1 ��� c = 11 ��
��	
 ��� !��
C�
��� �����
�� ��� ��

����� 
��
�
���
���� �

 ��,� ������ ��� Γ = 1 
���� �+
������� ��������� 
� ,
������
��� ��� 2��� LDFM
��� ���G	�
�
���� #���� �� �������� ��
��� �� �

���� �� ���� 
�� ��
� K1 ��� K2 �� �	�
��
�
����

C ∪ J E(C, J) E(C, J)C���G	�
�
�

{1, 2} {1, 2} x1 + x2 ≤ 1
{1, 3} {1, 3} x1 + x3 ≤ 1
{2, 3} {2, 3} x2 + x3 ≤ 1

���
� >�F�K ��,� ������ ��� 
���� �+
������� E(C, J)�

N�
 ��� 
�� ����� C = {1} ��� J = {2} 
�� ��,� �+
������ �� E(C, J) = {1, 2, 3} ��� ���
��

�� ���G	�
�
� x1 + x2 + x3 ≤ 1� �

�� 
�� ��

����� ���
 �� ��
���	�� � ��
��� 
� ����	
� ���
�
�� ��,� �+
����� ����� ��C
�G	�
�
��� ��� �� �8�C����	
�
��� �� � ������� ������� �� ���	��C��
������
 
����

"
&����	�� �1 ��%(  !�
��
� ,��
� ��
<���	�	
� ��� ��A��
��� �� 
�� ������
��� ����C

�� �� 
� ������ ��� � ����� ���C��
���� ����
 x∗ ∈ [0, 1]n ���
��� 
���� �+��
� � ���
�
��
��,� �+
����� ����� ���G	�
�
�� �� ����� 
� !�� �	�� � ���
�
�� ���G	�
�
� ��������� 
� 
��
!��
C�
��� ����
����
 �� ��� ��
��� 	�� 
�� ��
���� �������� �� 
�
���
	�� H���� LFF E;MI ��

�� ��
���� ��������� ��� 
�� ������
� ���� �� #��
��� >�;�;� '� ��

 
�������� ���	� �� 
��
����
�� 
� !�� � ���
�
�� ��,� �+
����� ����� ��� ��� �� 
�� ��������� 	���� ����� ��
����
������������

8�
 N �� � ��
 �� n �
���� ��� ����� �
�� i ∈ N �� ��
���	�� !�� ��5����
 ������ ������
��

� ��������
 � ����� ��� �
� �+
������ ����
�

y
i

��
� y
i
= 1 �� i ∈ C\K1 

yi ��
� yi = 1 �� i ∈ J\K2 

zi ��
� zi = 1 �� i ∈ K1 

zi ��
� zi = 1 �� i ∈ K2 ���

αi ��
� αi = 1 �� i �� ���
 �� 
�� �+
������ �	
 ��
 �� 
�� ������
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#���� ��� �
�� ��� 
��� �
 ���
 ��� �� 
���� !�� �
�
�� y
i
+ yi + zi + zi + αi ≤ 1 ��� �����

i ∈ N � �	�
������� 
�� �������
�� �����
 �� 
�� ��
 ��������� �
��� ����� 
� �+���� 
��
�������� ������
� ���� 

∑
i∈N wiyi +

∑
i∈N wiyi ≥ c + 1� #���� 
�� �������� ��
��� ��� 
�

�� !+�� 
∑

i∈N zi + zi = k� -
�� 
�� ��
 �� ������
�� 
����� 
�� �����
 wi �� ��	���� �� Γ 
��J��
�� ��

∑
i∈N zi + wi ≤ Γ� ����

� 
�� 
���� �����
 �� ��� �
�� �� K1 ��� 
� �� ����
��


��� �� �G	�
 
� 
�� �������
�� �����
 �� ��� �
�� �� C\K1 �� J\K2� #���
�� �����
���� ����

� �� �	
!

�� �� ��� ������
� ��
� zi = 1 ����� ���
 �� K2 i ∈ N � �� �	����� �� ��
��� 
��
��

����� �8�

max
∑
i∈N

(x∗
i − 1)(y

i
+ yi + zi + zi) +

∑
i∈N

x∗
iαi

∑
i∈N∑

i∈N
wiyi +

∑
i∈N

wiyi ≥ c+ 1∑
i∈N

(zi + zi) = k∑
i∈N

(yi + zi) ≤ Γ

y
j
αi + y

i
+ yi + zi + zi ≤ 1

y
j
+ zi + αi ≤ 1

y
j
yj + zi + αi ≤ 1

y
j
yj + zi + αi ≤ 1

y
j
+ zi + αi ≤ 1

αi, yi, yi, zi, zi ∈ {0, 1}

∑
i∈N∑
i∈N∑
i∈N
∀ i ∈ Ny

j

∀ i, j ∈ N : wj > wiyj
∀ i, j ∈ N : wj > wiyj
∀ i, j ∈ N : wj > wiyj
∀ i, j ∈ N : wj > wiyj
∀ i ∈ N.

��� ����	
�� ��,� �+
����� ����� ��
� C = {i ∈ N | y
i
+ zi = 1} K1 = {i ∈ N | zi = 1} 

J = {i ∈ N | yi + zi = 1} ��� K2 = {i ∈ N | zi = 1} ��
������� �� ��,�C�+
����� ����� ��C
�G	�
�
� ����� �� ���
�
�� �� x∗ �� ��� ��
� �� 
�� ��
	� �� 
�� �8� �� ����
�� 
��� −1�

'� !��

� ������
 � ���	��C��
������
 �
����
�� ��� ��
���� 
��� ������
��� ����
��� 8�

U = ∪n

i=1{wi} U = ∪n
i=1{wi} ��� D =

∑
i∈N wi� ��� ����� t = 0, . . . , n d = 0, . . . , D γ =

0, . . . ,Γ κ = 0, . . . , k ω ∈ U  ��� ω ∈ U �� ��
�� 
�� ����
�� �� !����� �� ��,� �+
�����
����� ��
��� 
�� !��
 t �
��� �	�� 
��
 �
 ���
 γ �
��� ��� �� J  κ �
��� ��� ������� ���

�� ��������� �
��� ���� � �����
 �� d� �	�
������� 
�� �
��� �� C\K1 ���� 
� ���� wi ≤ ω
������� ��� �
�� �� K1 ��
��!�� wi ≥ ω� #���
�� wi ≤ ω ��� �

 �
��� �� J\K2 ��� wi ≥ ω
��� �

 �
��� �� K2� '� 
�	� �������� 
�� ��

����� �	��
��� ��
� N(t) = {1, . . . , t}

fω
ω (t, κ, γ, d) = max

∑
i∈N(t)

(x∗
i − 1)(y

i
+ yi + zi + zi) +

∑
i∈N(t)

x∗
iαi

∑
i∈N(t)

wiyi +
∑

i∈N(t)

wiyi = d

∑
i∈N(t)

zi + zi = κ

∑
i∈N(t)

yi + zi = γ

y
i
+ yi + zi + zi + αi ≤ 1 ∀ i = 1, . . . t

y
i
= 0 ∀ i : wi > ω

yi = 0 ∀ i : wi > ω

zi = αi = 0 ∀ i : wi < ω

zi = αi = 0 ∀ i : wi < ω

αi, yi, yi, zi, zi ∈ {0, 1} ∀ i ∈ N(t).
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��� ��
���
 ��
	
��� 
� 
�� ������
��� ����
�� �� ����� ��

max
ω∈U,ω∈U

d=c+1,...,D

fω
ω (n, k,Γ, d)

��� ��� fω
ω (t, κ, γ, d) ��
� t = 1 �� ��� ��
��� 
�� ��
���
 ��
	� �� ����������� 
�� ��

�����

�����K

<��� 9K �� w1 ≤ ω d = w1 ��� κ = 0 
��� fω
ω (t, κ, γ, d) = (x∗

1 − 1) ��
� y
1
= 1

<��� ;K �� w1 ≥ ω d = 0 ��� κ = 1 
��� fω
ω (t, κ, γ, d) = (x∗

1 − 1) ��
� z1 = 1

<��� @K �� w1 ≤ ω d = w1 κ = 0 ��� γ ≥ 1 
��� fω
ω (t, κ, γ, d) = (x∗

1 − 1) ��
� y1 = 1

<��� BK �� w1 ≥ ω d = 0 κ = 1 ��� γ ≥ 1 
��� fω
ω (t, κ, γ, d) = (x∗

1 − 1) ��
� z1 = 1

<��� >K �� w1 ≥ ω w1 ≥ ω d = 0 κ = 0 
��� fω
ω (t, κ, γ, d) = x∗

1 ��
� α1 = 1

<��� FK �
������� fω
ω (t, κ, γ, d) = −∞�

-���
��� 
���� ���� ���
���
���� ��� ������
 ��
	�� �� t, κ, γ ��� d �� ������� 
�� ��

�����
���	����� ����	
�

fω
ω (t, κ, γ, d) = max{fω

ω (t− 1, κ, γ, d),

fω
ω (t− 1, κ, γ, d− wt) + (x∗

t − 1) �� wt ≤ ω,

fω
ω (t− 1, κ− 1, γ, d) + (x∗

t − 1) �� wt ≥ ω,

fω
ω (t− 1, κ, γ − 1, d− wt) + (x∗

t − 1) �� wt ≤ ω,

fω
ω (t− 1, κ− 1, γ − 1, d) + (x∗

t − 1) �� wt ≥ ω,

fω
ω (t− 1, κ, γ, d) + x∗

t �� wt ≥ ω ��� wt ≥ ω}.
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���� ��� �	�C

��� �� 
�� ���	��C��
������
 �
����
�� ��
����� �� 
�� ���	����� ����	
� 
��� �� O(D · n5)�

���� !�	������	 �	� "#
	 ����
�

�� 
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�� �� �
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�
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C�
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 �� ����	
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�� ��
 ����
��
 
�� ����
�� ������� �
����
� NPC����� ��� 
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�� ���
 ������
�
�����+���
��� ���
�� ������� �� � 
�� �	���� �� �
��� 
��
 ����
 �� ����� �� 
�� ������
�
���� =�� G	��
��� �� ���
��� 
���� �� � 
���� ��	�� 
��
 �� ����������
 �� �� -��
���
���

���� �� 
� !�� �� �����+���
��� �
����
�� ��
� � ����
��
 �����+���
��� ���
�� ���
� ≥ 1�

2�+
 
� 
�� ����
�+�
� �
�
	� �� ���������� 
�� ��
������
 �
�	�
	�� �� 
�� (k, �)C��,�
����
��� �� 
��� ��� �� ����
�� 
�� ��

C����� ����� ���G	�
�
��� ��� �+
����� �����
���G	�
�
��� 
� 
�� (k, �)C��,� ����
��� �� �	� ����	
�
����
 �
	�� �� ������ 
��
 
����
���G	�
�
��� ������� 
�� ��	�� ��
����� �� 
�� ����� 
����� ������� ��
�+�
��� �� 
�� ��
����
�������� =�� 
���� �� �	
	�� �������� �� 
� ��A	�
 �	�
��� ���G	�
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��� 
� 
�� (k, �)C��,�
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���
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� �
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� 
���� θ3.

 ��� �
���
�( �( $������	�� �����	� ��
#�

�� 
��� ���
��� �� ��
���	�� 
�� �������� �
��
��� �� �����
��� � 
���
�� �	���� �� ����
����

���
��� �
��� 
� � �
����!��
��� �����	
� �� � �������� 
� ��
�� ��� �
��
 ��
� ���� �	�
���
�������
���� �� ���������� ���
	��������

-� �
����� ���
����� ��
�� �� 
����� �� 
�� ���
 ������ ��	��� ��� �����
���� �� 
�� ����	��

���� ��G	����� '� ����
 
���� 	����
���
��� �� � ��
 �� ��������� S ����� ���� ��������
��!��� � ����	
�
��� �� 
�� �������
 ����	�� 
���� ��G	����� - ����� β �� ������� �� S ��
β �� � ����� �� 
�� ����!�� ���
���� ������������� 
� S� �� ����� 
� ���
���	��� ��
����
������ ��� 
�� �+���
�� ����� �� ����	�� 
����� ��� � ����!�� ����� �� ��

 
�� !��
 ����
�������
 ����+� ��� �

 �
��� ������ ��������
 ����+�� ��� ��� �������� S XS ����
�� 
�� ��

�� ��
��
��
 ������ ���	��� �� S� 2�
� 
��
 
��� ��
 �� 	��G	�
� ��!��� ��� ����� ��������
S ∈ S ��� 
�	� �� ��

 �����
��
� ������ 
���� ��
� �� ������ ��
��	
 ����������� 
�� ��
	�

	����
���� ��������� �� ���
��	
�� �� ��

 �������� ��
� �� ��������� ���
���

� �� ���������

�� ��
 �� ���	��� ������ �� ����� ���������

�� 
�� 
���� �
����!��
��� ������� 
�� �
���� �����	
� B ������� ��������
� �� ��� ��
� �� 
��
�����
�� �������� S ���	��� � ����� β = (τ, τ + 1) ����� �� 	�����
��� �� B� - ����� β
�� ��

�� ������
��� ����
� S �� β �� ���	��� �� S ��� bτ = bτ+1� '�
� 
�� �������� ��
���
�� �����
��� 	� 
� k ����
����
 ���
��� �
��� 
� 
�� !��
C�
��� ��
	
��� k ∈ N �� ���� 
�
��
��� � ������
� �����	
� ��� 
�� ����!�� ���
����� ��� �
����!��
��� ������� ���������

� 
�� �������

� �
����� �����	
� ��� ���� �
��
�� ���� 
�� ��
�� �� � 
���� �� ���
�*���
�	�
������� ���
���	
��� 
�� ��������� ��
	
��� ���� 
�� ������� �����	
� 
� �

 ����
�
����
��� �� 
�� �����
��� 
���� ���� 
��� ��������� �� 
�� ����
��
� ����	����
��� ������
��
��� 
���� ������� �����
��� ����
����
 ���
��� �
��� �� ��
� �

���� ��
�� �� �5��
 �� p �
��� 
p ∈ N� #���� ����� ��� ��� �� �5��
�� �� 
�� ����
����
 ���
��� �
��� �� ���	�� 
��
 �


���� ��� ��

��
�� �
 
�� (p+1)
� 
����� ���� 
��
 ����
��� 
�� k ����
����
 ���
��� �
��� ���
��������� ������ 
�� ��������� �����	
� �� �+��	
���

�� 
���� �� �
����!��
��� �����	
�� �+������� �� ������ ��
��+ 
��� ����� 
�� ��

�����K �����

�� ������
��� p ≥ 0 ��� k ≥ 0 ��� � �
����!��
��� �����	
� B �� 
���
� h ��
� bp = 1 B ��

� �� ��������� �� �����
��� 	� 
� k ����
����
 ��
	��� ��
� ������� ����
�� 
��� p+1� #����
����� ��� ����
� 
�� (p+ 1)
� 
���� 
�� (p+ 1)
� ��
	�� �� ����� ������
� �����	
� �G	�
� 
��
1C���
��� ��� 
�� ���� �� ����
���
� �� ��

 ���
 
��� ���
��� �
�� �� 
�� ��������� ���
 ���
�����
�*� 
�� ������
 �� 
�� ��

����� ��!��
����



9;B �
����� &� ����������� ���
�� -���� ������.������

��������� �	�	�	 8�
 B = (bh−1, . . . , b0) ��� B′ = (b′h−1+j , . . . , b
′
0) �� 
�� �
����!��
���

�����	
�� ��� n ���� �� 
���
� h ��� h + j j ≥ 0 ������
���
�� 8�
 �	�
��� p ≥ 0 ��� k ≥ 0�
��� �����	
� B′ �� ��

�� � (p, k)��"������� �� B �� j ≤ k bi = b′i ��� �

 0 ≤ i < p ��� bi−j = b′i
��� �

 p− 1 + j ≤ i ≤ h− 1 + j�

��� ��
��� �� (p, k)C�+
������� ���
�� � ��
	��
 ������
 �� ���������
� ���	�
���� �� �
�
�� ��

�� ��

����� ��!��
����

��������� �	�	
 H���������
� ���	�
 ����� <
����!��
��� ����
��I	 8�
 T1, . . . , T� �� �
��G	���� �� � ����	�� 
����� ��� S �� � ��
 �� ���������� .��� �������� ��!��� � ����	
�
���
�� 
�� �������
 
���� ��G	����� - ������
� �
����!��
��� �����	
� B �� ��

�� ���������
� ������
�� ��� ����� �������� S ∈ S 
���� �� � (p, k)C�+
������ �� B 
��
 �� ������
� ����
� S�

=	� ��A��
��� �� 
� !�� ���������
� ���	�
 �
����!��
��� �����	
� �� �����	� 
���
�� �� �����

� ������� ���� � ����� �����	
� �� ���������
� ���	�
 ��� � ����� ��
 �� ��������� �� 	�� 
��
��
��� �� � �
��+ �� � �����	
�� - �
��� ������

� �� � ��+���
 ��
 �� ��
�
����� ��������
���
��
����� ��
���� 
�� ������ �� 
���

��������� �	�	�	 8�
 B �� � �����	
� �� 
���
� h ��� �� ����	�� 
���� ��G	���� �� n ���� 
��� p ≥ 1� ��� ��� ��
�
���� bj �� B bjh−1...b

j
p �� ��

�� 
�� 
������ ���� �� bj  ����
��

�� bj>p ��� bjp−1 . . . b
j
0 
�� ����
��� ���� �� B ����
�� �� bj<p� - �	���
 �� λ ������	
���

��
�
����� bj , . . . , bj+λ−1 �� B �� ��

�� � �
��+ �� B �� 
���� 
������ ���
� ��
���� bj−1
>p < bj>p 

bj>p = bj+x
>p ��� �

 1 ≤ x ≤ λ− 1 ��� bj+λ−1

>p < bj+λ
>p  ���
� λ �� ��

�� 
�� ���� �� 
�� �
����

�	�
������� 
�� j
� ��� �� 
�� ����	�� 
���� ��G	���� �� ��

�� 
�� ���� �� 
�� �
����

��� ��

����� 
���� �
�
�� ��������� ��� �	7����
 �����
���� ��� 
�� �+��
���� �� (p, k)C
�+
�������� ��� ������ ���
 �� �
� ����� ������
� � ��
��� 
� ������ � (p, k)C�+
������ ��� �
����� �������� S ������ 	�� �� 
�� �
��� �
�	�
	�� �� 
�� �������
 �����	
�� '� ��

 ����� 
� 
���
����
�	�
��� �� ��������
 �������� ��� ��

 
�� ���	

��� �����	
� � ��������
 (p, k)C�+
�������

$���� �	�	�	 &�� T1, . . . , T� �� � ��2����� � � ������� ������� B �� �  �����
� �
����$������
������
�� S �� � ��������� ��� p, k ≥ 0. )���� ����� �"���� � (p, k)��"������� � B ���� ��
 �����
�  �� S � ��� ��
� � ��� ������ � ������
��� ����+� (.�.�. S ���� ��� �"���� 2k − 1  ��
��� �
��+ � B.

/��� . (⇒)K 8�
 X ′ = {(τ1, τ1 + 1), . . . , (τt, τt + 1)} �� 
�� ��
 �� 	�����
��� ������ ����
� S
��
��� � �
��� �� B� -��	�� t > 2k − 1� ��� ����� (τi, τi + 1) ∈ X ′ �����	
� B ��
��C
!�� bτi = bτi+1 �� ��� ����� (p, k)C�+
������ B̄ = b̄h−1+k . . . b̄0 �� B 
�� 
������ ���
 ���

�� 
���
��� ���
 �� b̄τi ��� b̄τi+1 ��� �G	�
� ��� B̄ 
� �� � ��
�� �����	
� ����
� �������� S 
num(b̄τip−1+k . . . b̄

τi
p ) < num(b̄τi+1

p−1+k . . . b̄
τi+1
p ) ��� ����� 	�����
��� ����� (τi, τi + 1) i = 1, . . . , t�

#���� �
�� num(b̄τ1p−1+k . . . b̄
τ1
p ) ≥ 0 ��� �	�
��� b̄

τi+1

p−1+k . . . b̄
τi+1
p ≥ b̄τip−1+k . . . b̄

τi
p �	�
 ��
� ���

����� i = 1, . . . , t− 1 �� ��
��� b̄
τt+1

p−1+k . . . b̄
τt+1
p ≥ t > 2k − 1 ����� �� � ���
�����
���� (���� 


���� �� �� (p, k)C�+
������ �� B 
��
 �� ��
�� ����
� S �� t > 2k − 1�

(⇐)K 8�
 κ ����
� 
�� �	���� �� �
���� �� B τ̄i 
�� ���� �� 
�� i
� �
��� ��� λi 
�� ��*� ��

�� i
� �
��� i = 1, . . . , κ� 8�
 �	�
��� X ′

i = {(τ i1, τ i1 + 1), . . . , (τ iti , τ
i
ti
+ 1)} ⊆ X ′ �� 
�� �	���


�� 	�����
��� ������ �� 
�� i
� �
��� ��
� ti ����
��� 
���� �	�����

'� �+
��� B �� 
�� ��

����� ��� 
� � �����	
� B′K ��� 
�� i
� �
��� �� �	
 bτp−1+k . . . b
τ
p = [j]2

��� ����� ��� τ ��
� τ ij + 1 ≤ τ ≤ τ ij+1 ����� τ i0 + 1 := τ̄i �� 
�� ���� ��� τ iti+1 := τ̄i + λi − 1

�� 
��
 ��� �� 
�� i
� �
���� �� |[j]2| < k �� ����
� ��� 
������ *���� 
� ��
��� � ��
�
���� ��

���
� k� #���� j < ti < 2k−1 �
�� |[j]2| ≤ k ��� 
�� ����
�	�
��� ���	

� �� � (p, k)C�+
������
�� B�
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�
 ������� 
� ���� 
��
 
��� �����	
� B′ �� ������
� ����
� S� ����
 �� (τ ij , τ
i
j + 1) ∈ X ′

i 
���

bτ
i
j = bτ

i
j+1 �� 
�� �������
 �����	
� B� ��� ����
�	�
��� ���
��

b
τ ij
p−1+k . . . b

τ ji
p = [j − 1]2 < [j]2 = b

τ ij+1

p−1+k . . . b
τ ji
p ,

�� bτ
i
j < bτ

i
j+1 ��
�� ��� B′� #����� �� (τ, τ + 1) ∈ X \ X ′ ����� X ����
�� 
�� ��
 ��

�

 ������ ���	��� �� S 
��� bτ < bτ + 1 �� B� �� �� 
��� ���� bτ ��� bτ + 1 ��� �� 
��
���� �
��� 
��� bτp−1+k . . . b

τ
p = bτ+1

p−1+k . . . b
τ+1
p  �� bτ < bτ+1 ��
�� ��� B′� =
������� 
�
 bτ

�� ���
����� �� 
�� i
� �
��� ��� bτ + 1 �� 
�� (i + 1)
�V 
��� 
��� ��
���� bτ>p < bτ+1
>p  ��

bτ < bτ+1 ��� B′� ����

� �� (τ, τ+1) �∈ X 
��� bτ ≤ bτ+1� �� bτ ��� bτ+1 ��� �� 
�� ���� �
��� 
bτp−1+k . . . b

τ
p = bτ+1

p−1+k . . . b
τ+1
p  �� bτ ≤ bτ+1 �
�

 ��
�� ��� 
�� �+
������� =
������� 
�
 bτ ��

���
����� �� 
�� i
� ��� bτ+1 �� 
�� (i + 1)
� �
��� i ∈ {1, . . . , imax − 1}V 
��� bτ>p < bτ+1
>p

�
����� ��� B �� bτ < bτ+1 �
�� ��
�� ��� B′� ��������� 
�� �+
������ B′ ������
� � ������
�
�����	
� ����
� S�

0����� 1����
' /����
���

.+�
����� 
��� 
��
 �������
��� �� ��
���	�� � ������� �
����
�� ��� ����	
��� ���������
�
���	�
 
���� �
����!��
��� �����	
��� %�����

� 
�� �
����
��� �	��������
� ����� 
�� ��*� ��
� �
��� 
� �
� ��+��	� ��*�� ���� ��*� �� ��
������� �� 
�� ���
���K ����
 � �����	
� B
������� �
 ���
 2p ��5����
 ��
�
����� 
� 
�� 
���
��� ���
 �� ���� �� 
�� ���� �
��� ���� �

���
 2p − 1 ������ ��� �� ����
���� #�����
� 
�� �	���� �� 	�����
��� ������ �� � �
��� ��

���
�� �� 2k − 1 ���	��� �� ��� ��������� �� ����� 
� �����
�*� 
���� �����
���� �� ����
�
��
� X(τ1,τ2) 
�� ��
 �� �

 �������
 ��� ��
��
��
 ������ ���	����� ��
���� 
�� ���� τ1 ��� τ2 
1 ≤ τ1 ≤ τ2 ≤ n ��� �������� ��C��

�� kC���������
� ����� ��
��

��������� �	�	�	 8�
 T1, . . . , T� �� � ��G	���� �� � ����	�� 
����� ��
� � 
�
�
 �� n ���� ���
k ≥ 0� 8�
 �	�
��� S �� � ��
 �� ��������� ��� X(τ1,τ2) �� 
�� ��
 �� �

 �������
 ��� ��
��
��

������ ��
���� 
�� ���� τ1 ��� τ2� - ��
 �� ������ X ′ ⊆ X(τ1,τ2) �� ��

�� k����������
� ��

|X ′ ∩XS| ≤ 2k − 1 ∀S ∈ S.

��������� �	� (p, k)C���������
� ���	�
 
���� �
����!��
���
����� K �	���� �� ���� n ��
 �� �������
 ������ Xorg ��
 �� ��������� S k, p ≥ 0
������ K kC���������
� ���	�
 �
����!��
��� �����	
� B

#�
 i = 0 τi = 1 τmax = 0 X = X ′ = ∅
&���� τi ≤ n  �

&���� τmax < τi + 2p + |X ′| ��� τi + 2p + |X ′| ≤ n  �
#�
 τmax = τi + 2p + |X ′|
#�
 X = X(τi,τmax) ∩ (∪S∈SXS)
<���	
� � ��+��	� kC���������
� ��
 �� ������ X ′ ⊆ X

#�
 τmax = τi+1 = min(τi + 2p + |X ′|, n+ 1)
<���	
� � �	������	
� �� 
���
� p ��� 
�� ���� τi, . . . , τi+1 − 1 ������
� ����
� 
�� ������
X(τi,τi+1−1)\X ′

#�
 i = i+ 1 ��� X ′ = ∅
#�
 h′ = �log2 i− 1�
��� j = 0, . . . , i− 1  �

#�
 bτp+h′−1 . . . b
τ
p = [j]2 ��� �

 τj ≤ τ ≤ τj+1 − 1

������ B
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-
����
�� F�9 ��� 
��
� ��� � ����� ����� �� ���� τ ′ 
� τ̄ ���
��� 
���� �+��
� � kC���������
�
����� ��
 �� X(τ ′,τ̄) �	�� 
��
 
�� �	���� �� ��������� ������ �� ���

�� 
��� 2p� �� 
��� �� 
��
���� �� �������� �� � ��+
 �
�� 
�� ���� ���� τ ′ 
� τ̄ + 1� =
������� τ ′ 
� τ̄ �� !+�� 
� ���� �
�
���� �� ������� F�@�F �� ���� 
��
 
��� �
��
��� ����
�	�
� �� ��
���
 ���������
� ���	�

�����	
��

������� �	�	�	 0�� ��� p ≥ 0 ��� k ≥ 0� 3
������� =.� �������� �� ������
 ���������
�
������ ����� �
����$������ ������
�.

/��� . 8�
 B̄ ����
� � �����	
� �� κ �
���� ����	
�� �� -
����
�� F�9 ��� τ̄1, . . . , τ̄κ �� 
��
����� �� 
�� �
����� ��� 	�����
��� ������ �� ��� �
��� �� B̄ ������
 � kC���������
� ��
 ��
������ �� ����
�	�
��� ��� �

 �������
 ������ ��� ����������� �
 ��

��� 
��
 B̄ �� � ������
�
���������
� ���	�
 �
����
���

-��	�� ��� ���
�����
��� 
��
 B̄ �� ��
 ��
���
� 8�
 B∗ �� �� ��
���
 ���������
� ���	�

�����	
� κ∗ �
� �	���� �� �
���� ��� τ ∗1 , . . . , τ

∗
κ∗ 
���� ������ 8�
 τ̄i �= τ ∗i  i ∈ {0, . . . , κ} ��
�

τ̄j = τ ∗j ��� �

 j < i ��� ��
����� 
�
 B∗ �� �� ��
���
 �����	
� 
��
 ��"������ 
�� ��
	� ��
i� '� ���
���	��� 
�� �����K

<��� 9K τ̄i > τ ∗i � ���
����� 
�� ��
�
����� b∗τ
∗
i−1 , . . . , b∗τ̄i �� B∗ �� 
�� ��
�
����� b̄τ

∗
i−1 , . . . , b̄τ̄i

�� B̄ ����	��� �� ��
���
 �����	
� �� ����� 
�� ���� �� 
�� i
� �
��� �� ����� �� τ̄i� ����
���
�����
� 
�� ������ �� B∗�

<��� ;K τ̄i < τ ∗i � 8�
 Y ∗
i−1 �� 
�� ��
 �� 	�����
��� ������ �� 
�� (i − 1)
� �
��� �� B∗ ���

Y i−1 �� 
�� ��
 �� 	�����
��� ������ �� 
�� (i − 1)
� �
��� �� B̄� #���� Y i−1 �� � ��+��	�
kC���������
� ����� ��
 �
� ��*� ��
��!�� |Y i−1| ≥ |Y ∗

i−1|� <������� 
�� �	���� �� ����
���
������ �� B∗ �� �
� (i− 1)
� �
���K

|X(τ̄i−1,τ∗i )| − |Y ∗
i−1| ≥ |X(τ̄i−1,τ∗i )| − |Y i−1| > |X(τ̄i−1,τ̄i)| − |Y i−1| = 2p − 1.

���� �� � ���
�����
��� ����� 
���� ��� �
 ���
 2p ��5����
 ��
�
����� �� � �
���� -� � �����C
G	���� B̄ �� ��
���
�

�� -
����
�� F�9 
�� �
�� �� ����	
��� � ��+��	� kC���������
� ����� ��
 �� ��
 �����!���
=�� ��� �� ��
���� 
��� ����
�� �� �� ��
���� ������������ ��� ��� ����� β ∈ X = ∪S∈SXS∩
X(τ1,τ2) 
�� ������ ������
� xβ ������
�� �� β �� ���
 �� 
�� kC���������
� ����� ��
 Hxβ = 1I ��
��
 Hxβ = 0I� -�� ��
���
 ��
	
��� �� 
�� ��

����� �8� ��������
� � ��+��	� kC���������
�
����� ��


max
∑
β∈X

xβ

∑
β∈XS

xβ ≤ 2k − 1

xβ ∈ {0, 1}

∀S ∈ S
∑
β∈XS

∀β ∈ X.xβ

-� �� ��

 ���� �� 
�� ��

����� ���
��� 
���� �� �� ��
������
 
��� �
����
�� ��� ��
����

��� ����
�� ��� ������
 �������� ��
� 	�
��� P = NP� =� 
�� �
��� ���� ��� 
�� �
��� ��
��������� �� ����� ���� �������� ��
��� 	� 
� j 
����� 
�� ��+��	� kC���������
� ����� ��

��� �� ����	
�� �7����

� ��� 
�	� 
�� ���������
� ���	�
 
���� �
����!��
��� ����
�� ���
�� ��
��� �� ��
������
 
����
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0����� ������
�
��
� ������*
�+

�� 
��� �	����
��� �� ���	�� ��
����� 
��
 �� ��� 
������ ��� � ��+��	� kC���������
� �����
��
 ��
���� 
�� ���� 1 ��� n ���� 
�
 S �� � ��
 �� ��������� !�� � ��+��	� kC���������
�
����� ��
 X ′ �� X = ∪S∈SXS� %� � ���	�
��� ���� 
�� ����������
 ��
 ����
�� 
��� ����
��
�� �
����
� NPC���� ��� k = 1�

$���� �	�	!	 &�� T1, . . . , T� �� � ��2����� � � ������� ������� S �� � ��� � ���������� ���
K ≥ 0. *������� (������ ����� �"���� �  �����
� 1����������
� ����+ ��� X ′ ⊆ ∪S∈SXS � ����
������� ���� �� �2��
 �� K �� ������
� NP�����.

/��� . '� ���� � ���	�
��� ���� 
�� ����������
 ��
 ����
�� ����� �� ��

 ����� 
� ��
�
����
� NPC���� L>;M� 8�
 G = (V,E) V = {1, . . . , n} �� � ����� �� ����� �� 
��� ���
�� ����������
 ��
 �� ��*� a� '�
����� �� ���	�� 
��
 G ���
���� �� ���
�
�� ���
�+ ���
|V | − a = 2p − 1� �� 
�� ������������� 1C���������
� ����� ��
 ���
���� 
���� ��� n + 1 �����
�	�
������� ��� ����� ���� (i, j) ∈ E 
�� �������� ��
 ���
���� � �������� S 
��
 ���	��� 
��
��
 �� ������ XS = {(i, i+1), (j, j+1)}� 2�
� 
��
 
�� ��*� �� 
�� ����� ��
 X = ∪S∈SXS ���

�� �	���� �� ��������� S �� ��
������
 �� 
�� ��*� �� G� '� ���� 
��
 
���� �� � 1C���������
�
����� ��
 X ′ ⊆ X �� ��*� a �� ��� ��
� �� 
���� �� �� ����������
 ��
 �� ��*� a �� G�

8�
 A �� �� ����������
 ��
 �� G ��
� |A| = a� ��!�� 
�� ����� ��
 XA = {(i, i+ 1)|i ∈ A}�
��� ��� �������� S ∈ S ��
� XS = {(i, i+1), (j, j+1)} 
���� �� �� ���� {i, j} ∈ E ��� ��
���
i �∈ A �� j �∈ A� ��� 
��� ������ �
 ���
 ��� �� 
�� ������ �� XS �� �� �
����
 �� XA ��� 
�	�
XA �� � 1C���������
� ����� ��
 �� ��*� a�

<�������
� 
�
 X ′ �� � 1C���������
� ����� ��
 �� ��*� a� ��!�� A = {i | (i, i+ 1) ∈ X ′}� ���
��� ���� (i, j) ∈ E 
���� �� � �������� S ∈ S ��
� XS = {(i, i+ 1), (j, j + 1)}� #���� ��
���
(i, i+1) /∈ X ′ �� (j, j+1) /∈ X ′ 
���� �� �
 ���
 ��� �������
 �� 
�� ���� (i, j) �� A� ��������� 
A �� �� ����������
 ��
 �� ��*� a�

- G	�
� ��5����
 ���	�
��� ���� 2k#-� 
���� 
� 
�� NPC�������� �� 
�� ��+��	� kC
���������
� ����� ��
 ����
�� ��� ��� ����
��
 k ≥ 2�

$���� �	�	"	 �� �� ������
� NP����� �� ������ (������ ����� �"���� � k����������
� ����+ ���
� ���� K  �� ��� �������� k ≥ 2.

/��� . '� ���� � ���	�
��� ���� 2k#-� ����� �� �
����
� NPC���� L>;M� 8�
 I �� �� ���
����
�� 2k#-� �������� �� n ������
�� x1, . . . , xn ��� m �
�	��� C1, . . . , Cm� .��� �
�	�� ������
�
�� 2k ��5����
 
�
���
�� ��� ���� ������
� xi �� ��� 
�� �	+�
���� ������
�� x1,i, . . . , x2k−1−1,i

��� 
�� �
�	��
Ci = xi ∨ x̄i ∨ x1,i ∨ x̄1,i ∨ . . . ∨ x2k−1−1,i ∨ x̄2k−1−1,i


� 
�� ����
�� ���
����� ��� ��� ���
���� �� � ���C���
���� �� ��� ��
� �� 
�� �
� ���
���� ��
����

�� 
�� ��+��	� kC���������
� ����� ��
 ���
���� 
���� ��� 2(n + n(2k−1 − 1)) +
1 ����� ��� ���� �
�	�� Cj �� ����
�	�
 � �������� Sj ��
� βi = (2i− 1, 2i) ∈ XSj

�� ��� ��
� �� xi ∈ Cj ��� β̄i = (2i, 2i+ 1) ∈ XSj �� ��� ��
� �� x̄i ∈ Cj�
�	�
������� S ���
���� ��� ����� �
�	�� C i i = 1, . . . , n 
�� �������� Si

����� ���	��� 
�� ������ βi β̄i βj,i = (2n+ 2k(i− 1) + 2j − 1, 2n+ 2k(i− 1) + 2j) ���
β̄j,i = (2n+ 2k(i− 1) + 2j, 2n+ 2k(i− 1) + 2j + 1) ��� j = 1, . . . , 2k−1 − 1� ��� ��+��	�
kC���������
� ����� ��
 ���
���� ���
���� m+ n ��������� ��� 2n+ n(2k − 2) ������� #���� k
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�� -���� ������.������

�� ����
��
 
�� ��*� �� 
�� ���
���� �� ��
������
 �� 
�� ��*� �� 
�� ���	
 ��
�� '� ��

 ����

��
 
���� �+��
� � kC���������
� ����� ��
 X ′ ⊆ ∪S∈SXS ��
� �+��

� n+ n(2k − 2) ������ ��
��� ��
� �� I �� � ���C���
�����

8�
 X ′ �� � ��+��	� kC���������
� ����� ��
 ��
� |X ′| = n + n · (2k − 2)� '�
����� �


������ βi,j ��� β̄i,j ��� ���
����� �� X ′� =
������� ���
��� βi �� ��� ������� βi,j ��� β̄i ��
��� ������� β̄i,j 
� ��
��� ����� � ��+��	� kC���������
� ����� ��
� '� ��

 ���� 
��
 X ′

��!��� � ������
� ���������
 
� I�

�	� 
� | ∪S∈S XS| − |X ′| = n ��� 
�� ��!��
��� �� C i i = 1, . . . , n 
�� ��
 X ′ ���
���� ��
���
βi �� β̄i� ��	� 
�� ��

����� ���������
 �� ��

 ��!���K

x∗
i =

{
true �� βi /∈ X ′

false �� β̄i /∈ X ′ .

#���� ����� �������� Sj ���
���� 2k ������ �
 
���
 ��� ����� �� XSj �� ����
��� ���� 
����
�+��
� �� � ∈ {1, . . . , n} �	�� 
��
 β� ∈ XSj\X ′ �� β̄� ∈ XSj\X ′� �� β� ∈ XSj\X ′ 
�� �
�	��
Cj ���
���� 
�� 
�
���
 x� ��� x∗

� = true ����!�� Cj� �� β̄� ∈ XSj\X ′ 
�� �
�	�� Cj ���
����

�� 
�
���
 x̄� ��� x∗

� = false� (���� x∗ ����!�� ����� �
�	���

<�������
� 
�
 x∗ �� �� ���������
 ����� ��
��!�� 
�� 2k#-� ���
���� I� �� x∗
i = true ��

��
�
� βi ���� ∪S∈SXS ��� �� x∗
i = false �� ��
�
� β̄i 
� ����
�	�
 � ��+��	� kC���������
�

����� ��
 X ′� ��� ��
 X ′ ������
� �� n+ n · (2k − 2) �
����
�� �	�
������� �� ����� ��������
Sj 
���� ��� �
 ���
 2k − 1 ������ 	�����
���� ��������� X ′ �� � kC���������
� ����� ��
�

2�
� 
��
 
��� ���	�
��� ���� ��
 ���
� NPC�������� ��� k = 1 ����� 2#-� �� ��
���
� ��
��
������
 
����

%�
� 
����� ��
 ��
� �
�
� 
��
 -
����
�� F�9 ��� A	�
 �� ���
����
�� �� ��
������
 
��� ��
P = NP �	
 �
�� ����
� 	� 
� ����� 
�� NPC�������� �� 
�� ���������
� ���	�
 �
����!��
���
����
���

������� �	�	#	 &�� T1, . . . , T� �� � ��2����� � � ������� ������� S �� � ��� � ����������
h, p ≥ 0� ��� k ≥ 1 ��������. *������� (������ ����� �"���� �  �����
� ���������
� ������
�
����$������ ������
� � 
����� � �� ���� h �� ������
� NP�����.

/��� . '� ���� � ���	�
��� ���� 
�� �������� ������� �� 
�� ��+��	� kC���������
� �����
��
 ����
��� 8�
 S �� � ��
 �� ��������� �� ����� ���� �������� ���	��� ������ ��
���� 
��
���� 1, . . . , n X = ∪S∈SXS ��� K ∈ N ���� � ��+��	� kC���������
� ����� ��
 ���
�����
'�
����� K < |X|� �� ����� 
� �����	
� �

 ���� ��
��� ��� �
��� �� �	����� ��� � ��C
���
 |X| −K = 2ν − 1 ��� ���� ��
���� ν ∈ N� �� 
��
 ���� 
���� �+��
� � ������
� ���������
�
���	�
 �����	
� ��
� p = ν �� 
���
� �
 ���
 ν ��� 
��� ���
���� �� ��� ��
� �� 
���� �� �
kC���������
� ����� ��
 X ′ �� ��*� K �� X �

�� 2ν−1 > |X|−K > 2ν−1−1 �� ��!�� γ = 2ν−1−|X|+K ��� ��� 
�� ���� n+1, . . . , n+γ+1

� 
�� ���
���� �� �������� ������ ��	� 
���� ��� γ �������
 ������ 
��
 ���� 
� �� ���������
	���� γ + 1 ��5����
 ��
�
������ - ��+��	� kC���������
� ����� ��
 X ′ ��� 
�� �
� ���
����
�� �
�� � ��+��	� kC���������
� ����� ��
 ��� 
��� ��� ���
����� �	�
������� 
���� �+��
�
� ������
� ���������
� ���	�
 �����	
� ��
� p = ν �� 
���
� �
 ���
 ν ��� 
��� ���
���� �� ���
��
� �� 
���� �� � kC���������
� ����� ��
 X ′ �� ��*� K �� X �

2�
� 
��
 �� 
�� �	���� �� ��������� �� ��
������

� ��	���� �� 
�� �	���� �� ���� 
��
���������
� ���	�
 
���� �
����!��
��� ����
�� �� �� NP ����� �� ��� 
��
 
�� �������
�
� ��
� �����	
� ��� ����� ����
� �������� �+�
��
��� 8���� F�@�B� �� ������
 
��� ��� ��
 �� 
��
�����
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�� �������
 ������ �� � �������� Sorg

����� ���	��� �

 �������
 ������ ��� �� �������
 ������ ��� ���������� ���� ��� ���	��� 
��


�� ���� ������ �� ������
 ������

 !��
)�� =���
� �1 p #� ��� �� ���� ����� ���� ��
	�� p, k ≥ 0 ��� 
����� ��� 
�� ��
���


���
� h �� � ���������
� ���	�
 �����	
�� <�������
� ����� � 
���
� ��
	� h ≥ 0 ��� ����
k ≥ 0 �� ��� ��� ��� 
�� ��+��	� ��
	� �� p ��� ����� 
���� �+��
� � ���������
� ���	�

�����	
� �� 
���
� �
 ���
 h�

-� �����	� ��� 
� ��
�	
�
� 
��� ��
���
 
������
� p �� 
�� ��

�����K �	��������
� ����������
p ���� : 
� h ��
�	
�
� 
�� �����	� ��
	� hp,k ��� ����� 
���� �� � ������
� ���������
� ���	�

�����	
� �� 
���
� hp,kV 
��� ����
� 
��� 
�� ��+��	� ��
	� p ��� ����� hp,k ≤ h� 2�
� 
��


��� ��
	� ��� �
�� �� ��
���
�� ��
� ������ ������ ��
���� p = 0 ��� p = h� ��� � ������

��
 �� ��������� S ��
�	
�
��� 
��� ��
	� �� p �� �� NPC���� ����
�� ����� �������� ���
���

���� �+��
� � ������
� ���������
� ���	�
 �
����!��
��� �����	
� �� 
���
� �
 ���
 h ��
� k = 1
�� �� NPC���� ����
�� �� <���

��� F�@�?� - ������������� �
�
����
 ��
�� ��� !+��� h ��� p
��� ������*��� 
�� ��
	� �� k�

"
�
��� ;����	�� +��	�� -� ����� �� LF@M 
�� �
����!��
��� 
��� ����
���� m �	
�����

����� ��
� 
���� ����� �����!��
��� �� �G	���
��
 �� !����� �� ��
���
 �����	
� ��� ��� �	
�����

���� �� 
��� �� 
�� 
���
� �� 
�� �
����!��
��� 
����� �� 	���	����� �� 
��
 ���� ��� ����	
��
��� ����� ����
� �	
����� 
���� �� ��
���
 �
����!��
��� �����	
� ��� ���
��� 
���� �����	
��
���	

����	�
�� #���� 
�� �������� ��
��� ��� �� ������� �	
 ����������

� ��� ����� �����	
� 

��� �������� ��� �
�� �� 	��� 
� ���
 ��
� 
�� ���������
� ���	�
 
���� �
����!��
��� ����
��
��
� ������
 �	
����� 
������

 ��� )����
� *���
� �+ �
��(
� ,���	�

-� ���
����� ������ ��������� �
���
 ���	�
���� ���
�� � 
�
 �� ��
��
��
 
� �+
���� ���������
����� ����
� ���	�� ��� 
��� ������ �� ��
���	�� � ����
� ��
 ������
 �
��� �� ��������� ��
����� 
�� �	���� �� ��
���� 
����� �� ���
���
���

/���� ���� ������
�� j 
�� �������� ��
 Sj ������
� �� �

 ��������� ����� ��
�� 	� 
�
j 
������ ���� �����

� 
�
 T1, . . . , T� �� � ��
 �� 
������ - �������� S ��!��� �� �����
σS : {1, . . . , �} → {1, . . . , �} �� ����� 
�� 
����� ��
	�

� ������ �
 
�� ���� ���� σS(i) ������
��

�� ����
��� �� 
���� i ��� 
�	� 
��� ���� 
�� ����	�� 
���� θσS = Tσ−1

S (1) . . . Tσ−1
S (�)� ���� 

� ��G	���� Tσ̄−1(1), . . . , Tσ̄−1(�) ����� σ̄ �� ���� ����	
�
��� �� ��

�� �� (α, k)���
���� �����
��2����� �� θσS �� σS(α) < k ��� 
�� ��

����� �����
���� ��
�K σ̄(x) = σS(x) �� σS(x) < σS(α)
�� σS(x) > k σ̄(x) = σS(x) − 1 ��� σS(α) < σS(x) < k ��� σ̄(α) = k H��� ���	�� F�@I� ��
�
��� ����� 
���� Tα �� ��
���� ���� 
�� σS(α)
� 
� 
�� k
� ����
���� ��� ��
 �� ���������
Sj  0 ≤ j ≤ � �� ��� ��!��� 
� ���
��� � �������� S H���	���� ���� ��G	���� θSI �� ���
��
� �� 
���� �� � ��G	���� θ0, . . . , θj �� 
���� ��G	����� θi �	�� 
��
 θ0 = θid ��
� id(j) = j 
j = 1, . . . , � θi �� �� (αi, ki)C��
���� ��G	���� �� θi−1 ��� �

 i = 1, . . . , j ��� θi = θS� .����

���� Tαi

��

 �� ��

�� 
� �� ��
���� �� S�



9@: �
����� &� ����������� ���
�� -���� ������.������

T1

T1

T1 T2T2

T2

T3

T3

T3 T4

T4T4

(1, 3)C��
�� (3, 4)C��
��

���	�� F�@�K �� � !��
 �
�� 
���� T1 �� ��
���� 
� ����
��� 3 ��� �� � ������ �
�� 
���� T3 
�
����
��� 4� ��� !��
 ��G	���� ��
���� 
� � �������� �� S2�

-� �� ��

 ��� �� ������� F�B�9 �

 �	� ���������
���� ��� �� ���
���
�� 
� � �������
 �	���
 Sj

�� 
�� �������� ��
 Sj � - �������� S �� � ������ �� Sj �� 
���� �� � ��G	���� θ0, . . . , θj �� 
����
��G	����� θi �	�� 
��
 θ0 = θid θi �� �� (αi, �)C��
���� ��G	���� �� θi−1 ��� �

 i = 1, . . . , j 
αi < αi−1 ��� �

 i = 1, . . . , j ��� θj = θS� �� �
��� ����� �� 
�� 
����� ��� ��
���� �� �
�������� S ∈ Sj  
��� ���� 
���� ��
�
��� ����� ��� ������ 
�
�� 
��� �

 �	��
	�
 
������ 2�
�

��
 ��� 	��G	�
� ��!���� � �������� S ∈ Sj �
 �	7��� 
� 
��
 
�� j ��
���� 
����� ����� 
��
����� ��� ���	�
 �� 
���� ��
�� �� ��
������� �� 
�� ��!��
��� �� Sj �

������� �	�	�	 � B �� � ���������
� ������ �
����$������ ������
�  �� Sj ���� B �� � ������
����
� ������ �
����$������ ������
�  �� Sj.

/��� . 8�
 S ∈ Sj ��� {Ti1 , . . . , Tij} �� 
�� ��
 �� 
����� ��
���� �� S ��
� i1 < i2 < . . . < ij�
<������� 
�� �������� S ′ ∈ Sj ��
����� 
���� 
����� ��� 
�
 σS′ �� 
���� ������������� ������
8�
 (τ, τ + 1) �� � ����� ���	��� �� S� �� (τ, τ + 1) �� �� �������
 ����� B ����
��� �
� ��
(τ, τ+1) �� � ��
��
��
 ����� 
��� 
���� ��� 
����� Tx, Ty ∈ {T1, . . . , T�} x < y ��
� τ ∈ Tx ���
τ +1 ∈ Ty� �� y /∈ {i1, . . . , ij} σS′(x) ≥ �− j+1 ≥ σS′(y) � �� y ∈ {i1, . . . , ij} σS′(x) > σS′(y)�
�� ��
� ����� S ′ ���	��� 
�� ����� (τ, τ + 1)� ��������� � (p, k)C�+
������ �� B ����
���� �


������ �� S �
�� ����
��� �

 ������ �� S� ��	� B �� � ���������
� ���	�
 �
����!��
��� �����	
�
��� Sj �

�	� 
� ������� F�B�9 �� ���
���
 �

 �	�
��� �������
���� 
� 
�� �������� ��
 Sj � ��� 
���
�������� ��
 ��
 ��
� � �������� S �� �
����� ��!��� �� 
�� ��
 �� ��
���� 
����� �	
 �
�� 
��
��
 �� ��
��
��
 ������ ���	��� �� S�

$���� �	�	
	 &�� β = (τ, τ + 1) �� � ��������
 ����+ (��� τ ∈ Tx� x ∈ {1, . . . , �}. )��� ���
�������� S ∈ Sj ������� β � ��� ��
� � Tx �� � ����� ��
���� �� S.

/��� . 8�
 τ+1 ∈ Ty y ∈ {1, . . . , �}� #���� β �� � ��
��
��
 ����� x < y� �� 
���� Tx �� ��
����
�� S σS(x) > σS(y) ��� 
�������� β ∈ XS� �� β ∈ XS σS(x) > σS(y)� #���� σS(x) < σS(y)
��� �

 y > x �� Tx �� ��
 ��
���� �� �������� S 
�� 
���� Tx �� ��
���� �� S�
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1

1

2

2
3

3

4

4 5

5678
9101112

1314151617

|Xi|

i

k = 3
k = 2

���	�� F�B�K ��� �	����� ������
� 
�� ����� �� ������
 �� � ����� �� Xi �� -
����
�� F�;� ���
j = 2 k = 3 
�� �
����
�� �
��� ��
�� 
�� 3�� �
���
���� �� 
�� ���� �� k = 2 �
 �
��� ��
��

�� 11
� ������
 �� � ������

#���� ��� ��� ��
���� 
� �+��

� ��� 
���� 
�� ��
 �� ��
��
��
 ������ XS �� ��� ��������
S ∈ Sj ��� �� ���
�
����� ��
� ���A���
 �	���
� ����
� 
�� ������
��� ��
���� 
���� ��	����

�� ������ '� ����
� 
��� ��
 �� ������ ���	��� �� 
���� Ti ��
� Xi ���� Xi = {(τ, τ + 1) |
τ ∈ Ti, ∃y > i : τ + 1 ∈ Ty}� ��� �������
��� 
��
 
���� ��
� ��� ���A���
 �������� 
�� ���
�������
��� ��� 
�� ��

����� �
����
�� ����� ����	
�� � ��+��	� kC���������
� ����� ��

��� Sj �� 
�� ��
 X(τ ′,τ̄) ��� 
�� ����� ���� τ ′ τ̄ � ��� �
����
�� �	��������
� ������� ��� �����
���� 
�� ����� ��
 Xi ∩ X(τ ′,τ̄) ��
� 
�� ������
 �	���� �� ��
��
��
 ������ 	�
�
 
���� ���

��� 
��� 2k ��
��
��
 ������ �� 
�� ����
C���� �������� ���� �� 
�� 	���� �� 
�� j ����� ��
�
���	��� �� 
����� ��
� ��+��	� ��������� ��*� H��� ���	�� F�BI�

��������� �	
 ��+��	� kC���������
� %���� #�
 ��� Sj

����� K ������
��� j, k ∈ N ��� ��
� �� ���	��� ������ X1, . . . , X� ��
�
Xi ⊆ {(τ1, τ1 + 1), . . . , (τ2, τ2 + 1)} j, k ∈ N

������ K ��+��	� ���������
� ����� ��


#��
 X1, . . . , X� �	�� 
��
 |Xi1| ≥ |Xi2| ≥ . . . ≥ |Xi�|
#�
 α := max{it | |Xit | = |Xi1|}
&����

∑j
t=1 |Xit| ≥ 2k  �

������ �� ����
���� ����� ���� Xiα

&���
� α

������ X ′

$���� �	�	�	 >���� � ��� � ��������
 ����+� Xi ������� �� ��� ��
�� � ����� Ti ��������� ��
��� �"������ ������� �����  �� i = 1, . . . , �� 3
������� =.� �������� � ��"���� k����������
�
����+ ��� X ′ ⊆ ∪�

i=1Xi  �� Sj �� O(x log �) (��� x = | ∪�
i=1 Xi|.

/��� . ��� 
�� ����� �� ���	�� 
��
 
�� �	������� �� 
�� 
����� �� ����
�����

� ����������
��������� 
� 
�� ���	
 ��*� �� Xi ���� |Xi| ≥ |Xj| ��� i < j� 2�
� 
��
 
��� ����� �� ��������

��� 
�� ���
�C
��� �� -
����
�� F�;� 8�
 X ′ �� 
�� ��
 �� ������ ��
	���� �� 
�� �
����
��
��� Yi = X ′ ∩Xi ��� i = 1, . . . , ��

'� �
��
 �� ������� 
��
 -
����
�� F�; ����	
�� � ������
� ���������
� ����� ��
� 8�
 S ∈ Sj

�� ��� �������� ��
����� 
����� Ti1 , . . . , Tij � �	� 
� 
�� ����
�	�
��� �� X ′ �� ��


|X ′ ∩XS| =
j∑

r=1

|X ′ ∩Xir | =
j∑

r=1

|Yir | ≤
j∑

r=1

|Yr| ≤ 2k − 1.

��������� �

 	�����
��� ������ �� X ′ ���	��� �� S ��� �� ��������� H8���� F�@�BI ��� 
�	�
X ′ �� � kC���������
� ����� ��
�
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'� ���
��	� ��
� 
�� ��
���
�
� �� X ′� 8�
 	� �������� 
�� ��

����� �8�C����	
�
��� 
�
����	
� � ��+��	� kC���������
� ����� ��
 ����� 
�� ������
�� zi ∈ N ��������
 
�� �	����
�� ��������� ������ �� 
�� ��
 Xi i = 1, . . . , �K

H�8�9I max
�∑

i=1

zi

∑
i∈J

zi ≤ L′

zi ≤ |Xi|
zi ∈ N.

∀J ⊆ {1, . . . , �}, |J | = j
∑
i∈J

∀i = 1, . . . , �zi|Xi|
zi ∈ N

'�
� L′ = 2k−1 ��� ��
	
��� z∗ ��� �� 
���������� ��
� � kC���������
� ����� ��
 �� ��������
|Xi| − z∗i ��
��
��
 ������ ���� 
�� ��
 Xi i = 1, . . . , �� ��� �8�9 ��� �� ��
��� �� �����
��
�
��
���� �8�; ��
� L 
���� �� ������
� ��� ����
��
 c �� �
��
��� ��
� c0 :=

∑�
i=1 |Xi| ���

���������� �� ����� �
���
��� c �� ��� 	��
 	�
�
 
�� ��
���
 ��
	� �� �8�; �� ��
 ����
��

��� L′K

H�8�;I minL

�∑
i=1

zi = c

∑
i∈J

zi ≤ L

zi ≤ |Xi|
zi ∈ N

�∑
i=1

∀J ⊆ {1, . . . , �}, |J | = j
∑
j∈J

∀ i = 1, . . . , �zi|Xi|
zi ∈ N

'� ��

 ���� 
��
 �� 
�� t
� �
���
��� �� 
�� ���
� 
��� 
�� ���	��� ��*� �� Xi ����� ��
��
���
 ��
	
��� 
� �8�; ��� c = c0 − t� '� 
�������� ����
� ��
� X t

i 
�� �	����
 ��*� �� Xi

��
�� 
�� t
� �
���
��� 
��� �
��� ��� ��!�� zti = |X t
i | ��� Lt =

∑j
i=1 z

t
i � -�� ��
	
��� zti ��

����
�����

� ���������� ���� zti ≥ ztj ��� i ≥ j� �	�
������� 
�
 κt �� 
�� ��+��	� ����+
��
� |Xκt | − ztκt > 0� ���� �	� 
� 
�� ����
�	�
��� �� 
�� �
����
�� zt1 ≤ ztκt − 1�

8�
 	� ��� ���	�� 
��
 
���� �+��
� � t′ �	�� 
��
 
�� ��
	�� �� zt
′
i ��� Lt′ ��� ��
 �� ��
���


��
	
��� ��� �8�; ��
� c =
∑�

i=1 xi − t′ ��� Lt′ ≥ 2k − 1 �	
 z∗ ��� L∗� ��� ��
	
��� z∗i ��
��
����� ����
�����

� ���������� ����� ��� a, b ∈ {1, . . . , �} ��
� z∗a < z∗b �	
 a > b z′b := z∗b−1
��� z′i = z∗i �� �� ��
���
 ��
	
���� �	�
������� Lt ≥ L∗ + 1 ��� 
�	� �� ��
���

j∑
i=1

zt
′
j = Lt′ ≥ L∗ + 1 ≥

j∑
i=1

z∗j + 1.

(���� 
���� �+��
� �� ����+ i1 ∈ {1, . . . , j} ��
� zt
′
i1 > z∗i1 � ��� �

 ������� i ∈ {j + 1, . . . , κt′}

�� ��
 zt
′
i ≥ zt

′
i1
− 1 ≥ z∗i1 ≥ z∗i � #���� zt

′
i = |Xi| ��� �

 i ≥ κt′ + 1 

�∑
i=1

z∗j ≤
j∑

j=1

zt
′
j − 1 +

�∑
i=j+1

zt
′
j = c− 1,

� ���
�����
����

��� 
��� �� -
����
�� F�; �� �+��	
�� �
 ���
 x 
���� ��
� x =
∑j

t=1 |Xit | ��� ��� �+��	
���

���� O(log �)� =	
���� 
�� 
��� 
�� ���
��� 
���� O(� log �) �� 
�� 
�
�
 �	����� 
��� ��
O(x log �) ��� 
�	� ��
������
�
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��
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 ����.

������� F�B�B �� �� �������
� �����G	���� �� 8���� F�B�@ ��� �� ��
���
 ���������
� ��C
�	�
 
���� �
����!��
��� �����	
� ��� �� ����	
�� �7����

� �� ��������� -
����
�� F�; ���
-
����
�� F�9� ��� ���	

��� �
����
�� �� ���
����
�� �� 
�� ��

����� ���
��� ��� 
��
�� ���
� �	���� �� ���
C���
� �
����!��
��� ���
������

0�&��� -*���
����
� -)
��
�
��

��� 
�� ���
	�
��� �� 
�� �
����
�� A	�
 ��������� �� 
��� 
�� !�� ���
C���
� ���
����� 	���
�� LF:M ����� ���������� 
� !�� ���� �� 
��7� �� 
�� #���� �
����!��
��� ���� 8�	����� �������
����� ��
	��� ����� ���� 310 
� 486 ��
� �	����� �� ����	�� 
����� ��
���� 44 ��� 49 
�	
��	�� 
����� ��
���� 24 ��� 27 ��� �	����� �� ������ ��
���� 24 ��� 28 H��� ���
� F�9I�
�� ����� 
� ��
��� 	��G	� 
���� �� ���� �� ������
�� �

 ���� �� 
�� ���� 
��� ��
���� 
��
������	
��� �������
 ������ 
� ���
���
 
���� ��������� �� 
�� ����� 
�� ���� ������ ��
����

�� ������ �� ����� �� 
�� ��

����� �+���
�K �� τ3 = τ6 = 3 τ7 = τ9 = τ10 = 4 ��� (τ12, τ3)
�� ��

 �� (τ10, τ2) ������ �������
 ������ �� ��
 τ3 = 3 τ6 = 4 τ7 = 5 τ9 = 6 τ10 = 7 ���
�	�
��� τ2 = 8�

���
���� n � m βmax β

���
C9 BEF B? ;B @ ;E
���
C; @;? BB ;B B ;B
���
C@ @9: BD ;B @ ;>
���
CB @FB BB ;B @ ;>
���
C> @FE BB ;D @ ;>

���
� F�9�K ��� !�� ����
�� ���
����� ���������� 
� !�� 
��7� ����K n ����
�� 
�� �	���� ��
���� � ����
�� 
�� �	���� �� ����	�� 
����� m ����
�� 
�� �	���� �� �	
��	�� 
����� βmax

����
�� 
�� ��+��	� �	���� �� ������ �� �	
��	�� 
����� ��� β ����
�� 
�� 
�
�
 �	����
�� �������

.����
��

� 
���	�� ��A	�
��� 
�� ������
��� p k ��� j 
�� �
����
�� �

��� J�+��
� 
���C
��� �5 ����
��
 �����	
�� ������
 
�� �
��� �+
���� �� �
���
 ���	�
����� /���� ���� 
����
�
����!��
��� ���
���� 
�
 h ����
� 
�� 
���
� �� �� ��
���
 ���C���	�
 �����	
� ��� h̄ 
��

���
� �� �� ��
���
 �
���

� ���	�
 �����	
�� ��� ��
	�� h ��� h̄ ������
 
�� 
���� ��� 	����
��	��� ��� 
�� 
���
� ���	

��� ���� ��� �������
��� �� j k ��� p�

���
� F�; �	�����*�� 
�� ����	
�� 
���
� �� �� ��
���
 ���������
� ���	�
 �����	
� ���������

� 
�� ��5����
 ������
��� p k ��� j� -� 
���� ��� 	���� ��	��� ��� 
���� 
���
�� ���
C;
��G	���� h = 3 ���
� �

 �
��� ���
����� ���
� h = 2 ��� h̄ = 5 ��� �

 ���
������

�� ��
� ���

 ���	�
� �� �������� ��
��� Hk = 1I ��� �

���� ��� j = 1 
�� �����	
� 
���
�
���� ��
 �+���� h ��� ���
C9 ��� ���
C> ��
� p = 0 ��� ���
C@ ��� ���
CB ��
� p ≤ 1 ��� ���
���
C; ���� ��� p ≤ 3 �� ��
 ��� 
����
 ������� �� �������� �� ��
��� ���� ���	�
���� ��
��	

���������� 
�� 
���
� ������ 
��
 �� �� ��
���
 ���C���	�
 �����	
�� ������� 
�� ������ ��
���
	������ 
� j ≥ 2 �� �
�

 ��
��� � 
���
� h = 4 < h̄ �� 
�� ��
	� �� p �� ��������� 
� p = 1
��� ���
C9 
� p = 2 ��� ���
C; ���
CB ��� ���
C> ��� ���� 
� p = 3 ��� ���
C@� ����� ��
	�� ���
�����!���

� ���

�� 
��� 
���� ��� 
�� �
���

� ���	�
 ��
�����
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k = 0 k = 1 k = 2
p = 0 p = 0 p = 1 p = 2 p = 3 p = 4 p = 0 p = 1 p = 2 p = 3

j : 9 9 ; 9 ; 9 ; 9 ; 9 ; @ B 9 ; @ B 9 ; @ B ; @ B

���
C9 ; > ; B @ B @ > B > B > ; @ ; @ @ B ; @ @ B @ B >
���
C; @ > @ B @ B @ B @ > > @ @ @ @ @ @ @ @ @ B @ B B
���
C@ ; > ; B ; B @ B @ B > ; @ ; ; ; @ ; @ @ B @ @ B
���
CB ; > ; B ; B @ B @ > > ; @ ; ; ; @ ; @ @ B @ @ B
���
C> ; > ; B @ B @ B @ > > ; @ ; @ @ @ ; @ @ B @ @ B

k = 2 k = 3 k = 4
p = 4 p = 0 p = 1 p = 2 p = 3 p = 1 p = 2

j @ B D E > F D E @ B > F D E B > F D E ≥ 1 9@ ≥ 14

���
C9 B > ; @ ; @ @ @ ; @ @ @ @ B @ @ @ B B ; ; ;
���
C; B B @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ @ B @ @ @
���
C@ B ; @ ; ; ; @ ; ; ; @ @ @ @ @ B ; ; ;
���
CB > ; ; ; ; ; @ ; ; ; @ @ @ @ @ B ; ; @
���
C> B ; ; ; ; @ @ ; ; @ @ @ @ @ @ @ B ; ; ;

���
� F�;�K =�
���
 
���
� �� � ���������
� ���	�
 �
����!��
��� �����	
� ��� ��5����
 ��
	��
�� �������� ������
��� p ��� k ��� ��
	�� ��� Sj � =��

�� ��
���� ��������
 �� ��������	

������ �� p�

��� ������ �� ���	�
���� ����� �����
� ��
� ���������� ������� �� �������� ��� ��� k = 4 ��
�
p ≤ h W �+���
 ��� ���
CB ��
� p = 2 W �� ��� �

�� ��� �	���� �� ��
���� 
����� ��� �
�


������� 
�� 
���
� h �� �� ��
���
 ��� ���	�
 �����	
�� %�
���� 
���� �+
����� ���
� F�;
����� ��� ��� 
�� ��
	� �� p ��� �� ������ ��� k = 2 ��� ����
����
� ���� ���	�
� �� ��
��
j ≥ 4K ���
 ���
����� �

�� p = 1 
� ��
��� h = 3 ��� h = 4 ��� �� �������� ���� ��� p = 4
��� 
���� �	
 �� !�� ���
������ ��� k = 3 ���	�� F�> H
��
I �	�����*�� 
�� ��
	�� �� ���
C9K
� �����	
� �� 
���
� 3 ��
� � �������� ��
��� �
��
��� ��
�� 
�� 
���� ���
��� �
�� �	7��� 
�
���� ��
� � ��
�� �� 	� 
� ��+ 
����� ��� p = 1 �

��� h ≤ 3 ���� ��� ��� ���
	������ ��
	� j�
#���
��
� ��� � !+�� ��
	� �� p = 2 ���	�� F�> H���
��I ����� 
�� ����� ����
� �� ���	�
����K
�+���
 ��� ���
C; k �	�
 �� ������ ��
��� G	���
� ��
���� j = 1 ��� j = 3 
� ������� �

���
� �� h ������� 
�� ��G	���� ��
	� �� k ���� ��
 �+���� 4 ��� ������ ���
	������� j ≥ 6�
<�������
� ���	�� F�> H����
I !+�� k = 2 ��� ����� 
�� ��+��	� ��
	� �� p 
��
 �

��� �

���
� �� hK j = 1 �
�

 �

��� p = h ��� �

 ���
����� �	
 �+���
 ��� ���
C; 
��� 
���
� h
�����
 �� �������� ��� ��� ������ �� p ��� ���� ���	�
� �� ��
�� j ≥ 4� (���� ������ ��
	��
�� k ���
���	
� �	�� ���� 
� 
�� ��
��
��
 �� �������� 
��� 
�� ��
	�� �� p� #	�����*��� 

���	�� ��A	�
��� 
�� �������� ������
��� k ��� p �	� �
����
�� ������
� � 
��
 
� J�+��
�

���� �5 ��
���� ���
 �
����!��
��� ��� ���	�
 �����	
���
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� 
���
�� h �� ���
C9 ��� k = 3V ���
��K ���

��
 ������
� ��
	��
�� k 
� ������� � 
���
� �� h ��� p = 2V ����
K ������
 ������
� ��
	�� �� p 
� ������� � 
���
�
�� h ��� k = 2V
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#� ��� �� �����
���
�� 
�� ���� �� ����� �

 ���� ���� ���
���
 ��� ��� � !+�� ����
��� ��

�� �	
����� 
����� =�
�� ���� ��� ���	��� �� 
�� �
����!��
��� ������� ��������� 
� ������
������
����
��� 
��� ���
���
��� ������ ��� ������
�� �� ������
 A	�
 �� ����� �� ���	�� �� �����
�� �����!��
��� ��� 
�� �	
��	�� 
���� ����� ���� �� 
�� ���� ���	� �	�
 ������ ������	
���
�
�	
 
�� ��
�
��� ����� �� ���� �� � ���	� �� ����� �� ����� 
� ����
 
�� ����
 ��������� ��
#��
��� F�; �� ��������
 
�� ��5����
 ���� 1, . . . , n �� � ����
��� ��
���� τi ∈ {1, . . . , θ} θ ≤ n 
��

�� 
�� ���� �� 
�� ��� i i ∈ {1, . . . , n}� ��� ��
��� 
� ������ � 
���� �
����!��
��� �����	
�
��� ������
��� �� 
�� �����	
�� ��� �
�� �� ����
� ��A	�
�� �� ����� �� LF@MK - �
����!��
���
�����	
� �� ��������
�� �� �� (n×h)C��
��+ ��� �
 �� ������
� �� ��
� �� 
�� ��

����� �����
����
��� ��
��!�� ��� ����� ���� τx < τyK �� x ≤ y 
��� bx ≤ by ��� �� x > y 
��� bx < by ��� �


x, y ∈ {1, . . . , n}� ��� �
����
��� 
� ����	
� ��
���
 �����	
�� ��� ���
���
 ���� ��� ����� ��
��
�������� ��+���
 ��������� ��G	����� �� ������	
��� ���� 
��
 ��� �� �������� 
�� ����
��
�
����� - ���
�
��� �� 
�� ����	�� ��G	���� �� ���� ��
� �	�� �	���G	����� �� ��

�� � �����
�������������� '� ����!�� 
��� ��
��� ��� 
�� ������
�*�� ����
 ����� 
�� ����	�� ���� ���
��
 ���������
� ���
���
 �� 
�� ��

����� ��!��
����

��������� �	�	�	 8�
 T1, . . . , T� �� � ��G	���� �� ����	�� 
����� Torg = (τ1, . . . , τn) �� 
����
�����
���
��� ��
� τx ∈ {1, . . . , θ} x = 1, . . . , n ��� 
�
 τn+1 = θ + 1� ��� ��� ���� �� ����
x, y ��
� 1 ≤ τx < τy ≤ θ + 1 
�
 [x, y] ���
��� 
�� ��� z 1 ≤ z ≤ n �� ��� ��
� �� ��� �� 
��
��

����� 
���� �����
���� ��
��K

9� τz = τx ��� z ≤ x 

;� τx < τz < τy ��

@� τz = τy ��� z > y�

'� ��

 [x, y] � ����� �� w < z ��� ����� ���� w, z ∈ [x, y] ��
� τw < τz� - ��G	���� i1, . . . , iq+1

��
� τi1 < . . . < τiq+1 ��!��� � ����� ������������� H�� 
����� qI �� i1 = max{z|τz = 1} 
iq+1 = n+ 1 ��� [ix, ix+1] �� � ����� ��� ����� x = 1, . . . , q�

2�
� 
��
 
�� ��
���	��� �	��� ��� n + 1 �� 
�� ��
� ��� ��
 ���
����� �� 
�� ����� ��C
�������
���� ��� � ����� ����� ���������
��� i1, . . . , iq+1 
�� �����	
� B ��
� bz = [x]2
��� z ∈ [ix, ix+1] �� � ������
� �����	
�� -�������� 
� 
���� �������
���� �� ��!�� ������������
y ∈ {1, . . . , n + 1} ��� ���� x ∈ {1, . . . , n + 1} �� 
��� ��� ���	� ������	
���
� �� � ������
�
����� ���������
����

��������� �	�	
	 8�
 T1, . . . , T� �� � ��G	���� �� ����	�� 
����� ��
� ���� �� 
���� τi ∈
{1, . . . , θ} i = 1, . . . , n ��� 
�
 τn+1 = θ + 1� ��� ��� ��� y ∈ {1, . . . , n+ 1} �� ��!�� 
��
�	���
 �� ����

pred(y) = {x | τx < τy��� [x, y]�� � �����}.

&���� 
��� ������
 �� ������������ �� ��
 α �� 
�� 
�����
 ����+ �� ��� ��� �� 
��� 1 ���� 
α = max{1 ≤ i ≤ n + 1 | τi = 1} ��� ��!�� 
�� ����� �������������� ����� G = (V,A) �� �

���� �
����!��
��� ���
���� �� ��

���K

V = {1 ≤ i ≤ n + 1 | τi > 1} ∪ {α} ���

A = {(x, y) ∈ V × V | x ∈ pred(y)}.
-�� ��
� ���� α 
� n + 1 �� G = (V,A) ��!��� � ����� ���������
��� ��� � ����
��
 ��
�
��������� 
� 
�� �	���� �� ���� ������
� �� ��
���
 ��
	
��� 
� 
�� ������
 
���� �
����!��
���
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����
��� �� 
�� ��

����� �� ��

 �+
��� 
��� �������� �� !����� � ����
��
 ��
� �� 
�� �����
��������
�
��� ����� 
� 
�� ���	�
 ����
�� ���� 
� �� 	����
��� ����� �� 
�� ����	�� ��G	�����

�� ����� 
� ����� 
�� ��
 �� ��������� S ��
� 
�� ����� ��������
�
��� ����
 �� ��� ��� �����
�������� S ∈ S � ���
 �	��
��� cS : A → {1, . . . , n} 
� 
�� ����� G� ��� ���
 �	��
��� cS

������� 
� ����� ��� (x, y) ∈ A 
�� �	���� �� ������ ���	��� �� S �� 
�� ����� [x, y]� -
�������� S ��!���� 
�� ��� ����� �� ���� σS ���	��� � ����+ (τ, τ + 1) �� [x, y] �� 
���� �+��


�� ���� w, z ∈ [x, y] ��
� τw = τ  τw = τz + 1 ��� σS(w) > σS(z)�

�� ������ � ������
� ���������
� ���	�
 
���� �
����!��
��� �����	
� �� 	�� 
�� ���� ������� ��
�� 
�� ������� -
����
�� F�9K ���
��� �� � ���
� �����	
� �� ����	
� �
�� �� �
�� � �
��� ��
��+��	� 
���
�� '�
����� �� ���	�� 
� �
��
 ��
� 
�� !��
 �
���� -�� �
��� ������� �
 ���

2p ��5����
 ��
�
����� 
� 
�� 
���
��� ���
� �� �
� ���� ��� �� ����� �������� S 
���� ��� �
 ���

2k − 1 	�����
��� ������� ��	� �� 
�� ����� ��������
�
��� ����� ��� �
��� ����������� 
� �
��
� p ����� �
��
� �� 
�� ���
�+ α ��� � 
���
� �� �
 ���
 2p + 1 ��� ����� cS(p) ≤ 2k − 1
��� �

 S ∈ S� �� ����� 
� !�� � �
��� �� ��+��	� ��*� �� ��� ��� ����� ���
�+ x ∈ V ��
��� ax = (x, n + 1) 
� G ��� ��
 cS(ax) = 0 ��� �

 S ∈ S ��� x ∈ V � �	�
������� �� ��!��
� ��� ���
 �	��
��� d : A → N ��
��� 
�� �	���� �� ���� ������� �� � ������ ���� �����

� 
��� a = (x, y) ∈ A �� ��!��

d(a) =

{
(θ + 1− τx)n+ x �� a = (x, θ + 1)

0 �
�������.

(���� � �
��� �� ��+��	� 
���
� ����������� 
� � (α, θ + 1)C��
� p ��
� 
���
� �
 ���

2p + 1 ��� cS(p) ≤ 2k − 1 ��� ����� S ∈ S 
��
 ������*�� d(p)� ���� ����
������ ����
��

��
� ����
�� ��� �� ��
��� �� ��
������
 
��� �� 
�� �	���� �� ����
����
� �� ����
��
 ���

�� ��
	�� �� 
�� ���
 �	��
���� ��� ��	���� �� 
�� ���	
� - ������� ������� ��� �
 ���
��
���	��� �� )����� LFBM ��� � 
���
��� ��A��
�� �
����
�� �� -��A� �
 �
� LFM� '� �	� 	�

��� ���
���� �� 
�� ��

����� 
�������

������� �	�	�	 )�� ���������
� ������ ����� �
����$������ ����
�� ��� �� ��
��� �� ��
����
���
 ���� ��� � ����������� �������� ���� ����
�� � ��� ������ � ��������� �� ������� �� �
��������.

2�
� 
��
 
�� �	�C
��� �� 
�� �������� ������	�� ������� �� 
�� ����
��
 �	���� �� ����������

"	���
 ,��� ��� Sj �� 
��� ���
 �� �������� � �
���
 ����!��
��� �� 
�� ������
 ��

���
�� ����� ���� 
���� �� 
�� �������� ��G	���� ������
� �� �+��

� ��� ���� �� 
��� ���� 
��
��
�� �� ��� 
���� ������
���
� ��� ��� ���	

� �� �
 ���
 ��� ������ .+�
����� 
��� ���


���� 
� � ��
������
 �
����
�� ��� Sj � ��� j ≤ 2k − 1 
��� �� �����	� ����� 
�� �	���� ��
	�����
��� ������ ���	��� �� � �
��� �� ��� �������� �� Sj �� ��	���� �� j� �� ��� ��������

���� ������ ��� �� ��������� ��� ����� ��� ������
� �����	
� ��� 
�� ���� �� �� ��
�� �� �
������
� (p, k)C�+
������ ��� Sj � ��� j > 2k − 1 
�� ��
 Sj ��� �� ���	��� 
� � ����
� ��������
�� ����� ��
���

$���� �	�	�	 &�� i1, . . . , iq� τi1 < . . . < τiq � (��� q ≤ 2p + 1 �� � ����� �������������  ��
� ����
� �
��+. 0�� x = 1, . . . , q − 1� ��$�� f(x) = τix+1 − τix � ����� �� �� ��� z > ix+1
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� ��+��	� ���!
�

8�
 	� �������� 
�� 
���� �������� 
����� �� �� �
��
 ��
� �� 8<��� ����
�� �� P ��� ���

��
� ������
� ��������� 
��� 
�� ��+C�������� ����
�� �� ��
���
� �� ��
������
 
���K /����
r ��������� S1, . . . , Sr �� A	�
 ���� 
� ����	
� 
�� ���!
 ��� ���� �������� Si i = 1, . . . , r 
��� ������ 
�� ���
 ���� <���������� ��
����
 ��������� ��!��� �� 
���� ��� 	���� ��	���
c ��� c �� 
�� ���
 ��
	�� 
�� �������� Smax ��
� cSmax = c �� �� ��
���
 ��
	
��� 
� ���
��+C�������� ����
���

�
 ������� 
� �����
���
� 
�� ��
 �� ΓC���������� ����

 
��
 
��� ��
 �� ��������� ���
���

�
�� 
���� ��� 	���� ���
 ��	��� c ��� c ��� � ������
�� Γ ∈ N� ��� ���
 �	��
��� �� ����
������
� �������� ����� 
���� ���
 ��	��� ��� �
 ���
 Γ ��
	�� ��� ���� ���� 
�� 
���� ��	���
���� � �������
����
 �������
��� 
�� ��+C�������� ����
�� ��
� ΓC��������� ������� ����
��
����
��� ����� �� �����	� ��
���
 ��
	
��� �+��
�� �� 
�� ��

����� ���
 �� ����� 
��
 
��
��+C�������� �������� �� 
�� ����
��
 ��
� ����
�� ��� 
�� �����	� (s, t)C�	
 ����
�� ���
�
����
� NPC����
�
�� ����

� �� �������� 
�� ��+C�������� �����
�� ���A���
 ��

��� ��

����
�� ��� ���� 
��
 �
 ��� �� ��
��� �7����

��

$��� �����
�� ���� �����
�

8�
 G = (V,A) �� � �����
�� ����� s, t �� 
�� ���
���� �� V ��� c : A → N �� � ���
 �	��
����
��� ����
��
 ��
� ����
�� �� 
� !�� � ����
� (s, t)C��
� ��
� �����	� ���
� �� 
�� ��

�����

������ �� ���� 
��
 
�� ��+C�������� ������� �� 
��� ����
�� ��
� ΓC��������� �� �
����
�
NPC����� ��� ���	�
��� �� ���� �+��

�C���C��C
���� @#-�� �
 �� ����
�� 
� 
�� NPC��������
����� ��� 
�� ������
� 
���C���
 
����C�5 ����
�� ��
� ����
��� ���������� 
���� ��� 
�� ���


� ��+���*� 
�� �������� L@FM�

������� �	�	�	 )�� ��"��������� �������� ���� ����
�� (��� Γ���������� �� ������
�
NP�����.
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s
t

2

[0, 2]

[0, 2] [0, 4]

an axn

axn

�
��� ���

���	�� -�9�K ��� ���� an, axn ��� axn ���� 
�� ���� Gxn � ��� ����� �
�	�� Cj  j = 1, . . . , m 

���� �+��
 
���� �
�	��C���� aj1, aj2 ��� aj3� 2�
� 
��
 �

 ���� ��� �����
�� ���� ����
 
� 
��
�

/��� . �� ����� 
� ����� NPC�������� �� 
�� ��+C�������� ����
��
 ��
� ����
�� �� ���� �
���	�
��� ���� 
�� NPC���� �+��

�C���C��C
���� @#-� ����
�� LE?M� 8�
 I �� �� �+��

�C���C
��C
���� @#-� ���
���� ��
� n ������
�� x1, . . . , xn ��� m �
�	��� C1, . . . , Cm� .��� �
�	�� Cj

������
� �� 
���� 
�
���
� yj1, yi2, yj3 ∈ {x1, x1, . . . , xn, xn} ���� 

Cj = yj1 ∨ yj2 ∨ yj3.

'�
����� xi ��� xi ��� ���� ���
����� �� � 
���
 ��� �
�	�� ��� �� �
�	�� ���
���� ��
� ��

��� ��� ���� i = 1, . . . , n� - ������
� ���������
 �� I �� � ���
�� x ∈ {true, false}n �	�� 
��

�+��

� ��� 
�
���
 �� ����� �
�	�� �� ��
��!��� �� 
�� ��

����� �� ����
�	�
 � ��+C��������
���
���� I ′ ����� �� � ����
��
 ��
� ����
�� ��!��� �� � ����� G ��� 
�� ���
���� s ��� t 
��� � ΓC�������� ��
 SΓ ��
������� �� 
���� ��� 	���� ���
 ��	��� �� 
�� ���� �� G ��� �
��
	� Γ ∈ N� '� �
��
 ��
� � �������
��� �� 
�� ������ ��� ���� ������
� xi i = 1, . . . , n 
��
����� G ���
���� � ���� Gxi

��
� si = s 
�� ������ ���
�+ �� G� -  ��+ �� � ����� Gxi
��!���

�� ��	� ���
���� si, yi, vxi
��� vxi

��� 
���� ���� ai, axi
, axi ��
� ai = (si, yi) axi

= (yi, vxi
) ���

axi
= (yi, vxi)� ��� ���� ai ��� axi

��� �
��� ����� - �
��+ ��� (v, w) �� �� ��� ��������
���
M ����

�
 (v, w) ���� ���� ������ 
�� ���� ������
��� ���� 
�� ���� 
���� ��� 	���� ���

��	���� '� ��

 ai 
�� ����
� �� � ���� axi


�� ���� ��� �� � ���� ��� axi

��  �
�� ��� �� �

���� H��� ���	�� -�9I�

�	�
������� G ���
���� 
���� ����

�
 ���� aj1, aj2 ��� aj3 ��� ���� �
�	�� Cj  j = 1, . . . , m�
.��� ��� ��������
� � 
�	� ���������
 ��� Cj ����� ��� aji 
�� i
� 
�
���
 �� 
�	� i = 1, 2, 3�
'� ��

 
���� ���� 
�� �
���� ����� .��� �
�	�� ��� �� ������
�� ��
� t 
�� ���
���
��� ���
�+
�� G� '� !���� 
�� ����
�	�
��� �� G �� ��!���� 
�� ���� ��
���� 
�� ���� ���� ��� �
�	��
����� 8�
 aji i = 1, 2, 3 �� 
�� �
�	�� ���� �� 
�� �
�	�� Cj = yj1∨ yj2∨ yj3 j = 1, . . . , m� ���
� ∈ {1, 2, 3} � �= i ��� yj� = xk k ∈ {1, . . . , n} �� ������
 
�� 
�	� ��� �� 
�� ���� Gxk

��
�
aji ��� �� yj� = xk �� ������
 
�� ��
�� ��� �� Gxk

��
� aji� �� 
�� �
��� 
�� ����� ���� ���
� ∈ {1, 2, 3} � = i ��� yji = xk ��� yji = xk �� ��� �� ��� ��
���� aji ��� 
�� 
�	� �� ��


�� 
�� ��
�� ��� �� Gxk

� #�� ���	�� -�; ��� �� �+���
��

'� ���
��	� ��
� 
�� 	���� ��� 
�� 
���� ���
 ��	��� �� G� ��� ����
�� 
�� 
�	� ���� ���

�� �
�	�� ���� ��
 	���� ���
 ��	��� �� 2 ��� 
�� ��
�� ���� ��
��� 	���� ���
 ��	��� ��
4� �	�
������� 
�� 
���� ���
 ��	��� �� 
�� 
�	� ���� ��� ��
 
� 2 ���� 
�� ���
 �� 
����
���� ��� !+�� �� ����� ��������� .���� �
��� ���
 ��	�� �� 0 H��� ���	�� -�9I� ����

� ��� 
��
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s
t

y1

y2

y3

0

0

0

0

2

2
2

2

2

2

2

4

a11

a12

a13

G cS
∗

���	�� -�;�K ���� ����� G �� ����
�	�
�� ��� 
�� ���
���� I ��
� C1 = x1 ∨ x2 ∨ x3� ��� ���C
����� S∗ ��!��� ��������� 
� 
�� ������
� ���������
 x∗ = (true, true, false) ��� profit(S∗) =
4� �� C1 
�� !��
 ������
� x1 ����!�� 
�� �
�	��� ��������� 
�� ���
 �� a11 �� ��
 �������

��!��
��� �� 
�� �������� ��
 SΓ �� ��
 M = 2m + 1 ��� Γ = Mn + 2m� 2�
� 
��
 
�� ��*�
�� 
�� ����
�	�
�� ��+C�������� ���
���� I ′ �� ��
������
 �� 
�� ��*� �� I�

'� ��

 ����� 
��
 
���� �+��
� � ΓC�������� S∗ ��
� profit(S∗) = 4 �� I ′ �� ��� ��
� �� I �� �
���C���
���� �� �+��

�C���C��C
���� @#-��

H⇐IK 8�
 x∗ �� � ������
� ���������
 �� I� '� ��!�� 
�� ���
 �	��
��� �� S∗ �� 
�� ��

�����
���K �� x∗

i = true i ∈ 1, . . . , n 
��� S∗ ������� 	���� ���
 
� 
�� ����
� �� Gxi
��� 
���� ���



� 
�� ��
�� ���� �� x∗
i = false i = 1, . . . , n 
�� ��
�� ��� ��
� 
�� 	���� ���
 ��� 
�� ����
�


�� 
���� ���
� 2�
� 
��
 ��� (s, t)C��
� �
����� ��� � 
���
� �� 2 �	� 
� 
��� ���
 ���������
��
�
 ������� 
� ��
 
�� �������� ���
 ��� 
�� �
�	�� ����� #���� x∗ �� � ������
� ���������
 ��
����� �
�	�� Cj  j = 1, . . . , m 
���� �+��
� �+��

� ��� 
�
���
 yjij  ij ∈ {1, 2, 3} ����� ����!��

��� �
�	��� ��� �������� S∗ ������� 
�� 	���� ���
 ��	��� 
� �

 �
�	�� ���� aji ��
� i �= ij
��� 
����� 
�� ���
 �� ajij �
 
�� 
���� ��	�� H��� ���	�� -�;I� �� 
�
�
 S∗ ������� 
�� ���

��
	�� �� n �
��� ���� ��� 2m �
�	�� ���� ���� 
�� 
���� ���
 ��	��� 
� 
�� 	���� ��	�� ���� 

�� ���
 ��
	�� �� Mn + 2m ����� ��������� S∗ �� � ������
� ΓC��������� �
 ������� 
� ����

��
 ��� (s, t)C��
� �� G ��� ���
 4 ����
� 
�� ���
 �	��
��� cS

∗
�

8�
 	� ���	�� 
��
 
���� �+��
� � ��
� p ��
� cS
∗
(p) = 2� ���� ��
� ������� ��� 
�	� �� ��
��

��� b �� � ������
� x� � ∈ {1, . . . , n} ��� ��� �
�	�� ��� aji j ∈ {1, . . . , m} i ∈ {1, 2, 3}�
�	� 
� 
�� ����
�	�
��� �� cS

∗
 
�� ���
 �� 
�� �	���
� �� p �
��
��� �� s ��� ������ ��
��


��������� b ��� �
����� 2� (���� i = ij ��� cS
∗
(aji) = 0� '� ��� ���
���	��� 
�� �����K 
��

���������
 x∗
� ����!�� Cj ���� yjij ∈ {x�, x�} �� 
�� ���������
 ��
��!�� Cj� �� 
�� !��
 ����

��� yjij = x� p 
�������� 
�� 
�	� ���� %	
 ����� x∗
� = true 
�� ���
 �������� 
� 
�� ����
� ��

Gx�
��� ��
 
� 2� (���� p ��

��
� ���
 4� ��� ���� ���	���
 ����� �� yjij = x�� �� 
�� �
���

���� ��� x� ∈ Cj b �� 
�� 
�	� ��� ��� x∗
� = true� -� ������ �������� 
�� ����
� ����	���

���
 2 ��� 
�	� cS
∗
(p) ≥ 4� �� x� ∈ Cj 
��� b �� 
�� ��
�� ��� ��� ����� x∗

� = false 
�� ��
� p
��
� � ���
 �� �
 
���
 4� �� �	����� �

 ��
�� 
��������� 
�� ��� ajij ���� �
����� � ���
 4
������ 
��� ���� 
�� �
�	�� ���� ���� �� � ���
�����
����

H⇒IK 8�
 S∗ �� � ΓC�������� �� I ′ ��
� profit(S∗) = 4� %����� �� �
��
 ��
� � ����
�	�
��� ��
x∗ �� ���� ���� �������
�����

�
���. ��� �������� S∗ ������� 	���� ���
 ��	��� 
� �+��

� ��� �
��� ��� �� ����� �����

/��� . -��	�� 
��
 
���� �� � ���� Gx�
 � ∈ 1, . . . , n �� ����� 
�� ���
 �� �� �
��� ��� ��� �



�������� 
� c� ���� �� 
�� ����
� �
��� ��� ��� �� 
�� ��
�� ��� �
��� ��� 
���� �+��
� �� ���
��
� ���
 0� -� (s, t)C��
� 
��������� 
���� 
�� ���� ��� �
 ���
 ���
 2� ���� �� � ���
�����
���

� profit(S∗) = 4�

#���� 2m < M  �
 ���
 n �
��� ���� ��� ��
��� ���
 ��
	�� �� 
�� 	���� ���
 ��	��� �
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�
���. .+��

� 
�� ���
 ��
	�� �� 
�� �
�	�� ���� �� ���� �
�	�� ��� ����� 
� 
���� 	���� ���

��	����

/��� . '� ���	�� 
��
 
���� �+��
� � �
�	�� Cj  j ∈ 1, . . . , m �� ����� ��
� ��� �
�	�� ��� ��
������� 
� 
�� 	���� ���
� .��� ��� �� 
�� 
���� �
�	�� ���� aj1, aj2 ��� aj3 �� ������
�� 
�

�� ���� ����� Gxa, Gxb

��� Gxc  a, b, c ∈ {1, . . . , n}� #���� �� ����� ���� ��� �� 
�� �
��� ����
��� ���� �������� 
� 
�� 	���� ���
 ��
��� � ����
��
 ��
� 
� 
�� ��� �� 
�� 
�	� ��� �� �
����
��
 ��
� 
� 
�� ��� �� 
�� ��
�� ��� ��� ���
 4� ��� �
��� ��� ��� ���
 2� '�
����� 
�

aj1 �� 
�� ��� �
�	�� �� ����� 
�� ���
 ���� ���� ����� 
� 
�� 	���� ���
 ��	��� #���� 
��
����
��
 ��
� ���� s 
� t ��� � ���
 4 ��� 
�� �
��� 
�� �
�	�� ���� aj2 ��� aj3 ���� ���
 0 
��
� �	�
 �� ������
�� 
� 
�� 
���� ���� ��
� 
�� ������ ���
 H��� ���	�� -�@I� ���� �� �
���
�����
��� 
� 
�� ����
�	�
��� �� G�

s
t

ya

yb

yc
2

2

2

2

0

0

4

4

4

aj1

aj2

aj3

���	�� -�@�K �� � �������� S ����� A	�
 ��� �� 
���� �
�	�� ���� 
��� 
���� �+��
� �� (s, t)C��
�
�� G �� 
���
� 2�

#���� S∗ �
����� ������� n · M ��� ���
 
���� ��� A	�
 2m �������
�
��� 
��
V 
�� ��� �����
�
�	��� �
2�� �� ��!�� � ��
	
��� x∗ 
� 
�� �������� S∗ �� ��

��� ��� i = 1, . . . , n 
�� ���������

x∗
i = true �� cS(ai) = 2 ��� x∗

i = false �
�������� ��� ����� �
�	�� Cj j = 1, . . . , m 
����
�� ��� �
�	�� ��� ajij ��
� ���
 0� '�
����� ij = 1� �� yj1 = x� � ∈ {1, . . . , n} 
��� aj1 ��
������
�� 
� 
�� 
�	� ��� �� Gx�

� .���� ��
� �������� 
��� ��� ����	��� ���
 4� ��������� 

�� ���
 �� 
�� ����
� ��� a� �� �
 
�� 	���� ��	�� ��� ����� x∗

� = true� ��� ���� ���	���

����� ��� yj1 = x�� �	�
������� ��� yji = xt �� yji = xt ��
� t ∈ {1, . . . , n} t �= � 
�� 
��
������
�� ��� ��
 �	�� 
��
 
��� �� ��
 ��
���� 
�� �
�	��� (���� x∗ �� � ������
� ��
	
����

���� ����
�
�� 
�� ����� ��� 
�� NPC�������� �� 
�� ��+C�������� ����
���

��� ����� G ����
�	�
�� �� 
�� ���	�
��� ��� ��� �
�	�
	��
 ������
��� ���� �� ���
��� ������C
����

�
 ��� �
���� ��� � ���� ������ -� ���� G	��
��� �� ���
��� 
�� ��+C�������� �������
�� 
�� ����
��
 ��
� ����
�� ��
� ΓC��������� ��� �� ��
��� �7����

� �� 
���� ������
 �����
�
������

$��� %�	���� (s, t)�!�� �����
�

8�
 G = (V,A) �� � �����
�� ����� s, t ∈ V �� 
�� ���
���� ��� c : A → N �� � ���
 �	��
����
- (s, t)���� δ+(X) ��
� X � V  s ∈ X ��� t /∈ X ������
� �� �

 ���� (a, b) ��
� a ∈ X ���
b ∈ V \X� �	�
������� �� ���	�� �

 (s, t)C�	
� 
� �� ���
	���� ������
 ���� ��� � �����
(s, t)C�	
 δ+(X) 
���� �+��
� �� �	���
 δ+(X ′) � δ+(X) �	�� 
��
 δ+(X ′) �� �� (s, t)C�	
 ���



(��� )���%
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���� X ′ ⊆ V � ���� 
�� �����	� (s, t)C�	
 ����
�� �� 
� !�� �� (s, t)C�	
 δ+(X) ��
�
�����	� ���
 c(δ+(X)) =

∑
a∈δ+(X) c(a)�

������� �	
	�	 )�� ��"��������� ������� (s, t)���� ����
�� (��� Γ���������� �� ������
�
NP������ ���� �� ��������� ������.

/��� . '� ���� � ���	�
��� ���� @#-�� 8�
 I �� �� ���
���� �� @#-� ��
� n ������
��
x1, . . . , xn ��� m �
�	��� C1, . . . , Cm ����� ���� �
�	�� ������
� �� 
���� 
�
���
�� '� ����
�	�

� ��+C�������� ���
���� I ′ ��� 
�� �����	� (s, t)C�	
 ����
�� �� 
�� ��

����� ���K ��� �����
G = (V,A) ���
���� ��� ����� ������
� xi i = 1, . . . , n 
�� ���
���� vi vi ��� wi ��� ���
����� �
�	�� Cj j = 1, . . . , m � ���
�+ uj ��� !��

� 
�� ���
���� s ��� t� ��� ���
�+ vi
��������
� 
�� 
�	�C���������
 �� xi ��� vi 
�� ��
��C���������
 i = 1, . . . , n� ��� ���
����
wi i = 1, . . . , n ��� �	+�
���� ���
����� ��� ���
�+ s �� ������
�� 
� �

 ���
���� vi ��� vi 
i = 1, . . . , n ��� ���� �� 
���� ���� ��� � 
���� ���
 ��	�� 0 ��� �� 	���� ���
 ��	�� m+ 1�
-

 ���
���� uj j = 1, . . . , m ��� wi i = 1, . . . , n ��� ������
�� 
� t ��� ���� � 
���� ���
	���� ���
 ��	�� 1� �	�
������� 
���� �� �� ��� ������
��� vi ��� uj �� ��� ��
� �� xi ∈ Cj 
��� �� ��� ������
��� vi ��� uj �� ��� ��
� �� xi ∈ Cj i = 1, . . . , n j = 1, . . . , m� ����� ����
�
�� ��
 
���� ��� 	���� ���
 1� ����

� �� 
��� 
�� ���
���� vi vi ��
� wi ��� ������ 	����
��� 
���� ���
 ��	�� 1 H��� ���	�� -�BI� ��� ��*� �� 
��� ���
���� I ′ �� �
���
� ��
������
 ��

�� ��*� �� I�

v1

v1

vn

vn

w1

wn

u1

um

s t

[0, m+ 1]

[1, 1]

[1, 1]

���	�� -�B�K ��� ���
���� vi vi ��������
 
�� 
�	� ��� ��
�� ���������
 �� 
�� ������
� xi 
i = 1, . . . , n ��� 
�� ���
���� u1, . . . , um 
�� ��5����
 �
�	��� C1, . . . , Cm� -

 ���� ���� �
!+�� ���
 1 �+���
 ��� 
�� ���� �������
 
� s ����� ���� 
���� ��� 	���� ���
 0 ��� m + 1 
������
���
��

'� ��

 ����� 
��
 
�� ���
���� I �� � ���C���
���� �� ��� ��
� �� 
���� �+��
� � ΓC�������� S
��
� Γ = n ��� profit(S) ≥ m+ n.

H⇒IK 8�
 x∗ �� �� ���������
 ��
������� �

 �
�	���� '� ��!��

A∗ = ∪n
i=1{(s, vi) | x∗

i = true} ∪n
i=1 {(s, vi) | x∗

i = false}.
��� �������� S∗ ������� ���
 �� 
�� 	���� ��	�� 
� �

 ���� a ∈ A∗� #���� |A∗| = n 
��
�������� S∗ �� ������
�� '� �������� 
�� ����� ��
� 
���� ���
 �� ������
��� ��� ����	
� �
��+��	� (s, t)CJ��� �
 �� ��

C����� 
��
 
�� ��
	� �� � ��+��	� (s, t)CJ�� �� �G	���
��
 
�

�� �����	� ���
 �� �� (s, t)C�	
� '� ��

 ���� 
��
 ��� ����� ��� (uj, t) j = 1, . . . , m 
����
�+��
� �� (s, uj)C��
� �� 
�� ����� ����� ������� A	�
 ���� ��
� ���
 ����
�� 
��� 0�

8�
 Cj �� 
�� �
�	�� ������������� 
� 
�� ���
�+ uj� #���� x∗ �� � ��
�� ���������
 
����
�+��
� � ������
� �� Cj ����� ��
��!�� 
��� �
�	��� 8�
 x∗

i �� 
��
 ������
� ��
� x∗
i = true 

i ∈ {1, . . . , n}� �	� 
� 
�� ��!��
��� �� A∗ 
�� ��� (s, vi) ��� �� 	���� ���
 m + 1 ��� vi ��



9>: (����	�� (� )��� ������� $�����%�

������
�� 
� uj� (���� 
��� ����� � ��
� ���� s 
� uj� ��� ���� ��
�� ��� 
�� ��
� sviuj ��
x∗
i = false� ��� �+��
���� �� �	�� �� (s, wi)C��
� 	���� A	�
 ���� ��
� ����
��� ���
 ��� �
�� ��

����� ��� ����� (wi, t)C��� i = 1, . . . , n� <������� �	�� � ��
� ��� ����� (uj, t) j = 1, . . .m 
��� (wi, t) i = 1, . . . , n ��� ���
������ �
 ��
� 
�� ��� (uj, t) �� (wi, t) ������
���
� 
��
J�� ������� ��� 	��
 �
��� ���� �� 
���� ��
�� �� ������
�K 
���� ��� �
 ���
 m + 1 ��
��
���
������ �� ��� (s, vi) �� (s, vi) ��� �
 ���
 ��� ��
� ���
������ ��� �
��� ���� ��� ��
	�
�� 
��� (s, t)CJ�� �� m+n� #���� profit(δ+(X)) = m+n ��� X = V \{t} 
�� J�� �� ��+��	�
��� 
�	� profit(S∗) = m+ n�

H⇐IK 8�
 S∗ �� � �������� �������� 
�� ���
 �� 
�� ���� A∗ ��
� profit(S∗) ≥ m+ n� (���� 

���� �+��
� � J�� ������� ��� 	��
 ������ ����� ��� (uj, t) ��� (ui, t) i = 1, . . . , n j =
1, . . . , m� #���� (wi, t) �� A	�
 ��A����
 
� (vi, wi) ��� (vi, wi) 
�� �������� ������� ��
���

�� ���
 �� 
�� ��� (s, vi) �� (s, vi)� #���� 
���� ��� �
 ���
 n ���� ��
� ���
 m + 1 
��
���������
 x∗

i = true �� (s, vi) ∈ A∗ ��� x∗
i = false �� (s, vi) ∈ A∗ �� ��

 ��!��� i = 1, . . . , n�

8�
 	� ���	�� 
��
 
���� �+��
� � �
�	�� Cj j ∈ {1, . . . , m} ����� �� ��
 ��
��!�� �� x∗� �

��

��� ���� 
�� ���������
���� ����� 
��
 
���� �+��
� �� ��
� ���� s 
� uj 	���� ���� ��
�
����
��� ���
� ���� �� � ���
�����
��� 
� profit(S∗) ≥ m+ n�

2�
� 
��
 �
 �� �����
��
 ��� 
�� ���	�
��� 
��
 G �� � �����
�� ������

$��� .
����
� ���/��	� 0����	� �
� �����
�

��� �����
�� ���A���
 ��

��� ��
 ����
�� �� � ������
 ���� �� 
�� ��

C����� �����
�� ��

���
��
 ����
��K 8�
 U = {u1, . . . , un} �� � ��
 �� n �
����
� M = {M1, . . . ,Md} �� � ��
 �� d
�������� ���A���
 �	���
� �� U  ���� Mi ⊆ U ��� Mi ∩Mj = ∅ ��� �

 i �= j i, j ∈ {1, . . . , d} 
��� c : U → N �� � ���
 �	��
���� - ������
� ��
	
��� F ⊆ U �� 
�� (������� ���%���� �������
��� ����
�� 5,*#-6 ���
���� �+��

� ��� �
����
 ��� ����� ��
 M ∈ M ���� |F ∩M | = 1 ���
�

 M ∈ M� ���� 
�� �����
�� ���A���
 ��

��� ��
 ����
�� �� 
�� ��

�����K

/����K - ��
 �� n �
����
� U = {u1, . . . , un} � ��
 �� d �������� ���A���
 �	���
�
M = {M1, . . . ,Md} ��� � ���
 �	��
��� c : U → N�

����K ���� � ������
� ��
	
��� F ∈ F ������*��� 
�� ���
 c(F ) =
∑

u∈F c(u)�

���� ����
�� ��� � G	�
� ����
� �
�	�
	�� ��� � ��
	
��� �������� 
�� �
����
 ��
� �����	�
���
 ���� ����� �	���
 �� ��
���
� N�
 �
� ���������
� ���	�
 ������� 
	��� �	
 
� �� 
�� ���
����
�� ������� NPC�������� ��� ������
 ���������
� ���	�
 8<��� ����
���� ��� 
�� ����
�� ����
�
����� H��� 
� ����� 
��
 ��
 �

 ��+C�������� ����
��� ��� NPC����
�
�I �� ����
��� 
��� ����
�� ��� �� ��
��� �� ��
������
 
����

������� �	�	�	 )�� ��"��������� ,*#- ����
�� �� ��
���
� �� ��
������
 ����.

/��� . 8�
 U �� � ��
 �� n �
����
� M1, . . . ,Md �� d �������� ���A���
 �	���
� �� U  c(u) ���
c(u) �� 
���� ��� 	���� ��	��� �� �

 �
����
� u ∈ U ��� Γ ∈ N� ��� ��+C�������� '�(#
����
�� �� 
� !�� � �������� S ∈ SΓ ���� � �������� S ��
� cS : U → N cS(u) ∈ [c(u), c(u)] ���
�

 u ∈ U ��� |{u ∈ U | cS(u) > c(u)}| ≤ Γ ��
� ��+��	� ���!
� '� �
��
 �� �������� 
��
�
��� �� Mi i = 1, . . . , d �	�� 
��
 c(uik) ≤ c(ui�) ��� k < � ��� c(uik) ≤ c(ui�) �� c(uik) = c(ui�)
��� k < �� 8�
 S∗ �� �� ��
���
 ��
	
��� ������ γi(S

∗) ��
	�� �� 
�� ��
 Mi 
� 
�� 	���� ���

��	�� i = 1, . . . , d� '� ��!��

c
γi(S

∗)
i = min{ min

j=1,...,γi(S∗)
c(uij), c(ui(γi(S∗)+1))}.



(�!� ����
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#���� c(uij) ≤ c(ui(γi(S∗)+1)) ��� c(uij) ≤ c(uij) ��� ��� j ≤ γi(S
∗) 

profit(S∗) =
d∑

i=1

c
γi(S

∗)
i .

��	� �
 �	7��� 
� ��
������ 
�� ��
	�� γi(S
∗) i = 1, . . . , d ���
��� �� 
�� ��
 �� �
����
� 

����� ��
��� 
�� 	���� ��	�� �� ���
� �� 
�� ��������� ���
 �� ���	�� 
��
 ��� �������� S
�������� γi(S) ��
	�� �� Mi i = 1, . . . , d ������� 
�� ��
 {ui1, . . . , uiγi(S)}�

'� ��� ���� ��� 
� ����	
� 
�� ��
	�� γi(S∗) i = 1, . . . , d �� �� ��
���
 ΓC�������� S∗ ���
� ����
����
 
�����
 ��
� ����
��� ����
 �� 
�������� 
�� ��
� Mi i = 1, . . . , d ��
� � �����
G� ��� ����� G �� �� �+
������ �� � ����
� (s, t)C��
� �� 
���
� d ����� 
�� i
� ��� �� ���
����
�� |Mi| ����

�
 ���� i = 1, . . . , d� .��� ��� aij ��
� 
�� ���
 ��
	�� (w(aij), �(aij)) = (cji , j) 
i = 1, . . . , d j = 1, . . . , |Mi|� 8�
 p = a1j1a2j2 . . . adjd �� �� (s, t)C��
� �� G ��
� �(p) ≤ Γ�
���� p ��������
� � ΓC�������� Sp ����� Sp ������� �+��

� ji �
����
� 
� 
���� 	���� ��	��
�� ���� ��
 Mi i = 1, . . . , d ���

profit(Sp) =

d∑
i=1

cjii = w(p).

=� 
�� �
��� ���� ��� �������� S ∈ SΓ ��������
� �� (s, t)C��
� �� G� ��	� � 
�����
 (s, t)C
��
� p ��
� �(p) ≤ Γ ������
�� � ΓC�������� ��
� ��+��	� ���!
� #���� 
�� ����� ����� ��
����
�� ��� 
�� ��
	�� �� 
�� ������ ���
 �	��
��� � ��� ��
������

� ��	���� �� 
�� ���	
 
�	�� � ����
����
 
�����
 ��
� ��� �� ����	
�� �� ��
������
 
��� ��� � ������� �������
��
���	��� �� )����� LFBM �� 
�� 
���
��� ��A��
�� �
����
�� ���
�*�� �� -��A� �
 �
� LFM�

��� ������
 �
����� �������
����
 ��
���*�
��� ����
��� �� 
�� �����	� ������
 ��
�����
����
�� �� 
�� �����	� �������� 
��� ����
�� 
�� ����
�+�
� �
�
	� �� 
���� ��+C��������
������� ������� �����





/� �����
�	�� ��
�����
�� 0�
��
�

(s, t)"�
� ����	��

<������
�
� ����
������ �������
����
 ��
���*�
��� ����
��� ��� ��� � ������
� ��
	
��� ��
�
������
 ���
 ���
������ ��
��� �+��

� k ��� ���� 
��� k �� 
��� 
��� k �
����
� k ∈ N�
����� ����
��� ���� ����
� �� �
	���� ��
� ������
 
� 
���� ����
�+�
� �� 
���� ��
������

�
�	�
	�� L;: ?BM� N�
 
� 
�� ���
 �� �	� ����
���� 
�� ����
�+�
� �
�
	� ��� 
�� �������
�
�
����
������ �����	� (s, t)C�	
 ����
�� ����� 
�� �	���� �� ���� �� 	���� ��	���� �� k 
�������� �� ���� ����
��� ��� ����
������ �������� ����� 
�� �������
�
� �� !+�� 
� k �� ��

���� ��	���� �� k ��� ����� 
� �� �
����
� NPC����
�
� ����� ��� � ���	�
��� ���� ��+
�	
 L;9M� �� 
�� ��

����� �� ����� 
��
 
��� ���	

 �
�� ��
�� ��� 
�� 	���� ��	���� ����� ����
�� A���
 ���� ��
� ���� 6���
	����

��������� (	%	
 H&���� %�	���� <������
�
� <���
������ �����	� (s, t)C<	
 ����
��I	
8�
 G = (V,A) �� � �����
�� ����� s, t �� 
�� �������
�� ���
���� �� V  c : A → N �� � ���

�	��
��� �� 
�� ��� ��
 A ��� k ∈ N �� �� 	���� ��	�� �� 
�� ���
� -� (s, t)C�	
 �� � �	���

�� ���� δ+(X) ��
� X ⊆ V \{t} s ∈ X δ+(X) := {(u, v) ∈ A | u ∈ X, v ∈ V \X}� ��� �����
������� ����������� ������� (s, t)���� ����
�� �� 
� !�� �� (s, t)C�	
 δ+(X) ��
� ������

���
 c(δ+(X)) �	�� 
��
 |δ+(X)| ≤ k�

'� ���	�� 
��
 �

 (s, t)C�	
� ��� ���
	���� ������
 ���� �� �	���
 δ+(X ′) � δ+(X) ����� �
������
� (s, t)C�	
 δ+(X ′) ��� ���� X ′ ⊆ V �

������� (	%	�	 )�� ����� ������� �������
��� ����������� (s, t)���� ����
�� �� ������
�
NP�����.

/��� . �� ����� 
� ����� NPC�������� �� ���� � ���	�
��� ���� 
�� ��
���� ��
�����
���
����
�� ��
� 	��
 ������
 ���
 ����� �� �
����
� NPC���� L??M� 8�
 G = (V,A) �� � �����
��
����� s ��� t �� 
�� �������
�� ����� u : A → N �� � ������
� �	��
��� ��� B �� �
�	���
 �� 
�� ������
 ���
� ��� 
��� �� 
�� ��
���� ��
�����
��� ����
�� �� 
� ������ ���
� ����� ������
�� K ∈ N ���
��� 
���� �+��
� � ��
 �� ���� D ⊆ A ��
� |D| ≤ B �	�� 
��


�� ��
	� �� � ��+��	� (s, t)CJ�� �� 
�� ����� (V,A\D) �� ���

�� 
��� �� �G	�
 
� K� %�

�� ��+C�
��C���C<	
 ������� �� ���� ��� �	
������ 
��� �� �G	���
��
 
� !����� � ��
 ��
���� D ⊆ A ��
� |D| ≤ B �	�� 
��
 
�� ��
	� �� � �����	� (s, t)C�	
 δ+(X) �� 
�� �����
(V,A\D) �� ���

�� 
��� �� �G	�
 
� K� '� ���	�� 
��
 δ+(X) ∪D ����� �� (s, t)C�	
 �� G�
�� 
��� �� ��
 
�� ���� �� ��� ������ � �	���
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