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Vorwort

Ein Buch iiber die Anfangsphase der Quantenmechanik bedarf der Rechtfertigung, denn ab-
gesehen davon, daB viele Lehrbiicher einfiihrende historische Darstellungen beinhalten, liegen
seit geraumer Zeit sehr gute und zum Teil auch sehr umfangreiche Spezialveroffentlichun-
gen zu diesem Thema vor. Exemplarisch seien hier die Monographien von Enders [259] und
Roseberg [743] sowie das neunbandige Standardwerk von Mehra und Rechenberg [590] -
[598] genannt — exemplarisch deshalb, weil sie zeigen, was sich das vorliegende Buch nicht
zum Ziel gesetzt hat. Haufig werden, wie im ersten Beispiel, ausgewahlte historische Ablau-
fe aus heutiger Sicht und im Hinblick auf aktuelle Anwendungen diskutiert, wie im zweiten
viel Wert auf philosophische und wenig auf formale Details gelegt, oder aber wie im dritten
der geschichtliche Werdegang der Theorie mit fachlicher Prazision und in epischer Breite
dargestellt.

All das ist hier nicht beabsichtigt. Stattdessen wird die historische Entwicklung der Quan-
tenmechanik in ihrer Anfangsphase aus der Sicht der mathematischen Physik dargestellt.
Anfangsphase bedeutet dabei, daB es um die Zeit von den allerersten Anfiangen bis un-
mittelbar vor der Einfiilhrung der Hilbertraum-Quantenmechanik geht. Die Perspektive der
mathematischen Physik legt den Schwerpunkt auf die formale, mathematische Struktur der
entstehenden Theorie.

Entsprechend findet die Leserin oder der Leser detaillierte Darstellungen der wesentli-
chen Resultate, die in einem Zeitraum von rund deiBig Jahren von der Planckschen Strah-
lungsformel zur ausgereiften, praktisch bewdhrten Quantenmechanik fiihrten, wie sie sich
unmittelbar vor Johann von Neumanns mathematischer Runderneuerung und dem dadurch
initiierten Ubergang zur mathematischen Quantenmechanik der modernen Zeit prasentierte.
Das beinhaltet teilweise auch heute noch viel zitierte, aber im Detail groBteils vergessene
Berechnungen, Herleitungen, Irrungen und Wirrungen, die keinesfalls einheitlich, sondern auf
unterschiedlichen Pfaden zum nur vorlaufig abgeschlossenen Stand Ende der zwanziger, An-
fang der dreiBiger Jahre des vorigen Jahrhunderts fiihrten. Viele der hier dargestellten Themen
findet man vergleichbar detailliert nur in der Orginalliteratur oder in zeitgendssischen Lehr-
biichern, und dort nicht selten in schwer lesbarer Form. Teilweise zeigen die Uberlegungen
der Pioniere eine verbliiffende Aktualitat und sind daher nach wie vor von naturwissenschaft-
lichem Interesse, teilweise sind sie langst liberholt oder haben sich als falsch erwiesen, doch
auch dann ist es sehr lohnend, sich damit zu beschaftigen, sowohl, was physikalische Krea-
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tivitat als auch mathematische Virtuositat angeht. Auch Kenner der Materie diirften dabei
noch den einen oder anderen fiir sie neuen Sachverhalt antreffen.

Die Fokussierung auf die mathematische Struktur der Entwicklung der Quantenmechanik
hat natiirlich Auswirkungen auf den Schwierigkeitsgrad der Inhalte dieses Buches. Es setzt
die Kenntnis der wesentlichen Grundlagen der elementaren nichtrelativistischen Quantenme-
chanik und der zugehorigen Mathematik voraus und ersetzt insbesondere keine Einfiihrung in
diese. Die Originalschreibweise wurde in groBem Umfang beibehalten, aber iiberall dort be-
hutsam angepaBt, wo es fiir die Verstandlichkeit notwendig erschien. Um einen verniinftigen
Umfang zu gewahrleisten, verzichten wir auf eine Bereitstellung des verwendeten mathemati-
schen Apparats; das wiirde einerseits nicht der Intention des Buches entsprechen und ist an-
dererseits in der reichhaltig vorhandenen entsprechenden Fachliteratur problemlos verfiigbar.
Stattdessen, und weil die Physik stets auch eine Interpretation des verwendeten Formalismus
erfordert, erganzen wir die Darstellung der Entwicklung der formalen Aspekte der Quanten-
mechanik durch eine kritische Beschreibung der ersten Interpretationen der neuen Theorie.
Da die philosophische Diskussion nach wie vor anhilt, liefert eine abschlieBende Vorstellung
der Auffassung des Autors einen aktuellen Beitrag zu diesem Diskurs.

Rottweil, im September 2011

Markus Vogt

E-Mail-Adresse des Autors: Vogt.Markus@t-online.de
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Einleitung

Die Quantenmechanik ist nicht nur die erfolgreichste, sondern auch die grundlegendste Teildis-
ziplin der modernen Physik, sofern man diejenigen Versuche der vereinfachten Beschreibung
der Realitdt betrachten will, die gewissermaBen bereits zur Serienreife entwickelt sind. Zum
einen bewahrt sie sich von Beginn ausnahmslos; es gibt Schatzungen, wonach inzwischen circa
eine Milliarde physikalische Phanomene bekannt sind, die von der Quantenmechanik korrekt
beschrieben werden, Ausnahmen sind bis jetzt keine aufgetreten. Andererseits liegen funda-
mentalere Theorien zur Zeit nur in Form von Spekulationen und teilweise auch mathematisch
langst noch nicht verstandenen Modellen vor. Und selbst wenn man solche mitberiicksichtigt,
gibt es starke Indizien dafiir, daB auch sie in wenn auch weitgehend noch nicht voll verstan-
dener Form in die Quantenmechanik eingegliedert werden miissen. In diesem Sinn ist letztere
in ihrer allgemeinsten Form nicht einfach eine Theorie, sondern ein Theorienrahmen, man
konnte auch sagen, eine Sprache, in der physikalische Theorien — auch solche, die noch ihrer
Entdeckung harren — zu formulieren sind.

Entsprechend groB ist die Verbreitung der Quantenmechanik in Forschung wie Lehre. lhre
physikalische Bedeutung reicht vom mikroskopischen Bereich der Elementarteilchen und Ato-
me liber mesoskopische Skalen insbesondere bei der Festkorperphysik bis zu makroskopischen
und sogar kosmologischen Sachverhalten, wenn auch letztere ebenfalls noch spekulativen Cha-
rakter haben. Dabei hat die Theorie schon vor Jahrzehnten ihren rein akademischen Charakter
abgelegt. Spatestens die nach dem zweiten Weltkrieg aufkommende und sich seither geradezu
exponentiell entwickelnde Halbleitertechnologie mit der durch sie ausgelosten dritten industri-
ellen Revolution machte aus der Quantenmechanik eine physikalische Grundlagendisziplin mit
absoluter Alltagsbedeutung. Ein weiterer Entwicklungsschub in Richtung angewandte Physik
ist in Gestalt der experimentellen und inzwischen auch technischen Anwendung verschrankter
Systeme seit knapp drei Jahrzehnten zu verzeichnen, wobei inzwischen in einzelnen Bereichen
sogar kommerzielle Fortschritte gemacht werden. Die Grundlagenphysik kommt dabei auch
nicht zu kurz, da hier von Anfang an vormals reine Gedankenexperimente nach und nach
real durchfiihrbar wurden, und auch hier bestatigen sich die Aussagen der Quantenmechanik
ausnahmslos. Die Lehre zog mit etwas Verspatung nach; in der physikalischen Hochschul-
ausbildung ist die Quantenmechanik inzwischen seit mehreren Jahrzehnten ein zentraler Be-
standteil, und in der Schulphysik &8t sie sich zumindest in der gymnasialen Oberstufe nicht
mehr umgehen.
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Dabei darf der ganze Erfolg und die Anwendbarkeit der Quantenmechanik nicht dariiber
hinwegtauschen, daB die Zeit, in der dieselbe ebenfalls noch auf sehr wackligen, spekulati-
ven Beinen stand, noch nicht sehr lange zuriickliegt. Diese Phase zeichnete sich durch eine
erhebliche Diskrepanz zwischen der Soliditat der physikalischen und derjenigen der mathe-
matischen Argumentation aus. Wahrend erstere aus einer tiefen Orientierungslosigkeit nur
langsam herausfand und diese zumindest in der hier beschriebenen Epoche oder vielleicht
sogar bis heute nicht vollig iberwunden hat, wies letztere schon davor ein iiberaus hohes
Niveau auf, was natiirlich an der vorausgehenden Bliitezeit der klassischen mathematischen
Physik wie auch an den spektakuldren Erfolgen der Mathematik des neunzehnten und friihen
zwanzigsten Jahrhunderts selbst lag. Es ist unter anderem auch dieser Gegensatz, der den be-
sonderen Reiz und auch das wissenschaftliche Interesse der Beschaftigung mit der Friihphase
der Quantenmechanik ausmacht.

LaBt man sich auf die Argumentationslinien der Altvorderen ein, unabhangig davon, ob
die Resultate auch heute noch Bestand haben oder wieder verworfen werden muBten, lernt
man nicht nur faszienierende Schaustiicke der angewandten Mathematik und mathematischen
Physik kennen, ein historisch-kritisches Nachvollziehen der inhaltlichen Entwicklung der Quan-
tenmechanik ist auch ein wichtiges Hilfsmittel, wenn nicht gar eine Voraussetzung, um zu
einem vertieften Verstandnis derselben in ihrer modernen Form zu gelangen. Die Quantenme-
chanik ist bei all ihrer technisch-formal-anwendungsorientierten Ausgereiftheit aus philosophi-
scher Sicht wie kaum eine andere Disziplin der Physik nach wie vor Gegenstand intensivster
Diskussionen, und eine Beteiligung an diesem Diskurs steht auf einem viel solideren Funda-
ment, wenn man die Beschaftigung mit dem mathematischen Apparat der Theorie und dessen
Interpretation durch eine Betrachtung ihres geschichtlichen Werdegangs erganzt.

Ein zusatzlicher Aspekt sei eigens erwdhnt. Die einschlagigen Begriffe, Argumente und
Uberlegungen der anfanglichen Entwicklung der neuen Theorie werden teilweise nach wie vor
fleiBig erwahnt, man beruft sich darauf und verwendet sie hdufig dem Namen nach unveran-
dert. Gleichzeitig werden die Originalarbeiten auBerhalb der ausgewiesenen wissenschaftsge-
schichtlichen Forschung verbreitet wenig bis gar nicht gelesen. Das fiihrt sehr oft zu falsch
dargestellten Aspekten der friihen Quantenmechanik, die zudem auch in den meisten Fal-
len weiter tradiert werden. Beispiele sind die Herleitung der Planckschen Strahlingsformel,
Einsteins Lichtquantenhypothese oder die Heisenbergsche Unscharferelation; in diesen und
anderen Fallen stehen selbst in Lehrbiichern verbreitet merkwiirdige Dinge, und eine klaren-
de Beschreibung der historischen Abldufe samt der zugehdrigen physikalischen Sachverhalte
ist hier unbedingt erforderlich, zumal letztere vielfach auch heute von groBer Wichtigkeit
sind. Die Leserin oder der Leser wird moglicherweise gelegentlich feststellen, daB sich man-
che geschichtlichen Details in ihrer Orginialfassung von heute weit verbreiteten Darstellungen
betrachtlich unterscheiden.

Das vorliegende Buch gliedert sich wie folgt: Nach einer kurzen Wiederholung einiger
zentraler Begriffe der klassischen Mechanik im ersten Kapitel erfolgt zunachst, den mengen-
maBigen Haupteil darstellend, im zweiten und dritten Kapitel eine Diskussion der sogenannten
lteren und neueren Quantenmechanik. Diese Unterteilung, die in der wissenschaftshistori-
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schen Rezeption der Quantenmechanik von Beginn an iiblich war, beriicksichtigt den tiefen
Einschnitt, der 1925 stattfand. Zuvor versuchte man teilweise mathematisch elegant, aber
physikalisch mehr schlecht als recht den Schwierigkeiten, mit denen sich die klassische Physik
am Ende des neunzehnten Jahrhunderts in zunehmender Weise konfrontiert sah, durch Re-
peraturmaBnahmen zu begegnen. Das heiBt, man nahm im wesentlichen ad hoc Anderungen
an der klassischen Mechanik vor, ohne diese grundlegend zu revidieren und ohne wirkliche
physikalische Begriindungen liefern zu kénnen, wodurch zwar zum Teil, aber nie auf Dauer Er-
folge erzielt werden konnten und ein globales Gefiihl des Unverstandnisses zuriickblieb. Dieses
wurde erst durch die fundamentalen Neuerungen ein wenig liberwunden, die danach einge-
fiihrt wurden und die klassische Mechanik zunachst zumindest im mikroskopischen Bereich
zugunsten einer neuen Mechanik komplett auBer Kraft setzten. Der Erfolg im Hinblick auf
die Voraussagbarkeit experimenteller Ergebnisse stellte sich umgehend ein und war liberwalti-
gend; die philosophische Durchdringung der Theorie konnte damit jedoch nicht schritthalten,
was sich von Anfang an durch umfangreiche Diskussionen iiber die richtige Interpretation der
neuen Theorie bemerkbar machte. Das dritte Kapitel beriicksichtigt auch dies durch eine zu-
satzliche kritische Darstellung der frilhen Deutungen der neueren Quantenmechanik, die sich
teilweise auch heute noch, wenngleich vielfach unhinterfragt, einer groBen Anhangerschaft
erfreuen. AbschlieBend und erganzend liefert das vierte Kapitel eine philosophische Einschat-
zung der aktuellen Interpretationen der Quantenmechanik einschlieBlich der Darstellung der
Auffassung des Autors hierzu. Das ist unter anderem auch als DiskussionsanstoB zu verstehen.

Das ausfiihrliche Literaturverzeichnis ist natiirlich in erster Linie ein Nachweis liber die
verwendeten Quellen. Gleichzeitig bildet es auch eine Zitatsammlung, welche die fiir die Ent-
wicklung der Quantenmechanik entscheidenden Originalarbeiten sicherlich nicht vollstandig,
aber doch in groBem Umfang enthdlt. Die begleitende Lektiire solcher Arbeiten ist sehr zu
empfehlen.
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Kapitel 1

Der Untergang der klassischen Physik

Es diirfte allgemein bekannt sein, daB die Physik bereits bei den griechischen Philosophen
der Antike eine frithe Hochkonjunktur erlebte; mit Namen wie Aristoteles, Archimedes und
anderen lassen sich wissenschaftliche Errungenschaften in Verbindung bringen, die zumindest
teilweise auch heute noch in Lehrbiichern zu finden sind. Allerdings blieben die damaligen
Erkenntnisse im Wesentlichen auf die rein deskriptive Ebene beschrankt, wie etwa im Fall des
Archimedes, oder aber sie gingen von Grundannahmen, also Axiomen aus, die aus heutiger
Sicht als vollig unhaltbar betrachtet werden miissen, wie beispielsweise bei Aristoteles. Ins-
besondere war den griechischen Philosophen und lange Zeit auch deren Nachfolgern die Idee
einer experimentellen Untersuchung der Natur fremd.

Entsprechend miissen wir bei der Suche nach den Anfangen von dem, was wir heutzutage
als klassische Physik betrachten, spater einsteigen. So gesehen beginnt die Physik im heutigen
Sinne im siebzehnten Jahrhundert. Sie nahm ihren Anfang bei Galileo Galilei, der als erster
den experimentellen Charakter dieser Wissenschaft erkannte, wenn er auch einen erheblichen
Teil seiner Experimente, von denen er berichtete, vermutlich gar nicht wirklich durchgefiihrt
hat, und, vor allem wenn man die mathematischen Aspekte in den Vordergrund stellt, bei
Isaac Newton, der gewissermaBen die theoretische Physik begriindete. Hier findet sich der
Ausgangspunkt der klassischen Physik. In der Folgezeit entwickelte sie sich und entwickelt
sich genaugenommen auch weiterhin zu einem gigantischen Theoriengebdaude von zum Teil
erheblicher mathematischer Komplexitit!. Die klassische Physik stellte jahrhundertelang die
Grundlage der physikalischen Weltbeschreibung dar, hatte triumphale Hohenfliige beispiels-
weise in der Beschreibung der Bewegung von Himmelskorpern, in der Mechanik deformierbarer
Medien, der Maxwellschen Elektrodynamik, der Thermodynamik und statistischen Mechanik
und insbesondere und abschlieBend in der speziellen und der allgemeinen Relativitatstheorie.
Dennoch sollte sie mit Ausnahme der Relativitatstheorien zu Beginn des 20. Jahrhunderts
komplett zu Fall kommen, was bekanntlich mit der Entstehung und Entwicklung der Quan-
tenmechanik das Aufkommen eines vollkommen neuen und im Vergleich zu friiher extrem
anderen, fremdartigen Weltbildes einleitete. Das heiBt natiirlich nicht, daB klassische physi-

IWesentliche Bereiche der Analysis und auch anderer Teilgebiete der Mathematik entstanden durch An-
triebe aus der Physik und wéren ohne diese iiberhaupt nicht denkbar.

10
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kalische Theorien heutzutage keine Bedeutung mehr hatten; im Gegenteil haben sie das sehr
wohl, und es wird weiterhin ausgiebig auf solchen Gebieten geforscht und gearbeitet. Es ist
jedoch seit dieser Zeit klar, daB es grundlegendere physikalische Prinzipien gibt und die klas-
sische Physik nur eine teilweise hervorragende, teilweise vollig unbrauchbare Naherung dieser
fundamentaleren Physik darstellt.

1.1 Einige Grundideen der klassischen Physik

In der Geschichte der Physik gab es immer wieder tiefgreifende Neuansitze und Anderungen
von bis dahin wohletablierten Vorstellungen. So gesehen ist die Entwicklung der Quantenme-
chanik seit Beginn des 20. Jahrhunderts eigentlich nur ein weiteres Beispiel in einer langen
Reihe von Neuentwicklungen im Laufe der Entstehung der Physik, wie wir sie heute kennen.
Dennoch spielt die Quantenmechanik hier eine Sonderrolle. Denn sie bedeutete eine weitaus
radikalere Umwalzung des physikalischen Weltbildes als jede andere neue Theorie bis jetzt,
die spezielle und die allgemeine Relativitatstheorie eingenommen. Es ist nicht Gegenstand des
vorliegenden Buches, die Tragweite dieser Umwalzung in ihrem vollem Umfang darzustellen;
um sie aber ein wenig einschatzen zu konnen, ist es hilfreich, sich mit ihren Voraussetzungen
zu beschaftigen. Daher beginnen wir mit einem kurzen Riickblick auf die Schwierigkeiten, mit
denen die klassische Physik am Ende des 19. und zu Beginn des 20. Jahrhunderts zu kdmpfen
hatte und die unmittelbar zur Entstehung der Quantenmechanik fiihrten.

Im spaten 19. Jahrhundert waren sich die meisten Physiker dariiber einig, daB man die
wesentlichen GesetzmaBigkeiten der Natur wohl verstanden habe, daB also mit anderen Wor-
ten die grundlegende naturwissenschaftliche Arbeit wenigstens aus physikalischer Sicht im
wesentlichen erledigt sei und es fortan nur noch darum gehen kdnne, die Details weiter aus-
zuarbeiten. Diese Situation |aBt sich besonders schon durch die bekannte und vielzitierte
Anekdote iiber den Schiiler Max Planck illustrieren, der 1874 als Sechzehnjahriger nach dem
Abitur den Physiker Johann Gustav Philipp von Jolly fragte, ob er ihm denn empfehlen konne,
Physik zu studieren, und der daraufhin von diesem den Rat erhielt, letzteres lieber bleiben
zu lassen. Denn in der Physik, so von Jolly, sei wohl mit spektakuldren Neuentdeckungen
nicht mehr zu rechnen, sodaB dort nicht mehr viel zu tun bleibe. Auch James Jeans duBer-
te im Jahre 1900 bei einer passenden Gelegenheit die Meinung, bis auf zwei Wé&lkchen am
Himmel, namlich der Natur des Athers und der Ultraviolett-Katastrophe bei der Lichtemissi-
on, sei in der Physik inzwischen eigentlich alles vollig klar [463]2. Diese Haltung war in der
physikalischen Szene im wesentlichen reprasentativ.

Wie griindlich man mit dieser Auffassung daneben lag, sollte sich alsbald zeigen, und
zwar tatsachlich gleich in zwei verschiedenen Bereichen. Der eine betraf die Beschreibung der
Raum-Zeit und miindete im Laufe der nachsten Jahrzehnte in der Entwicklung der speziel-
len und der allgemeinen Relativitatstheorie. Der andere betraf das Verhalten von Licht und

2Diese beiden Walkchen erwiesen sich wenig spiter als aufkommende schreckliche Stiirme, denn es han-
delte sich dabei natiirlich um nichts anderes als um Vorboten der Relativitatstheorie und der Quantentheorie
[794].
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12 KAPITEL 1. DER UNTERGANG DER KLASSISCHEN PHYSIK

Materie im mikroskopischen Bereich. Dort schienen die aus der makroskopischen Welt wohl-
bekannten und in unzahligen Fallen mit iiberwaltigendem Erfolg angewandten physikalischen
Gesetze nicht mehr zu funktionieren. Dieser Bereich ist der uns interessierende, denn er fiihrte
bekanntermaBen zur Entwicklung der Quantenmechanik.

Gerade weil die Entwicklung der Quantentheorie in wissenschaftshistorisch typischer Weise
durch das Versagen eines Vorgangertheorien-Gebaudes, dem der klassischen Physik, zustande
kam und noch immer kommt, ist es jedoch fiir die Beschaftigung mit den Anfangen dieser Ent-
wicklung von groBer Bedeutung, zuvor die Vorgangertheorien in ihren wesentlichen Aspekten
kennenzuzlernen. Wir beginnen daher unseren Ausflug in die Kinderstube der Quantenme-
chanik mit einem Uberblick iiber die wichtigsten Grundideen der klassischen Physik, um vor
allen Dingen auch zu klaren, was unter diesem Begriff iiberhaupt zu verstehen ist.

1.1.1 Klassische Teilchen und klassische Felder

Wird in einer klassischen Theorie ein physikalischer Vorgang beschrieben, so geschieht dies
iiblicherweise mit Hilfe von Bewegungsgleichungen. Hierunter hat man Differentialgleichungen
zu verstehen, deren Losungsfunktionen das zeitliche beziehungsweise raumzeitliche Verhalten
der relevanten dynamischen Variablen, also der zur Beschreibung des betrachteten Systems
verwendeten GroBen reprasentieren. Je nach betrachtetem System kdnnen solche Bewegungs-
gleichungen sehr unterschiedlich aussehen, von gewdhnlichen Differentialgleichungen in der
Punktmechanik bis zu komplizierten gekoppelten Systemen partieller Differentialgleichungen
in klassischen Feldtheorien. Gemeinsam ist ihnen allen jedoch, daB die physikalisch interes-
sierenden Losungen nach Vorgabe geeigneter Rand- und Anfangsbedingungen fiir alle Zeiten
eindeutig bestimmt sind; das ist ein unmittelbar aus allgemeinen mathematischen Eigen-
schaften von Differentialgleichungen folgender Sachverhalt. Beispielsweise erhalt man in der
klassischen Mechanik gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung in der Zeit, deren
Losungen durch Angabe ihrer Anfangswerte sowie derjenigen ihrer ersten Ableitungen ein-
deutig festliegen. Entsprechend lassen sich bei Feldtheorien die Losungen der nun partiellen
Differentialgleichungen beispielsweise durch Wahl der Werte auf dem Rand des rdaumlichen
Gebietes, auf dem sie definiert sein sollen, festlegen. Etwas von mathematischer Ausdruckswei-
se befreit besagt dieser Sachverhalt nichts anderes, als daB das Verhalten eines physikalischen
Systems aus klassischer Sicht durch die es beschreibenden Gesetze sowie durch Festlegung
des Anfangszustandes dieses Systems in alle Ewigkeit festgelegt ist. Natiirlich darf man dabei
nicht davon ausgehen, samtliche klassischen Bewegungsgleichungen auch tatsachlich |6sen
zu konnen; das Gegenteil ist der Fall, nicht nur in der Vergangenheit, sondern auch heutzu-
tage konnen nur die wenigsten konkreten Systeme exakt beschrieben werden, und man ist
bei den weitaus meisten klassischen physikalischen Problemen auf Naherungsverfahren ange-
wiesen. Dabei steht jedoch stets die Vorstellung im Hintergrund, daB die exakten Losungen
von Bewegungsgleichungen existieren, wenn sie auch nicht stets konkret angegeben werden
konnen.

Man hat es folglich in der klassischen Physik zumindest prinzipiell mit einem absoluten De-
terminismus zu tun. Die Uberzeugung, alles sei durch die Gesetze der Physik vorausbestimmt,
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hatte natiirlich tiefgreifende naturphilosophische und erkenntnistheoretische Konsequenzen;
in ihrer extremsten Auspragung veranlaBte sie Pierre Simon de Laplace zur Erfindung des
nach ihm benannten Laplaceschen Damons. Wiirde man danach, grenzenlose analytische Fa-
higkeiten vorausgesetzt, die physikalischen Gesetze sowie den genauen Anfangszustand des
Universums kennen, so kdnnte man jedes beliebige Ereignis der gesamten Zukunft iiberall
im Universum vorausberechnen. Diese Vorstellung bildete die Grundlage des mechanistischen
Weltbilds, das bis zum beginnenden 20. Jahrhundert vorherrschte und iiber seine naturwis-
senschaftliche Bedeutung hinaus auch aus soziologischer Hinsicht von gar nicht zu iiberschat-
zendem EinfluB war; man denke etwa an die in der Zeit der Industrialisierung vorherrschende
Grundhaltung eines grenzenlosen Vertrauens in vermeintlich unbegrenzte Moglichkeiten des
technischen Fortschritts mit allen zugehorgen Auswirkungen auf den Lauf der Geschichte.

1.1.2 Ein wenig theoretische Mechanik

Die Quantentheorie entstand in ihrer friihen Form in einem Umfeld, in dem die analytische
Mechanik so wohletabliert wie hochentwickelt war. Entsprechend stellte sie den technischen
Ausgangspunkt und das Handwerkszeug dar, von wo und womit neue Entwicklungen bis
auf weiteres bewerkstelligt wurden. Daher sollten wir zunachst einen Blick auf einige formale
Aspekte der klassischen Mechanik werfen. Wir werden das in sehr geraffter, auf die einfachsten
Aspekte beschrankter Form tun — Details dazu findet man in fast beliebiger Ausfiihrlichkeit
in den Standardlehrbiichern der Mechanik® — und mit der Absicht, einige Begriffe aus klassi-
scher Sicht zu verstehen, die wir in der Quantenmechanik wiederfinden und als fiir diese von
fundamentaler Bedeutung erkennen werden.

Die historisch erste Formulierung mechanischer Bewegungsgleichungen basiert auf dem
zweiten Newtonschen Axiom, das auch als Grundgleichung der Mechanik bekannt ist und
die beschleunigende Kraft F auf einen Korper der Mase m mit der erzielten Beschleunigung
desselben in Verbindung bringt gemaB

F=ma;

da die Beschleunigung gleichzeitig die zweite Ableitung der Ortsfunktion des Systems nach
der Zeit ist, liefert das gleichzeitig die Differentialgleichung

F=mX, (1.1)

deren Losungen in Verbindung mit den Anfangswerten von Ort und Geschindigkeit mogliche
Bahnen des Systems liefern. Abgesehen davon, daB diese sogenannte Newtonsche Form der

3Die uniibertroffen beste Darstellung des Gegenstands, zumindest was die nichtrelativistische Sichtwei-
se betrifft, ist nach wie vor [338]; der vorliegende Abschnitt orientiert sich im wesentlichen daran. Es gibt
auch eine aktualisierte und erweiterte Neufassung [339], die jedoch nicht mehr den Esprit des Originals be-
sitzt. Ein weiterer Klassiker des Gegenstands ist [135]. Hier werden zusitzlich auch Elastizititstheorie und
Hydrodynamik abgehandelt. Mit [765] liegt eine modernere Einfithrung der klassischen Mechanik vor, die ins-
besondere auch geometrische Zugange beriicksichtigt. Letztere findet man auch in [17], der Standardreferenz
zur klassischen Mechanik aus der strengen Sicht der mathematischen Physik.
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14 KAPITEL 1. DER UNTERGANG DER KLASSISCHEN PHYSIK

Mechanik erhebliche praktische Nachteile hat, beispielsweise weil das Auffinden der Kréfte,
die auf das System wirken, im allgemeinen sehr schwierig bis undurchfiihrbar ist, liefert sie
auch keinen direkten Zugang zu denjenigen GroBen, die sich spater in der Quantenmecha-
nik als grundlegend erweisen. Wir miissen uns daher mit anderen, formaleren Zugangen zur
klassischen Mechanik beschaftigen.

1.1.2.1 Das Hamiltonsche Prinzip

Erstes Ziel jeder Formulierung der klassischen Mechanik ist es, Bewegungsgleichungen der
Form (1.1) oder Verallgemeinerungen derselben aufzustellen. Es gibt sehr unterschiedliche
Wege, die dahin fiihren; die Newtonsche Mechanik ist nur eine davon. Wir betrachten nun
drei alternative Zugange, die alle im Wesentlichen auf dem selben fundamentalen Naturprinzip
aufbauen. Man nennt es das Hamiltonsche Prinzip [383].

Wir betrachten dazu ein System aus N Teilchen, deren Bewegungen im Anschauungsraum
durch nim Prinzip beliebig wahlbare, von der Zeit t abhéngige Koordinaten ¢;(t) beschrieben
werden sollen. Diese internen Koordinaten, die vom betrachteten System abhangen und dessen
Position im Anschauungsraum in Abhangigkeit von der Zeit beschreiben, sind strikt von den
externen Koordninaten X, y, z, t zu unterscheiden, die vom betrachteten System unabhangig
sind und zur Kennzeichnung der einzelnen Punkte der Raum-Zeit dienen. Insbesondere gehort
die bereits erwdhnte Zeit t, von der die internen Koordinaten im allgemeinen abhangen
und nach der Zeitableitungen zu bilden sind, zu den externen Koordinaten. Wenn aus dem
Zusammenhang klar ist, ob gerade von internen oder externen Koordinaten gesprochen wird,
lassen wir dieses zusatzliche Attribut weg.

Ist im Rahmen der gerade eingefiihrten Zahlweise n < 3N, so bedeutet das, daB die Bewe-
gung des Systems nicht unter alleinigem EinfluB irgendwelcher duBerer Krafte erfolgt, sondern
zusitzlich 3N — n Zwangsbedingungen unterworfen ist*. Die zeitlichen Ableitungen ¢; die-
ser verallgemeinerten Koordinaten beschreiben dann die verallgemeinerten Geschwindigkeits-
komponenten der Teilchen. Mit T soll die kinetische Energie des Gesamtsystems bezeichnet
werden. In kartesischen Koordinaten hat sie bekanntlich die Form

1
_ 2
T=2 5mY
J
fiir verallgemeinerte Koordinaten wird daraus

= szj(zggk %) _a+zajqj+zajqu'CIk
J J.k

#Genaugenommen miissen es dabei sogenannte holonome Zwangsbedingungen sein, das sind solche, die in
Form von 3N —n Gleichungen (7, 7, . . ., n, t) = 0 gegeben sind. Das sind dann genau die Gleichungen, mit
denen man die 3N kartesischen, nicht unabhingigen Koordinaten auf 3N — n unabh&ngige verallgemeinerte
Koordinaten reduzieren kann. Ein Beispiel ist ein Teilchen, das sich auf der Oberfliche einer Kugel bewegt.
Seine drei internen kartesischen Koordinaten rq, 1, r3 sind nicht unabhangig, da seine Bewegung auch durch
zwei Kugelkoordinaten 6, ¢ beschrieben werden kann.
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mit (Nachrechnen!)

= 23 (3)

J
or; or
a = > Mg ot dq;’
J
B 1 8F oF
Uk 2,32 8q; 0qi’

Im Fall zeitunabhangiger Transformationsgleichungen fiir die verallgemeinerten Koordinaten
vereinfacht sich der Ausdruck fiir T auf

6r, 8/’/
T_ e
199 B LEFIT
also auf eine homogene quadratische Funktion der verallgemeinerten Geschwindigkeiten. V/

sei das verallgemeinerte Potential fiir das Gesamtsystem, womit gemeint ist, daB sich die
Krifte F;, die auf die Teilchen des Systems wirken, auf auf V zuriickfiihren lassen. Genauer

_, Or;
2:5%

definierten verallgemeinerten Kraft-Komponenten gemal

gesagt sollen die durch

ov.  d oV

U= "5q "t g,

aus V bestimmbar sein®. Im allgemeinen gilt V = V/(q;, g;, t)®; ist V geschwindigkeits- und
zeitunabhangig, so folgt

oV
Q= ——
J 8qj
sowie
F=-Y,v

In diesem Fall heiBen die Krafte und das Potential konservativ.
Die GroBe
L=T-V

5Natiirlich ist nicht jede Kraft auf ein Potential zuriickfiihrbar; die nun folgenden Uberlegungen lassen
sich jedoch auf solche Fille verallgemeinern.

5Das hier beschriebene, weit verbreitete Konzept geschwindigkeitsabhingiger Potentiale stammt von E.
Schering [768].

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



16 KAPITEL 1. DER UNTERGANG DER KLASSISCHEN PHYSIK

heiBt Lagrange-Funktion des Systems. Das Hamiltonsche Prinzip besagt nun, daB die Bewe-
gung des Systems im Zeitraum von t; bis t, so verlauft, daB das Integral

tr

1= [ La.a.0dr

ty

extremal wird. Genaugenommen geniigt bereits die Forderung, daB / stationar wird, also in
erster Naherung konstant bei Anderung der g;, wobei das noch genauer zu definieren ist.
Das Integral / kann als eine Funktion / = /[q,] aufgefaBt werden, die jedem Satz von 3N

Funktionen q;(t) eine Zahl zuordnet. Solche Funktionen von Funktionen nennt man Funk-

tionale. Die Aufstellung der Bewegungsgleichungen wird damit zu einer Extremwertaufgabe.
Kennt man die Lagrange-Funktion eines Systems, kennt man im Prinzip, das heit modulo
mathematischem Aufwand, auch die Bewegungsgleichungen, die dessen zeitliche Entwicklung
beschreiben. Die folgenden drei Abschnitte demonstrieren drei Strategien zum Aufsuchen sol-
cher Bewegungsgleichungen auf der Grundlage des Hamiltonschen Prinzips.

Es zeigt sich, daB dieses Prinzip eigentlich gar kein Prinzip der klassischen Physik, sondern
in geeignet verallgemeinerter Form von universeller Giiltigkeit ist. So gut wie jede Differenti-
algleichung der mathematischen Physik 1aB8t sich auf eine spezielle Form des Hamiltonschen
Prinzips zuriickfiihren, wobei die eigentliche Aufgabe dabei jeweils darin besteht, eine geeig-
nete Lagrange-Funktion zu finden; der Rest ist dann oft von eher formaler Natur.

1.1.2.2 Lagrange-Formalismus

Die Verwendung des Hamiltonschen Prinzips zur Bestimmung von Bewegungsgleichungen
fiihrt offenbar zu Aufgabenstellungen folgender Form: Von allen denkbaren Funktionen g;
finde man diejenigen, fiir die das Funktional /[g,] ein Extremum annimmt. Damit haben wir

ein typisches Problem der Variationsrechnung vor uns’. Euler [273] und Lagrange [522], [523]
beschrieben als erste den klassischen Weg zur Losung solcher Variationsprobleme, den wir im
folgenden kurz skizzieren.

Die Funktionen ¢;(t),j = 1,2,..., 3N seien gerade diejenigen, fiir die das Hamilton-
sche Prinzip erfiillt ist. also die gesuchten Koordinatenfunktionen der wahren Bahnen der
Komponenten des betrachteten Systems; mit §q;(t) seien beliebige Abweichunen von diesen
Funktionen im Zeitraum [ty, t»] bezeichnet, so daB andere als die wahren Bahnen in der Form
qj(t)+0q,(t) geschrieben werden kénnen. Die Orte der Komponenten zu den Zeitpunkten t;
und t, seien bekannt, es kann also dq;(t;) = dq,(t2) = O vorausgesetzt werden. Die 0¢;(t)
heiBen Variationen der g;(t). Die Anderung des Funktionals / = /[q;] durch infinitesimale
Variationen 0q;(t) sei

"Die Standard-Darstellung von Anwendungen der Variationsrechnung auf Probleme der Mechanik und
gleichzeitig eine sehr ausfiihrliche Einfiihrung in deren Lagrangesche, Hamiltonsche und Hamilton-Jacobische
Form ist [529].
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to
6/:6/L(qj,c'/j,t)dt;
t:

man bezeichnet sie als Variation von /. Analog zur elementaren Analysis lautet auch hier eine
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Stationaritat von /

01 =0,

das heiBt, die Variation von / muB verschwinden. Die Kettenregel liefert

to
oL oL 8L oL d
5/—/;(8—%5%‘—{—8 )dt /Z( +8_C]J‘E6qj) dt=0
5

und partielle Integration weiter

5/:2[—6%] /Z(g—é—%?)éqj t=0. (1.2)

Da die Variationen der g; fiir t; und t, verschwinden sollen, verschwindet auch der erste
Summand in (1.2). Die g, sind véllig beliebig, folglich kann ¢/ nur verschwinden, wenn

samtliche Summanden im Integral auf der rechten Seite von (1.2) fiir sich schon verschwinden,
und man erhilt die Gleichungen

f___-,:O’ J=1,2,...3N. (1.3)

Diese Gleichungen heiBen Lagrangesche Gleichungen®.

Setzt man die Lagrange-Funktion eines mechanischen Systems in (1.3) ein, so erhilt
man dessen Bewegungsgleichungen. Das sei fiir den speziellen Fall konservativer Krafte, also
solcher, die man aus einem zeitunabhangigen, geschwindigkeitsunabhangigen Potential V/
gemaB /-:J = _ﬁj V herleiten kann, kurz demonstriert. Setzt man L = T —V in die Lagrange-
Gleichungen ein, findet man

oT-V) doaT-V) 8T-V) daT

= =1,2,...3N
g dt 8 bq dtag o JThEd

8Die Lagrangeschen Gleichungen stellen ein Beispiel fiir die allgemeinen Differentialgleichungen zur Lo-
sung von Variationsaufgaben dar, bei denen Extrema fiir Funktionale der Form F = F(y;(t), y;(t)., t) gesucht
werden. In der Mathematik nennt man sie nach ihren Entdeckern Euler-Lagrange-Gleichungen der Variations-
rechnung. Lagrange selbst leitete die nach ihm benannten Gleichungen (1.3) nicht iiber Variationsprinzipien,
sondern iiber ein Kovarianzprinzip her, genauer gesagt iiber die Forderung, daB das Gesetz des Kraftegleich-
gewichts in beliebigen Koordinaten formulierbar sein soll [524].
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oder ov  oT d oT
o gL 4% 192 3N
8q;  9q; dt dq ’

Bei Verwendung von kartesischen Koordinaten gilt fiir die kinetische Energie in obigem Fall
1 .
T=> 5mif
J

und man erhalt
—VJV:mj'rj, J':1,2,...3N,

also F; = m; i fir j =1,2,...3N. Das sind die Newtonschen Bewegungsgleichungen.

Der Lagrange-Formalismus 138t sich problemlos auf kompliziertere Systeme verallgemei-
nern, wie etwa auf solche, die auch Kraften unterliegen, die nicht auf Potentiale zuriickfiihrbar
sind. Typische Beispiele dafiir sind dissipative Systeme, das heiBt Systeme, die energetisch
nicht abgeschlossen sind, etwa weil Reibungskrafte vorliegen. Auch eine Erweiterung auf Sys-
teme mit allgemeineren Zwangsbedingungen als den im vorigen Abschnitt beschriebenen ist
moglich®. Details dazu findet man beispielsweise in [338].

Jeder der 3N Ortskoordinaten unseres physikalischen Systems kann man iiber

oL

9q;
einen kanonisch konjugierten Impuls zuordnen. Fiir kartesische Koordinaten und zeitunab-
hangige konservative Potentiale sind das die iiblichen mechanischen Impulse, bei verallgemei-
nerten Koordinaten oder komplizierteren Potentialen spricht man entsprechend von verallge-
meinerten Impulsen, die im allgemeinen nicht die Dimension des gewohnlichen mechanischen
Impulses aufweisen. Kommt ein gegebenes g; nicht als Variable in der Lagrange-Funktion
vor, dann nennt man g; eine zyklische Variable des Systems. Die Lagrange-Gleichungen zei-
gen unmittelbar, daB dann

Pj

d oL

9t oG
gilt. Mit anderen Worten: Zu zyklischen Koordinaten kanonisch konjugierte Impulse sind
ErhaltungsgroBen.

Die Lagrangesche Form der Mechanik verfiigt gegeniiber der Newtonschen {iber den
groBen Vorteil, daB man sich nicht mit komplizierten duBeren Kraften abmiihen sondern le-
diglich die kinetische und potentielle Energie des zu beschreibenden Systems aufstellen muB,
danach arbeitet die Maschinerie gewissermaBen von alleine. Damit gestaltet sich die Bestim-
mung der Bewegungsgleichungen in den meisten Fallen unvergleichlich bequemer. Noch viel
wichtiger jedoch ist die Verallgemeinerbarkeit des Lagrangeschen Formalismus weit iiber die
Mechanik hinaus, insbesondere auf Felder, und die damit verbundene nahezu unbegrenzte
Verwendbarkeit fiir alle moglichen physikalischen Systeme und Theorien.

9Konsequenterweise spricht man hier von nichtholonomen Zwangsbedingungen. Sie kdnnen in Form
von Ungleichungen, irgendwelchen geschwindigkeitsabhdngigen Ausdriicken, sonstigen Differentialgleichun-
gen oder beliebigen anderen Relationen gegeben sein.
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1.1.2.3 Die Hamiltonschen Gleichungen

Anstelle der 3N GroBen g; und ¢; kann man natiirlich auch die 3N GroBen g; und p; als die
fundamentalen Variablen zur Beschreibung mechanischer Systeme auffassen. Das ist keines-
wegs eine nur formale Aussage, wie wir jetzt sehen werden.

Wir definieren mit oL
J J J

die Hamilton-Funktion des Systems'®. Dabei ist L als Funktion von g;, ¢; und t zu betrachten,
H dagegen als Funktion von g;, p; und t. Dieser Tausch der freien Variablen ist dabei ein
wesentlicher Aspekt.

Mit der Funktion H 13Bt sich eine alternative, ebenfalls auf das Hamiltonsche Prinzip
aufbauende Formulierung der Mechanik aufbauen. Dazu driicken wir die Lagrange-Funktion
durch die Hamilton-Funktion aus und erhalten so das Hamiltonsche Prinzip in der Form!!

to
ol = 5/ ijqj_H dt
t J
/ oH . oM
= t/;(qjépj+pj5qj—a—%5qj—a—gépj) dt

tr
. d oH oH
ty

10Der Ubergang von der Lagrange- zur Hamilton-Funktion hat mathematisch die Struktur einer Legendre-
Transformation. Solche Transformationen sind fiir die Physik von weitreichender Bedeutung, beispielsweise
auch in der Thermodynamik, wo sie Ubergénge der unterschiedlichen thermodynamischen Potentiale inein-
ander ermoglichen.

Yin der Literatur findet man nicht selten fiir die GréBe / den Begriff ,\Wirkung" und das Hamiltonsche
Prinzip unter der Bezeichnung ,Prinzip der kleinsten Wirkung". Beides ist nicht korrekt. Die Wirkung ist in
der Mechanik definiert durch das Integral

A= [ > pda,
J

und das Prinzip der kleinsten Wirkung besagt, daB ein physikalisches System, fiir das H eine ErhaltungsgroBe
ist, von allen Bahnen mit konstantem H in der Realitdt diejenige auswahlt, fiir die A extremal wird. Das
Extremum kann dabei, anders als der Name des Prinzips vermuten 14Bt, ein Maximum, Minimum, Teras-
senpunkt oder auch Sattelpunkt sein, weswegen genauer vom Prinzip der stationdren Wirkung gesprochen
werden sollte. Das Prinzip der kleinsten Wirkung geht urspriinglich auf Maupertuis zuriick [587], [588]; seine
prazise Formulierung stammt von Euler [273] und Lagrange [522], [523]. Es ist mit dem Hamiltonschren
Prinzip verwandt, letzteres ist aber von allgemeinerer Natur.
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[5)
. _ OH OH
= [pj(qu 2 +/Z <qj(5pj—pj(‘5qj— 6—567]— 6—5/9]) dt = 0.
L g; P;j

Der ausintegrierte Teil verschwindet wieder, es bleibt

t
. OH . OH
/ 2 (4-55) 07— (945 ) 00 et =0

und weil auch hier die Variationen dp; und dg; vollig beliebig sind, ist das Integral nur dann
Null, wenn die Terme in den runden Klammern jeweils fiir sich verschwinden. Das ergibt die
Gleichungen

die man Hamiltonsche Gleichungen oder auch kanonische Gleichungen nennt'?. Auch sie fiih-
ren nach Einsetzen der Hamilton-Funktion des betrachteten Systems auf dessen Bewegungs-
gleichungen — mit dem Unterschied allerdings, daB man jetzt die 3N Differentialgleichungen
zweiter Ordnung, welche die Newtonschen ebenso wie die Lagrangeschen Gleichungen dar-
stellen, in 6/N Differentialgleichungen erster Ordnung umgewandelt hat.

Besonders anschaulich wird die Interpretation der Hamilton-Funktion im Fall konserva-
tiver Kraftfelder und zeitunabhangiger Transformationsgleichungen von kartesischen auf die
verallgemeinerten Koordinaten. Die kinetische Energie nimmt dann wie in Abschnitt 1.1.2.1
gesehen die Gestalt einer homogenene quadratischen Funktion der g; an; fiir diese gilt nach
dem Satz von Euler'3

Fiir die Hamilton-Funktion folgt daraus
H=T+YV,

das heiBt H ist die Gesamtenergie des Systems. Es sei jedoch ausdriicklich darauf hingewiesen,
daB das fiir allgemeinere Systeme nicht der Fall ist.

Eine fiir die Hamiltonsche Mechanik sehr niitzliche Abkiirzung bilden die Poisson-Klam-
mern**, die fiir zwei beliebige Funktionen f und g durch

3N
B of 0g Of Og
trat=2 (5%' Op;  Op; 5%‘)

J=1

12Hamilton entdeckte seine Formulierung der Mechanik 1833; die grundlegenden Arbeiten dazu sind [383],
[384] und [385].

13Sjehe beispielsweise [659].

14Benannt nach S. D. Poisson, der sie 1809 erfand [712].
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definiert sind. Man priift leicht ihre fundamentalen Eigenschaften nach; es gelten die Rela-
tionen

{f.g} = —{g.f},
{f+g ht = {f.ht +{g h},
{f.ghy = {f.g}h+g{f h}

sowie
{f.{g. h}} +{h{f. g}} +{g.{h. f}} =0;

Letztere ist unter der Bezeichnung Jacobi-Identitit bekannt!®. AuBerdem findet man die
fundamentalen Poisson-Klammern

{99} =0, {pi.p} =0, {g.p} =70
Hierbei wurde das Kronneckersymbol §;; eingefiihrt; es ist definiert durch
1 fir 1=y
0 fir 1#.
Insbesondere lassen sich die Hamiltonschen Gleichungen mit Hilfe von Poisson-Klammern
formulieren, denn fiir f = g; beziehungsweise f = p; und g = H erhalt man

g =Aq.HY, p={pH}, Jj=12.., 3N.

Fiir eine beliebige Funktion f = f(q;, p;, t) kann man deren zeitliche Ableitung

oy (2

dt — <<\dq ot ' op ot) " ot
in der Form JF of
— —If H hal
gt~ U HE 5

schreiben. Funktionen, die nicht explizit von der Zeit abhangig sind, sind daher genau dann
Konstanten der Bewegung, wenn fiir sie {f, H} = 0 gilt. Systeme, bei denen ebenso viele
ErhaltungsgroBen wie Freiheitsgrade existieren, nennt man integrable Systeme.

1.1.2.4 Kanonische Transformationen

Eine wesentliche Eigenschaft der Lagrangeschen wie auch der Hamiltonschen Mechanik ist ihre
Formulierbarkeit fiir beliebige verallgemeinerte Koordinaten. Folglich sind in diesem Zusam-
menhang Transformationen von einem Satz von Koordinaten {g;} und kanonisch konjugierten

15C. G. J. Jacobi erwihnte sie erstmals in [457].
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Impulsen {p;} auf einen anderen Satz {Q;} und {F;}, das heiBt also Koordinatentransforma-
tionen im Phasenraum, von Interesse. Klar ist dabei, daB im Fall der Hamiltonschen Mechanik
nur solche Koordinatentransformationen zul3ssig sein kdnnen, bei denen die neuen Koordina-
ten wieder kanonische Gleichungen erfiillen, bei denen es also eine Funktion K = K(Q;, P, t)
gibt, mit der die neuen Koordinaten Q; zusammen mit ihren kanonisch konjugierten Impulsen
P; Gleichungen der Form

Q=7n. P=—7-, j=12...3N

geniigen. Solche Transformationen nennt man kanonische Transformationen'®. Sie zeichnen
sich auch dadurch aus, daB Poissonklammern unter ihnen invariant sind.

Bei kanonischen Transformationen handelt es sich nicht einfach um Punkttransformatio-
nen; diese waren gegeben durch Transformationsformeln der Gestalt

Q, =Q(q.t), i,j=12,...3N.
Stattdessen haben wir es mit Transformationsformeln der Form
Qi =Qi(q.pi.t), P =PF(gp.t), j=12. 3N (1.4)

zu tun. Da es kanonische Transformationen sein sollen, miissen sowohl die alten als auch die
neuen Koordinaten ein Hamiltonsches Prinzip erfiillen. Es gilt also einerseits

to
0 / [Z piq; — H(aq;, p;, t)] dt =0
t J

J[Era-ransfuss

und fiir die Integranden der beiden Integrale folglich

ZPJCIJ H = Z QJ K+_ (1.5)
J

und andererseits

mit einer beliebigen, von den alten und neuen Koordinaten sowie der Zeit abhangigen Funktion
F. Die Funktion F heiBt erzeugende Funktion der Transformation. Wir zeigen nun, wie man
solche erzeugenden Funktionen zum Aufstellen von Transformationsgleichungen verwenden
kann.

Erzeugende Funktionen miissen sowohl von den 3N = n alten als auch von den n neuen
Koordinaten und konnen dariiberhinaus auch von der Zeit abhangig sein, so daB sie 4n+ 1

18Es sind auch die Bezeichnungen Beriihrungstransformationen beziehungseeise Kontakttransformationen
gebrauchlich, wobei deren Verwendung in der Literatur uneinheitlich ist.
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Variablen enthalten. Von diesen sind aber aufgrund der 2n Transformationsgleichungen nur
2n+1 voneinander unabhangig. Folglich sind erzeugende Funktionen in vier unterschiedlichen
Varianten moglich:

F1:F1(ijijt)y F2:F2(qjv’Djlt)' F3:F3(Pijjvt)v F4:F4(pijjvt)-

Wir betrachten diese jeweils fiir sich. Fiir F; lautet die Ableitung nach der Zeit

dF. oF; aF
dtl = 1qJ Z L Q . (1.6)

Auflésen von (1.5) nach dF/dt und Koeffizientenvergleich mit (1.6) liefert

Pi 9q," 7 oQ;’ ST e
sowie oF
K=H+—".
SET:

Der Ubergang von den unabhingigen Variablen g;, @, zu q;, P; kann analog zum Ubergang
von L nach H erfolgen, indem man f, durch F; ausdriickt gemaR

Fo(a, P t) = Fal@:. Qi ) + 3R @
J
und somit (1.5) durch

prqj Z K—i—i(Fg—ZPJQJ):—ZQJP KJF%
J f I

ersetzt. Das selbe Verfahren wie bei f; fihrt nun fiir F» auf

0F, . 0F

= — = — =1,2,...
pj aqu Q_j 8IDJ, ./ ' vn
und OF
K=H+ ==
*

F3 erhalt man aus F; lber

Fs(Qj. pj. t) = Fi(q;, Q. t) — Z qj pj.
j

aus (1.5) wird

—ZGJPJ—HIZF’J'QJ—K+C/F3
j J
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und damit ergibt sich

0F; 0F;

= ——, P-:——' .:1,2,...,,7
und OF.
K=H+ =2
SET:

SchlieBlich driickt man F4 durch F; aus gemaB

Fapr P t) = A4 Q) + > QP =) ap;,
J J

verwandelt (1.5) in

. : dFs
T2 apmH= ) QR K
J J
und findet OF OF.
4 4 .
= = =1,2,...
q 35, Q; P J o
sowie oF
K=H+ 2%
* ot

Damit liefert die erzeugende Funktion in jedem der vier Falle sowohl die neben den n Rela-
tionen (1.4) noch fehlenden weiteren n Transformationsformeln als auch die Umrechnungs-
vorschrift von der alten zur neuen Hamiltonfunktion. Im nachsten Abschnitt werden wir als
Beispiel einer Anwendung kanonischer Transformationen eine vierte Formulierung der Mecha-
nik kennenlernen.

1.1.2.5 Hamilton-Jacobi-Theorie

Eine spezielle Moglichkeit, kanonische Transformationen zur Lésung mechanischer Probleme
zu verwenden, ist die Transformation der 2n Koordinaten g; und Impulse p; auf neue Variablen,
die zeitlich konstant sind, am besten auf die 2n Anfangswerte gjo ud pjo, denn dann sind die
Transformationsformeln

qi = qj(gjo. Pjo. t), P =Pi(Gjo. Pjo. t), J=1,2,..., n

die Koordinaten und Impulse des Systems in Abhangigkeit von den Anfangswerten und der
Zeit, also genau die Losungen des betrachteten Problems. Das erreicht man garantiert dann,
wenn die neue Hamiltonfunktion K identisch verschwindet, wie ein Blick auf die transformier-
ten kanonischen Gleichungen sofort zeigt. Wegen

oF

K=Htol
* 5t
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folgt daraus die Relation
H + oF _ 0 (1.7)
a7 = 0 :
Wahlt man die erzeugende Funktion dieser kanonischen Transformation in der Form F,, dann

gilt fiir die Impulse
0F
pj=——. 1.8
J aqj ( )

In diesem Zusammenhang ist es iiblich, die erzeugende Funktion mit S zu bezeichnen; man
nennt sie Hamiltonsche Wirkungsfunktion. Da die neuen Impulse F; zeitlich konstant sein
sollen, folgt aus (1.7) und (1.8)

ds oS . 0S .
E_zj:a_(yjqj+§_zj:pqu_H_L’

und Integration liefert

Sz/Ldt—l—C,

das heiBt, die Wirkungsfunktion ist gleich dem unbestimmten Zeitintegral der Lagrange-
Funktion mit einer beliebigen additiven Konstante C.
Aus (1.7) wird nun mit (1.8) die partielle Differentialgleichung

95 8S g) 95

2090 aa )t =0 (1.9)

H (ql,qQ, - dn,
Gleichung (1.9) heiBt Hamilton-Jacobi-Gleichung'”. Lést man sie, so bekommt man automa-
tisch auch eine Lésung des betrachteten mechanischen Problems'®. Die Lésung der Hamilton-
Jacobi-Gleichung liefert mit der Wirkungsfunktion S zunachst nur deren Abhangigkeit von
den alten Koordinaten, nicht jedoch ihre Abhangigkeit von den neuen Impulsen. Diese ver-
meintliche Liicke ist jedoch gerade der Schliissel zum Erfolg. Es handelt sich bei (1.9) um
eine partielle Differentialgleichung in n+ 1 Variablen, deren vollstandige Losung folglich n+1
unabhangige Integrationskonstanten enthilt. Da die gesuchte Funktion S selbst in (1.9) nicht
auftaucht, kann ihre vollstandige Losung in der Form

geschrieben werden, mit n unabhangigen nicht additiven Integrationskonstanten o, . . ., an
und einer additiven Integrationskonstante o, die keine Rolle spielt. Es kann daher S = f
gesetzt werden. Fiir die n Integrationskonstanten kann man nun o; = F; wahlen und erhalt
so 2n Transformationsformeln

_ 0S(q;, oy, t)

17Gleichung (1.9) tauchte erstmals bei Hamilton auf, der erkannte, daB das Zeitintegral der Lagrange-
Funktion die Lésung einer partiellen Differentialgleichung dieser Form ist [383], [384], [385].
18Djeser Sachverhalt wurde von Jacobi entdeckt [455], [456].
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und

05(q;, oy, t)
aOLJ' '

Q=6 = (111)

Mit Hilfe der bekannten Anfangswerte der g; und der p; kann man zundchst aus (1.10) die
Konstanten o und damit aus (1.11) die Konstanten 3; bestimmen. Gleichung (1.11) liefert
dann die Koordinaten

qi = QI(aJ'vIBJv t)

als Funktionen der Zeit und der Anfangsbedingungen und damit die Losung des mechanischen
Problems.

Falls H nicht explizit zeitabhangig ist, kann man fiir (1.9) einen Separationsansatz der
Form S = W — a; t wahlen; die Funktion W nennt man Hamiltonsche charakteristische
Funktion, die Integrationskonstante o ist der konstante Wert von H, der haufig die Ge-
samtenergie darstellt, aber nicht immer, wie wir in Abschnitt 1.1.2.3 gesehen haben!®. Die
Hamilton-Jacobi-Gleichung verwandelt sich dadurch in

ow ow 8W> -
"0q1 0gp

und enthalt keine Zeit. Die Funktion W kann gleichzeitig als Erzeugende fiir eine kanonische
Transformation betrachtet werden, deren besondere Eigenschaft darin besteht, daB alle neuen
Impulse Konstanten der Bewegung sind und zusatzlich a; die konstante Hamiltonfunktion H
ist. Wegen W = W(q;, P;) lauten die zugehdrigen Transformationsgleichungen

ow _ow oW

"Toq YT oR " da)

und weil W die Zeit nicht enthalt, ist die neue Hamiltonfunktion

ow
K=H+ —
AT
mit der alten identisch, und es gilt K = H = a;.

Die Funktion W liefert zusatzlich ein spezielles Losungsverfahren fiir mechanische Pro-
bleme, bei denen H eine Konstante der Bewegung ist, da W erzeugende Funktion einer
kanonischen Transformation ist, in der alle neuen Koordinaten zyklisch sind, so daB die In-
tegration der neuen Hamiltonschen Gleichungen trivial ist. Einerseits erhdlt man aus den
kanonischen Gleichungen

. oK 1 fir j=1,
Q =7~ = L
Oa; 0 fir j#£1

9Djeses Verfahren war der erste Schritt zur Hamilton-Jacobi-Theorie. Hamilton verwendete seine charak-
teristische Funktion zundchst nur in der Optik [382], bevor er sie wenig spater auch in der Mechanik zum
Einsatz brachte [383].
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die Losungen

ow
Qr = t+61 = ——,
8a1
ow
R = — £ 1
QJ ﬁJ aaj J 7£
mit den n Integrationskonstanten (31, (3,, ..., 3, andererseits liefern die kanonischen Glei-
chungen
. oK 0
J aQJ -

die Bestatigung, daB die neuen Impulse Konstanten der Bewegung sind. Man erkennt hieran
iiberdies, daB die Zeit als zusatzliche verallgemeinerte Koordinate und die negative Hamilton-
funktion als ihr kanonisch konjugierter Impuls betrachtet werden kann.

Besonders einfach wird die Losung eines mechanischen Problems im Rahmen der Hamilton-
Jacobi-Theorie, wenn eine Separation der Variablen méglich ist?°. Darunter versteht man eine
Transformation der Hamilton-Jacobischen partiellen Differentialgleichung in n nur von jeweils
einer verallgemeinerten Koordinate abhangige und damit gewdhnliche Differentialgleichun-
gen. Um das Verfahren der Koordinatenseparation zu illustrieren, betrachten wir ein System
mit zeitunabhangiger Hamiltonfunktion H und machen fiir die Hamiltonsche charakteristische
Funktion den Ansatz

W - ZVVI(C]IV alv aZI st an)-
i=1
Die Variablen g1, @2, .. ., q, heiBen separierbar, wenn es moglich ist, mit diesem Ansatz die
Hamilton-Jacobi-Gleichung in n Gleichungen der Form

ow;

H; (q,, B ai, o, ..., an) =
di

aufzuspalten. Das ist ein Satz gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung, die man

immer lésen kann, da man sie jeweils nur nach OW;/9q; auflésen und anschlieBend iiber

g; integrieren muB. Leider gibt es kein allgemeines Kriterium, das einem sagt, wann ein

mechanisches Problem separierbar ist; man muB es jeweils ausprobieren.

Die Hamilton-Jacobi-Theorie wirkt auf den ersten Blick komplizierter als ihre Verwand-
ten, zumal sie das Hantieren mit partiellen Differentialgleichungen anstelle von gewdhnlichen
erfordert. Es gibt jedoch mechanische Probleme, bei der sie sehr viel angemessener als andere
Zugange ist und sogar solche, die sich nur mit der Hamilton-Jacobi-Theorie |6sen lassen. Be-
sonders vielfiltigen Einsatz findet sie im Bereich der Himmelsmechanik?!. lhre fundamentale

20Man konnte es auch etwas drastischer formulieren und behaupten, daB das Hamilton-Jacobische Verfah-
ren eigentlich nur dann von praktischer Bedeutung ist, wenn eine solche Separation moglich ist. Das ware
jedoch etwas unfair, da man dann die groBe konzeptionelle Bedeutung des Verfahrens nicht angemessen
wiirdigen wiirde.

21 Jacobi selbst war der erste, der sie dort anwendete [458].
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Bedeutung hat sie jedoch genau wie die Hamiltonsche Mechanik im Zusammenhang mit dem
Verhaltnis zwischen klassischer Physik und Quantenmechanik.

1.1.2.6 Wirkungsvariable und Winkelvariable

Nicht nur in der Mechanik sind periodische Prozesse von besonderer Bedeutung; die soeben
erwihnte Himmelsmechanik ist hierbei nur eines unter sehr vielen Beispielen??. Im Rahmen
der Hamilton-Jacobi-Mechanik gibt es eine von Delaunay entdeckte besonders elegante Be-
schreibung fiir Systeme mit periodischen Bewegungen [185]. Man wahlt dabei anstelle der
n Integrationskonstanten ¢, die bei der Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung auftreten, n
unabhangige geeignet definierte Funktionen J; der «; als neue Impulse. Diese J; nennt man
Wirkungsvariable?3.

Wir betrachten ein System mit zeitlich konstanter Hamiltonfunktion H und dazu einen
Satz von n Paaren g;, p; kanonisch konjugierter Variablen des Systems. Nun definieren wir
die Wirkungsvariablen J; des Systems durch

J/:¢pldqll /:1,2,...,l7,

wobei jeweils iiber eine volle Periode zu integrieren ist?*. Die Wirkungsvariablen haben stets
die Dimension eines Drehimpulses. Da bei ihrer Definition iiber die g; integriert wird, sind
sie nur von den n Integrationskonstanten o; abhangig, die bei der Losung der Hamilton-
Jacobi-Gleichung auftreten. Folglich kann die Hamiltonsche charakteristische Funktion auch
als Funktion der verallgemeinerten Variablen und der Wirkungsvariablen aufgefaBt werden,

W - W(q11Q21 . -:Qn:leJZu . -an)r
und die Hamilton-Funktion hangt nur von den Wirkungsvariablen ab,

H:a1 = H(Jl,JQ,...,Jn).

22Periodische Bewegungen lassen sich in drei grundsitzliche Klassen einteilen. Erstens kénnen sowohl die
verallgemeinerten Koordinaten als auch die verallgemeinerten Impulse periodisch sein, sodaB das System eine
Anfangslage zwischen und Umkehrpunkte an zwei Nullpunkten der kinetischen Energie besitzt. Das System
durchlauft dabei in jeder Periode dieselben Zustande und hat folglich eine geschlossene Bahn im Phasenraum.
In diesem Fall spricht man von Librationen. Sind zweitens nur die verallgemeinerten Impulse periodisch,
nicht aber die verallgemeinerten Koordinaten, so bewirkt das Fortschreiten um eine Periode zwar keinerlei
Veranderungen des Systems, dennoch kdnnen die Werte der Koordinaten beliebig anwachsen. Letztere sind
dabei stets als Drehwinkel interpretierbar, und man nennt solche Vorgdnge Rotationen. Im Phasenraum
weisen solche Systeme Kurven auf, die nicht geschlossen sind, sondern in gleichférmiger Weise abwechselnd
Maxima und Minima aufweisen. Drittens kénnen unterschiedliche Paare g;, p; kanonisch konjugierter GroBen
auch unterschiedliche Frequenzen in ihren periodischen Bewegungen aufweisen. Solche Systeme breschreiben
geschlossene oder offene Lissajous-Figuren, je nachdem, ob die einzelnen Frequenzen in rationalen oder
irrationalen Verhéltnissen zueinander stehen; im zweiten Fall heiBen die entsprechenden Bewegungen bedingt
periodisch.

2Dieses Verfahren ist nicht nur fiir separierbare, sondern fiir allgemeine mehrfach periodische Systeme
anwendbar.

24Der Name kommt von der formalen Ahnlichkeit der J; mit der Wirkung A des Systems; vergleiche
Anmerkung 11 in Abschnitt 1.1.2.3.

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



1.2. DIE GRENZEN DER KLASSISCHEN PHYSIK 29

Die zu den J; kanonisch konjugierten Variablen nennt man Winkelvariable, wahlweise und
seltener auch Phasenvariable oder einfach Phasen; man erhilt sie aus der Hamiltonschen
charakteristischen Funktion des betrachteten Systems gemaB

w; = Z_\Z‘,/ 1=1,2,..., n
Ihre Bewegungsgleichungen lauten
: OH .
W,':a—JiEI/,', 1=1,2,..., n,
mit den n konstanten Funktionen v; = v;(J, b, ..., Jn), die zugehdrigen Losungen sind

folglich
wi=vit+06, 11=1,2,..., n

mit n durch die Anfangsbedingungen festzulegenden Konstanten 3;.
Wir betrachten die Funktionen v; etwas naher. Ist 7; die Zeit, wahrend der g; eine voll-
standige Periode durchlauft, dann erfahrt die Winkelvariable w; gleichzeitig die Anderung

aw; *PW 8 [oW 8 aJ;
b= § e 99 P agr ~a7 P aq 29~ a7 290~ 5 =

w; andert sich somit um 1, wenn g; eine vollstandige Periode durchlauft und liberhaupt nicht,
wenn irgendein q;, j # I, das tut. Daraus folgt

AW,’ =vTi=1

und weiter
ol
Ti
Die v; sind folglich die Frequenzen der periodischen Bewegungen der q;. Mit anderen Worten:
Mit Hilfe der Wirkungs- und Winkelvariablen kann man die Frequenzen periodischer Bewe-
gungen bestimmen, ohne eine vollstindige Lésung der Bewegungsgleichungen des Systems
ermitteln zu miissen.
Das soll als kurze Einfiihrung in die theoretische Mechanik geniigen. Wir werden den hier
beschriebenen Sachverhalten an unterschiedlichen Stellen unserer historischen Tour durch die

friihe Quantentheorie erneut begegnen.

1.2 Die Grenzen der klassischen Physik

Wir kommen nun zu den in der Einleitung zu Abschnitt 1.1 bereits angesprochenen unlosbaren
Problemen, auf welche die klassische Physik angesichts ihrer groBen Erfolge iiberraschender-
weise traf. Sie waren der Ausloser fiir die Entwicklung des Gegenstands des vorliegenden
Buches. Der nun folgende Abschnitt beschreibt die drei wichtigsten Beispiele, der Rest des
Buches beschaftigt sich sodann vorwiegend mit dem historischen Ablauf der ersten Losungen
dieser Probleme.
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1.2.1 Spektrale Verteilung von Hohlraumstrahlung

Die alltagliche Erfahrung, daB heiBe Korper Licht aussenden, scheint auf den ersten Blick
unverdachtig, etwas mit grundlegenden physikalischen Problemen zu tun zu haben. Um-
gangssprachliche Begriffe wie ,Rotglut® oder ,WeiBglut” legen das nahe und deuten iiberdies
auch darauf hin, daB die Farbe des ausgestrahlten Lichts etwas mit der Temperatur des Kor-
pers zu tun hat. Die Farbe dndert sich von dunkelrot {iber hellrot und gelb zu weiB, wenn
die Temperatur des Korpers erhoht wird. In der Tat kann man im Rahmen der Technik der
Pyrometrie sogar die Messung der Farbe als MaBB der Temperatur verwenden. Die Tatsache,
daB man die Warme auch dann schon spiiren kann, wenn man sich nur in der N3he des heiBen
Korpers aufhalt, zeigt, daB auch infrarotes Licht bei der ausgesandten Strahlung dabei sein
muB. Hat der Korper nur eine Temperatur, bei der er nicht gliiht, dann handelt es sich bei
der emittierten Strahlung sogar iiberwiegend um infrarotes Licht.

Man nennt diese von der Temperatur abhangige elektromagnetische Strahlung, die von
allen Korpern ausgesandt wird, Temperaturstrahlung oder auch Warmestrahlung. In idealtypi-
scher Form tritt sie bei sogenannten schwarzen Kérpern auf, das sind idealisierte Objekte, die
ankommende elektromagnetische Wellen jeder beliebigen Frequenz vollsténdig absorbieren.
Ein vollkommener schwarzer Korper ist natiirlich nicht realisierbar; man kann sich einen sol-
chen modellmé&Big als einen Hohlraum mit ideal absorbierenden, also anschaulich gesprochen
mattschwarzen Innenwinden vorstellen®>. Bringt man die Innenwinde auf eine bestimmte,
konstante Temperatur, so wird im Innenraum nach einiger Zeit eine spezielle elektromagneti-
sche Strahlung entstehen, sodaB zwischen dieser und der die Innenwénde bildenden Materie
ein thermodynamisches Gleichgewicht besteht. Die Strahlung setzt sich aus elektromagne-
tischen Wellen aller Frequenzen zusammen, wobei die Intensitdt bei jeder Frequenz eine
andere ist. Es handelt sich dabei um Warmestrahlung in der theoretisch reinen Form. Hat
der Hohlkorper ein Loch, so emittiert er Warmestrahlung, die aus dem Loch entweicht. Eine
gute Naherung hierfiir ist zum Beispiel ein Backofen mit schwarzen Innenwanden und offener
Backofentiir. Entsprechend redet man auch von Hohlraumstrahlung.

Im groBen und ganzen lernte man im Laufe des 19. Jahrhunderts ganz gut, diese Hohl-
raumstrahlung physikalisch zu beschreiben. So erkannte Gustav Kirchhoff 1860 beispielsweise,
daB die Energieverteilung tatsachlich nur von der Temperatur, nicht aber von der Form und
dem Material des Hohlraums abhéngt; es muB anders gesagt eine universelle Funktion p(v, T),
geben, welche die Energiedichte in Abhangigkeit von Frequenz und Temperatur beschreibt,
universell in dem Sinn, daB diese Funktion nur von v und T, nicht aber von Beschaffen-
heit, Form und Material der Wande des Holhraums abhangt. Fiir die Gesamtstrahlung S
des Hohlraums pro Flacheninhalt der Hohlraumoberflache fand man auBerdem das Stefan-
Boltzmannsche Gesetz [101], [834]

S=o0T*

mit der Konstanten o = 5,67032- 1078 W/m?K*, und fiir die Wellenlinge maximaler Inten-
sitat im emittierten Spektrum, Amax, das Wiensche Verschiebungsgesetz [927], [928], [929]

%Diese Modellvorstellung stammt von Wien und Lummer [931]. Einen Uberblick iiber friihe experimentelle
Realisierungen findet man in [436].
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>\max . T - O, 29Cm K,

demzufolge das Intensitdtsmaximum fiir steigende Temperaturen in Richtung hoherer Fre-
quenzen wandert?®. Der Versuch, die genaue Gestalt des oben erwihnten universellen Gesez-
zes zu finden, das die Energiedichte u(v, T) der der Temperaturstrahlung eines schwarzen
Strahlers in Abhangigkeit von der Frequenz und der Temperatur beschreibt, erwies sich je-
doch schlieBlich als eine Aufgabe, die im Rahmen der klassischen Physik nicht zu bewaltigen
war. Mit dem Rayleigh-Jeansschen Strahlungsgesetz [470], [726]

82

U(I/, T) = ? kBT,

das erstmals im Jahr 1900 veroffentlicht wurde, gibt es zwar ein Gesetz, das die Energiedichte
bei kleinen Frequenzen gut beschreibt. Bei hohen Frequenzen sieht dies jedoch anders aus,
dort liefert es viel zu hohe Werte. Insbesondere divergiert die Energiedichte pro Frequenz fiir
v — oo, und wenn man iiber alle Frequanzen integriert, erhidlt man eine unendlich hohe
integrale Energiedichte; man bezeichnet diesen Sachverhalt als Ultraviolett-Katastrophe?'.
Daneben gibt es auch das Wiensche Strahlungsgesetz [929]

3
u(v, T) = —87;’;” e v/keT,

das schon seit 1896 bekannt war. Es liefert fiir hohe Frequenzen eine gute Beschreibung der
Energiedichte, ist aber dafiir bei kleinen Frequenzen unbrauchbar. Hier sind die Abweichun-
gen allerdings viel geringer, so gering, daB man ein paar Jahre dachte, mit dem Wienschen
Strahlungsgesetz die richtige Relation gefunden zu haben. In der Tat glaubte man am En-
de des neunzehnten Jahrhunderts, das Problem liege in einer verniinftigen Herleitung dieses
Gesetzes und nicht mehr im Auffinden eines solchen Gesetzes an sich. Erste Zweifel daran
ergaben sich jedoch aus Resultaten, die H. Beckmann 1898 im Rahmen seiner Dissertation
an der Universitat Tiibingen gefunden hatte. Durch den Einsatz ganz neuer MeBmethoden
konnte das zunachst 1899 durch Otto Lummer und Ernst Pringsheim [569] sowie 1900 noch
deutlicher durch Heinrich Rubens und Ferdinand Kurlbaum [744] jeweils an der Physikalisch-
Technischen Reichsanstalt in Berlin bestatigt werden. Deren Messungen ergaben uniiberseh-
bare Differenzen zum Wienschen Gesetz, dessen Werte von den gemessenen Energien fiir
niedrige Frequenzen systematisch iibertroffen wurden?8.

1.2.2 Spezifische Warme von Festkérpern

Die spezifische Warmekapazitat oder kurz spezifische Warme eines Stoffes beschreibt die
Fahigkeit dieses Stoffes, zugefiihrte Warme in Form von thermischer Energie zu speichern.

26Das Wiensche Verschiebungsgesetz wurde von Wien 1893 hergeleitet; es tauchte bereits 1885 und 1890
bei Rad von Kovesligethy auf, der das Resultat jedoch unter Verwendung des Atherbegriffs fand [509], [510].

2"Dieser Begriff wurde 1911 von P. Ehrenfest geprigt [228].

Z8Genaueres hierzu liefert ebenfalls [436].
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Abbildung 1.1: a) Rayleigh-Jeanssches und b) Wiensches Strahlungsgesetz

Steht Q fiir die Warmemenge und T fiir die absolute Temperatur, dann ist die spezifische
Warme ¢ eines Stoffes definiert durch

1 AQ
c=— Ilm —
m aT—0 AT
und gibt somit an, wie die einem aus diesem Stoff bestehenden Korper zugefiihrte War-
memenge und dessen dadurch erzielte Temperaturinderung zusammenhingen?. Ist M die
Molmasse des betrachteten Stoffes, dann bezeichnet man ¢, = cM als Molwdrme oder

molare Warmekapazitat.

29Das ist keine gewdhnliche Ableitung, da thermodynamische Zustandsinderungen im allgemeinen nicht nur
von der Temperatur, sondern auch von anderen GroBen wie Druck oder Volumen abhdngen. Man unterscheidet
daher die spezifische Warme bei konstantem Druck und diejenige bei konstantem Volumen und kann diese
dann iiber partielle Ableitungen berechnen; man schreibt dafiir

beziehunsweise

Diese beiden GroBen kdnnen sich betrachtlich unterscheiden. Das ist insbesondere bei Gasen der Fall; bei vielen
Fliissigkeiten und Festkorpern fernab von deren Umwandlungstemperaturen ist ¢ dagegen ndherungsweise
konstant. In diesem Fall gilt die bekannte Relation

AQ = cmAT,

und die spezifische Warmekapazitat gibt die Arbeit an, die pro Kelvin Temperaturdifferenz verrichtet werden
muB, um die Temperatur eines Kérper der Masse m zu erhéhen.

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



1.2. DIE GRENZEN DER KLASSISCHEN PHYSIK 33

Interessiert man sich speziell fiir kristalline Festkorper, so sind zumindest fern von deren
Schmelzpunkten die Moglichkeiten der Aufnahme thermischer Energie auf die Anregung von
Gitterschwingungen beschrankt. Dabei stehen jedem Teilchen drei Freiheitsgrade zur Verfii-
gung, und gemaB dem Gleichverteilungssatz der statistischen Mechanik, wonach die mittlere
kinetische Energie eines Teilchens pro Freiheitsgrad kg7 /2 betragt3?, ist die kinetische Energie
des Festkorpers pro Teilchen E,, = 3kgT /2. Dabei ist kg = 1,3-10"2* J/K die Boltzmann-
Konstante. GemiB dem Virialsatz3! steckt in den Gitterschwingungen im zeitlichen Mittel
gleich viel potentielle wie kinetische Energie, die gesamte innere Energie des Festkorpers pro
Teilchen ist daher u = 3kgT. Ein Mol des Stoffes besteht aus Ny = 6,022 - 10?3 Teilchen
und enthdlt somit die innere Energie U = 3NakgT = 3RT; hier ist R = 8,314 J/mol
K die allgemeine Gaskonstante. Die molare Warmekapazitat eines Festkorpers betragt also
unabhangig vom Stoff und von der Temperatur

Cmol = 3R.

Das ist das Gesetz von Dulong und Petit [693]. Es wurde 1819 von seinen Namensgebern
experimentell entdeckt und gilt bei genligend hohen Temperaturen wie etwa bei Raumtempe-
ratur, fiir viele Festkorper, insbesondere fiir Metalle und allgemeiner fiir Stoffe mit einfacher
Kristallstruktur, in recht guter Naherung. Bei tiefen Temperaturen wird die Warmekapazitat
jedoch immer kleiner, um bei Anndherung an den absoluten Nullpunkt schlieBlich ebenfalls
gegen Null zu gehen32. Solche Abweichungen vom Dulong-Petitschen Gesetz wurden erstmals
1875 von H. F. Weber und spater immer wieder beobachtet, ohne daB man sich zunachst
einen Reim darauf machen konnte. Man hatte es wieder mit einem Sachverhalt zu tun, der im
Rahmen der klassischen Physik, in diesem Fall der klassischen statistischen Mechanik, nicht
zu erklaren war.

1.2.3 Stabilitat der Atome

Die umgangssprachlich gelegentlich anzutreffende Gleichsetzung der Begriffe ,,Atomphysik"
und ,Quantentheorie” ist zwar unberechtigt, sie kann aber zumindest als Hinweis gewertet
werden, daB die erstere ganz wesentlich zur Entwicklung der letzteren beigetragen hat. Dabei
ist das Konzept der Atome bekanntlich viel dlter. Das erste Atommodell findet man bereits
im antiken Griechenland, wo der Philosoph Demokrit oder genauer gesagt und urspriinglich
dessen Lehrer Leukipp um 400 v. Chr. die Hypothese aufstellte, daB alle Materie aus kleinsten,
nicht weiter zerlegbaren Bausteinen besteht. Er pragte auch den Namen, in dem er seine
kleinsten Teilchen als aTopos (atomos) bezeichnete, auf deutsch ,unteilbar”.

30Sjehe zum Beispiel [830].
31Siehe auch hierzu [830].
$2Diese Aussage ist eine Variante des dritten Hauptsatzes der Thermodynamik.
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1.2.3.1 Die Atomhypothese

Die Atomhypothese wurde in der Neuzeit wiederentdeckt, als J. Dalton im Jahre 1800 das
Gesetz der konstanten und multiplen Proportionen fand [171]. Die Tatsache, daB die Massen-
verhaltnisse von Elementen, die sich zu verschiedenen chemischen Verbindungen vereinigen,
dabei stets im Verhaltnis ganzer Zahlen zueinander stehen, 13Bt sich durch irgendwelche konti-
nuierlichen Vorstellungen iiberhaupt nicht, durch die Atomvorstellung dagegen vollig zwanglos
erklaren. Die Massenproportionen der Atome in den Molekiilen, aus denen die Verbindungen
bestehen, geben das Verhaltnis der Atommassen beziehungsweise der ganzzahligen Vielfachen
der Atommassen wieder. Daltons Entdeckung stellt nicht nur die Rehabilitation der Atomhy-
pothese dar, sondern insbesondere auch den ersten empirischen Hinweis auf die Plausibilitat
dieses Modells.

In der Folgezeit setzte sich die Atomvorstellung zwar weitgehend durch, was aber kei-
neswegs einheitlich mit der Uberzeugung verbunden war, daB es sich dabei um ein mehr
oder weniger realistisches Abbild der Realitat handle. Detaillierte Hypothesen iiber irgend-
welche inneren Strukturen der Atome gab es nicht, und vielfach wurden Atome lediglich als
niitzliche Modelle angesehen, mit denen man in der Chemie und in der Physik zwar eine
Menge erklaren kann, die aber ansonsten mit der Realitdt nichts zu tun haben. Ein besonders
entschiedener Verfechter dieser Haltung war Ernst Mach, der Atome als reine Gedankenkon-
strukte betrachtete [574], [575], [576] und bei Kollegen, die Atome fiir real hielten, mit der
Frage zu kontern pflegte, ob sie schon mal welche gesehen hatten. Auch Wilhelm Ostwald war
zunachst im Rahmen seiner zur fundamentalen Kritik des Materialismus ausgebauten Energe-
tik ein prominenter Vertreter der Kritiker der Atomhypothese [660]. Angesichts zunehmender
experimenteller wie auch theoretischer Fortschritte akzeptierten spater sowohl Mach (1906)
als auch Ostwald (1908) die Existenz der Atome.

Von aller Kritik unbeeindruckt entwarf J. J. Thomson im AnschluB an seine Entdeckung
des Elektrons [874] im Jahre 1897 das erste konkrete Atommodell, das als Rosinenkuchen-
Modell 33 in die Physik-Geschichte eingegangen ist [876]. Danach sind Atome kontinuierlich
verteilte Wolken aus positiver Ladung mit darin verteilten punktformigen negativ geladenen
Elektronen, die wie Rosinen im Kuchenteig sitzen; genauer gesagt sind sie in Ringen angeord-
net, deren Mittelpunkte mit demjenigen des Atoms zusammenfallen3*. Die tatsichliche, fiir
die damalige Zeit erstaunliche Leistungsfahigkeit des Rosinenkuchenmodells ist heute etwas in
Vergessenheit geraten. Ein solches System ist stabil®®, und Thomson konnte damit immerhin

33Englisch Plum Pudding Model.

34Eine besonders schone anschauliche Darstellung des Rosinenkuchenmodells findet man in [310].

35Miiller und Wiesner zeigten das 1995 mit einer einfachen Uberlegung am Beispiel des Heliumatoms [626]:
R sei der Radius der Ladungskugel mit positiver Ladung 2e und p der Radius des Rings, auf dem die beiden

Elektronen zu finden sind. Die gegenseitige abstoBende Kraft der beiden Elektronen ist dann
2
=,

wahrend fiir die anziehende Kraft zwischen der Ladungskugel und den beiden Elektronen nach dem GauBschen
Gesetz nur die positive Ladung g = 2ep®/R3 innerhalb des Bereichs mit r < p verantwortlich ist, die man
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qualitativ die diskreten Niveaus der Atomspektren erklaren. Dazu betrachtete er harmonische
Schwingungen der Elektronen um deren Gleichgewichtslage und zeigte, daB diese ganz be-
stimmte, wohldefinierte, von der Elektronenzahl abhangige Eigenfrequenzen aufweisen. Solche
Schwingungen fiihren zur Emission monochromatischer elektromagnetischer Wellen mit den
entsprechenden Frequenzen. Allerdings konnte keine quantitative Ubereinstimmung mit den
gemessenen Atomspektren gefunden werden.

Abgesehen davon gaben bereits in den neunziger Jahren Experimente von Lenard mit
Elektronenstrahlen AnlaB zum Zweifel an diesem Modell. Lenard stellte fest, daB mit Hilfe
eines Kathodenstrahl-Rohres erzeugte Elektronen-Strahlen in der Lage sind, Materie, zum
Beispiel eine diinne Aluminiumfolie®®, genauer gesagt etwa 10000 Atomschichten, zu durch-
dringen [546]. Sie werden dabei zwar etwas geschwacht, sind aber danach und auch noch
nach einigen Zentimetern Luft noch nachweisbar. Dariiberhinaus ergab sich auch, daB Atome
fiir Elektronen um so durchlassiger sind, je schneller die letzteren sind. Dies sprach gegen eine
kontinuierliche Materieverteilung im Inneren der Atome; Lenard selbst kam dabei bereits zu
der Folgerung, daB Atome so leer wie das Weltall seien, und er sprach schon von Kernen und
sie umgebenden Kraftfeldern, wenn er wohl auch noch nicht die Vorstellung von nur einem
Kern in jedem Atom hatte.

1.2.3.2 Das Rutherfordsche Atommodell

Der Durchbruch in diese Richtung und damit ein ganz entscheidender Schritt hin zu einem
modernen Atommodell gelang 1911 Ernest Rutherford mit seinem beriihmten Streuexperi-
ment [761]. Beim Rutherfordschen Streuexperiment werden a-Teilchen, also doppelt ionisier-
te Helium-Kerne, beim Durchdringen einer diinnen Goldfolie beobachtet und die auftretenden
Streuwinkel gemessen. Man beobachtet dabei viele a-Teilchen mit kleinen Streuwinkeln, al-
so solche, die praktisch ungestort durch die Goldfolie hindurchfliegen, aber auch viele mit
groBen Streuwinkeln und sogar solche mit Streuwinkeln groBer als 90°, also a-Teilchen, die
zuriickgestreut werden. Dies sprach wieder deutlich gegen eine kontinuierliche Atomvorstel-
lung im Stile des Rosinenkuchenmodells, da dort nur kleine Streuwinkel auftreten diirften.
An die Stelle des letzteren trat nun das Rutherfordsche Atommodell: Das Atom hat einen
Kern, dessen Radius R sehr viel kleiner als der Atomradius ist. Der Kern enthilt praktisch die
gesamte Masse des Atoms; er hat die positive elektrische Ladung Z; e, wobei e der Betrag

sich dazu als punktférmig im Mittelpunkt vorliegend denken darf. Fiir die abstoBende Kraft gilt daher

Aus F; = —F folgt

und da das fiir beide Elektronen gleichermaBen gilt, befinden sie sich einander gegeniiber jeweils in der Mitte
einer Verbindungslinie zwischen Mittelpunkt und Rand der Ladungskugel.
36Solche Aluminiumfolien mit einer Dicke von circa 5-10~* c¢m heiBen Lenard-Fenster.
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der Ladung des Elektrons und Z; die Ordnungszahl des Atoms ist. Entsprechend gibt es in
der Umgebung des Atomkerns ein Coulomb-Feld mit dem Potential
. Zle

V==, (1.12)

sodaB auf ein Teilchen der Ladung Z; e die Kraft

2122 e? -
——T

Fo—
r3

(1.13)
wirkt und somit ein spezieller Fall des klassischen Kepler-Problems der Bewegung im Zentral-
feld vorliegt. Die Elektronen bewegen sich bei diesem Modell im Coulomb-Feld des Atomkerns
in der Atombhiille wie bei einem Miniatur-Planetensystem auf geschlossenen Bahnen um den
Atomkern.

Mit diesen Annahmen gelingt — auf rein klassischem Wege — eine sowohl anschauliche
als auch quantitative Deutung der Ergebnisse des Rutherfordschen Streuexperiments. Die
anschauliche Deutung ist unmittelbar klar: Treffen a-Teilchen auf Atome, so fiihren Begeg-
nungen mit den Elektronen der Atombhiille zu keinen merklichen Ablenkungen der a-Teilchen.
Geraten sie jedoch in die Nahe der Atomkerne, so werden sie viel starker abgelenkt. Um auch
die quantitative Deutung zu verstehen, miissen wir etwas ausholen.

Bei der quantitativen Analyse von Streuexperimenten spielt der sogenannte Streuquer-
schnitt oder Wirkungsquerschnitt eine wesentliche Rolle; er hangt von der Energie E der
einfallenden Teilchen ab und beschreibt das Verhaltnis der Anzahl der einlaufenden und der
Anzahl der gestreuten Teilchen. Man unterscheidet dabei den totalen Wirkungsquerschnitt
und den differentiellen Wirkungsquerschnitt. Der totale Wirkungsquerschnitt ist definiert als

Anzahl der pro Sekunde gestreuten Teilchen

o(E) = 5 -
Anzahl der pro Sekunde und cm® einfallenden Teilchen

und beschreibt folglich die Gesamtzahl aller gestreuter Teilchen. Wie die Definition zeigt,
hat der totale Wirkungsquerschnitt die Dimension einer Flache. Das tragt der Vorstellung
Rechnung, daB man jedem Streuzentrum eine Flache zuordnen kann, namlich gerade den
Streuquerschnitt o. Ein Streuereignis soll genau dann stattfinden, wenn das einlaufende Teil-
chen diese Flache trifft. Der differentielle Wirkungsquerschnitt dagegen ist gegeben durch
do(2,0)/dQ2, wobei 8 der Streuwinkel, also der Winkel zwischen der einlaufenden und der
auslaufenden Richtung und €2 der Raumwinkel ist, und beschreibt die Anzahl der Teilchen, die
in ein Raumwinkelelement d2 um die durch die Winkel 6 und ¢ gegebene rdumliche Rich-
tung gestreut werden. Wie unmittelbar ersichtlich ist, lautet der Zusammenhang zwischen

den beiden d
o

Haufig kann man bei Streuprozessen Axialsymmetrie voraussetzen. In diesem Fall ist nur
der Streuwinkel 6 von Bedeutung, da sich die gestreuten Teilchen mit gleichem 6 jeweils gleich-
maBig auf einen Ring um die Symmetrieachse verteilen. Der Abstand b eines einlaufenden
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Teilchens zu dieser Achse heit StoBparameter. Betrachtet man nun im Strom der einlaufen-
den Teilchen einen Kreisring um die Achse mit Innenradius b und AuBenradius b + db, so
werden die durch diesen Kreisring einlaufenden Teilchen aufgrund der axialen Symmetrie in
einen Raumwinkel d2 gestreut, der wiederum einem Kreisring entspricht, und zwar einem,
der durch die Streuwinkel 6 und 6 + d6 begrenzt wird (siehe Abbildung 1.2). Aufgrund der
Erhaltung der Teilchenzahl ist die Anzahl der durch den einen Kreisring einlaufenden Teilchen
gleich derjenigen der durch den anderen Kreisring auslaufenden; mit der Stromdichte j der
einlaufenden Teilchen gilt daher

do
dQ2
und fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt folglich

do

2] =,d2
Jjmbdb=,d 70

=2/ msin6do

do b |db
FORRETY ’% , (1.15)
wobei die Betragsstriche vorsichtshalber zu setzen sind, da Wirkungsquerschnitte stets positiv
sein miissen.

Bevor wir nun mit diesen Begriffen ausgeriistet zum Rutherfordschen Streuexperiment
zuriickkehren, betrachten wir vorab zu deren Veranschaulichung ein ganz einfaches Beispiel,
namlich die elastische Streuung von Teilchen an einer harten Kugel mit Radius R. GemaB
dem Reflexionsgesetz besteht zwischen dem Einfalls- beziehungsweise Reflexionswinkel o
und dem Streuwinkel 6 die Beziehung 2a + 6 = 7 und damit sina = cos6/2; fiir den
StoBparameter findet man man b = R sina = R cos 6/2. Damit und mit Hilfe der Relation
sinf = 2 cos6/2 sin /2 erhalt man mit

db

R .
%—5 SII’]@/Q

aus (1.15) fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt

do Rcosf/2 R ng/2 = R?
dQ 2 cosf/2sinh/2 2 > 47

unabhangig von 6. GemaB (1.14) folgt hieraus fiir den totalen Wirkungsquerschnitt

2
o= K dQ =R
4
Das ist genau die Querschnittsfliche der Kugel und bestatigt damit die oben beschriebene
anschauliche Interpretation des Streuquerschnitts.

Betrachtet man nun wieder das Rutherfordschen Atommodell, so kann man das gleich-
namige Experiment als klassische Streuung der a-Teilchen am fiir sie abstoBenden Coulomb-
Potential der Atomkerne auffassen. Wir berechnen hierfiir den differentiellen Wirkungsquer-
schnitt. Aus der klassischen Mechanik wei8 man, daB sich Teilchen im Coulomb-Potential
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—,/
A

o
|l—>|
—
I

|

db

Abbildung 1.2: Zur Berechnung des differentiellen Streuquerschnitts

auf Bahnen bewegen, welche die Form von Kegelschnitten haben; genauer gesagt folgt fiir
Teilchen mit Masse m, Ladung Z> e und kinetischer Energie T bei Streuung an einem Streu-
zentrum im Ursprung des Koordinatensystems mit Ladung Z; e und Masse M > m aus
(1.12) beziehungsweise (1.13) fiir deren Bahn®’
- 2122 6’2/2
 l—gcos¢
Dabei ist € die Exzentrizitat der Bahn, definiert durch
2T 2
2122 e’m’

| ist der Bahndrehimpuls des einlaufenden Teilchens,

| =bp=bVv2mT,

e =1+

und beides zusammen ergibt
4T b?

leg e2’
Fir E =T 4+ V > 0 liefert das einen Hyperbelast. o sei der Winkel zwischen den beiden
Assymptoten dieses Hyperbelastes, also der Ablenkwinkel des Teilchens. Er hangt mit dem
Streuwinkel iiber die Relation o + 6 = 7™ zusammen. AuBerdem gilt im Fall 1 —¢ cos¢ =0
oder r = oo fiir den Polarwinkel ¢ die Beziehung o = 2¢. Damit erhdlt man

e€=1+ (1.16)

a 1
COS — = —
2 ¢
37Eigentlich miiBte man hier etwas subtiler vorgehen, da natiirlich beide Streupartner abgelenkt werden.
Wir betrachten hier die Ndherung eines Streuzentrums mit unendlicher Masse; auf Begriffe wie Schwer-
punktskoordinaten und reduzierte Masse, mit denen man prazieser arbeiten kann, kénnen wir an dieser Stelle
verzichten.
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und folglich auch

. 6 1
in- =—.
2

In (1.16) eingesetzt ergibt dies fiir die Exzentrizitdt mit Hilfe von etwas Trigonometrie

5 1

= —— =1+ctg’6/2
sin6/2 ctg 6/
und fiir den StoBparameter
4v4: e? 0
b= T ctg 5

Das setzt man in (1.14) ein, verwendet wieder sin® = 2 cos 6/2 sin 6/2 sowie
db  Z1Z,¢€?
do 4T sin?9/2'

findet so
do o 2122 6‘2 Ctg9/2 lez 62

dQ 2T 2cos6/2sin6/2 AT sin’6/2

und weiter mit der Anfangsgeschwindigkeit vo der einlaufenden Teilchen und T = %mvg den
Rutherfordschen Streuquerschnitt

do 7375 et
do__fifae (1.17)
dQ2  4m2vZsin®6/2

mit seiner typischen 1/ sin*-Abhangigkeit vom Streuwinkel®®. Ist D die Dicke der verwendeten
Folie und N die Anzahl der Atome pro cm?, die letztere enthilt, so ergibt sich aus (1.17) fiir
die Anzahl dn der unter dem Streuwinkel 8 in das Raumwinkelelement d<2 gestreuten Teilchen
pro Zahl n der eingeschossenen Teilchen (die Zihlrate) die Rutherfordsche Streuformel

dn(Q,0)  Z2Z3e*DN

= dQ.
n 4m2vZ sin® 62

Wir kommen gleich darauf zuriick; zuvor jedoch berechnen wir den totalen Wirkungsquer-
schnitt gemaB (1.14), finden dabei

™
ZfZ%e“# dQ WZ%Z%GA'/ sin 6

4m2vZ sin/2 ~ 2m? sin® 6/2
0

38Wir betonen nochmals, daB diese Herleitung des Rutherfordschen Streuquerschnitts auf rein klassischem
Weg erfolgt. Interessanterweise kommt, wenn man den Streuquerschnitt fiir Streuungen im Coulombfeld im
Rahmen der quantenmechanischen Streutheorie herleitet, genau dasselbe heraus, wie G. Wentzel, von dem
hier spater noch anderweitig zu reden ist, schon 1926 zeigte [921]. Das ist jedoch reiner Zufall und darf nicht
zur Diskussion des Anwendbarkeitsbereichs der klassischen Physik herangezogen werden.
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w2272 e* [ cos 6/2 sin 6/2 wZ273 e* [ cos 6/2
2,2 -4 de = 2. 2 3
m2vg sin“0/2 m2v; sin°0/2

0

und mit der Substitution t = sin 6/2 weiter
1
w2273 e* /dt
o=—>5 [ = =00.

2m2vg t3

0

Wir erhalten einen unendlichen Streuquerschnitt. Das ist jedoch nicht weiter verwunderlich,
denn das Coulomb-Potential hat unendliche Reichweite, und da der Streuquerschnitt den
Inhalt der Flache angibt, die ein Teilchen treffen muB, damit es gestreut wird, muB er fiir jede
Kraft mit unendlicher Reichweite ebenfalls unendlich werden3°.

Die Rutherfordsche Streuformel beschreibt die Zahlraten, die bei Durchfiihrung des Ru-
therfordschen Streuexperiments gefunden werden, mit groBer Genauigkeit; lediglich bei sehr
kleinen Abstdnden der a-Teilchen von den Atomkernen treten Abweichungen auf. Dies kann
wiederum zur Bestimmung einer Abschatzung des Kernradius R verwendet werden. Es ergibt
sich hierbei R < 6 - 107 m, also etwa ein Hunderttausendstel des Atomradius.

1.2.3.3 Instabile Atome

Der Erfolg des Rutherfordschen Atommodells war jedoch triigerisch, denn er bedeutete gleich-
zeitig die nachste tiefe Krise der klassischen Physik. Schon der Versuch, die damals bereits
wohlbekannten diskreten Spektrallinien der Atomspektren zu erklaren, scheitert, weil eigent-
lich Bahnen mit beliebigem Radius und daher kontinuierlich aufeinander folgende Energiewerte
fiir die Elektronen in der Atomhiille vorliegen miiBten. Deutet man das Zustandekommen von
Emissions- und Absorptionsspektren als Uberginge der Hiillenelektronen von einer Bahn auf
eine andere, so miiBten konsequenterweise keine diskreten sondern kontinuierliche Atomspek-
tren entstehen. Sehr viel schwerwiegender ist jedoch etwas anderes: Elektronen, die den Atom-
kern umlaufen, sind beschleunigt bewegte elektrische Ladungen und geben folglich standig
elektromagnetische Wellen ab. Das ist mit einer zusatzlichen, durch die Felder der Elektronen
verursachten Kraft auf sie selbst verbunden, die man Strahlungsriickwirkungskraft nennt, und
insbesondere mit der Abgabe von Energie an die Umgebung. Will man das Verhalten eines
klassischen, einen Atomkern umlaufenden Elektrons beschreiben, muB man die Auswirkungen
der Strahlungsriickwirkungskraft und des Energieverlusts des Elektrons miteinbeziehen.

Die Beschreibung beschleunigt bewegter elektrischer Ladungstrager im Rahmen der klas-
sischen Elektrodynamik ist Gegenstand der Maxwell-Lorentz- Theorie [552] - [556]. Diese geht
von der vereinfachenden Annahme aus, daB die Bewegung der Ladungstrager gemaB den Ge-
setzen der Mechanik von Massenpunkten erfolgt und die beschleunigte Ladungsverteilung
zwar raumlich ausgedehnt sein darf, aber starr und fest an die Ladungstrager gekoppelt

39Das gilt jedoch in der Quantenmechanik ganz allgemein nur fiir Potentiale, die nicht schneller als mit
1/r? abfallen.
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sein soll. Grundlage des Modells sind daher die Maxwell-Gleichungen in Verbindung mit den
Newtonschen Bewegungsgleichungen, die zu einer phanomenologischen Bewegungsgleichung
zusammengebaut werden*®

Hier geniigt zusatzlich die Beschrankung auf ein einzelnes geladenes Teilchen sowie auf
nichtrelativistische Bewegungen, auBerdem sei die mit dem Teilchen verbundene Ladungsver-

teilung kugelsymmetrisch. Dazu seien ¥ die Geschwindigkeit des Teilchens und pr und J; die
Ladungs- beziehungsweise Stromdichte der mitbewegten Ladungsverteilung; hierfiir gilt die
Relationf-r = ptV. AuBerdem seien pe,; und fext die entsprechenden Dichten der Quellen eines
duBeren Feldes. Die Feldstarken des gesamten Systems werden durch die Maxwell-Gleichungen

. 188
tE = —=—,
o c Ot

divE = 47 (o1 + Pext),

. 1[86E
rotB = |: +47r(_/T+./ext):|
ot
dvB = 0

beschrieben, und der Ortsvektor des Teilchens durch die Bewegungsgleichung

. So1.
mOF:///(pTE+EijB> d>r.

Dieses gekoppelte Gleichungssystem gilt es nun zu 16sen. Wie iiblich fiihren wir iiber

- L 1 A
B =rotA, E:—grad(p——a

Potentiale ein, fiir die wir die Lorentz-Eichung

d|vA+—g—f:O

voraussetzen. Damit erhalten die Maxwell-Gleichungen die Form

0 o = —4m (pT + pext)'
— 4 -
OA = —7(JT+Jext).

Hierfiir erhalten wir in bekannter Weise Losungen in Form der retardierten Potentiale

diro = L[] L SLIC P L[]t oPTYO)

“0Dje hier beschriebene Herleitung orientiert sich im wesentlichen an [556]. Details und weiterfiihrende
Informationen findet der Leser auch in [454] und [846].
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///PT(r t—|r—r'l/c) d%'—i—///pm(?/'t_,_ |f_ rl/c) 43
|r—r’] |7 =7

Zur Losung der Bewegungsgleichung beachten wir zunichst, daB in der unrelativistischen
Niherung v/c ~ 0 gilt und damit der Ausdruck jt x B/c = ptV x B/c vernachlassigt
werden kann. Die Bewegungsgleichung vereinfacht sich somit zu

- 1 0A
mor——///pT <grad(p+—§> d°r,

mOF: FT+FeXt1

oder

mit der Strahlungsriickwirkungskraft

—/// pr(F, t) {grad /// pr(7” jr_—|rra o d*r

(L t=1r=7/e) 5] a
c@t/// ]r—r’| dirydr
und der duBeren Kraft

et = ///pT(r t) [grad ///p( yr_f[r/‘/c)d”’
e

Letztere hiangt von der speziellen Gestalt der duBeren Felder ab und muB daher fiir jede
konkrete Konfiguration eigens ermittelt werden, wahrend erstere konfigurationsunabhangig
und spezifisch fiir das vorliegende Modell gegeben ist. Wir betrachten die nichtrelativistische
Niherung; das bedeutet, daB die Retardierung in t' = t — | — |/ c gering ist. Zur weiteren
Berechnung der Strahlungsriickwirkungskraft entwickeln wir daher pt und fT in Taylorreihen
um t = t’. Wir erhalten

N O e )
r,t)—Z o

ch otn

sowie

Ly N L [P 0T )
/' t/ — ]
d ) Z n! c

n atn

und damit weiter
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it = - S]] [[[ ortr0) 2 [or 0 gasir— 7

n=0

N |7 — 7|71 9fr (7', t)

3 3./ =
= T ]d rd’r + Feg.

Die ersten beiden Ordnungen des pt(r’, t)-Termes dieser Reihenentwicklung verschwinden,
denn fiir n = 0 gilt mit R = 7 — 7(t) und ' = 7' — P(t)

Iy ———
= ][] or@rony ot R
= ][] rencs gradwﬁdaww
= I o) e 5 e < o0

und fir n = 1 findet man

grad |7 — F/|*" ' = grad1 = 0.
Daraus folgt fiir die Bewegungsgleichung

Mg F(t)

—Z (n+2§?z‘”+2 //////pT(r t) at":; or(F', t) grad |[F — 7/|"*t d°r d®r
=R ;?tj( PP P P
= r(ﬂc”+2 //////PT(f t) 2o Bl {JT( 1)

n=

pt(F', t) grad |F— 7’|+
ot (n+1)(n+2)|r—r'r1

] d*r P’ + Fe.

Unter Verwendung von

/

'

!

=l

grad |F — 7|t = (n+ 1) |F — 7| =+ 1) |F-F "t (F-F)

=

=~
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wird daraus

mo () = fﬂcﬁl J[][]] exteoir=r1

an+1

Bor (7', t) F— 7’
t
" Bt {JT(r Dt 5o

d*rd®r + Fo,

und mit der Kontinuitatsgleichung

. = 8,0T(F’, t) .
dive (7', t) + ot =0
ergibt sich
= ( 1)” —/|1n—
mo 7 (1) = n'c”Jr2 //////pT(r OIF =TT

—»

an—i—l =/ f 3 3.7
X — Fpnt ./T( t) nto d|VFI_/T(r t) d’rd’r + Fext

Da Jr lokal an das betrachtete Teilchen gekoppelt ist und folglich auBerhalb einer geeigneten
kompakten Teilmenge des R* verschwindet, 3Bt sich die Ableitung im Integral umwilzen und
anschlieBend ausfiihren; das liefert

/// 7 — 7|71 (F — P dive Jr (7', £) dPr
= [[[ G- Sy ir- 71t -y o

B G B el PO
= [[[1r=rrie e - R D ey

|r

Setzen wir das in die Bewegungsgleichung ein, finden wir

morte) = =S G5 [[[ [[f o= S [ hen

n_lj(r t) (r—r’) 7! / d
_ T _>/|2 ( ) d3 d3 _ Fext

n+2 |r—
1)" . )
S I omo
ottt [n+1 _ —1v(t)-(F=7") N P
XW{ ()_ n+2 ’I’ —»,|2 ( ):|d d — Fext
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— —

(F= 7)1

<!

(r=r")

<<1\

Abbildung 1.3: Zerlegung des Vektors ' — 1’

Zur Auswertung der Integrale zerlegen wir den Vektor r'— r” in einen zu V parallelen und
einen dazu senkrechten Anteil (siehe Abbildung 1.3), das heiBt, wir schreiben

T IS 2 B LoV
r—r=—\({(r—r) —|+=-x\|(r=r)x-—
Ce-m L]+ e mx]

und erhalten damit

mr@) = S S [ onz 070

n=0

ol (n+1 n—1[/(F=7F)-v(t)\°_
X@t”+1{n+2 V(t)_n+2K 7= Flv ) v(t)
v(t) - (F=F) [V 7 s ., -
+W[;X<(r—r’)xv>}}d rd’r' — Feq. (1.18)

Da sich bei der Integration iiber eine kugelsymmetrische Ladungsverteilung alle Komponenten
senkrecht zu V gegenseitig wegheben und somit nur die Komponenten in Richtung von V einen
Beitrag liefern, féllt der dritte Summand in der geschweiften Klammer bei (1.18) weg. Der
zweite Summand enthalt den Term

(%) = cos? a, (1.19)

wobei o der Winkel zwischen den Vektoren ©— " und V ist; hierbei sind alle Richtungen von
r'— " gleichberechtigt, und folglich kann man (1.19) durch dessen Mittelwert 1/3 ersetzen.
Das liefert fiir die geschweifte Klammer

n+1 n—1/(F=7)-v(t)\° A1) = n+1 1n-1
n+2 n+2 |F—F'|v |n+2 3n+2

} v(t) = % v(t)
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und fiir die Bewegungsgleichung folglich

Mg ?(t)

2 - (_1)n an+1 — - =/ n—1 - =/ 3 3,/ =
- _§ Z nlcnt2 gentl V(t) ‘r_ r | ,OT(ry t) ,OT(r vt) d°rd’r — Fex.
n=0

Mit der elektrostatischen Selbstenergie

ol oo

und dem Quadrat der Ladung

q2=/]//[/ﬂdﬁﬂpﬂWiﬁfrfﬂ

L. 4
mOF+Fext:

wird daraus

;+2f
—V+ ——=V
3c? 3¢3

=

+ ...

oder
2q° -

40\ - =
mo—ﬁ r—l—Fext:§r+....
Definieren wir mit m = my — 4U/3c? die effektive Masse des geladenen Teilchens, erhalten

wir
2 e

2
TFy . (1.20)

3c3
Fiir Teilchen mit stark lokalisierter Ladungsverteilung ist pr nur in einer sehr kleinen Umge-
bung desselben nicht Null und daher |[F'— 7’| < 1, sodaB man in (1.20) die Terme mit n > 2
vernachlissigen kann; damit gelangt man zur Abraham-Lorentz-Gleichung [2], [556]*

mr+ Fee =

B 2q7 -
mr+ Feq = 33 r
als phanomenologische approximative Bewegungsgleichung eines beschleunigt bewegten ge-

ladenen Teilchens unter Beriicksichtigung von dessen Strahlungsriickwirkung®?.

“IDie Abraham-Lorentz-Gleichung ist ein ehrwiirdiges Stiick klassische Physik mit allen typischen Ein-
schrankungen. Sie ist, trotz des ¢ auf der rechten Seite, nichtrelativistisch, und wenn man die Feldenergie
des betrachteten geladenen Teilchens als Masse mitberiicksichtigt, fiihrt das fiir Punktteilchen zu unendli-
chen Massen. AuBerdem macht die dritte Ableitung Schwierigkeiten. Diese ermdglicht sogenannte Runaway-
Lésungen, wodurch Teilchen beschrieben werden, die trotz endlicher Anfangsbeschleunigung in endlicher Zeit
unendliche Geschwindigkeiten annehmen. Dennoch ist die Abraham-Lorentz-Gleichung in der nichtrelativisti-
schen N&dherung gut geeignet, das Prinzip der Strahlungsriickwirkung zu veranschaulichen.

“2Fiir die abgestrahlte Leistung folgt daraus

2e2y2
T 3¢3

Diese Relation wurde von Larmor gefunden [539]; vergleiche auch [540].
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Im hier betrachteten Fall gilt ¢ = e, und die duBere Kraft ist durch das Coulombsche
Gesetz -
= er
Fext = =
gegeben. Fiir eine Kreisbahn ist r konstant, und auBerdem erhdlt die Coulomb-Kraft die
Aufgabe der Zentripetalkraft, woraus

e? 5
— = mw°r
r

oder
1 mw?
3 e

folgt. Die Abraham-Lorentz-Gleichung lautet hier demnach

F 4 muw? 2e? ...
mri+mwr=—=7
3c3

und nimmt mit der Abkiirzung a = 3mc3/2e? die Form
F—af—aw’r=0

an. Als Folge der Strahlungsriickwirkung erwartet man eine zeitliche Veranderlichkeit von
Frequenz und Bahnradius des Elektrons. Konsequenterweise macht man daher den Ansatz

r(t) — ?ei(w+>\)t

mit einer komplexen Konstanten A, deren Realteil ein MaB fiir die Frequenzverschiebung und
deren Imaginarteil eines fiir die Veranderung des Bahnradius ist; dieser Ansatz fiihrt auf

. AN a AN\«
Mi+—-) ——(1+—) +—=0. (1.21)

w w w w
Nimmt man an, daB die Abweichungen von der Kreisbahn wahrend eines Umlaufs klein sind
und folglich |\/w| < 1 gilt, um alle quadratischen und héheren Terme in A/w zu vernach-

lassigen, bleibt von (1.21) nur
. 3\ 20\
j (1 + —) -9
w w

3w? + 2iaw?
w? +4a?

und man findet

Da einerseits @ = 1,6 - 10?3 Hz ist, andererseits ein typischer Bahnradius von 1 A eine
ungestorte Umlauffrequenz von w = 1, 6-10%° Hz nach sich zieht, bestitigt sich die Annahme
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IA/w| < 1, und man kann zusatzlich auch noch den ersten Summanden im Nenner von X
streichen, so daB der Naherungsausdruck
3w?  w?

42 : 20

herauskommt. Das fiihrt auf

3w? w? :
_ 7 ; et R _ > i(w—Aw)t =6t
r(t)—rexp{{/ (w 4a2> 204] t}—re wmAWt ot

also eine Bewegung mit einer um Aw = 3w?/4a? verschobenen Frequenz und einem Dampf-
ungsterm § = w?/2a. Der Bahnradius des Elektrons geht in diesem Modell folglich in
20/w? = 1,25+ 1079 s jeweils auf das 1/e-fache des vorherigen Wertes zuriick. Das bedeu-
tet, daB Elektronen, die den Atomkern umkreisen, sich auf Spiralbahnen zum Kern bewegen
und sehr schnell in diesen hineinstiirzen wiirden; die Bahnen der Elektronen, die Atome selbst
und damit alle Materie waren somit instabil. Das Planetensystem-Modell der Atome war tat-
sachlich zu schon, um wahr zu sein. Wieder war die klassische Physik vollig ratlos, und auch
hier stellte sich heraus, daB das Problem in deren Rahmen unldsbar ist.

1.2.4 Was ist mit dem Photoeffekt?

Wir erganzen den vorliegenden Abschnitt um einen weiteren Teil, der genau besehen aus
dem Rahmen fillt. Denn wahrend die drei bisher geschilderten Sachverhalte fiir die klassi-
sche Physik unlésbare Probleme darstellen und damit zu unumganglichen Neuformulierungen
der Physik fiihrten, ist die Neuvorstellung, um die es hier geht, keineswegs unumganglich;
im Gegenteil sind die betrachteten Phanomene auf (zumindest teilweise) klassischem Wege
ebenfalls erklarbar. DaB die Sache dennoch eine wenn auch erst mit zwanzigjahriger Verspa-
tung eintretende das physikalische Weltbild erschiitternde Wirkung zeigte, ist ein historischer
Zufall, rechtfertigt andererseits jedoch auch deren Diskussion im vorliegenden Kapitel.
Bekanntlich 138t sich die klassische Physik in einen diskreten und einen kontinuierlichen
Bereich unterteilen. Wenn wir diese Unterteilung hier einmal inhaltlich stark verkiirzt durch
die Aspekte Licht und Materie zum Ausdruck bringen, so duBert sie sich in der Vorstellung,
daB Materie aus Teilchen besteht, wahrend Licht ein Wellenphanomen ist. Diese Unterteilung
war nebenbei bemerkt nicht immer unumstritten; man denke zum Beispiel an die Newtonsche
Korpuskulartheorie des Lichts. Der Streit, ob Licht aus Teilchen oder aus Wellen bestehe, galt
aber seit der Zeit von Christian Huygens im allgemeinen als zu Gunsten der Wellenhypothese
entschieden. Zwei weitere Meilensteine ihrer Akzeptanz waren 1799 das Youngsche Doppel-
spaltexperiment [938], [939], das die Interferenzfihigkeit von Licht zeigte*?, und insbesondere
1888 der direkte Nachweis elektromagnetischer Wellen durch H. Hertz [421], [424], [425]. Zu

“3Thomas Young fiihrte sein beriihmtes Doppelspaltexperiment urspriinglich gar nicht mit einem Dop-
pelspalt aus, sondern er betrachtete die physikalisch dquivalente Situation der Beugung eines durch eine
Lochblende erzeugten Strahlenbiindels an der Kante eines Stiicks Papier.
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Beginn des 20. Jahrhunderts geriet diese klassische Wellenvorstellung des Lichts jedoch wieder
ins Wanken.

Einer der Ausloser dieser Entwicklung — keineswegs der einzige — war der Photoeffekt.
Nachdem Hertz 1887 bereits erste Beobachtungen in diesem Bereich gemacht hatte [422],
[423], entdeckte Hallwachs wenig spater die aus damaliger Sicht iiberraschenden Gesetz-
maBigkeiten der durch Licht verursachten Auslosung eines Photostroms aus Metallen [375],
[376], [377], die heutzutage Eingang in jedes Schulbuch gefunden haben. Lenard [543] und
Thomson [875] konnten 1899 unabhangig voneinander nachweisen, daB es tatsachlich Elektro-
nen sind, die bei solchen Vorgangen aus Metallen ausgelost werden. Wird eine Photokathode
mit Licht bestrahlt, so kann dieses Licht Elektronen aus der Kathode freisetzen. Um die
kinetische Energie der emittierten Elektronen zu messen, verwendet man iiblicherweise die
Gegenfeld-Methode. Man 138t die Elektronen gegen eine Spannung zwischen der Photoka-
thode und einer Anode anlaufen, dreht diese Spannung langsam hoch und miBt, bei welchem
Wert der Spannung der Photostrom gerade verschwindet. Diese Stop-Spannung entspricht
dann der Summe des Kontaktpotentials von Kathode und Anode und der kinetischen Energie
pro Ladung, die von den ausgelosten Elektronen mitgebracht wird. Von Interesse ist dabei
vor allen Dingen die Abhangigkeit des Verhaltens der Photoelektronen von der Frequenz des
eingestrahlten Lichts. Dabei stellt man zunachst fest, daB der Photostrom anfangs iiberhaupt
nicht vorhanden ist und erst bei einer fiir das Photokathoden- und Anodenmaterial charakte-
ristischen Grenzfrequenz einsetzt; diese ist von der Arbeit abhangig, die jeweils erforderlich,
um einem Metallelektron den Austritt aus der Kathode beziehungsweise der Anode zu ermég-
lichen. MiBt man bei groBeren Frequenzen dann die Stromstédrke und die maximale Energie
der Elektronen mit der eben beschriebenen Methode, so stellt man fest, daB der Photostrom
von der Intensitit**, die Spannung der freigesetzten Elektronen jedoch von der Wellenlin-
ge des verwendeten Lichts abhingt*®. Genauergesagt findet man fiir die Stop-Spannung die
Relation

eUs = hv —Wp = Ena + e AU (1.22)

und fiir die maximale kinetische Energie der Photoelektronen folglich
Emax = hv — WK;

dabei ist Wy die Austrittsarbeit der Photokathode, W, diejenige der Anode und AU =
(Wi —Wa) /e das Kontaktpotential zwischen dem Kathoden- und dem Anodenmaterial (siehe
Abbildung 1.4)46. Auf den ersten Blick ware zu erwarten, daB die elektrische Feldstarke fiir die

“Das wurde erstmals 1899 von J. Elster und H. Geitel nachgewiesen.
“>Der Nachweis hierfiir gelang Lenard 1902 [544].
461n Physiklehrbiichern findet man die ebenso weitverbreitete wie fehlerhafte Aussage, die maximale kine-
tische Energie der Photoelektronen konne mit der oben beschriebenen Gegenfeldmethode direkt bestimmt
werden; dabei wird von der Relation
eUs =hv—-W

Gebrauch gemacht und behauptet, W sei die Austrittsarbeit der Kathode und nicht, wie es richtig ware, der
Anode, woraus das ebenso falsche Resultat e Us = Emax anstelle der korrekten Gleichung (1.22) gefolgert
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Beschleunigung und Ablosung der Elektronen aus dem Elektrodenmaterial verantwortlich ist.
Folglich miiBte die Energie der ausgeldsten Elektronen und damit deren Spannung proportional
zur Intensitat des eingestrahlten Lichtes, also zum Quadrat der Amplitude der zugehorenden
elektromagnetischen Wellen sein. Dies widerspricht jedoch wie oben beschrieben auf der
ganzen Linie den Beobachtungen. Somit war festzustellen, daB der Photoeffekt in Verbindung
mit der Vorstellung einer kontinuierlichen Verteilung der Energie des Lichts zumindest zu
erheblichen Schwierigkeiten fiihrte. Das dnderte allerdings vorlaufig an der Uberzeugung eines
GroBteils der Physiker der damaligen Zeit, die Wellenvorstellung des Lichts fiir die einzig
richtige zu halten, nicht das Geringste. Diese Haltung wurde noch dadurch verfestigt, daB
in den folgenden Jahren bis 1912 Erklarungen des Photoeffekts auftauchten, die mit der
konventionellen Wellenvorstellung des Lichts auskamen. Erwahnung verdient hierbei in erster
Linie die Theorie von Richardson [733], [734], da sie gegeniiber ihren Konkurrenzprodukten
den Vorteil aufwies, nicht fehlerhaft zu sein.

L [10M Hz] :

5 6 7 8 9

Abbildung 1.4: Beispiel fiir ein Energie-Frequenz-Diagramm fiir die herausgelosten Elektronen
beim Photoeffekt

wird. Hierbei vergiBt man die Kontaktspannung zwischen Kathode und Anode, sodaB diese Darstellung nur
fiir den Spezialfall gleichen Kathoden- und Anodenmaterials giiltig ist. Rednick und Tannhauser haben bereits
1976 auf diesen immer wieder anzutreffenden Fehler hingewiesen [748].
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Wentzel [920], [922] und Beck [45] zeigten in den Jahren 1926 und 1927 mit halbklassi-
schen Rechnungen erneut, daB zur Deutung des Photoeffekts eine Beschreibung des Lichts
ganz im Rahmen der klassischen Maxwellschen Elektrodynamik vollig ausreicht. Zu dieser
Zeit hatte jedoch eine andere, ebenfalls iiberzeugende, aber keinesfalls allein mogliche Erkla-
rung die weitere Entwicklung der Physik bereits uniibersehbar beeinfluBt. Wir werden uns im
Abschnitt 2.3 ausfiihrlich mit dem Photoeffekt einschlieBlich seiner Deutungen und Auswir-
kungen auf die Physikgeschichte beschaftigen.
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Kapitel 2

Die altere Quantenmechanik

Samtliche Versuche, die oben geschilderten Probleme auf dem Boden der klassischen Phy-
sik zu l0sen, erwiesen sich als erfolglos. Es sollte sich zeigen, daB im Rahmen oder besser
gesagt als Folge der ReparaturmaBnahmen, die in den ersten Jahrzehnten des zwanzigsten
Jahrhunderts vorgenommen wurden, das gesamte Gebiude der klassischen Physik zum Ein-
sturz gebracht wurde. Das geschah natiirlich nicht auf einmal, und da als Werkzeugkiste
im wesentlichen gerade die klassische Physik selbst zur Verfiigung stand, kamen zunachst
abgesehen von einigen revolutiondren ldeen hauptsachlich die Methoden und Begriffe der
klassischen Physik beim Versuch zum Einsatz, neue nichtklassische Physik zu entwickeln. Die
quantitativ sehr erfolgreichen, qualitativ jedoch teilweise hochst merkwiirdigen Konstruktio-
nen dieser Phase haben unter der Bezeichnung &ltere Quantenmechanik ihren Weg in die
Wissenschaftsgeschichte gefunden.

2.1 Die Plancksche Strahlungsformel

2.1.1 Die urspriingliche Ableitung durch Planck

Das Ereignis, das im allgemeinen als ,Geburt der Quantenmechanik’ angesehen wird, steht
im Zusammenhang mit dem Versuch, das erste der drei im vorigen Abschnitt beschriebenen
Probleme zu |6sen, das heiBt also, ein universelles Gesetz zu finden, das die Energiedichte
p(v, T) von elektromagnetischen Wellen in Abhéngigkeit der Frequenz beziehungsweise der
Wellenlange und der Temperatur beschreibt, die von schwarzen Strahlern emittiert werden.
Hierfiir lagen wie beschrieben mit dem Rayleigh-Jeansschen Strahlungsgesetz

82

ulv, T) = =

ke T
sowie dem Wienschen Strahlungsgesetz

3
u(v, T) = —87”;” e v/keT
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zwar zwei Versuche vor, doch beide funktionierten nur in bestimmten Frequenzbereichen
gut: Wahrend ersteres im kurzwelligen Bereich Unsinn produzierte, versagte letzteres im
langwelligen. Die Losung gelang Max Planck mit seiner beriihmten Strahlungsformel, die
er zunichst gewissermaBen erriet [698] und kurz danach herleitete [700]'. Dabei versuchte
Planck zundchst gar nicht, eine neue Strahlungsformel zu finden, sondern vielmehr diejenige
seines Kollegen Wien einer strengen Ableitung zuzufiihren, da er wie die gesamte zeitgends-
sische physikalische Szene von deren Richtigkeit iiberzeugt war?. Hierzu entwickelte er eine
grundlegende, spater vielfach wieder aufgegriffene und verfeinerte ldee zur modellmaBigen
Beschreibung der Wechselwirkung von Strahlung und Materie: Ausgehend von der Erkennt-
nis Kirchhoffs, daB die Energiedichte der thermischen Strahlung vollig unabhangig von der
Beschaffenheit des Behalters der Strahlung ist, erkannte er, daB man hier auch ein Phanta-
siematerial betrachten kann, dessen Aufbau nur durch seine physikalische Beschreibbarkeit
bestimmt zu sein braucht, und gerade diese war fiir reale Materialien zur damaligen Zeit
natlirlich nicht gegeben. Man durfte also etwa davon ausgehen, daB die Innenwiande des
schwarzen Korpers aus vielen kleinen harmonischen Oszillatoren aufgebaut sind, die bei der
Wechselwirkung mit elektromagnetischer Strahlung resonant schwingen und dadurch ihrer-
seits elektromagnetische Wellen aussenden®; Planck nennt sie Resonatoren. Kurz nachdem
es ihm tatsachlich gelang, auf der Basis eines solchen Modells mit Hilfe eines Entropie-
Arguments das Wiensche Strahlungsgesetz plausibel zu machen [697]%, zeigten wie bereits
erwahnt Messungen der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt in Berlin, daB dieses im nie-
derfrequenten Bereich von der Realitdt abweicht. Planck konnte jedoch schon wenig spater
eine durch Probieren gefundene Abdnderung von Wiens Formel angeben, die den Messungen
extrem genau entsprach, und das war bereits seine Strahlungsformel.

In der Folgezeit versuchte Planck zunachst vergeblich, seine Strahlungsformel herzuleiten.
Ein Erfolg stellte sich erst ein, als er zur Losung des Problems postulierte, daB die Energie
der elektromagnetischen Strahlung nicht kontinuierlich, sondern diskret, das heiBt in klein-
sten Paketen abgegeben werde, deren GroBe nur von der Frequenz abhangt, genauer gesagt
proportional zu dieser ist [699]°. Der AnstoB zu dieser Idee ging in zweifacher Hinsicht auf
Boltzmann zuriick. Dieser hatte Planck bereits drei Jahre zuvor den Rat gegeben, es bei der

'Planck stellte diese Formel am 14. 12. 1900 auf der Sitzung der Deutschen Physikalischen Gesellschaft in
Berlin vor; die Quantenmechanik feierte somit am 14. 12. 2000 gewissermaBen ihren hundertsten Geburtstag,
was die Deutsche Physikalische Gesellschaft dazu veranlaBte, das Jahr 2000 zum Jahr der Physik zu erklaren.

2Das Rayleigh- Jeanssche Strahlungsgesetz spielte in Plancks Uberlegungen iiberhaupt keine Rolle und wird
von ihm in diesem Zusammenhang auch nirgends erwdhnt. Die dabei auftretende Divergenz fiir v — o0
fiihrte erst ab 1905 zu Diskussionen.

3Er dachte dabei an ein Gitter aus kleinen elektrischen Ladungen, die an Federn elastisch an der Innenwand
des Resonators befestigt sind.

“Eine tatsichliche Ableitung im Sinne des Wortes ist das nicht; Planck wies lediglich nach, daB das
Wiensche Strahlungsgesetz mit dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik in Einklang gebracht werden
kann.

5Dieses Konzept tauchte erstmals am 19. 12. 1900 auf. Planck sprach spiter in einem Brief an Robert
Williams Wood aus dem Jahr 1931 von einem , Akt der Verzweiflung”, zu dem er sich gedrangt sah, um sein
bis dahin nur intuitiv formuliertes Gesetz herleiten zu kdnnen [415].
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Losung des Problems der spektralen Verteilung thermischer Strahlung mit demselben Trick zu
versuchen, mit dem ihm selbst die statistische Deutung der Entropie gelungen war, namlich
mit der Einfiilhrung diskreter und damit abzahlbarer Einheiten, um damit statistische Me-
thoden anwenden zu kénnen [102]°. AuBerdem begriindete Planck die Vorstellung diskreter
Energiepakete, indem er die von ihm eigentlich strikt abgelehnte statistische Entropiedefini-
tion nun doch akzeptierte. Das Boltzmannsche Prinzip lautet

Sges = ks INW, (2.1)

wobei Sges die gesamte Entropie des betrachteten Makrozustands eines physikalischen Sys-
tems ist und W dessen thermodynamische Wahrscheinlichkeit, also die Anzahl der den Ma-
krozustand reprasentierenden Mikrozustdande. Stellt man sich nun den Hohlraum mit Innen-
wanden aus NV Oszillatoren der Eigenfrequenz v und der Gesamtenergie Egs vor, so kommt
die Entropie als MaB fiir die Unordnung ins Spiel, die durch UnregelmaBigkeiten, mit welchen
die Oszillatoren ihre Frequenzen und Phasen wechseln, in das System gebracht wird. Schreibt
man die Gesamtenergie der N Oszillatoren in der Form

Egee = NE, (2.2)

1Bt sich danach E nur als mittlere Energie eines Oszillators auffassen. Damit erhdlt man W
als Anzahl der Mdglichkeiten, die Energie Eg.s auf die N Oszillatoren zu verteilen. Klassisch
ist davon auszugehen, daB die Oszillatoren in kontinuierlicher Weise jeden beliebigen Energie-
betrag zwischen 0 und Eg. absorbieren und emittieren kdnnen, das hatte jedoch zur Folge,
daB W unendlich wird und damit auch S divergiert. Wird die Energie jedoch nur in ganzzahli-
gen Vielfachen eines kleinstmdglichen Energiebetrags € abgegeben oder aufgenommen, dann
gibt es nur endlich viele Energieportionen zu verteilen, und sowohl W als auch S nehmen
regulare Werte an. Planck betonte jedoch, daB er diese Energiepakete als rein hypothetische
Hilfskonstruktion betrachtete, ihnen also keine reale Existenz zumaB.

Bei der Herleitung der Strahlungsformel aus seiner Quantenhypothese setzt Planck ein
wichtiges Resultat der Elektrodynamik als bekannt voraus, das auch fiir die Strahlungsge-
setze von Rayleigh-Jeans und Wien zentral ist; wir beschaftigen uns vorab kurz damit. Um
die Energiedichte der Strahlung eines Hohlraumstrahlers der Temperatur T zu berechnen,
braucht man die Anzahl dN(v) der Eigenschwingungen des elektromagnetischen Feldes im
Frequenzintervall [v, v + dv]. Dazu sei das Feld in einem wiirfelformigen Hohlraum der Kan-

tenlange a mit ideal verspiegelten Wanden eingesperrt. Das zugehorige Vektorpotential Aist,
wie man aus der Elektrodynamik weiB, Losung der Wellengleichung

1 0A _,
2 1 V2A =0,
6Boltzmann hatte dieses Konzept nicht nur allgemein, sondern insbesondere auch im Sinn von diskreten
Energiequanten angewandt [98], [99]. Seine generelle naturphilosophische Grundhaltung und insbesondere
konkrete AuBerungen von seiner Seite zu dieser Thematik lassen keine Zweifel daran, daB er solche diskreten
Vorstellungen durchaus nicht nur als formale Hilfsmittel, sondern als auf reale physikalische Gegebenheiten
zuriickgehend erachtete.
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2mivt

und nach der iiblichen Separation des zeitabhingigen Teils gemiB A(F, t) = A(F)e
erhalt man fiir den raumabhangigen Teil die Helmholtzgleichung

Am22\
<W+ 7rU)Azo.

c?

Unter den Randbedingungen, daB die Tangentialkomponenten des Vektorpotentials an den
Wanden verschwinden, findet man als Lésungen stehende Wellen der Form

1\ 32
(_) e/ m(nmxi+mxotn3xs)/a

—

A(F) =

)

a

mit den Eigenwertbedingungen

2
2av
ﬁ+@+ﬁ:<7;>,nw@%€N

Diese Eigenwertbedingungen legen im durch die Koordinaten ny, n», n3 aufgespannten Raum
eine Kugel fest. Da Frequenzen nur positive Werte annehmen, befinden sich alle Zahlentripel
(n1, e, n3), die zu Eigenfrequenzen aus dem Frequenzintervall [v, v + dnu] gehdren, in einer
Achtelkugelschale mit dem Radius n = 2av/c und der Dicke 2 adv/c. Die durch solche
Koordinaten definierten Punkte sind zwar diskret, also anschaulich gesehen Gitterpunkte, fiir
groBe Abmessungen des betrachteten Hohlraumes liegen sie jedoch sehr dicht, so daB man
sie in guter Naherung als kontinuierlich verteilt betrachten kann. Daher betrachtet man den
Grenzfall des Kontinuums, dann ist die Anzahl der Gitterpunkte gleich dem Volumen der

Achtelkugelschale

1 41 a’
dV = = dnxnPdn =~ 2 dv,
8 cs
und fiir die zugehorige Anzahl der Eigenschwingungen erhilt man wegen a° = V/, und weil

zu jedem Gitterpunkt zwei Polarisationsrichtungen gehéren’,

samV

2
vedv.
C3

dN(v) =

Fiir die Energiedichte des Hohlraumstrahlers erhdlt man somit

1 dN(v) 82
U(U, T) = V du E = o3
Nun kommen wir zur eigentlichen Ableitung der Strahlungsformel. Im Mittelpunkt steht
dabei der Begriff der Entropie beziehungsweise deren statistische Definition (2.1). Um sie
zu berechnen, identifiziert Planck wie gesagt die statistische Wahrscheinlichkeit W eines

Zustands des Schwarzen Korpers mit der Anzahl der Moglichkeiten, die Gesamtenergie

E. (2.3)

Eges = N, (2.4)

"Bei Photonen treten nur transversale, nicht aber longitudinale Polarisationen auf. Das war zur damaligen
Zeit experimentell bereits wohlbekannt.
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aufgeteilt in n Paketen der GroBe €, auf N Oszillatoren zu verteilen. Dabei ist fiir jeden
Oszillator jede Anzahl von 0 bis n erlaubt. Um diese kombinatorische Aufgabe zu [6sen, stellen
wir uns die /V Oszillatoren als in einer Reihe aufgestellte Kastchen vor und bemerken, daB auf
dieser Reihe n Energiepakete und zusatzlich die N — 1 Begrenzungen der Oszillatorkastchen,
also insgesamt n + N — 1 Elemente in beliebiger Reihenfolge unterzubringen sind (siehe
Abbildung 2.1). Die Aufgabe ist daher duivalent zu der Frage, in wievielen Kombinationen

die N — 1 Begrenzungslinien auf die n + N — 1 moglichen Plitze verteilt werden kdnnen®.

Dafiir gibt es
n+N-1 (n+ N —1)!
W = = 2.5
( N—1 ) (N=1)!n! (25)
Moglichkeiten, denn die n + N — 1 Pakete und Begrenzungen lassen sich auf (n+ N — 1)!
Arten anordnen, aber da es dabei nicht auf die Reihenfolge ankommt, muB man diese Anzahl
noch die n! moglichen Anordnungen der Pakete und die (N — 1)! moglichen Anordnungen
der Begrenzungen dividieren®. Diesen Ausdruck approximiert Planck nun mit der Stirlingschen
Formel, allerdings nur bis zur ersten Ordnung'®, das heiBt er verwendet

nl~n

sowie auBerdem N — 1 ~ N und erhalt damit

W =~

(n+ N)™N B (1—|—n/N)1+”/N N
NNpmo { (n/N)n/N }

Das fiihrt fiir die Entropie des Systems auf den Ausdruck

s () )~

8In Plancks Originaltext ist hier von Komplexionen die Rede, ein Ausdruck, der spiter auch bei Einstein
auftaucht [249].

Planck beschrinkt sich bei der Begriindung des Resultats (2.5) auf wenige etwas undurchsichtige Bemer-
kungen. Die hier beschriebene Ableitung der Formel wurde erstmals von Ehrenfest und Kammerlingh Onnes
angegeben [232]; die Abbildung 2.1 ist ebenfalls eine Idee von Ehrenfest.

0Derselbe Ausdruck in Stirlingscher Niherung bis zur zweiten Ordnung kommt bei den Herleitungen der
Planckschen Strahlungsformel nach Debye und nach Bose zum Einsatz; siehe dazu den nachsten Abschnitt
sowie Abschnitt 2.5.1. Die vollstandige Stirlingsche Formel lautet

(-n)~1tB, 1
(2n—1)2n x2n-1"

In(xHN~xInx—x+ = In(27rn)+z

mit den Bernoullischen Zahlen
Cen)l &
B, = 22n—1 2n Z k2n

044

Das Mitnehmen des ersten Termes liefert fiir x > 1 einen relativen Fehler von unter einem Pozent; fiir

die ersten beiden Terme liegt er bereits fiir x > 1000 deutlich unter einem Promille.

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



2.1. DIE PLANCKSCHE STRAHLUNGSFORMEL 57

1 2 3 4 5 6 7 8 9101112 13

Abbildung 2.1: Zur Verteilung der Energie E = ne auf N Oszilllatoren

oder mit (2.4) und (2.2) auf

E E E . E
Sges:kBN|:(1+_>|n(1+_>——|n—:|,
3 3 £ 3

sodaB auf jeden einzelnen Oszillator die mittlere Entropie

S—k KHE)m(HE)_Emﬂ (26)
€ € € €
entfallt.

Als nachstes nimmt sich Planck die Energiepakete € quantitativ vor. Dazu verwendet er
eine von Wien [927] und M. Thiesen [868] gefundene ,,Proto-Strahlungsformel” in der Gestalt

u(w, T) =T5 7C3 W(cT /),

wobei 7 eine gewisse nur von dem Quotienten cT /v abhingigen Funktion ist!!, schreibt
dafiir wegen v o< 1/c?
3
v
u(v, T) = p f(T/v)

mit einer neuen nur von T /v abhangigen Funktion f und findet unter Verwendung von (2.3)
schlieBlich fiir die mittlere Energie eines Oszillators

E =vf(T/v).
Auflosen nach T liefert
T =vg(E/v)
mit einer weiteren, diesesmal nur von E /v abhingigen Funktion g. Wegen
1 0S
T=3F (2.7)
folgt daraus
os 1
E o g(E/v)

oder )
S= » /g(E/l/) dE + const.,

"Die Ableitung der Planckschen Strahlungsformel bedeutet natiirlich nichts anderes als die Bestimmung
dieser Funktion.
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also
S=G(E/v),

das heiBt, die Entropie ist nur von der einzigen Variablen E /v abhangig. Ein Vergleich mit
(2.6) zeigt, daB € o< v und damit
€= hv

gelten muB, wobei h Plancks spater nach ihm selbst benannte beriihmte Konstante ist.
Fiir die mittlere Entropie eines Oszillators erhdlt man nun

E E E E
S—kB |:(1+E) |n(1+m>—m|nm:|

und durch Einsetzen in (2.7) weiter

1 ke E E]l ke 1+E/hu_kB hy
=7, [In(l—i— u) In }_huln E/hy _huln 1+ :

Auflosen nach der mittleren Energie fiihrt auf

hv
E= ehviks _ 1'
was eingesetzt in (2.3)
8mhv? 1
u(v, T) = e — (2.8)

ergibt, und das ist die Plancksche Strahlungsformel.

Die hier beschriebene Herleitung ist die erste, die in der Literatur auftaucht; sie ist heute
allerdings ziemlich in Vergessenheit geraten. In Lehrbiichern der statistischen Mechanik stoBt
man verbreitet auf eine Variante, die ebenfalls von Planck stammt — er fand in der Folgezeit
mehrere unterscheidliche Ableitungen — und die sehr viel direkter zum Ziel fiihrt. Man startet
dabei mit der klassischen Boltzmann-Verteilung

P(E) = e E/keT,

die bis auf Normierung die Wahrscheinlichkeit angibt, im thermischen Gleichgewicht bei der
Temperatur T ein Teilchen mit der Energie £ zu finden. Die mittlere Energie eines klassischen
Gleichgewichtssystems ergibt sich damit zu

[ EeEleT 4
E=°

o0

[ eElT dE

0
Die (elementare) Berechnung der Integrale fiihrt in Verbindung mit (2.3) natiirlich unmittelbar
zum Rayleigh-Jeans-Gesetz. Baut man nun jedoch wieder die Energiequantenhypothese mit

einer diskreten Abfolge
E,=nhv, neN
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der fiir die betrachteten Teilsysteme erlaubten Energiewerte ein, werden aus den Integralen
unendliche Summen, man findet

oo
Z nhv efnhu/kBT

E=

Z e—nhu/kBT
n=0

und kann aufgrund von e~"/%8T < 1 Zzhler und Nenner mit Hilfe der Summenformeln fiir

die geometrische Reihe sowie die ,abgeleitete” geometrische Reihe,

-
Yooty Reegl

aufsummieren, was auf
hyehv/keT hv

E= 1 _ e h/keT  ghv/ks _ 1

fiihrt. Zusammen mit (2.3) erhalt man das gewiinschte Ergebnis

8mhu3 1
3 ehv/ks — 1°

u(v, T) =

Die Plancksche Strahlungsformel beschreibt die Energiedichte der Strahlung von schwar-
zen Korpern genau und vor allen Dingen fiir alle Frequenzbereiche. Dariiberhinaus lassen sich
daraus im langwelligen und im kurzwelligen Bereich die beiden alten Formeln jeweils als Na-
herungen herleiten: Fiir hv/ks T < 1 wird (2.8) zum Rayleigh-Jeansschen Strahlungsgesetz,
fir hv/ks T > 1 ergibt sich das Wiensche Strahlungsgesetz.

Mit der Theorie der thermischen Strahlung war ein wesentlicher Aspekt der spateren
Quantentheorie, namlich das Auftreten von kleinsten, diskreten Paketen bei einem vermeint-
lich kontinuierlichen Substrat, das erste Mal in der Physik aufgetaucht — allerdings auch
nicht mehr. Insofern ist es leicht libertrieben, hier von der Begriindung der Quantentheorie
zu sprechen, denn bis zu deren allgemeiner Formulierung war es zwar nicht aus zeitlicher,
wohl aber aus begrifflicher Sicht noch ein weiter und schwieriger Weg; ein erster Grundstein
war aber auf jeden Fall gelegt. DaB das Konzept der Postulierung gewisser physikalischer
GroBen in diskreten Paketen in die richtige Richtung wies, zeigte sich in der Folgezeit gleich
mehrfach, als weitere bis dahin ungeloste Probleme in dhnlicher Weise erstmals physikalisch
zuginglich wurden; auch die nichsten drei Abschnitte belegen dies'?

2Als Millikan wenig spater die Existenz der Elementarladung nachwies und diese in den Jahren darauf
mit wachsender Genauigkeit messen konnte [608] - [611], schien ein weiteres Indiz der Tendenz der Natur
zu gequantelten GréBen hinzugekommen zu sein. Das wird zwar von populérer Seite bis heute so dargestellt,
ist jedoch nicht korrekt, da es sich hier um eine ganz andere diskrete GroBe handelt, die mit denjenigen der
elementaren Quantenmechanik nicht in einen Topf geworfen werden darf.
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2.1.2 Anwendungen der Planckschen Strahlungsformel

Das Plancksche Strahlungsgesetz erlaubte es nun erstmals, auch die anderen, bis dahin eher
empirisch begriindeten GesetzmaBigkeiten der thermischen Strahlung abzuleiten. Man kann
beispielsweise das Maximum der Energiedichte p(v, T) berechnen, indem man die Plancksche
Strahlungsformel nach v ableitet. Dabei erhdlt man

dp _ 8mhv? 3 hy  ehv/keT _
ov  ¢3 ehv/kelT —1 kT (ehv/keT — 1)?

aus Op/0v = 0 folgt dann entweder v = 0 (langweilig) oder

hv
hu/keT - _
e (3 kBT> 3, (2.9)

eine transzendente Gleichung, deren Lésung mit Hilfe der Lambertschen W -Funktion'® aus-
gedriickt werden kann. Diese ist als Umkehrfunktion der Funktion

fFW)=Wwe"

definiert, 13Bt sich jedoch nicht geschlossen analytisch angeben. Man kann sie in eine Potenz-
reihe entwickeln, beispielsweise

W(X) _Z( n)n 1

Mit der W-Funktion schreibt sich die Lsung von (2.9)
ke T

max = 34+ W(-3e3
v, - B+ W(-3e7?)].
Der Zahlenwert muBB numerisch berechnet werden, mit dem Resultat
P ks T
max h

und der Konstanten K = 2,812. Das ist das Wiensche Verschiebungsgesetz. Es beschreibt,
wie sich die Lage des Strahlungsmaximums mit steigender Temperatur zu groBeren Frequen-
zen verschiebt.

I3Benannt nach Johann Heinrich Lambert, der in einer Arbeit von 1758 die spater nach ihm benannte
Gleichung
x?—xP=(a—b)cxtt

untersuchte [526]. Euler betrachtete 1783 den Spezialfall

cx = wa",

zu deren Ldsung er die W-Funktion einfiihrte [274], wobei er Lambert ausdriicklich als Entdecker der ur-
spriinglichen Gleichung erwahnte.
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Abbildung 2.2: Plancksche Strahlungsformel und Wiensches Verschiebungsgesetz

Bestimmt man andererseits die gesamte Energiedichte

[ee]

U= /p(//, T)dv,

0

so liefert die Substitution x = hv/kgT zunichst

_ 8m(kT)* I3
u= (ho)? /eX—ldX'

[ee]
Das Integral auf der rechten Seite hat die Gestalt [ ;;—:11 dx. Um Integrale dieser Form
0

auszuwerten, verwendet man die Riemannsche Zetafunktion

=1
((x) = s
1
sowie die Gamma-Funktion .
[(x)= / e tdt.
0

Letztere stellt eine Erweiterung der Fakultit n! = 1-2 - ... n auf beliebige Zahlen dar,
es gilt namlich I"(n+ 1) = n! fiir alle n € N. Das obige Integral 148t sich mit Hilfe der
Summenformel fiir geometrische Reihen umformen; wir erhalten
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x erl Ooxrfl e—X i o0 o T
dx= | =———dx= [ x"teX E e ™ dx = E x e (MHx gy
ex—1 1—e> — —
0 0 0 n=0 n=0 7

mit der Substitution t = (n+ 1) x weiter

0 o0 0 o0 r—1 —t
r—1 7(n+1)xd — € dt
> [xretmra = % [ () S
0 0

n=0 n=0

e'e] o0 r—1 e,t [e'e] 1 o0

_ - — - r—1 ,—t

_Z/() ndt an/t e tdt
n=1 0 n=1 0

und folglich
< erl
/eX—l dx = C((r)(r).

0
Aufgrund von ((4) = 7*/90 und [ (4) = 3! = 6 gilt speziell

% 4

dx = =
/eX—1 = 15
0

und es folgt das Stefan-Boltzmann-Gesetz

B 8m° (ks T)*
~ 15 (hc)?

mit seiner typischen T*-Abhingigkeit der Energiedichte.

2.1.3 Weitere Ableitungen der Planckschen Strahlungsformel

So beeindruckend die quantitative Ubereinstimmung der Planckschen Strahlungsformel mit
samtlichen experimentellen Resultaten von Beginn an auch war, sie konnte nicht verhindern,
daB ebenfalls von Beginn an massive Kritik gegen Plancks Herleitung, wie sie im vorigen
Abschnitt beschrieben ist, vorgebracht wurde, im {ibrigen auch von Planck selbst. Im wesent-
lichen konzentrierte sich diese Kritik auf zwei Aspekte. Erstens ist die Herleitung in gewissem
Sinn hybrid, da sie einerseits von der aus der klassischen Maxwellschen Elektrodynamik stam-
menden Formel (2.3) und damit von einem kontinuierlichen Energieaustausch zwischen den
Oszillatoren der Behalterinnenwande und dem Strahlungsfeld ausgeht, andererseits aber mit
der Quantisierungsannahme (2.4), wonach sich die Gesamtenergie nur in ganzzahligen Vielfa-
chen einer festen Grundeinheit auf die Oszillatoren verteilen 13Bt, eine grundsatzlich diskonti-
nuierliche Vorstellung ins Spiel bringt. Zweitens wird bei der Anwendung des Boltzmannschen
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Prinzips stillschweigend vorausgesetzt, daB samtliche Mikrozustande gleich wahrscheinlich
sind. Diese Wahrscheinlichkeiten werden durch die Dynamik des Systems bestimmt, im Fall
von Plancks Herleitung also von der klassischen Maxwellschen Dynamik. Folglich miiBte die
Anwendung des Boltzmannschen Prinzips notwendigerweise zum entsprechenden klassischen
Strahlungsgesetz, also zur Rayleigh-Jeans-Formel fiihren. An der Giiltigkeit der Planckschen
Strahlungsformel wurde natiirlich nicht gezweifelt; diese stand angesichts der damals schon
prazisen empirischen Bestatigung nicht zur Diskussion. Die Konsequenz war jedoch in den
Folgejahren eine ganze Reihe von weiteren Herleitungen und Herleitungsversuchen.

2.1.3.1 Quantenhypothese, aber richtig

Das prominenteste Beispiel dafiir ist Albert Einsten, der die geschilderten Argumente beson-
ders nachdriicklich vertrat und 1906 als einer der ersten zeigte, wie zumindest fiir das erste der
beiden Abhilfe geleistet werden kann, indem er nachwies, daB die konsequente Beschreitung
der von Planck vorgeschlagenen Gangart eine diskrete Natur nicht nur der Verteilung der Ge-
samtenergie auf die Oszillatoren, sondern auch des Energieaustauschs zwischen Oszillatoren
und Strahlungsfeld geradezu erzwingt [238], wobei er ausgiebig auf eigene Vorleistungen im
Bereich des thermodynamischen Formalismus [236] und insbesondere der Lichtquantenhypo-
these® zuriickgreift’®. Ausgangspunkt ist dabei die in der Form

geschriebene Entropie S eines physikalischen Systems, das durch die n Zustandsvariablen

P1, P2, ..., Pp vollkommen beschrieben sei, bei der absoluten Temperatur T; dabei sei E die
Energie des Systems bei der Temperatur T. Das Integral lauft liber alle moglichen Wertekom-
binationen der p1, p>, ..., pn. Der erste Term ist dabei die Entropie des thermodynamischen
Gleichgewichts und der zweite die Abweichung davon gemaB dem Boltzmannschen Prinzip.
Unter der Voraussetzung, daB das System aus sehr vielen Teilsystemen besteht und n daher
eine sehr groBe Zahl ist, 1aBt sich dieser Ausdruck durch eine Ndherung ersetzen, denn in

diesem Fall liefern nur Wertekombinationen der py, po, ..., pn mit E(py, po, ..., pn) ~ E
einen merklichen Beitrag zu S. Ist AE die Abweichung von E und einerseits sehr klein, an-

dererseits aber immer noch so groB, daB kg In E ebenfalls sehr klein ist, dann gilt mit den
obigen Annahmen

E E+AE E+AE E4+AE
S = ?+kB |n<e‘E/kBT / / / dpldpz...dpn>
E E E

14Siehe Abschnitt 2.3.
15V/ergleiche auch [227], wo Ehrenfest ebenfalls zur Forderung gelangt, die Energieniveaus der Oszillatoren
konsequent zu quantisieren.
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E+AE E+AE E+AE

= kg lIn / / / dpydps...dpp, (2.10)

E E E

unabhangig von AE.

Zur Auswertung dieses Integrals modelliert Einstein die Planckschen Resonatoren durch
lonen, die geradlinige harmonische Schwingungen um ihre Ruhelage ausfiihren kdnnen. Die
ZustandsgroBen p; der Resonatoren werden dann durch die momentanen Abweichungen Xx;

der lonen von den Gleichgewichtslagen sowie deren Momentangeschwindigkeiten v; = dx;/dt
realisiert; fiir die Energie des j-ten Resonators gilt somit

1
Ej = 5 (Dpg +myy)

oder
E;+dE;

dxjdv; o dE;.
EJ
Setzt man das in (2.10) ein , so folgt

E+AE E+AE E+AE

S=1kln / / / dE, dE,...dE, = ks INW. (2.11)

E E E

Einstein betont nun, daB die Berechnung der Entropie mit Hilfe dieses Ausdrucks zur Rayleigh-
Jeansschen Strahlungsformel fiihrt und liefert sogleich den entscheidenden Hinweis, wie man
das verhindern kann. Nimmt man namlich an, daB nicht nur die Verteilung der Gesamtener-
gie auf die Resonatoren, sondern auch die Wechselwirkung zwischen diesen grundsatzlich
von diskontinuierlicher Natur ist, so folgt daraus, daB die Energiednderung eines Resonators
durch Absorption und Emission nur sprungweise erfolgen kann. Genauergesagt sollen solche
Energieanderungen nur in ganzzahligen Vielfachen von

= hv

erfolgen, und damit kann die Energie E; eines jeden Resonators selbst ebenfalls nicht jeden
beliebigen Wert, sondern nur ganzzahlige Vielfache von € annehmen. Folglich hat man oben
AE = € zu setzen, und da das nunmehr diskrete Integral iiber alle moglichen Wertekombi-
nationen der E1, E,, ..., E, lauft, erhilt man fiir W aus (2.11) sofort das Resultat (2.5) aus
Abschnitt 2.1.1 und damit auf dem selben Weg wie dort die Plancksche Strahlungsformel.
Der entscheidende Unterschied ist die hier im Gegensatz zur urspriinglichen Planckschen
Uberlegung konsequent durchgehaltene Lichtquantenhypothese, die Einstein selbst kurz zu-
vor auf ganz andere Weise, aber nicht weniger konsequent in die Physik eingefiihrt hatte®.

\Wir kommen in Abschnitt 2.3 ausfiihrlich darauf zuriick.
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Planck selbst hielt diese Vorstellung fiir ein reines Behelfskonzept ohne konkrete Bedeutung;
im Nachhinein war nun jedoch deutlich geworden, daB die Lichtquanten als reale physikali-
sche Objekte mit der Planckschen Strahlungsformel bereits einige Jahre vor ihrer ,,amtlichen”
Entdeckung Einzug in die Physik gehalten hatten.

2.1.3.2 Die erste Quantisierung des Strahlungsfeldes

Die Vorstellung von Resonatoren, die harmonische Schwingungen ausfiihren und aus denen
die Innenwande eines Temperaturstrahlers aufgebaut sind, wirkt natiirlich reichlich kiinstlich.
1910 zog Peter Debye daraus die Konsequenz, bei der Ableitung der Planckschen Strahlungs-
formel ganz auf dieses Modell zu verzichten; stattdessen verwendete er Strahlungszustande
des elektromagnetischen Feldes unter der Pramisse, daB deren Energie nur in diskreten Ener-
giequanten auftritt, und berechnete deren thermodynamische Wahrscheinlichkeiten und damit
deren Entropie nur auf Basis dieser Annahme [182]. Das gewiinschte Ergebnis erhalt man dann
durch die Forderung, daB die thermodynamische Wahrscheinlichkeit und damit die Entropie
im Fall des thermodynamischen Gleichgewichts und damit fiir die schwarze Strahlung maxi-
mal sein muB. Debye betrachtet hierzu ebenfalls einen mit Strahlung gefiillten wiirfelformigen
Raum der Kantenldnge /, leitet fiir diesen zundchst in der iiblichen Weise die Relation (2.3)

her, die er in der Form
8m/Pu?

Ndv = e

dv (2.12)

schreibt; dabei ist N die Anzahl der Schwingungsmoden pro Frequenz und N dv deren An-
zahl im Frequenzintervall [v, v + dv]. Folglich erhalt man alle méglichen Schwingungsmoden
in diesem Frequenzbereich, indem man N f dv Energiequanten in allen moglichen Kombina-
tionen auf die N dv Schwingungsmoden verteilt. Die thermodynamische Wahrscheinlichkeit
eines durch f(v) charakterisierten elektromagnetischen Feldes ist dann fiir [v, v + dv] mit
der Formel (2.5) und aufgrund von N dv >> 1 sowie N f dv > 1 niherungsweise

~ (Ndv+ Nf dv)!

W) = NG (N F o)l

und die gesamte Wahrscheinlichkeit fiir alle Frequenzen

11 (Ndv+ Nf dv)!
W_UI:[O (Ndv)! (N fdv)!’
was fiir die gesamte Entropie auf

(Ndv + Nf dv)!
(Ndv)! (N fdv)!

S =k, InW:kBZIn
v=0

filhrt. Anwendung der Stirlingschen Formel bis zur zweiten Ordnung,

In(n!) =nlnn—n, (2.13)

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



66 KAPITEL 2. DIE ALTERE QUANTENMECHANIK

liefert weiter

S = ke iNdu{(l+f) N[N dv(1+f)]—In(Ndv)—f In(NFfdv)}

v=0

= ks iNdu{(l+f)[ln(1+f)+ln(Ndu)]—In(Ndu)— flnf+In(Ndv)]}

v=0

= ke Y _Ndv[(1+f)In(1+F)—rfInfl].
v=0
Debye erklart nicht ndher, wie er sich Produkte und Summen iiber einen kontinuierlichen
Parameter vorstellt; stattdessen geht er nun von Summen zu Integralen liber, wodurch sich

das Problem in physikalisch robuster Weise von selbst erledigt. Es ergibt sich aufgrund von
(2.12) fiir die Entropie

s 87r/3

—fInf]v2dv

und fiir die Entropiedichte
sr [ 5
s:ksg [(14+f)In(1+f)—FfInflvdv,

bezogen auf einen beliebigen Strahlungszustand mit einer Frequenz aus dem Intervall
[v, v+ dv] und mit der Energie

8 /3h
E(v) = I hy

f(v)dv

beziehungsweise der spektralen Energiedichte

8Whu

u(v) = f(v).

Die gesamte Energiedichte ist dann
I 8mh
u:/u(u)du— ci V3 f(v)d.
0 0

Nun betrachtet man das System im thermischen Gleichgewicht, das heifit, es gilt diejenige
Funktion f(v) zu finden, fiir welche die Entropie maximal wird, unter der Nebenbedingung

sth [
u—% v3fdv=0.
C
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Nach Einfiihrung eines Lagrange-Multiplikators erhalt man so die Zielfunktion
er [ gwh [
U R NRR RIS R PRLLLY YA
0 0

und die Bedingung

0g 87r r
aF = /[In(l—l—f) Inf]uv? du—a / =
0
die aquivalent zu
In(1+f)—Inf=ahv (2.14)
ist. Auflésen nach f liefert schlieBlich
1
f - eahU _ 1 )

Zur Bestimmung des Lagrange-Multiplikators a fiihrt man nun iiber

0s 1
ou T
die absolute Temperatur T ein. Da sowohl s als auch v als Funktionen von f auch von a
abhangig sind, 13Bt sich das auch in der Form

Os ., 9O
1_0a _ 6a (2.15)
T aud ou '

927  0a

schreiben, woflir man nun Zahler und Nenner getrennt berechnet. Man findet mit

of e 1 1
= = 1+ ——— | = (14
Oa U(eahu_1)2 I/eahu_l < +eahu_1> v ( + )

und (2.14) einerseits

gz —hvks — Sl /[In(1+f)—|nf]f(1+f)u3du:—ah2k8i—73r/f(1+f)1/4d1/,
0
andererseits -
ou 87rh2
5 C /f(l—f—f)l/ dU
0
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und damit nach Einsetzen in (2.15)

S 1
kT
Damit erhalt man
1
f= ohv/keT _ 1
und folglich fiir die Energiedichte
8mhu3 1
u(v, T) = 3 ehw/keT _ 1
sowie fiir die gesamte Energie
_ 8mh v dv
u= c3 ehv/keT _ 1°
0

Die Auswertung dieses Integrals fiihrt, wie wir in Abschnitt 2.1.2 gesehen haben, auf das
Stefan-Boltzmann-Gesetz.

2.1.3.3 Einsteins zweite Herleitung

In Lehrbiichern wird heutzutage sehr haufig eine weitere Herleitung beschrieben, die ebenfalls
von Einstein gefunden wurde. Die zentrale Idee dieses Zugangs besteht in einer Bilanzierung
der Wahrscheinlichkeiten von Emission und Absorption elektromagnetischer Wellen durch ein
System, das mit thermischer Strahlung im statistischen Gleichgewicht steht. Fundamental
neu war dabei die Unterscheidung zweier unterschiedlicher Sorten der Emission, namlich von
spontaner Emission, die ohne duBere Einwirkung erfolgt, und stimulierter oder induzierter
Emission, die durch eingestrahlte elektromagnetische Wellen ausgelost wird. Erstere war nichts
neues, letztere dagegen war bis dahin unbekannt; sie wurde von Einstein bei dieser Gelegenheit
postuliert!”. Hierin lag die eigentliche Bedeutung dieser Herleitung, denn der Vorgang der
induzierten Emission erwies sich bald als fundamental fiir das neu entstehende Gebiet der
Quantenoptik. Sie ist insbesondere fiir die Funktionsweise des Lasers von groBer Wichtigkeit!8.

Einstein hatte 1912 mit Hilfe von Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen zur spontanen Emis-
sion und zur Absorption von elektromagnetischen Wellen das Wiensche Strahlungsgesetz
hergeleitet [244]; durch zusatzliche Beriicksichtigung auch der induzierten Emission konnte
er diese Herleitung 1916 auf die Plancksche Strahlungsformel verallgemeinern [245], [246]%°.
Um das nachzuvollziehen, betrachten wir ein monomolekulares Gas mit diskreten Energie-
niveaus E1, E,, ... im Gleichgewicht mit thermischer Strahlung. Absorbiert das System ein

17Experimentell nachgewiesen wurde sie erst 1928 von Hans Kopfermann und Rudolf Ladenburg [512].

18Der erste funktionsfihige Laser wurde 1960 von Theodore Maiman gebaut [580].

19Finstein verwendet diese Begriffe noch nicht; er spricht von Ubergingen der Ausstrahlung und Uber-
gangen der Einstrahlung, wobei letztere sowohl zu einer Energiezunahme wie auch zu einer Energieabnahme
fiihren kénnen. Mit solchen auf tiefere Energieniveaus fiihrenden, mit Einstrahlung verbundenen Ubergéngen
ist natiirlich genau die induzierte Emission gemeint.
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Photon der Energie €, = E,, — E,, so fiihrt das zu Ubergéngen vom Zustand n zum
Zustand m, wahrend die Emission eines solchen Photons Ubergange von m nach n nach
sich zieht. Dabei ist wie oben schon erwadhnt zu beriicksichtigen, daB es zwei unterschied-
liche Arten der Emission gibt. Diese kann spontan erfolgen, indem das System von selbst
von einem energetisch hdheren in einen energetisch tieferen Zustand libergeht und dabei ein
Photon der entsprechenden Energie aussendet, oder aber induziert, das heiBt, sie wird durch
ein Photon aus dem duBeren Strahlungsfeld ausgelost; die Energie dieses Photons muB dabei
genau der Energiedifferenz zweier Zustande des Systems entsprechen, sodaB zwei identische
Photonen emittiert werden, nimlich das eingestrahlte und ein weiteres, das beim Ubergang
vom energetisch hoheren in den energetisch tieferen Zustand ausgesendet wird.

Fiir beliebige Indexpaare m, n liegt dabei jeweils thermodynamisches Gleichgewicht vor.
Das bedeutet, daB pro Zeiteinheit stets genausoviele Molekiile bei Absorption von n nach m
iibergehen, wie bei Emission von m nach n. Bezeichnen wir mit N; die Anzahl der Molekiile
im Zustand mit der Energie E; und mit dN/dt die Anzahl der Uberginge pro Zeiteinheit, so
konnen wir diese wie folgt bilanzieren:

a) Die Zahl der Uberginge von n nach m durch Absorption ist zur Energiedichte u und
zu N, proportional, das heiBt, es gilt

dN,
A _gmn,u,
dt n Nl

mit einem Proportionalitdtsfaktor B

b) Die Zahl der Uberginge von m nach n durch spontane Emission ist nur zu N, propor-

tional, folglich gilt
dNEg ¢

dt
mit einem weiteren Proportionalitatsfaktor A .

= A} Np,

c) Die Zahl der Uberginge von m nach n durch induzierte Emission ist wiederum zu u
und zu N, proportional, es gilt also

dt

mit einem dritten Proportionalititsfaktor B” 2.

= B, Ny u,

Die Forderung nach thermschem Gleichgewicht fiihrt damit auf die Relation
Al Ny + By, Nyyu = B N, u. (2.16)

Die Wahrscheinlichkeit fiir die Besetzung des Zustands n ist gemaB der statistischen Ther-

modynamik
W(n) = g(n) e /T,

20Dje Konstanten A7 B" und BT werden insbesondere in der Lehrbuchliteratur auch als Einstein-
Koeffizienten bezeichnet.
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dabei ist g(n) der Entartungsgrad des Zustands n 2'. Das fiihrt unmittelbar auf

Nn — g(n) e(Em—En)/kBT

Nm — g(m)
und nach Einsetzen in (2.16) und Aufldsen nach u weiter auf
A 9(m)

u = .
Bm g(n) elEn—E/keT — Bn g(m)

Aufgrund der Lichtquantenhypothese kann man hier zusatzlich £,, — E, = hv setzen und
erhalt damit

_ An g(m)
~ Bpg(n)erv/keT —Br g(m)’

Zur Bestimmung der Proportionalitatsfaktoren ist einerseits zu beachten, daB3

u

Im u =00
T—o0

gelten muB; das zieht notwendigerweise
lim (By g(n) e"/*" — BJ, g(m)) = By g(n) — By, g(m) =0
T—o00
und damit
B g(n) = By, 9(m)
nach sich, und fiir die Energiedichte folgt

__Aw/Bn
- ehl//kBT _ 1

Andererseits soll u fiir groBe Frequenzen in das Wiensche Strahlungsgesetz iibergehen, woraus

An 8mhv?

3
Bn c

folgt. Insgesamt ergibt so gerade wieder die Plancksche Strahlungsformel

_ 8mhu? 1
T T3 ehvikeT —1°

21Einstein spricht hier vom statistischen Gewicht des Zustands n.
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2.2 Die Anfinge der Tieftemperaturphysik

Nachdem das Problem des schwarzen Strahlers einer ersten Lésung zugefiihrt worden war, lag
der Versuch nahe, in dhnlicher Weise auch andere drangende Fragestellungen der zeitgenos-
sischen Physik in Angriff zu nehmen. Der nachste Erfolg dieser Art lieB in der Tat nicht lange
auf sich warten und gelang wenig spater im Zusammenhang mit dem ungelosten Problem der
spezifischen Warme von Festkorpern bei tiefen Temperaturen. Einstein hatte als erster die
Idee, in Analogie zu den quantisierten elektromagnetischen Wellen auch fiir die Schwingungen
von Kiristallgittern bei Festkdrpern nur diskrete Energiewerte zuzulassen. Solche quantisierten
Gitterschwingungen nennt man heute Phononen??, in Anlehnung an die Photonen des quan-
tisierten elektromagnetischen Feldes. Sie spielen in der Festkdrperhysik eine fundamentale
Rolle.

Zur Berechnung der inneren Energie eines Kristallgitters ging Einstein 1907 vollig analog
zur Herleitung der Planckschen Strahlungsformel vor [239]. Anstelle eines elektrischen Feldes
betrachtete er die Gitteratome des Festkorpers als in einen Kasten eingesperrte voneinan-
der unabhingige harmonische Oszillatoren der selben Eigenfrequenz vg mit den diskreten

Energieniveaus
€n = nhvg; neN. (2.17)

Fiir die mittlere Energie eines solchen Oszillators ergibt sich wie im vorigen Abschnitt?3

hI/E

€= ehve/keT _ 1

und da jedes Gitteratom drei Freiheitsgrade besitzt, erhadlt man fiir die innere Energie eines

Gitters aus N, Gitteratomen?*

3NA/7UE
U - m. (218)

Fiir die molare Warmekapazitat des Festkorpers liefert das

ou hug \ 2 ehve/keT
Cmol == === — 3R >
oT kBT (eh’/E/kBT — 1)
oder ) g
QE e’k
Crmol = 3R <?) —(eQE/T _ 1)2, (219)

22Dijeser Begriff wurde erstmals 1932 von J. . Frenkel in seinem Buch [307] verwendet.

2Hier ebenso wie an der entsprechenden Stelle des vorigen Abschnitts deutet sich die Bose-Einstein-
Verteilung der Quantenstatistik der Bosonen an, zu der man gelangt, wenn man von der mittleren Energie
zur mittleren Besetzungszahl in Abhangigkeit von der Temperatur libergeht. Die Fermi-Dirac-Verteilung, also
die entsprechende Statistik der Fermionen, wurde erst spater entdeckt.

24Aus heutiger Sicht muB hier noch die Nullpunktsenergie addiert werden. Da sie jedoch nichts zur War-
mekapazitat beitragt, braucht sie in diesem Zusammenhang nicht beriicksichtigt zu werden.
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mit der Einstein-Temperatur 6g = hug/kg. Fiir hohe Temperaturen geht das in das Gesetz
von Dulong-Petit iiber, denn fiir x < 1 gilt € =~ 1 + x und damit ¢y, ~ 3R. Fiir tiefe
Temperaturen liefert das Einstein-Modell wegen e%/7 > 1

e —3R (% 2e’QE/T
mol 7—

und damit zwar wunschgemaB ¢noi — O fiir T — 0, dariiberhinaus ergeben sich jedoch
systematische Abweichungen von den gemessenen Werten.

Debye konnte 1912 eine wesentliche Verbesserung erreichen, indem er von der Vorstel-
lung einer einheitlichen Eigenfrequenz der Gitter-Oszillatoren abwich und eine kontinuierliche
Verteilung derselben betrachtete [183]%. Das ist eigentlich auch unmittelbar einleuchtend,
denn die Gitteratome schwingen nicht unabhangig voneinander, sondern stellen gekoppelte
Oszillatoren dar. Gleichung (2.18) ist damit zunachst durch

o)

hv
U:V/mg(U)dU
0

zu ersetzen, mit einer Verteilungsfunktion g(v), die man in der statistischen Mechanik Zu-
standsdichte nennt; V' ist das Volumen des Festkorpers. g(v) dv gibt die Anzahl der Gitter-
schwingungen pro Volumen im Frequenzintervall der Zustande mit Frequenzen im Intervall
[v, v+ dv] an, und da die Gesamtzahl der Eigenschwingungen eines N-atomigen Kristalls 3N
ist, gilt folglich

T 3N

dy = >
/9(1/) V==
0

Analog zur Formel (2.1.1) des vorigen Abschnitts, aber unter Beriicksichtigung der fiir Schall-
wellen drei moglichen Polarisationsrichtungen?® findet man fiir die Zustandsdichte der Pho-
nonen den Ausdruck

T
dv ce

o(v) = dN(v) _ 6v°

?Diese Idee hatten Nernst und Lindemann schon etwas friiher, indem sie zusitzlich zur Frequenz vg als
zweite Frequenz vg /2 verwendeten und anstelle von (2.19) die Formel

3R [0\
Cmol = 7 ?

fanden, womit sie Resultate erzielten, die wesentlich besser mit den empirischen Werten iibereinstimmten als
jene von Einstein [644], [645], [646]. Sie konnten jedoch keine plausible Begriindung fiir diese Vorgehensweise
angeben, sodaB dieselbe ad hoc bleibt. Auch Einstein selbst wies etwa zur selben Zeit auf die Notwendigkeit der
Einfiihrung mehrerer oder sogar sehr vieler unterschiedlicher Schwingungsfrequenzen hin [243]. Grundsatzlich
neu an Debyes |dee ist die kontinuierliche Verteilung der Frequenzen.

26|m Gegensatz zu Photonen gibt es fiir Phononen zwei transversale und eine longitudinale Polarisations-
richtung.

o0/ o0e/2T

(/T — 1) 4 (el —1)?
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Hier ist cs die Schallgeschwindigkeit in dem betrachteten Festkorper. Da es nur maximal
soviele Phononen wie Gitteratome geben kann, darf die Integration natiirlich nicht bis oo
erfolgen. Debye beriicksichtigt dies durch Einfiihrung einer Abschneidefrequenz vp und einer
entsprechend abgewandelten Zustandsdichte

6v°
— fir v < vp
go(v) = ¢s
0 fir v > vp
Die Abschneidefrequenz kann iiber die Forderung
6 [ 3N
2
el dy = —>—
cd var=Ty

bestimmt werden; das liefert

3N\ 3
Vp = CS W .

Fiir die innere Energie eines Festkdrpers mit Na Atomen findet man nun?’

vp

9N, hy
U= hup / ohv/keT _ 1 dv
0

oder nach Einfiihrung der Debye-Temperatur 6p = hvp/kg sowie mit der Substitution

x = hv/ksT
0p/T

4 3
U — 9NA/;BT / X dx.
62 ex—1

0
Fiir die spezifische Warmekapazitat erhalten wir damit

0p/T

T\ x4 eX
Cmol = INakp (%) / (17 dx. (2.20)

0

Das Integral auf der rechten Seite ist nicht elementar auswertbar und muB numerisch berech-
net werden.

Das Debye-Modell stimmt sehr gut mit experimentell ermittelteten Werten (berein; es
liefert auch in guter Naherung das richtige Verhalten in den Grenzfillen sehr hoher bezie-
hungsweise sehr tiefer Temperaturen. Einerseits fiihrt 7 > 6p auf

QD/T eD/T

x*ex o 1w\’
(-1 7 / > dX_3(kBT>
0 0

2"Hier gilt hinsichtlich der Nullpunktsenergie dasselbe wie oben.
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und damit auf
U - 3NA/(BT,

sodalBB man wieder bei
Cmol = 3Naks

landet, also beim Gesetz von Dulong und Petit. Fiir T < 0p dagegen kann man die obere
Grenze des Integrals auf der rechten Seite von (2.20) durch oo ersetzen und dieses dann
auswerten. Partielle Integration liefert dabei zunachst

oo(ef_el)z dx—[ /( e dt] / /( —1p dt dx.

Das dabei neu auftauchende Integral ergibt mit Hilfe der Substitution z = e — 1

/ et /dz 1 1
(et —1)2 z2 z—1 1-—¢

daraus und mit der Regel von de I'Hospital folgt

3 X4eX X4 oo 3 3 i’ X3
(e — 12 ¥ [1—ex]o /1— x= /eX—l X
0 0

Dieses Integral wurde in Abschnitt 2.1.2 berechnet. Man erhalt

o0
x4 eX 4t

12 %= 15"
0

und damit wird (2.20) zu

27 [T\
mol = NaK — | .
Cmol AKB 5 (9D>

Das ist das Debyesche T3-Gesetz der spezifischen Wirme von Festkdrpern. Selbstverstindlich
wird dadurch auch der Grenzfall ¢, — O fiir T — O korrekt beschrieben.

2.3 Die Lichtquantenhypothese

Es wurde bereits erwdhnt, daB der Photoeffekt gewissermaBen unfreiwillig in die Rolle eines
vermeintlichen Entscheidungsexperiments in Bezug auf die Natur des Lichts geriet. Man sah
sich beim Versuch, solche Phanomene im Rahmen einer klassischen, kontinuierlichen Vorstel-
lung des Lichts zu erklaren, mit betrachtlichen und zunachst scheinbar nicht zu tiberwinden-
den Schwierigkeiten konfrontiert. Das dnderte sich mit Einsteins Lichtquantenhypothese von
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190528, bei der er annahm, daB das Licht seine Energie in Form von Quanten, also kleinsten
Portionen abgibt, den Photonen [237]%. Die Idee war oberflichlich betrachtet nicht véllig
neu, aber im Gegensatz zu Planck betrachtete Einstein diese Photonen nicht als rein forma-
len Trick, sondern als real existierende Objekte®°. Inwieweit er sie zu diesem Zeitpunkt bereits
als Teilchen auffaBte, ist schwer zu sagen; spater tat er dies jedoch zweifellos, wie wir noch
sehen werden.

Mit der Lichtquantenhypothese 13Bt sich der Photoeffekt zwanglos erklaren. Jedes Photon
mit geniigend Energie 10st ein Elektron aus. Die aus der Sicht der klassischen Physik schein-
bar merkwiirdige Tatsache, daB die Spannung dieser sogenannten Photoelektronen nicht von
der Intensitat des verwendeten Lichts, sondern von dessen Frequenz, die Stromstarke dage-
gen von der Intensitdt des Lichts, also von der Anzahl der einlaufenden Photonen abhangt,
wird dadurch unmittelbar einsichtig. Hohere Frequenzen bedeuten energiereichere Photonen,
hohere Intensitaten dagegen mehr Photonen. AuBerdem kann nur dann liberhaupt ein Pho-
tostrom auftreten, wenn die Energie, welche die einlaufenden Photonen an die Elektroden
des Leiters iibertragen, ausreicht, um eine materialspezifische Abloseenergie aufzubringen,
die mindestens erforderlich ist, um den Leiter zu verlassen3!. Quantitativ gesehen ergibt sich
daraus beim Photoeffekt fiir die maximale Energie der herausgeldsten Photoelektronen die in
Abschnitt 1.2.4 beschriebene Beziehung

Emax = hv — Wk, (2.21)

eine Relation, die gut mit Lenards Resultaten iibereinstimmte und 1916 von Millikan mit
groBer Prazision bestatigt werden konnte [611], [612].

2.3.1 Vom Rechentrick zur physikalischen Realitat

Einstein war sich sehr wohl im klaren, daB die Lichtquantenhypothese keineswegs eine unver-
meidliche Folgerung aus den Experimenten zum Photoeffekt darstellte; das geht schon aus
dem Titel seines Aufsatzes von 1905, den er ,Uber einen die Erzeugung und Verwandlung
des Lichtes betreffenden heuristischen Gesichtspunkt® nannte, unmiBverstandlich hervor. Es
war nicht in erster Linie die Absicht dieser Arbeit, eine Erklarung des Photoeffekts zu liefern;

2Einen ausfiihrlichen Uberblick iiber deren physikalischen Inhalt und den historischen Ablauf ihrer Etablie-
rung in der wissenschaftlichen Welt liefert [845]. Einsteins gesamter Beitrag zur Entwicklung der Quanten-
theorie im Uberblick wird in [661] beschrieben.

29Der Begriff ,Photonen” tauchte allerdings erst spiter auf; er wurde von dem amerikanischen Chemiker
G. N. Lewis 1926 eingefiihrt [549].

30Um keinen falschen Eindruck aufkommen zu lassen, muB an dieser Stelle erwihnt werden, daB sich die
beschriebene antirealistische Haltung bei Planck ausschlieBlich auf die Lichtquanten beschrankte; ansonsten
war er durch und durch ein Vertreter des naturwissenschaftlichen Realismus. Das wird besonders anhand einer
heftigen Debatte deutlich, die 1910 zwischen Planck und Mach als Vertreter einer gegenteiligen Auffassung
ausbrach [702], [703]. In diesem Streit hatte Planck zwar alle sachlichen Argumente auf seiner Seite, dennoch
fiihrte er die Diskussion in einer ins personliche gehenden und damit duBerst unfairen Art und Weise. Genaueres
dariiber findet man bei [767].

31Die Materialabhingigkeit dieser Ablésearbeit wurde 1903 von Lenard nachgewiesen [545].
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letzterer ist lediglich einer von drei experimentellen Indizien, die Einstein fiir seine Lichtener-
giequanten anfiihrte. Die anderen beiden sind die Stokesche Regel der Photolumineszenz und
die Gasionisation durch ultraviolettes Licht. Die Stokesche Regel besagt, daB die Frequenz des
ausgestrahlten Lichts diejenige des eingestrahlten Lichts nicht iiberschreiten kann. Das [aBt
sich mit dem Energieerhaltungssatz und der Vorstellung erklaren, daB bei solchen Prozessen
Photonen der Enegie hvy in die photolumineszierende Substanz eindringen und dadurch an-
geregt dort Photonen der Energie hv, mit 11 = v, abgegeben werden. Bei der Gasionisation
stellt man eine vom Material abhangige maximale wirksame Wellenlange des verwendeten
Lichts fest, die durch die materialabhangige lonisationsarbeit pro Gasmolekiil in Verbindung
mit der Energielibertragung von jeweils einem Photon an jeweils ein Gasmolekiil verstanden
werden kann.

Die Einfiihrung der Lichtenergiequanten begriindet Einstein weiter vorne im Hauptteil der
selben Arbeit auf ganz andere Weise, namlich mit Hilfe der Anwendung der statistischen
Mechanik auf thermische Strahlung. Er leitet dabei zunichst mit Hilfe des Aquipartitions-
theorems®? das Rayleigh-Jeans-Gesetz

8mkg T V2
p(v) = =

her und zeigt, daB dieses zur Ultraviolett-Katastrophe fiihrt, das heiBt, die daraus folgende
gesamte Energiedichte divergiert, denn es gilt

r 8mkeT [
/P(u) dv = ch /u2 dv = oo.
0 0

Er kommt damit und nach einer Berechnung der Avogadro-Konstanten mit Hilfe der Planck-
schen Strahlungsformel zum SchluB, daB letztere mit den Erfahrungen iibereinstimmt, die
entsprechenden klassischen, auf der Wellenvorstellung des Lichts beruhenden Relationen je-
doch bei kleinen Wellenlangen und kleinen Energiedichten versagen. Es folgt eine sorgfaltige
Analyse der Entropie thermischer Strahlung. Fiir diese gilt gemaB der Thermodynamik

[ee]

S= V/a(p, v)dv;

0

dabei ist V' das Volumen, in dem die thermische Strahlung eingeschlossen ist, und o die
spektrale Entropiedichte, fiir die

do 1

do T
gilt. Einstein beschrankt sich auf den Fall hoher Frequenzen, fiir die das Wiensche Strah-
lungsgesetz

3
o0, T) = 87”;” ohv/kgT

327u diesem und den weiteren hier auftretenden statistisch-mechanischen Fachbegriffen siehe beispielsweise
[830].
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und daraus folgend

1 ke pcs

T~ " " enhd

kep pc?
o(p,v) = 0 In <87rhu3 -1).

Fiir die Entropie einer thermischen Strahlung mit Energie £ und einer Frequenz im Intervall
[v, v+ dv] im Volumen V ergibt das

3
S:—kBE In( Ec 1>,

gilt. Das liefert

hv 8ThVuvidy
und weiter, wenn man das mit der Entropie einer Strahlung im Volumen V4 vergleicht,
E W
S—So—kgm In V (222)
Andererseits gilt nach dem Boltzmannschen Prinzip fiir die Entropie
S=kg InW;

W ist hier die Anzahl der mikroskopischen Zustdnde eines Systems, die zum selben makro-
skopischen Zustand des Systems fiihren. Ist V4 ein Volumen mit irgendwelchen n beweglichen
Teilchen, etwa Gasmolekiilen oder Molekiilen einer verdiinnten Fliissigkeit, dann erhalt man
fiir die Konstellation, daB alle Teilchen zufallig in einem Teilvolumen V' von 4 sind,

- ()

S(V.T) = S(Vo, T) = kg n In é (2.23)

und damit

Vergleicht man (2.23) mit (2.22), so drangt sich die Vorstellung des Auftretens der elektro-
magnetischen Strahlung in Form von Quanten geradezu auf. Die Strahlung im Volumen V
besteht im oben betrachteten Fall aus n Photonen mit der Gesamtenergie E = nhv; jedes
einzelne tragt die Energie Eppoton = hv, womit diese zuerst bei Planck aufgetauchte Relation
ihre Bestitigung findet3.

Die Wirkung auf das zeitgendssische physikalische Weltbild blieb zunachst vollig aus. Die
Mehrzahl der Physiker hielt verbissen an der Annahme der universellen Giiltigkeit des Wellen-
bildes fiir Licht fest, man unternahm groBe, teilweise voriibergehend verbreitet akzeptierte,
aber bei genauerer Betrachtung zunachst fruchtlose Anstrengungen, etwa den Photoeffekt
im Rahmen der klassischen Elektrodynamik zu erklaren und behandelte die Lichtquantenhy-
pothese mit klarer, teilweise sogar spottischer Ablehnung.

3|n einer weiteren Arbeit zum selben Thema bemerkt Einstein, daB Plancks Strahlungsformel entgegen
seiner urspriinglichen Uberzeugung keinen Gegensatz zu seiner Quantenhypothese bilde, sondern diese sogar
in gewissem Sinne vorweggenommen habe [238] — natiirlich mit dem Unterschied, daB die Photonen bei
Planck einen Rechentrick ohne Anspruch auf physikalischen Gehalt, bei Einstein jedoch einen sehr realen
Bestandteil der Wirklichkeit darstellen. Klar wird dabei erneut die untergeordnete Rolle, die der Photeoeffekt
bei alledem spielt. Von einem Entscheidungsexperiment kann iiberhaupt keine Rede sein.
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2.3.2 Einsteins Fluktuationsformel

Das anderte sich auch nicht nach Einsteins ndchstem bedeutendem Beitrag zum selben The-
ma, bei dem er sich 1909 mit Fluktuationen thermischer Strahlung beschiftigte [240], [241],
[242]. Er betrachtete dabei (wie schon andere zuvor) einen mit thermischer Strahlung ange-
fillten Behalter mit Volumen V' und verspiegelten Wanden. Die Frequenz der Strahlung soll
im Intervall [v, v+ dv] liegen. Steht der Behilter in thermischem Kontakt mit einem zweiten,
ebenfalls mit Strahlung gefiillten verspiegelten Behilter des Volumens V’, dann darf fiir die

Mittelwerte der Energie der Strahlung nach einer gewissen Zeit niherungsweiseE’/E = '/ V
angenommen werden. Zu einem beliebigen Zeitpunkt weichen die momentanten Werte der
Energie in zufilliger Weise von den Mittelwerten ab; fiir \V gelte etwa £ = E +¢. Gleichzeitig
gelte fiir die Entropie S = Sy + 0. Wir berechnen nun die Stédrke der Fluktuationen oder
genauer gesagt die mittleren quadratischen Abweichungen vom Energiemittelwert £. Diese
erhdlt man als Breite der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Mikrozustande, die das System
im Volumen V' annehmen kann, also gemaB dem Boltzmannschen Prinzip

S=ks InW

aus der Entropie des Systems. Daraus folgt fiir die Anzahl der Mikrozustande eines Makro-
zustands mit Energie £

W = e>/ks
und fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte der Verteilung der Mikrozustande entsprechend
dw S
i /ke
JE Ce (2.24)

mit einer gewissen Konstante C. Nehmen wir an, daB zum Mittelwert E das Maximum Sy+ 0,
der Entropie gehort, so folgt

do\ 0

dE ) g N

d’c “0
dEz ).~

Die Entwicklung der Entropie bis zur zweiten Ordnung in € lautet dann

1 (d°0 5
5—504‘5 (@)EFE,

W _ o [ (o)
dE P 2ke \dE2);

mit einer weiteren Konstanten C’. Das ist eine GauB-Verteilung mit der Breite

E) h (2.25)

und

und (2.24) wird zu

1 | d?%c0

2 _(F_FR—em— (- |29
ME*=(E-E)2=¢ (ks =
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Fiir die Entropie gilt andererseits nach Clausius [160]
d
S= /TQ + konst.,

und fiir deren Anderung

dQ
ds = -
was fiir obige Konstellation die Gestalt
do 1
dE T

annimmt. Lost man die Plancksche Strahlungsformel

8mhu3 1
3 ehv/kgT _ 1

p(v, T) =

nach 1/T auf, so ergibt sich wegen p = E/Vdv

do _ kT | (BmhVidy
dE ~ " Ec3

und weiter

d’o 8mkg TV V2dv

dE2 ~  8ThVEV3dy + E2c3°

Setzt man das in (2.25) ein, erhdlt man fiir die Energiefluktuationen

3
c p)

AE? = hvE + ——— E?.
VE T e ViRdy

(2.26)
Das ist Einsteins Fluktuationsformel3*.

Max von Laue fand 1915 eine alternative Herleitung der Fluktuationsformel, die auf eine
iibersichtlichere Form derselben fiihrt [541]. Ausgehend von der Relation

m=n+2n2

erhalt man bei diesem Zugang

An°=n2—p°=n+n?

und damit weiter
AE?2 = N, (hv)>An* = N, (hv)? (A + 7 ?),

34Eine detaillierte Diskussion dieser Formel samt alternativer und verallgemeinernder Herleitungen aus
historischer und moderner Sicht sowie der zugehdrigen Interpretationen findet der Leser bei [892].
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wobei N, = 87V v2dv/c® die Anzahl der Eigenschwingungen im Volumen V' mit Frequenzen

aus dem Frequenzintervall [v, v 4 dv] ist®®. Identifiziert man E, = N, hvi mit der mittleren
Energie aller Oszillatoren der Frequenz v, so gelangt man zur Relation

AE2 = hvE, +E_/N,

und damit zur Fluktuationsformel (2.26). Da die Energie hier stets auf das Volumen V' be-
zogen wird, kann man dieses Resultat in modernerer Sprechweise als Relation zwischen der
Varianz und dem Erwartungswert der spektralen Energiedichte p(w, T') des elektromagneti-
schen Feldes auffassen und sie auch in der Form

Var(p) = hw E(p) + E*(p) /N,y (2.27)

schreiben.

Die Interpretation von (2.26) beziehungsweise (2.27), die Einstein im AnschluB an seine
Herleitung liefert, ist natiirlich in erster Linie zur Untermauerung seiner Lichtquantenhypo-
these gedacht. Dazu leitet er die beiden Summanden jeweils getrennt als Grenzfille sehr
kleiner beziehungsweise sehr groBer Frequenzen her. Der erste Summand in (2.26), der al-
lein auftauchen wiirde, wenn man in Einsteins Herleitung vom Wienschen Strahlungsgesetz
anstelle desjenigen von Planck ausgegangen ware, kann auch aus der Annahme einer Pois-
sonverteilung der Anzahl der Photonen im betrachteten Hohlraum gewonnen und folglich
den zufalligen Fluktuationen der Photonenzahl, also den Dichteschwankungen und damit den
Energiefluktuationen des Photonengases im Hohlraum zugeordnet werden. Der zweite tritt
bei Verwendung des Jeansschen anstatt des Planckschen Strahlungsgesetzes allein auf und
|aBt sich im Sinne zufilliger Interferenzen sich gegenseitig durchdringender Wellenziige des
elektromagnetischen Feldes im Hohlraum deuten. Danach ist der erste Term derjenige Beitrag
der Fluktuationen des Strahlungsfeldes, der von teilchendhnlichem Verhalten, und der zweite
derjenige, der von wellendhnlichem Verhalten kommt. Insbesondere steht hier zum ersten Mal
ganz offensichtlich die Vorstellungen von Photonen als Teilchen im Sinne von Partikeln im
Vordergrund. Einstein geht dabei jedoch noch einen erheblichen Schritt weiter, indem er die
rechte Seite von (2.27) als Summe zweier Varianzen auffaBt. Unter Verwendung der Relation

Var(A+ B) = Var(A) + Var(B) (2.28)

fiir zwei unkorrelierte ZufallsgroBen A und B faBt er seine Fluktuationsformel zwar nicht
formal explizit, aber verbal unmiBverstandlich im Sinne von

Var(p) = Var(p,) + Var(p,,)

auf und postuliert somit, daB die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes additiv aus
zwei voneinander unabhangigen Anteilen zusammengesetzt ist, einem Teilchenanteil p, und
einem Wellenanteil p,,. Folglich kommt Einstein zum SchluB, daB sich thermische Strahlung

35Man beachte wieder den Faktor 2 wegen der beiden Polarisationsrichtungen es Lichts.
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aus Teilchen und aus Wellen zusammensetzt und diese beiden Bestandteile vollig unabhangig
voneinander sind.

Diese Auffassung rief sogleich Widerspruch hervor, beispielsweise bei Planck [701] und
insbesondere Ehrenfest [228], spater auch bei Wien [930], von Laue [541] und anderen. Nur
Lorentz zeigte sich nach anfanglichen Zweifeln [555] etwas spater zustimmend [557]*. Im
Zuge weiterer Enwicklungen der noch jungen Quantenmechanik®” geriet diese spezielle Dis-
kussion seit den spaten Zwanzigerjahren in Vergessenheit; daB die Skeptiker Recht hatten,
konnte Alexander Bach Jahrzehnte spater in formal rigoroser Weise zeigen. Grundlage seines
Beweises ist die Ubertragung der in den Ortiginalarbeiten physikalisch-robust eingefiihrten
Begriffe auf mathematisch streng definierte GroBen [34]. Um das ganze nachzuvollziehen, be-
trachten wir einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, ., P), wobei Q2 die Wertemenge
der als Zufallsvariable aufgefaBten Energiedichte p ist, . C Z?(2) eine o-Algebra iiber Q2
und P: R — [0, 1] das verwendete WahrscheinlichkeitsmaB auf .. AuBerdem seien p,, und
p, die aus p im Wienschen Grenzfall G > 1/w beziehungsweise im Rayleigh-Jeansschen
Grenzfall Bh < w hervorgehgenden Zufallsvariablen und P,, beziehungsweise P, die zugehd-
rigen WahrscheinlichkeitsmaBe auf .. Die jeweiligen Erwartungswerte und Varianzen seien
entsprechend E, E,, und E, beziehungsweise Var, Var,, und Var,. In dieser formalen Sprache
lautet die Fluktuationsformel wie bereits gesehen

Var(p) = fiw E(p) + E*(p) /N,

und Einsteins Interpretation derselben folgendermaBen: Es gibt auf der rechten Seite der
Fluktuationsformel einen Term Var(p,) = E?(p,)/N,, der auf Teilchenverhalten, also auf
Photonen, und einen Term Var(p,,) = hwE(p,,), der auf Wellenverhalten, also auf Inter-
ferenzeffekte des elektromagnetischen Feldes zuriickzufiihren ist, dabei sind p, und p,, sta-
tistisch unabhangig und es gilt p = p, + p,,. Akzeptiert man das so und setzt es in die
Fluktuationsformel ein, erhdlt man einerseits unter Beriicksichtigung der Additivitat der Va-
rianz von statistisch unabhangigen Zufallsvariablen

Var(p) = Var(p, + p,,) = Var(p,) + Var(p,,) = hwE(p,) + E*(p,,)/N., (2.29)
und andererseits aufgrund desselben Verhaltens des Erwartungswerts
hwE(p, + py) + E*(0p + 0)/No = hwE(p,) + hwE(p,,)
+[E%(0,) + E*(py) + 2E(p,) E(0y, )]/ Nos-

Damit heben sich je zwei Terme heraus, und aus der Fluktuationsformel wird die Relation

N, hw E(p,,) + E*(p,) + 2E(p,) E(p,) = 0.

36Dje Tatsache, daB Lorentz hier den zweiten Term der Fluktuationsformel mit Hilfe der klassischen Elektro-
dynamik und des zentralen Grenzwertsatzes herleitete, belegt allerdings nur, daB die Annahme der Herkunft
dieses Terms aus der Interferenz elektromagnetischer Wellen gerechtfertigt ist, nicht aber die Stichhaltigkeit
der statistischen Unabhangigkeit des Teilchen- und des Wellenanteils.

37Siehe weiter unten.
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Offensichtlich gilt p,,, p, = 0, sodaB diese Gleichung nur erfiillbar ist, wenn

E(p,) = E(py) =0

gilt, woraus wiederum
Var(p,) = Var(p,) = 0

folgt. Das fiihrt auf die unsinnige Aussage, daB die Zufallsvariablen p, und p,, beziiglich
dem WahrscheinlichkeitsmaB P fast sicher verschwinden. Einsteins Interpretation der Fluktua-
tionsformel fiihrt somit zu einem Widerspruch. Dieser Widerspruch verschwindet, wenn man
die beiden Terme der Fluktuationsformel korrekt in der Form Var(p,) = E2(p,)/N.,, bezie-
hungsweise Var(p,,) = hw E,, (p,,) schreibt und damit deren fehlerhafte Version (2.29) durch
die richtige Fassung

Var(p) = Var,(p,) + Var,(p,)

ersetzt — womit man gleichzeitig die Voraussetzung statistisch unabhangiger GréBen p, und
p,, und der daraus folgenden Additivitat der Varianz aufgibt. Formale Ursache der Fehlin-
terpretation ist das unzuldssige Weglassen der Indizes auf der rechten Seite, wie es in der
physikalischen Literatur haufig geschieht. Bach war der erste, der diese Ungenauigkeit mit
allen ihren Konsequenzen detailliert beschrieb [29] - [34], sieht man von einem beildufigen
Hinweis durch Pais einige Jahre friiher ab [661].

Trotz ihrer Fehlerhaftigkeit im Detail ist Einsteins Interpretation seiner Fluktuationsformel
von iiberragender wissenschaftshistorischer Bedeutung, denn die Idee einer gleichzeitigen,
sich klassisch widersprechenden teilchen- und wellendhnlichen Natur quantenmechanischer
Systeme stellt gleichzeitig den Ursprung des Konzepts des Welle-Teilchen-Dualismus dar,
das spater so wichtig werden sollte, daB man es inzwischen ohne weiteres als einen der
Grundpfeiler der Quantenmechanik betrachten darf. Der Weg zu dessen korrekter Form war
jedoch verwinkelt und fiihrte zunachst in eine Sackgasse; erst in den neunziger Jahren sollte
man aus dieser wieder restlos herausfinden.

Interessanterweise ist das Abdriften in diese Sackgasse eng mit der Tatsache verbunden,
daB die Fluktuationsformel auch quantenmechanisch herleitbar ist. Pascual Jordan demon-
strierte das in einer gemeinsam mit Born und Heisenberg verfaBten beriihmten Arbeit von
1926 [113]38. Schon aus historischem Interesse ist es mehr als angebracht, diese Herleitung
im Detail nachzuvollziehen. Wir folgen hier Jordans Originalrechnung mit nur ganz wenigen
Zugestandnissen an moderne formale Gepflogenheiten.

Jordan betrachtet der Einfachheit halber ein eindimensionales Analogon zum eigentlich
interessierenden dreidimensionalen Fall eines elektromagnetischen Feldes in einem Kasten,
genauergesagt eine an beiden Seiten fest eingespannte schwingende Saite der Lange /, und
berechnet fiir diese das Schwankungsquadrat AE? zunichst aus klassischer Sicht. Die seitliche

38Djeser Aufsatz ist unter der Bezeichnung ,Dreimiannerarbeit’ auch weit iiber den deutschen Sprachge-
brauch hinaus bekannt geworden.
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Auslenkung der Saite sei durch die Funktion u(x, t) beschrieben; setzt man deren Fourier-
Entwicklung

ulx,t) = Z qk(t) sin k%x,
k=1

/

2
ak(t) = n /u(x, t) sin k?x dx

in die Hamiltonfunktion

ein, erhalt man

/
1 X ,
) / ZZ {qjqk sin j— Xsmk/x + qj Gk (;) cosj?x cosk?x dx
o J=1 k=1
und wegen
/
2
7 /sin j?x sin k?x dx = b, (2.30)
0
weiter
1 — , T 2
Z ;{[qk(t)] + { / qk(t)] }

Das ist eine unendliche Summe ungekoppelter harmonischer Oszillatoren der Frequenzen
wx = km/l und der jeweilgen Masse //2, was nicht nur die Analogie zur thermischen Strah-
lung illustriert, sondern auch zeigt, daB nicht nur die gesamte Summe, sondern auch jeder
einzelne Summand zeitlich konstant ist. Als nichstes berechnet Jordan die mittlere quadra-
tische Schwankung der Energie in einem kleinen Abschnitt (0, a) der Saite. Da (2.30) auf
diesem Intervall nicht gilt, erhadlt man fiir die Energie auf diesem Abschnitt

> — T 2 K s
ZZ dj Gk SIn J— xsmk/x—i—qjqk <7> c0517xcosk7x ax.

j=1 k=1

I\JI»—\
o\\

Betrachten wir die Diagonal- und die AuBerdiagonalterme dieses Ausdrucks getrennt, finden

wir fiir j = k N ,
EG=0 =3 Y {laoP+ |k ao| f=3n

k=1
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wahrend wir fiir j # k

E(#K) = /Z

Jk=1
J#k

[qJ Jx smj x sin k /X + q; 9k (7> cos ng cos k?x dax.

erhalten. Fiir die jeweiligen zeitlichen Mittelwerte gilt einerseits
E(j=k)=E( = k)
weil samtliche Summenden von E(j = k) konstant sind, und andererseits
E(J#Kk) =0
wegen ; Gx = W = 0 fiir alle j # k, und folglich insgesamt
E=E(j=k).

Fiir die Abweichung der Energie von ihrem Mittelwert auf dem Intervall (0, a) gilt daher

_ _ 1 . . , ™2
AEzE—EzE(HAk):ZZ{qqu]kﬂkqjqk (%) Kjk]
2
stﬁkl
mit

sin[(J — k)wl/a] sin[(j+ k)ml/a]

(j—k)ml/a (j+k)ml/a
W sin [(j—k)ml/a]  sin[(j+ k)7l/a]
N A E (j+k)ml/a

Daraus folgt weiter

AE® = I k2=1 /kz/l [Qj Ak Qi G Kk Kje +J k"K' qj Qi qjr G (7> K Ko
ek i

T™?2 , . . g
+ (7) (J k qj ai gy du Ky Ky +J" K dj Gk gy que K K};«)] :

Geht man zum zeitlichen Mittelwert iiber, verschwinden die AuBerdiagonalelemente wegen
q; dk q,v qk/ = qj' qk qy Qe = 0 wieder, und es bleibt

1 i -5 . —— /T\*
A —

j=1 k=1
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Fiir groBe Saitenlangen / sind die einzelnen Eigenfrequenzen wy = k7 // sehr nahe beieinander
und konnen naherungsweise als kontinuierlich betrachtet werden, sodaB man die Doppelsum-
me durch ein Doppelintegral ersetzen und fiir das Schwankungsquadrat

[ 1 T / 2 -5 5 . ) T 4
0 0

schreiben kann. Ist auch die Intervallange a sehr groB, kann man von der Darstellung

1 Tsinlw—w)d
0w —w) = lim — (W — ')

dw fir a,o/ >0

fur die Delta-Funktion und damit von der Relation

lim % Sin(gw__wf;;) d f(w) dw = f(w)

—Q

Gebrauch machen und erhilt mit g, = q,, fiir w = k7t/I

o0

se=2 [ (@) + (@) dw
0

Um nun das Schwankungsquadrat der spektralen Energiedichte, also diejenige im Frequenz-

intervall [v, v + dv] zu erhalten, greift man aus dem Integral diejenigen Anteile heraus, die
dem genannten Bereich liegen und dividiert diese durch dv = dw/27. Verwendet man den

Virialsatz, folgt zusatzlich q_w = wzq_f, = E/2, mit der mittleren thermischen Energie E. Das

fuhrt auf
—

AEZ?, =
2adv

und damit genau auf denjenigen Anteil der Fluktuationsformel, der vom Rayleigh-Jeans-Gesetz
folgt und aus der klassischen Elektrodynamik erklirbar ist3°.

Wechselt man zur Quantenmechanik, so werden alle GroBen mit Ausnahme des Ortes x auf
der Saite zu linearen Operatoren, beziehungsweise im von Jordan verwendeten Formalismus zu
unendlichen Matrizen*®. Dabei erhilt man Mittelwerte von Matrizen durch Nullsetzen aller
Matrixelemente mit Ausnahme derjenigen auf der Diagonalen*!. Das Schwankungsquadrat
lautet nun

39Dieses Resultat konnte Lorentz schon 1912 herleiten, siehe [557].
40Auf die Matrizenmechanik kommen wir im Detail in Abschnitt 3.3 zuriick.
#1Das entspricht in der modernen Formulierung dem Erwartungswert eines Operators und damit der Formel

(A) = (¥, A9).
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l & «— [ ... o T\
AE* = I E [CIJquj’qk’ Kik Kine +J kJ' K" qj ax ay g (7> e K
k=1 j/ k'=1
sték Jj’;ék/

™2 , . o g
+ (7) (Jkajarqy Qe Ky Kine +J" K" 6 Qi a4 die K Kj/k/)} :
Beim Ubergang zum zeitlichen Mittelwert liefern die Diagonalelemente formal dasselbe Re-
sultat wie im klassischen Fall, also

E*2

AE2u =k — ;
=K 0 ady

allerdings ist hier E” die Summe der Nullpunktsenergie und der mittleren thermischen Ener-
gie, sodaB jetzt

— —2
— (hvadv +E)?>  h?v2a _

AE2, ., = = hvE
Sk 2adv 2dv v +23d1/

(2.31)
gilt. Die Nichtdiagonalelemente verschwinden nun nicht mehr, sondern liefern den Beitrag

— al? . .
BEZ = o (qw 4’ + a qf) w? duw. (2.32)
0

Die Matrizen q, und qy erfiillen weiterhin die klassischen Bewegungsgleichungen®?, in diesem
Fall also

Ak = —wj dx.
Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung 4Bt sich beispielsweise in der Form

dax(0)

ax(t) = ak(0) cos (wkt) + sin (wt)

schreiben, oder mit /q,/2 = px auch

2p«(0)
/wk

ax(t) = qx(0) cos (wkt) + sin (wt).

Damit lassen sich die Mittelwerte in (2.32) direkt berechnen. Unter Verwendung von
— —— 1
sin“(wt) = cos?(wt) = 5

und

sin (wt) cos (wt) =0

42Sjehe Abschnitt 3.3.
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erhalt man

ax(t) ak(t)

: Pl;(O) cos (wkt) — wk Ak (0) sin (wit)

= |qx(0) cos (wit) + 2'7#&0) sin (wkt):| {

—| =

0(0)Pi(0) ~ A (0) ()] = 7 [a(0). PL(0)]

und mit den kanonischen Vertauschungsrelationen weiter

————— ih
) qe(t) = =—
ax(t) ak(t) ol
sowie ganz analog
—_— ih
1. (1) Qi (t) = —=—.
a(t) ak(t) = —5

Einsetzen in (2.32) und Ubergang zur spektralen Energiedichte liefern folglich

— h?v?a
2, =
BB = — (2.33)
Durch Zusammenbau von (2.31) und (2.33) erhdlt man dann
=2
vET 2adv (2:34)

und damit ein Resultat, das genau die Form der Fluktuationsformel hat. (2.34) gilt in groBer
Allgemeinheit; die einzige Einschrankung ist die fiir den Ubergang von Summen zu Integralen
notwendige Forderung der stetigen Abhangigkeit der auftretenden GroBen von der Frequenz
v. AuBerdem ist die quantenmechanische Fluktuationsformel in keiner Weise auf Gleichge-
wichtszustande beschrankt. Besondere Bedeutung erhilt sie jedoch durch die Eigenschaft,
die erste Quantisierung eines kontinuierlichen Systems darzustellen. In diesem Sinn handelt
es sich hierbei um den Anfang der Quantenfeldtheorie.

Die quantenmechanische Fluktuationsformel hat zwar die Form des Originals, ist aber ge-
naugenommen nicht mit diesem identisch. Denn (2.34) ist eine quantenmechanische Unschér-
fe, also die Varianz eines quantenmechanischen Operators, wogegen (2.26) das Schwankungs-
quadrat thermodynamischer Fluktuationen beschreibt. Eine solche Aussage ist aus (2.34) nur
zu gewinnen, wenn man auf beiden Seiten den thermischen Mittelwert bildet. Duncan und
Janssen konnten jedoch 2007 zeigen, daB sich dadurch eine Formel von exakt derselben Form
wie (2.34) und damit genau die Einsteinsche Fluktuationsformel (2.26) ergibt [222]*3. Damit
ist die Moglichkeit ihrer quantenmechanischen Herleitung auch unter formal wie physika-
lisch strengen Anforderungen gesichert — wobei die Moglichkeit keineswegs die Notwendigkeit

43In dieser Arbeit wird auBerdem das oben beschriebene Resultat von Jordan in quantenmechanisch mo-
derner Form abgeleitet.
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einer solchen Herleitung einschlieBt, auch wenn Jordans Rechnung essentiell auf der Nichtver-
tauschbarkeit quantenmechanischer GréBen aufbaut. Bach zeigte 1989, daB die Einsteinsche
Fluktuationsformel prinzipiell auch mit Mitteln der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie her-
leitbar sein muB [34], was einschlagige Herleitungen, wie sie von Laue [541], Planck [709] und
Ehrenfest [229] jeweils vor der Entdeckung der Matrizenmechanik vorlegten, nachtraglich
rechtfertigt®*.

Dennoch setzte sich ab 1925 die fehlerhafte Auffassung durch, die Fluktuationsformel
sei auf korrektem Weg nur im Rahmen der neuen Quantentheorie zu bekommen, was na-
tirlich die Rezeption der Lichtquantenhypothese und des noch unfertigen, bis dahin nur in
der oben beschriebenen Einsteinschen Fassung vorliegenden Welle-Teilchen-Dualismus heftig
beeinfluBte. Erstere hatte sich gerade erst etabliert, wie wir gleich noch sehen werden, letz-
terer dagegen war weiterhin auf verbreitete Ablehnung gestoBen. Die neue Quantentheorie
anderte das insofern drastisch, als sie weit iiber beide Auffassungen hinausging und sowohl die
Teilchen- als auch die Wellenvorstellung gewissermaBen aufloste. Welle-Teilchen-Dualismus
bedeutete in diesem Sinn, die klassischen Begriffe von Welle und Teilchen praktisch aufzuge-
ben, sie zumindest aber als vollig austauschbar und damit ohne tatsachliche Entsprechung in
der Realitat zu betrachten. Die Hohlraumstrahlung ware danach ganz nach Belieben als ein
System von Wellen oder ein System von Teilchen oder auch als ein System von Wellen und
Teilchen auffaBbar [34], ohne daB man der (vollig abstrakten) Realitat mit irgendeinem dieser
drei Bilder wirklich nahegekommen ware. Diese Version des Welle-Teilchen-Dualismus war
neben der Wahrscheinlichkeitsdeutung, die uns ebenfalls noch beschaftigen wird, der zweite
Aspekt der Quantentheorie, den Einstein nie akzeptierte, zu Recht, wie wir heute wissen. Der
Nebel verzog sich jedoch erst zu Beginn der neunziger Jahre, dann allerdings mit spektakula-
ren neuen Entwicklungen. Die Entdeckung der aktuellen Form des Welle-Teilchen-Dualismus
ist insbesondere Englert, Walter und Scully zuzuschreiben, die nicht nur die Unabhangigkeit
desselben von der Heisenbergschen Unscharferelation nachweisen konnten, sondern ersteren
als eigenstindiges quantenmechanisches Grundprinzip etablierten [262], [264], [805]. Die-
ses besagt, daB bei Interferenzexperimenten mit einzelnen Quantenobjekten deren Fahigkeit
zum Ausbilden von Interferenzmustern umso geringer ist, je besser ihre klassisch moglichen
Wege im verwendeten Interferometer voneinander unterscheidbar sind*®. Englert gelang es
wenig spater, diesen Sachverhalt zu formalisieren, indem er eine quantitative Dualitatsrelati-
on herleitete [260], [261]. Bei geeigneter Definition der Unterscheidbarkeit & der Wege des
Interferometers und der Sichtbarkeit 7" der Interferenzmuster lautet diese Relation

2%+ 2 < 1.

Diese Dualitatsrelation wurde inzwischen mehrfach experimentell bestitigt*®.

44Bach fiihrte dazu das Konzept der klassischen ununterscheidbaren Teilchen ein, womit ein vermeintlich
rein quantenmechanischer Sachverhalt in den klassischen Bereich iibertragbar wird [31], [33].

45Eine friihe, allerdings nicht weiter ausgearbeitete Andeutung dieser Idee findet man bei Wolfgang Biichel
[136].

“6Einen aktuellen Uberblick des Konzepts des Welle-Teilchen-Dualismus in seiner modernen Formulierung
mit umfangreichen Literaturangaben findet man in [897].
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Die wirkliche Bedeutung der quantenmechanischen Herleitung der Fluktuationsformel
liegt in ihrer Eigenschaft, die erste rudimentdr quantenfeldtheoretische Beschreibung eines
kontinuierlichen Systems darzustellen. Ungeachtet der Tatsache, daB ihre Herleitung auch
nicht-quantenmechanisch moglich ist, findet sich hier die korrekte Interpretation der Fluk-
tuationsformel. Der erste Term in der Fluktuationsformel, der teilchendhnliche Fluktuatio-
nen beschreibt, 138t sich danach auf Anzahlfluktuationen individueller, unkorrelierter Teilchen
zurlickfiihren; seine Ursache liegt in der Nullpunktsenergie des quantisierten elektromagneti-
schen Feldes. Der zweite Term, der wellendhnlichen Fluktuationen zuzuordnen ist, berticksich-
tigt typische quantenmechanische Korrelationen des Photonenfeldes, die auf Interferenzeffekte
zuriickzufiihren sind. Damit wird auBerdem der grundlegenden Bedeutung der relativistischen
Quantenfeldtheorie Rechnung getragen, die ihr in ihrer Eigenschaft als Vereinigung der Quan-
tenmechanik und der speziellen Relativitdtstheorie zukommt.

2.3.3 Photoeffekt und Quantentheorie

Konnte schon Einsteins Fluktuationsformel nicht zu einer friiheren Etablierung der Licht-
quantenhypothese beitragen, so wurde letztere erst recht weiterhin nicht ernst genommen,
als verschiedentlich quantitative Deutungen des Photoeffekts veroffentlicht wurden, die allein
vom Wellenbild elektromagnetischer Felder Gebrauch machten. Zwar war zunachst mit der
Theorie von Richardson [733], [734] nur eine Version dabei, die sich dauerhaft als korrekt
erwies, damit blieb aber die jeweils baldige Wiederlegung der iibrigen Vorschlage wirkungslos.

1926 und 1927 zeigten wie erwdahnt Wentzel und Beck erneut, daB man zur Deutung
des Photoeffekts sehr gut auch ohne Photonen auskommen kann. Sie betrachteten dabei die
beteiligten Elektronen zwar als quantenmechanische Objekte, das mit ihnen wechselwirkende
Licht jedoch als kontinuierliche elektromagnetische Wellen und gelangten so ebenfalls zum
Resultat (2.21). Beide verwendeten zur quantenmechanischen Beschreibung des Elektrons
Resultate aus Schrodingers vierter Mittelung [789] seiner Artikelserie zur Wellenmechanik;
Wentzel betrachtete klassische Lichtwellen als Stérung von Atomen [920], [922], Beck be-
nutzte Schrodingers relativistische Wellengleichung mit angekoppeltem klassischen elektro-
magnetischen Feld [45]. Im iibrigen kann man mit Hilfe der zeitabhdngigen Stérungstheorie
die Herleitung der Gleichung (2.21) noch sehr viel direkter bewerkstelligen, wovon wir uns im
folgenden iiberzeugen werden.

Wir betrachten ein quantenmechanisches System mit Hamiltonoperator ﬁo, das in Wech-
selwirkung mit einem klassischen elektromagnetischen Feld mit der Frequenz w und der Am-
plitude V' tritt; letzteres ist durch einen Stérungs-Hamiltonoperator der Form

H(t) = Ve ™ 4 v+ et (2.35)

beschreibbar. Wir interessieren uns fiir die Ubergangsrate der durch ﬁ’(t) induzierten Uber-
gange vom Anfangszustand 7); in den dadurch entstehenden Endzustand v des betrachteten
Systems; beide Zustande seien Eigenzustande des ungestorten Hamiltonoperators Hg, es gelte
also etwa

Howi = Eip;, Howr = Efy.
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Die zeitabhingige Storungstheorie liefert fiir die Wahrscheinlichkeit eines Ubergangs in erster
Ordnung

Pinr(t) = [(¥r, U'D (00, —00) )2, (2.36)
dabei ist U'") der Term erster Ordnung in der zeitgeordneten Dyson-Reihe
Ut t) = Z U™(t, to)
n=0
- 1 ’ iy Y / "
=D (E) // /T[H(t) A", ... H (] at dt” - de®.
n=0 to to

des Zeitentwicklungsoperators im Wechselwirkungsbild beziiglich I—A/’(t). Die gesuchte Uber-
gangsrate erhdlt man durch Division der Ubergangswahrscheinlichkeit durch die Zeit. Mit
(2.35) findet man

(s, UMD (00, —0) ;) = %{(qpf,vw,) /exp [i(Er — E; — hw)t/H] dt

+ (Yr, V* i) / exp [i(Ef — E; + hw)t/A] dt}

= 2Tl V) 6(Er — E 1)
+ (%, V* ;) 0(Er — E; + hw)].

Der erste Summand liefert einen Delta-Peak fiir £ — E; = hw und beschreibt die Absorption
eines Photons der Energie fiw, der zweite liefert einen Delta-Peak fiir E; — Ef = hw und
steht fiir die Emission eines solchen Photons; hier interessiert uns folglich nur der erste der
beiden. Einsetzen in (2.36) liefert

Pi(t) = 4m? | (Pr, V)2 6%(Efr — E; — hw),

das heiBt, wir bendtigen das Quadrat der Delta-Funktion. Dieses kdnnen wir uns mit einem
Trick beschaffen; wir schreiben dazu

6°(Ef — E; — hw) = 6(Ef — E, — hw) ?1’7 / exp [((Er — E; — hw)t/h] dt
= 0(Er —E — hw) 5 [t]+°° = 00
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und erhalten zunéchst einen divergenten Ausdruck. Division der unendlichen Ubergangswahr-
scheinlichkeit durch unendliches t liefert daraus jedoch eine definierte Ubergangsrate

Pi—)f(t):| e 2T

Wisr = [ " :F’(wfvai)yzé(Ef_Ei_ﬁw)

—0o0

fiir die Absorption eines Photons*’. Fiir die Energieeigenwerte folgt daraus
Ef = hw + E,‘.

Im speziellen Fall des Photoeffekts beschreibt 1); den Zustand eines in der Photokatho-
de gebundenen Metallelektrons und 7)r denjenigen eines freien Elektrons; entsprechend ist
—E¢ = Ek die Austrittsenergie des Kathodenmaterials und Ef = E, .« die maximale kineti-
sche Energie der Photoelektronen. Wir erhalten folglich

Emax = hv — EKv

also genau Gleichung (2.21), und damit die typische Frequenzabhingigkeit der kinetischen
Energie der freigesetzten Elektronen beim Photoeffekt*®. Dabei wurde ausschlieBlich von
klassischen elektromagnetischen Wellen und damit an keiner Stelle von Photonen Gebrauch
gemacht.

Wir stellen fest: Die nach wie vor weitverbreiteten Behauptungen, der Photoeffekt sei
nur durch teilchenartiges Verhalten des Lichts zu erklaren und folglich ein Beweis fiir die
Existenz von Photonen, treffen nicht zu. Experimente, bei denen das Licht tatsichlich und
unvermeidlich teilchenartig zu erklarendes Verhalten zeigt, gibt es sehr wohl, sie waren in den
Pioniertagen der Quantenmechanik jedoch noch nicht durchfiihrbar®®.

2.3.4 Der Compton-Effekt

Wirklich entscheidend fiir die allgemeine Akzeptanz der Lichtquantenhypothese war erst der
Compton-Effekt, also die Streuung von Licht an freien oder schwach gebundenen Elektronen.
Solche Phinomene wurden erstmals 1923 von A. H. Compton eingehend beschrieben [163],
[164], [165]. Dabei stellt man einen Impulsiibertrag von Licht auf Elektronen fest, und zwar
nicht nur betrags- sondern auch richtungsmaBig. Dies duBert sich in einer Verschiebung der
Wellenlange A des gestreuten Lichts; fiir diese gilt unabhangig vom Streumaterial

A= MXo+ Ac (1 — cosb), (2.37)

4"Das geht natiirlich auch auch in formal strenger Weise unter Verwendung von Fermis goldener Regel;
siehe beispielsweise [519]. Obwohl nach Fermi benannt, wurde die goldene Regel im wesentlichen von Dirac
entdeckt [200]; diese Arbeit stellt gleichzeitig einen der ersten Beitrdge zur spateren Quantenfeldtheorie dar;
vergleiche hierzu auch Abschnitt 2.3.2. Die Bezeichnung , goldene Regel” indes stammt von Fermi selbst
[282], weswegen sie spater dessen Namen als Zusatz erhielt.

“8Man beachte aber Anmerkung 46 in Abschnitt 1.2.4.

“9Dazu gehéren unter anderem die Tatsache, daB Atome bei der Emission von Licht einen RiickstoB erfah-
ren, was nur mit der Vorstellung von Photonen erklarbar ist, und insbesondere die modernen quantenoptischen
Experimente mit einzelnen Photonen. Siehe hierzu beispielsweise [119] und [328].
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wobei A\c = h/m.c = 0,024 A die sogenannte Comptonwellenlinge und 6 der Streuwinkel
ist. Die Hypothese, das Licht bestehe aus Teilchen fiihrt dabei auf eine zwanglose Erklarung
in Form eines relativistischen StoBprozesses zwischen Elektronen und Photonen. Allerdings
1Bt sich auch dieser Effekt ebenso mit einer reinen Wellenvorstellung des Lichts erklaren, was
Compton selbst bereits feststellte, als er (2.37) in ein und derselben Veréffentlichung sowohl
mit Hilfe von Photonen als auch klassischen elektromagnetischen Wellen herleitete®.

Ersteres ist so etwas wie physikalisches Allgemeingut, daher diirfte es interessanter sein,
sich etwas genauer mit letzterem zu beschiftigen®!. Dazu betrachten wir eine zirkular pola-
risierte elektromagnetische Welle®2, die an einem zunichst im Laborsystem ruhenden Teil-
chen der Ruhemasse m gestreut wird. Die Welle bewege sich im Laborsystem in positive
z-Richtung, was durch die Feldstarken

E(z,t) = E{& coslwo(t—2z/c)]+ &, sinfwy(t —z/c)]},

~

B(z,t) = g{—é’x sin[wo (t — z/c)] + €, cos|wo (t — z/C)]}

beschrieben werden kann; dabei sind € und €, Einheitsvektoren in x- beziehungsweise y-
Richtung. Die Wechselwirkung mit dem Feld fiihrt zu einer Schraubenbahn des Teilchens
als Resultat der Uberlagerung zweier Teilbewegungen. Dabei handelt es sich einerseits um
eine Kreisbahn, die durch das rotierende elektrische Feld verursacht wird und gegenphasig zu
diesem verlduft; auf dieser bewegt sich das Teilchen stets antiparalell zum ebenfalls rotieren-
den magnetischen Feld, so daB keine magnetische Kraft auftritt53. Damit tritt andererseits
eine geradlinig-gleichformige Bewegung langs der Ausbreitungsrichtung der Welle auf. Fiir die
Geschwindigkeit dieser geradlinigen Bewegung schreiben wir

vV =0Bcé,.

Nun betrachten wir den denselben Vorgang im Ruhesystem des Teilchens nach der Wech-
selwirkung, das heiBt, in einem Inertialsystem, das sich mit der Geschwindigkeit v = (B¢
relativ zum Laborsystem in Richtung der positiven z-Achse bewegt, und dessen Ursprung
zum Zeitpunkt der Wechselwirkung mit demjenigen des Laborsystems zusammenfillt. Da die
Phase der Welle Lorentz-invariant ist, gilt hier

E'(Z t) = E'{& coslwp(t—2z/c)]+ &, sinfwo (t—z/c)]},

~

!/

B'(Z,t) = E?{—éx sinfwo (t — z/c)] + €, cos|wy (t —z/c)]}

%0N3heres dazu sowie weitere Literaturangaben findet man in [519].

51Wir folgen hier im wesentlichen der Darstellung in [209].

52Das erfolgt aus reiner Bequemlichkeit der Darstellung und ist keine Einschrinkung der Allgemeinheit, da
man zirkular polarisierte Wellen als Basis fiir beliebige Polarisationen verwenden kann; beispielsweise kann man
linear polarisierte Wellen stets als Linearkombinationen gegenlaufig zirkular polarisierter Wellen darstellen.

53Wir vernachlissigen sowohl die Strahlungsriickwirkungskraft des beschleunigt bewegten Teilchens, ver-
gleiche Abschnitt 1.2.3.3, als auch die Wechselwirkung des Magnetfelds mit dem magnetischen Moment des
Teilchens.
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mit dem transformierten elektrischen Feld

—

5 = [1-p
E'=E | ——.
+B

—

Das magnetische Feld und die Frequenz transformieren sich entsprechend gemaB

. /1-8
B'=B|——
1+
beziehungsweise
1-p
"= — 2.38
w=wo 1745 (2.38)

dabei ist die Relation fiir die Frequenz gerade der relativistische Doppler-Effekt.

Ein Beobachter an einem Punkt P, dessen Ortsvektor im Laborsystem mit dessen z-
Achse den Winkel 9 bildet, stellt fest, daB das beschleunigt bewegte, geladene Teilchen eine
elektromagnetische Welle aussendet. Deren Frequenz ist im bewegten System w’ und im

Laborsystem
o 1+ cos @

V1-p62
Aus dem Winkel 6 wird im bewegten Bezugssystem 6’, wobei fiir die beiden Winkel die
Relation

(2.39)

, cos@—p(
cos ' = T Gcoso (2.40)
gilt. Einsetzen von (2.38) und (2.40) in (2.39) liefert
W= “o
B B
1+ ——(1-
+ - (1 —cos 0)

oder, auf die Wellenlange umgeschrieben und unter Verwendung der Abkiirzung

e=p0/(1-0),
A= X [l+¢€(1l—cosb).

Ein Vergleich mit der Comptonschen Formel (2.37) zeigt, daB die beiden Resultate identisch
sind, wenn man gX\g = A setzt®.

Damit fallt auch der Compton-Effekt als Entscheidungsexperiment fiir oder wider die
Wellennatur des Lichts aus — entgegen anderslautender Darstellungen, die hier genauso weit-
verbreitet zu finden sind wie beim Photoeffekt, und die den Comptoneffekt als einen der
wesentlichen Beweise fiir die Existenz von Photonen verkaufen. Compton war nicht der ein-
zige, der um die Unrichtigkeit solcher Ausfiihrungen wuBte; auf klassische und halbklassische

54Dje Relation Ac = h/mc ist intrinsisch quantenmechanisch und |48t sich im obigen klassischen Modell
natiirlich nicht herleiten.
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Beschreibungen der Streung von Photonen und Elektronen wurde auch in der Folgezeit ver-
schiedentlich hingewiesen®®. Immerhin demonstriert er sehr deutlich, daB dem Licht ein Impuls
zugeschrieben werden kann®®.

Erstaunlicherweise verhalf der Compton-Effekt dennoch der Lichtquantenhypothese zum
Durchbruch, was sich nahtlos an die Rezeption der etwa gleichzeitig aufgetauchten quan-
tenmechanischen Herleitung der Einsteinschen Fluktuationsformel durch Jordan anschloB®’.
Die Vorstellung, Licht kdnne auch teilchenhaftes Verhalten an den Tag legen, war fortan
in der physikalischen Welt salonfahig, und die Teilchenvorstellung des Lichts war von da an
als gleichberechtigte Sichtweise neben der Wellenvorstellung anerkannt, wenn auch in un-
reflektierter und vermeintlich nahezu beliebig austauschbarer Weise. Bis zu einem wirklich
tiefgehenden Verstandnis der tatsachlichen Natur des Welle-Teilchen-Dualismus sollte es in-
des noch Jahrzehnte dauern.

Es sollte an dieser Stelle auch erwdhnt werden, daB klassische oder halbklassische Beschrei-
bungen welcher Art auch immer des Photoeffekts wie auch des Compton-Effekts natiirlich
nicht das geringste daran andern, daB es sich bei beiden um genuin quantenfeldtheoretische
und damit beliebig nichtklassische Sachverhalte handelt. Bei genauerer Betrachtung stellt man
dann auch fest, daB gewisse subtile Details in beiden Fallen ausschlieBlich unter Zuhilfenah-
me quantisierter elektromagnetischer Felder und damit dem, was im Volksmund ,Photonen”
genannt wird, verstanden werden kénnen%8. Das dndert jedoch nichts daran, daB die popul3-
reren, in der elementaren Lehrbuchliteratur beschriebenen Eigenschaften der beiden Effekte
nicht dazu gehoren.

2.4 Die Atommodelle von Bohr und Sommerfeld

Die Theorie der Lichtquanten stellte nur den allerersten Anfang einer Umwalzung der gesam-
ten Physik dar, die insbesondere auch zu vollig neuen Vorstellungen vom Aufbau der Atome
fiilhren sollte. Die Probleme, die als Folge des Rutherfordschen Streuexperiments bei der
Modellvorstellung der Atome und in diesem Zusammenhang bei der Erklarung der Atomspek-
tren mit ihren diskreten Linien auftraten, machten auch hier die Notwendigkeit einer solchen
Umwalzung sehr deutlich. Das Planetensystemmodell der Atome mit seinen die Atomkerne
umkreisenden Elektronen, das die Spektrallinien durch Ubergange dieser Elektronen zwischen

55Beispielsweise 1926 von H. Kallmann und H. Mark, die ausdriicklich bemerkten, daB eine Entscheidung
zwischen Wellen- und Teilchenvorstellung des Lichts aufgrund des Compton-Effekts nicht méglich ist [484],
oder von Schrédinger, der 1927 eine halbklassische Herleitung auf Basis der Klein-Gordon-Gleichung prasen-
tierte [791]; siehe dazu auch [843]. Vergleiche auch den klassischen Zugang von S. Bjorck aus dem Jahr 1932
[69].

%6Die Vorstellung eines Photonenimpulses taucht erstmals 1909 bei J. Stark auf [832].

>Siehe Abschnitt 2.3.2.

58Beispielsweise ist es beim Photoeffekt nicht méglich, durch einen Strahlteiler gleichzeitig an zwei Detekto-
ren Photoelektronen auszuldsen, was im Modell klassischer Lichtwellen selbst dann geschehen sollte, wenn die
Energie des Lichtstrahls nurmehr einzelnen Photonen entspricht [158]. Ein Beispiel fiir den Compton-Effekt
ist die genaue Beschreibung von dessen Streuquerschnitt durch die Klein-Nishina-Formel [502].
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verschiedenen Bahnen erklart, fiihrte bekanntlich zu den in Abschnitt 1.2.3 beschriebenen Wi-
derspriichen; es konnte weder die diskrete statt kontunierliche Struktur der Spektrallinien noch
die Stabiltdt der Atome erklaren. Bohr und Sommerfeld gelang es unter Zuhilfenahme ge-
wisser Ad-Hoc-Annahmen Atommodelle zu konstruieren, die die Berechnung der einfachsten
Atomspektren gestatteten. Bei komplexeren Atomspektren und bei Molekiilspektren funktio-
nierten die Atommodelle allerdings schon nicht mehr, und von einer Erklarung der Stabilitat
der Atome konnte dabei erst recht keine Rede sein. Dennoch ist es aus historischer und auch
mathematischer Sicht sehr lohnend, sich damit zu beschaftigen.

2.4.1 Das Bohrsche Atommodell

Ausloser fiir die Suche nach einer neuen Atomtheorie war wie erwahnt einerseits das Pro-
blem der fehlenden Stabilitdt des Rutherfordschen Planetensystemmodells der Atome, und
andererseits die bereits in der Mitte des 19. Jahrhunderts zuerst von Bunsen und Kirchhoff
gemachte Beobachtung der charakteristischen Spektren, die alle Elemente besitzen. Insbe-
sondere fiir Wasserstoff wurde dies in der Folgezeit sehr eingehend weiter untersucht. Dabei
fand zunachst Balmer 1885 eine Formel, mit der die Frequenzen einer prominenten, im sicht-
baren beginnenden und im nahe Ultravioletten weitergehenden Serie von Spektrallinien des
Emissionsspektrums von Wasserstoff berechnet werden kénnen [37]; die Balmer-Formel lautet

1 1

mit n = 3,4, .. .. Die Konstante vg = 3,29-10'° Hz wurde spater Rydbergfrequenz genannt,
denn das Resultat konnte 1889 von Rydberg verallgemeinert werden. Dieser stellte fest, daB3
sich das gesamte Spektrum des Wasserstoffatoms, das aus mehreren Serien von Spektrallinien
besteht, durch eine Formel beschreiben 15Bt, bei der sich (2.41) als Spezialfall erweist, namlich

durch
1 1
V= e (_ _ _> | (2.42)

mitn’ <n n =12 ..., n=273, ... (242) heiBt Rydberg-Formel. Ahnliche Linienspek-
tren und entsprechende Formeln wurden von H. Kayser, C. Runge® und F. Paschen auch fiir
viele andere Atome gefunden [486] - [490], [749], [750], [752] - [756], wobei insbesondere die
Konstante vor der Klammer materialabhdngig und nur experimentell bestimmbar war. Die
Uberginge waren also quantisiert, wenn auch dieser Begriff in der damaligen Zeit noch nicht
verwendet wurde.

Nachdem sich die klassische Physik als auBerstande erwiesen hatte, diese Phanomene
zu beschreiben, fand Bohr 1913 ein Modell, daB tatsachlich in der Lage war, zumindest

%Das ist derselbe Runge, der zusammen mit M. W. Kutta das Runge-Kutta-Verfahren zur numerischen
Losung von Differentialgleichungen entdeckt hat. Runge war promovierter Mathematiker und erstreckte seine
Tatigkeiten von der Mathematik bis zur Experimentalphysik.
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die Spektren wasserstoffahnlicher Atome im wesentlichen richtig vorauszusagen [84]%°. Die
entscheidende Grundidee war hierbei (und dariiberhinaus fiir die gesamte Mikrophysik der fol-
genden Jahre) das sogenannte Korrespondenzprinzip, wonach mit wachsendem Bahnradius
r, das heiBt mit wachsenden Werten von n und r’, die quantisierte Atomphysik in die klassi-
sche Physik iibergehen soll. Bohr behielt fiir sein Atommodell die Rutherfordsche Vorstellung
von sich auf Kreisbahnen um die Kerne bewegenden Elektronen bei und schaltete die damit
verbundenen Schwierigkeiten kurzerhand durch drei nicht weiter begriindete und im Rahmen
dieses Modells auch gar nicht weiter begriindbare Ad-Hoc-Annahmen aus, den beriihmten
Bohrschen Postulaten. Im Einzelnen beinhalten diese folgendes:

1. Bohrsches Postulat: Elektronen diirfen sich nur auf ganz bestimmten, diskreten Bahnen
mit diskreten Energien E,, bewegen.

2. Bohrsches Postulat: Die Bewegung der Elektronen auf diesen Bahnen erfolgt strahlungs-
frei. Ein Elektron kann von einer Bahn mit héherer Energie E,, unter Emission von Strahlung
auf eine Bahn mit tieferer Energie E, iibergehen und bei Absorption von Strahlung einen
umgekehrten Ubergang durchfiihren. Die Frequenz der dabei emittierten beziehungsweise
absorbierten Strahlung betragt

E,—Ey=hv.

3. Bohrsches Postulat: Die Bestimmung der Rydberg-Frequenz muB durch Vergleich der
Umlauffrequenzen der Elektronen mit der Frequenz der emittierten und absorbierten Strahlung
erfolgen.

Mit diesen Postulaten als Ausgangspunkt lassen sich nun die Radien und die Energieni-
veaus der Bahnen der Rutherfordschen Atombhiillenelektronen auf einfachste Weise berechnen.
Zunachst betrachtet man ein durch die elektrische Kraft F des Kerns auf eine Kreisbahn ge-
zwungenes Elektron, sodaB diese Coulomb-Kraft als Zentripetalkraft aufgefat werden kann.

Es gilt also Fe; = Fz oder
2
, €
Merw” = —. (2.43)

Die potentielle Energie des Elektrons im Coulombfeld betragt

Epot:—/Fe|dr——e /—dr——

Fiir die Gesamtenergie gilt daher

2
E= %mersz — eT
und mit (2.43)
o2
E — ot (2.44)

0Bohr publizierte noch im selben Jahr umfangreiche Erweiterungen seiner Theorie [85], [86]. Eine aus-
fuhrliche Beschreibung des Bohrschen Atommodells findet sich bei [373] sowie [500].
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GemaB dem ersten Bohrschen Postulat miissen diese Energiewerte quantisiert sein. Aus dem
zweiten Bohrschen Postulat folgt zusammen mit der Rydbergformel (2.42) fiir diese Energie-
werte die Beziehung

E,=—. (2.45)
Entsprechend dem dritten Bohrschen Postulat vergleicht man nun die Umlaufffrequenz des

Elektrons mit den Ubergangsfrequenzen. Dazu wird der Ausdruck (2.44) fiir die Gesamtener-
gie des Elektrons mit Hilfe von (2.43) umgeformt auf

1
E=—3 (e*mew?)Y/3. (2.46)

Mit (2.42) findet man fiir groBe n, n" (n — n' = An),

1 1 2A
V=WR— [ — 1 %uR—3n. (2.47)
n“ [(1—An/n) n

GemaB dem Korrespondenzprinzip wird diese Frequenz nun mit der klassischen Umlauffre-
quenz des Elektrons gleichgesetzt. Fiir An = 1 wird (2.47) zu

2I/R
V= —",
n3

und diese Frequenz wird nun in (2.46) eingesetzt. Damit ergibt sich fiir die Gesamtenergie

1/3
vrh 8m2e*m.3 /
n® '

und Auflésen nach der Rydberg-Frequenz liefert

21l mee*

- (2.48)

VR =
was zum korrekten numerischen Wert fiihrt. Fiir die Gesamtenergie des Elektrons im n-ten

Niveau findet man damit
21’ mee*

h2n2

und fiir die Ubergangsenergie beim Ubergang vom Niveau n; in das Niveau n,

E,=— (2.49)

2mlmee* [ 1 1
Enl.nzzTe (/7_1_17_2) ) nlyn2€1N\{O}, n2§n1.

Fiir die entsprechenden Ubergangsfrequenzen gilt

2mlmae*

1 1
Unl,nzzT (———) . ny, no € N\ {0}.

m no
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Hiermit konnen die Spektrallinien des Wasserstoffs recht genau vorausberechnet werden.
Ersetzt man die Elektronenmasse m. durch die reduzierte Masse und schreibt

2mlm.Me* [ 1 1
= | —— — |, , N , 2.
Yni.n hg(me I M) (nl n2> Ny, N2 € \{O} ( 50)

wobei M die Masse des Atomkerns ist und wodurch die Mitbewegung des Kerns beriicksichtigt
wird, so 13Bt sich die Ubereinstimmung mit den MeBwerten noch verbessern.

Einige weitere Folgerungen aus dem Bohrschen Atommodell seien an dieser Stelle gleich-
falls angemerkt. Zunachst liefert Gleichsetzen von (2.44) und (2.45) unter Verwendung von
(2.48) fiir die Radien der Elektronenbahnen den Ausdruck

h%n?

= trzme "EN \ {0}. (2.51)

I'n

Setzt man n = 1, so erhdlt man beim Wasserstoffatom gerade den Bohrschen Radius
rn=5,29-10" m; geht n gegen Unendlich, divergieren die Radien.

Fiir den Bahndrehimpuls /' = 7 x  der umlaufenden Elektronen 148t sich eine Folgerung
ableiten, die sich in der weiteren Entwicklung der Quantenmechanik als von groBer Tragweite
erweisen sollte. Berechnet man den Betrag des Bahn-Drehimpulses gemaB

|T| = MV, I, = mer,fw,,,

so findet man die Quantisierungsbedingung®!
] =50 ne N\ {0}. (2.52)

Daraus erhdlt man fiir die Geschwindigkeiten des Elektrons auf den einzelnen Bahnen

2me?
" T Thn

Die Drehimpuls-Quantisierung 138t sich auch in der Form
S:ygpdx:hn, ne N\ {0}
schreiben und besagt damit, daB die Wirkung®? entlang eines geschlossenen Weges im Konfi-

gurationsraum nur ganzzahlige Vielfache des Planckschen Wirkungsquantums annehmen kann
— womit sich dessen Name erklart. Im Ubrigen |48t sich das Bohrsche Atommodell leicht auf

61Die Quantisierung des Bahndrehimpulses wird sehr hiufig als eines der Bohrschen Postulate betrachtet,
was jedoch nicht richtig ist. Sie ist lediglich eine Folgerung daraus. Im iibrigen zeigt sich hier schon ein
drastischer Mangel der Bohrschen Theorie, da mit n # 0 auch / # 0 folgt, sodaB es keine s-Zustinde geben
diirfte.

62Vergleiche Abschnitt 1.5.3.
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wasserstoffahnliche Atome iibertragen, das heiBt auf Atome, die bis auf ein Elektron ionisiert
sind. Man hat dabei lediglich die Ladung e im Coulombschen Gesetz durch Ze zu ersetzen,
wobei Z die Kernladungstahl der betrachteten Atome ist.

Bohrs Theorie schien leider nur fiir kurze Zeit der erhoffte Durchbruch in der Mikrophysik
zu sein. Schon 1914 entdeckte W. E. Curtis zwar kleine, aber systematische Abweichungen
zwischen den Voraussagen des Bohrschen Modells und den experimentell ermittelten Fre-
quenzen des Wasserstoffspektrums. Bohr lieferte zwar 1915 eine durch Beriicksichtigung der
relativistischen Massenzunahme hergeleitete verbesserte Formel der Gestalt

v 2meMe* L L 1+ met (1 + ! + hohere Terme i v
M, = =2 ————~ | — — — — 4+ — r rme in —,
YR (me+ M) \np no c2h2 \m c

ny, n, € N\ {0}, (2.53)

mit der die Abweichungen qualitativ richtig beschrieben werden [87]; quantitativ ist dies
jedoch nicht der Fall, denn die Differenz der gemessenen Werte von denjenigen der urspriing-
lichen Bohrschen Theorie ist dreimal so groB wie diejenige der Werte, die aus (2.50) be-
ziehungsweise (2.53) folgen. Bevor wir weitere Schwachpunkte des ersten nichtklassischen
Atommodells diskutieren, betrachten wir zunachst dessen weitere Entwicklung.

2.4.2 Das Sommerfeldsche Atommodell

Sommerfeld gelang 1916 eine Verbesserung des Bohrschen Atommodells, indem er Wirkungs-
und Winkelvariable®® verwendete und fiir diese spezielle zusitzliche Postulate formulierte [822]
- [825]%*. Ausldser dafiir waren Abweichungen von der Theorie, die nichts mit den von Curtis
gefundenen zu tun hatten, dafiir aber eigentlich schon seit Jahren bekannt und sogar Jah-
re dlter als Bohrs Arbeiten sind. Prazise Messungen hatten schon Jahre zuvor gezeigt, daB3
die Linien der Spektren wasserstoffahnlicher Atome keine einfachen Linien sind, sondern je-
weils sogenannte Multipletts aus mehreren Linien verschiedener Frequenzen®®, was mit dem
Bohrschen Atommodell natiirlich nicht erklart werden konnte. Sommerfeld konnte diese Er-
klarung liefern, indem er ganz im Sinne des Kepler-Problems von elliptischen Bahnen ausging
und auBerdem die Quantisierung nur des Bahndrehimpulses auf die Quantisierung aller Frei-
heitsgrade ausdehnte. Darunter ist folgende Aussage zu verstehen: Ist ein System durch die
Hamiltonfunktion H(p1, p2, ..., PN, G1, Go, . .., gn) charakterisiert, dann erfiillen diejenigen
kanonisch konjugierten Variablen®, in denen die Bewegungsgleichungen des betrachteten Sy-
stems separierbar, das heiBt als getrennte Differentialgleichungen fiir jeweils eine der Variablen
q; formulierbar sind, fiir die quantentheoretisch stabilen Bahnen des Systems die Bedingungen

®3Siehe Abschnitt 1.1.2.6.

64 ehrbuchmiBige Darstellungen des Sommerfeldschen Atommodells sind in modernen Texten nicht mehr
tiblich; eine Ausnahme ist [257]. In den 20erJahren war das natiirlich anders. Die Standardreferenz ist [827]
und [828], noch wesentlich ausfiihrlicher ist [104]. Einen Uberblick liefert [537].

5 Michelson war der erste, der solche Resultate erzielte [606], [607], die spater mehrfach verbessert wurden

und unter der Bezeichnung Feinstruktur des Wasserstoffspektrums bekannt geworden sind.
66Siehe Abschnitt 1.1.2.2.
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ygpjdqj:njh, mez j=12,...,N (2.54)

Die Relationen (2.54) heiBen Bohr-Sommerfeldsche Quantisierungsregeln®’. Sie stellen eine
allgemeine Quantisierungsmethode dar und sind immer dann anwendbar, wenn das betrach-
tete Problem tatsachlich separierbar ist.

Das Sommerfeldsche Atommodell setzt zunachst eine klassische Betrachtung des Kepler-
Problems voraus, also im allgemeinsten Fall die Bewegung eines Teilchens in einem Zentral-
potential V/(r). Die Hamiltonfunktion fiir ein solches System lautet

P

H =
2Me

+V(r), (2.55)

die daraus folgenden Bewegungsgleichungen sind, wie man aus der klassischen Mechanik weiB,
in Kugelkoordinaten separierbar. In diesen nimmt die Hamiltonfunktion die Gestalt

1 p3 Jors
H = R A, N V/
2me ('Dr Tt R sin29> Vi)

an, mit den verallgemeinerten Impulsen p, = mef, pg = m.r?6 und pg = r?sin® 6 ¢. Damit
lautet die Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir die Hamiltonsche charakteristische Funktion®®

1 [/oWw\? 1 [owW\® 1 /a2
2me {(W) +ﬁ(39> +I’25in29(8¢> }—i—V(I’):E, (2.56)

wobei mit £ die Gesamtenergie bezeichnet wird. Die Separation der Variablen gelingt mit
dem Ansatz

W(r.8,¢) = W,(r) + We(0) + Ws(4),
mit dem (2.56) in

1 [/dW,\> 1 [dW,\’ 1 dW,\?
= | — V(r)=E 2.57
o (o) 47 (%) + s () [ rvo-e e
umgeformt werden kann. Hieraus kénnen sofort die bekannten Erhaltungssatze des klassischen
Keplerproblems abgelesen werden. Erstens ist nur der dritte Summand in der eckigen Klammer

67Unabhingig von Sommerfeld und voneinander wurden diese Quantisierungsregeln etwa zur gleichen Zeit
auch von Epstein [265], Ishiwara [453], Schwarzschild [800] und Wilson [935] postuliert; diese Autoren wen-
deten sie jedoch nicht auf Probleme aus der Atomphysik an. Schwarzschild stellte als erster eine Verbindung
zur Hamilton-Jacobischen Theorie her, womit sehr ausgefeilte Methoden der zur damaligen Zeit bereits hoch-
entwickelten Himmelsmechanik auf die Atomphysik anwendbar wurden. Abgesehen davon konnten Epstein
[266] und Kneser [506] wenige Jahre spater zeigen, daB ein von Planck schon vor den Sommerfeldschen Ar-
beiten iiber wasserstoffahnliche Atome vorgeschlagener Ansatz zur quantentheoretischen Beschreibung von
Systemen mit vielen Freiheitsgraden auf vollig anderem Wege zu Quantisierungsbedingungen fiihrt, die zu
denjenigen Sommerfelds dquivalent sind [704], [705], [706].

®8Siehe Abschnitt 1.1.2.5.
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der Gleichung (2.57) von ¢ abhangig, die Gleichung kann somit nur dann fiir alle ¢ gelten,

wenn AW
¢ _

eine Konstante ist. Das ist der Erhaltungssatz fiir die polare Komponente ay = py = Ly des
Drehimpulses. (2.57) wird damit zu

1 dW,\° 1 [[(dWe\®  of
- - E
() 2 |(%) sy o=
sodaB zweitens in dieser Gleichung der Term in eckigen Klammern nur von 6 abhangt und

dW 2 a2
( 9) +—2 =} (2.59)

ebenfalls konstant sein muB. Das ist der Erhaltungssatz fiir den Gesamtdrehimpuls cg = L.
(2.57) lautet nun drittens

zrlne ch\//rvr>2 + a_g} tV(n=E (2.60)

und hangt nur noch von r ab. Das ist gleichzeitig der Energieerhaltungssatz.

Die Gleichungen (2.58), (2.59) und (2.60) kénnen nun im Prinzip direkt integriert wer-
den®. Sie liefern die Hamiltonsche charakteristische Funktion W und mit Hilfe dieser die
Bahngleichungen des Teilchens. Im hier interessierenden Fall eines 1/r-Potentials sind das
die wohlbekannten Keplerschen Bahnen in Form der Kegelschnitte

L2
" mk(1+ecos(0—6p)

2EL?
dabeiist e =4/1+ ey die Exzentrizitat und 6y einer der Umkehrwinkel der Bahn. E und

damit € bestimmen deren genaue Gestalt, es gilt:

e>1, E>O0: Hyperbel,

e=1 E=0: Parabel,

e<l, E<O: Ellipse,
mk? _

E = O, E = _ﬁ . Kreis.

Das ist natiirlich nichts spektakuldres’, und man ist im vorliegenden Kontext auch mehr noch
als an den Bahnkurven an der Gestalt der Wirkungsvariablen interessiert, da es eben diese

9 Abgesehen davon, daB diese Integrationen fiir die meisten Zentralpotentiale nur niherungsweise durch-
fiihrbar sind.

70Zumal die hier beschrittene Methode nicht gerade das Standardverfahren zur Lésung des Kepler-Problems
darstellt. Ausfiihrliche Darstellungen der iiblichen Vorgehensweisen inklusive Herleitung der Bahnkurven findet
man in jedem Lehrbuch der klassischen Mechanik, beispielsweise [135] und [338].
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sind, an welche die Quantisierungsbedingungen (2.54) zu stellen sind. Die Wirkungsvariablen
lauten hier
dWg
Jp = dp = O ——do,
b yg% ¢ % 7 ¢

dWy
Jg = ¢p9d9 = %WC/Q,

J, = ygprdr = ydefdr,
dr

oder, mit Hilfe von (2.58), (2.59) und (2.60),

Jp = §£L¢ do,

2
Jo = 55 L2 — ] do,
sin’ @

J = %\/Qm[E —V(r)] - i—j dr.

Die Losung des Keplerproblems besteht damit in der Auswertung dieser drei Integrale.
Aufgrund der Konstanz des polaren Drehimpulses kann dieser vor das erste Umlaufintegral
gezogen werden, und fiir dieses folgt sofort

2w
J¢ = L¢ /d¢ = 27TL¢.
0

Die Berechnung des zweiten Umlaufintegrals ist elementar durchfiihrbar, sie gelingt jedoch
viel bequemer, wenn man die kinetische Energie 7 einmal in raumlichen Polarkoordinaten
r,0,® und auBerdem in ebenen Polarkoordinaten r, 9 in der Bahnebene ausdriickt’!. Man
findet

2T = m(F + r?6? + r?sin® 0¢°) = m (* + r’4?)

und damit
prf + Pt + ppd = prr + L1,

Jo=pondo = Law— b oy g

"Dieses Verfahren stammt von J. H. van Fleck [895].

sodaBB man unmittelbar
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erhalt. Wegen der Konstanz des Gesamtdrehimpulses L und dessen polarer Komponente
Ly = pp kann man diese beiden vor die Integrale ziehen, und es ergibt sich

27 27
ngL/dw—L¢/d¢:27r(L—L¢). (2.61)
0 0

Damit wird das dritte Umlaufintegral zu

J —75\/2m [E— V()] - (JZ+2J;’)2 dr. (2.62)

Um es zu berechnen muB man im Gegensatz zu den anderen beiden natiirlich die Form
des Potentials kennen. Da es hier um die Bewegung eines Teilchens der Masse m. o und
der Ladung e im Coulombfeld eines Teilchens der Masse M und der Ladung Ze geht, gilt
V(r) = —k/r mit k = Ze?. Korrekterweise ist dabei anstelle der Masse des Elektrons dessen

reduzierte Masse
/\/Ime,O

e = M—f-melo

zu verwenden; das entspricht der Transformation des Problems von Labor- auf sogenannte
Relativ- und Schwerpunktskoordinaten und beriicksicht die Mitbewegung des Atomkerns.
(2.62) wird damit zu

B k - (Jet+dp)? yg / 2B
Jr = §l§ \/2m <E+ ~ T dr = — - = dr (2.63)

mit den Abkiirzungen

(Jg -+ J¢)2

A=2mE, B=m.k, C= P

Auch dieses Integral ist elementar auswertbar; die etwas mithsame Rechnung 138t sich jedoch
ebenfalls wesentlich vereinfachen, diesesmal mit Hilfe des Residuensatzes®. Hierzu betrachten
wir anstelle von (1.17) das komplexe Kurvenintegral

/ 2B C
V4 V4

und dazu die stereographische Projektion der komplexen Ebene auf die Oberfliche einer
Kugel, deren Siidpol dem Ursprung und deren Nordpol dem Punkt oo entspricht und auf der
die reelle Achse zu einem Meridian wird. Der Integrand von (2.63) hat zwei Singularitaten,
den Ursprung und Unendlich. Sind r; und r» die Umkehrpunkte der Bahn, dann verlauft
die Integration beispielsweise von r; nach r, und wieder zuriick nach r;. Dabei muB man

"?Diese Methode wurde hier erstmals von Sommerfeld angewendet [828]; vergleiche auch [104] und [895].
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beriicksichtigen, daB gebundene Bewegungen E < O voraussetzen und auBerdem der radiale
Impuls

2

pr = i\/ZmeE + 2mk — (JZ:z;jg))

dabei auf dem Hinweg ein anderes Vorzeichen hat als auf dem Riickweg. Die Umkehrpunkte
sind gerade diejenigen Werte, fiir die p, verschwindet. Ist r, > r;, dann ist als Integrand auf
dem Hinweg die positive und auf dem Riickweg die negative Wurzel zu wahlen. Auf der kom-
plexen Kugel erreichen wir das durch einen Integrationsweg, der zuerst auf der reellen Achse
von r; nach r» und dann um die Kugel herum von r; nach r; zuriick lauft und damit den Ur-
sprung im Uhrzeigersinn und Unendlich im Gegenuhrzeigersinn umschlieBt. Der Residuensatz
besagt, dalB der Wert eines geschlossenen Kurvenintegrals, dessen Weg Pole des Integranden
umschlieBt, gleich —27/ mulitipliziert mit der Summe der Residuen der eingeschlossenen Pole
ist, wobei im Uhrzeigersinn umlaufene Residuen negativ und im Gegenuhrzeigersinn umlaufene

Residuen positiv zu rechnen sind. Ausklammern liefert zunachst

2B C Az>2+2Bz—-C
ap2B_c_¥ ;
Z V4 Z

0 ist folglich ein Pol erster Ordnung, und dessen Residuum ist

Z VAZ2 +2Bz - C
z

Res (0) = lim ( ) = lim VAz2 + 2Bz — C = v/—C.
z—= z—

Die Substitution u = 1/z liefert andererseits

2B C AT 2Bu— CiP
%,/A+———2dz:—§£\/ TEPUE R G
V4 V4 u

Die Singularitat der linken Seite bei Unendlich entspricht einer Singularitdt der rechten Seite
am Ursprung, woran gleichzeitig erkennbar ist, daB es sich dabei um einen Pol zweiter Ordnung
handelt. Dessen Residuum ist folglich

. d > VA+2Bu—Cu? . d 5

Res(o0) = —Lljl_%% (u 2 ) = —Lljlm)%\/AjLQBu—Cu
— im B—Cu _ B
w0 JAT2Bu—-Cu?2 VA

Fiir das Umlaufintegral erhdlt man damit

Jy=2mi (V—_C+ %)

oder nach Einsetzen der Ausdriicke fir A, B und C

2Me Me
Jr——(J9+J¢)+7fk _E—QW(k _2E—L>.
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Die drei Wirkungsvariablen erlauben eine vollstandige Beschreibung der Bahnen im Coulomb-
Potential. Zunachst findet man die Gesamtenergie
22 mek?

HeE—— 2
Ui+ Jo+ 1) (2.65)

den gesamten Bahndrehimpuls
Jo + J¢

| =
2T

sowie dessen dquatoriale Komponente

_ o
* T on
Wegen E < 0 bewegt sich das Teilchen auf Ellipsen; in deren einem Brennpunkt befindet sich
der Atomkern. Die Umkehrpunkte der Bahnen, das heiBt, die Aphel- und Periheldistanz erge-

ben sich wie erwdhnt aus der Bedingung p, = 0. Das fiihrt auf eine quadratische Gleichung
mit den Losungen

= 11+ 2EE ) e E (1o 1 2EE
m T 2F mekz |t ™M 2F mek? )’

Daraus folgt fiir die groBe Halbachse

Mmax 1 Fmin o k o (Jr+J9+J¢)2

2 - —2E  Am2mk>2
fir die numerische Exzentrizitat
€ = I'max — Fmin o 2L2E 1 (Jg + J¢)2
B Imax — Fmin B mek2 (Jr + JQ + J¢7)2’

und fur die kleine Halbachse

b:am (Jo+ Jp) (Jr +J9+J¢)

4m2mJk

Fiir den Neigungswinkel der Bahnen gegen die Aquatorebene gilt

Ly Jp

cos o =—=——.

L Jo + Jp

Die Umlauffrequenzen der verallgemeinerten Koordinaten kénnen durch partielle Ableitung
der Hamiltonfunktion nach den entsprechenden Wirkungsvariablen berechnet werden. Da ge-
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schlossene Bahnen vorliegen, miissen alle dei Frequenzen gleich sein. Man sagt, die Bewegung
ist vollstindig entartet 3. Entsprechend erhilt man dabei
_OH 0H 0OH 4’ mok?

T 0d,  0Jy 0Jy (Uit Jo+ Jy)? (2.66)

v

als einzige Frequenz’*. Als gemeinsame Winkelvariable schlieBlich ergibt sich
Wr:W9:W¢:W=I/t—|—6,

wobei die Konstante B durch die Anfangsbedingungen festzulegen ist.

Das Auftreten von Entartung legt die Vermutung nahe, daB8 J;, Js, Js und w;, wy, wy noch
nicht die dem System am besten angepaBten Wirkungs- und Winkelvariablen sind. In der Tat
erhdlt man mit den neuen Variablen

Wiy = Wy — Wy, Wo =Wy — W, W3= W,

und
J1:J¢, J2:J¢+J9, J3:J9+J¢+Jr

ein nicht entartetes System mit den Frequenzen v; = v, = 0 und vz = v. Der Ubergang zu
diesen neuen Variablen erfolgt iiber eine kanonische Transformation’, beispielsweise mit der
erzeugenden Funktion

F = (W¢— Wg) Jl + (We - Wr) J2+ WrJ3.

Man nennt die Variablen J;, J>, J5 und wy, w», ws die Delaunayschen Elemente der Bahn®.
Sie lassen sich anschaulich als spezielle Drehimpulse und Winkel interpretieren. J; /27 ist
die z-Komponente des Drehimpulses, J,/27 der Betrag des Drehimpulses und J; = J; +
J>» deren Summe; 27w, ist der Winkel zwischen der Schnittgerade der Bahnebene mit der
xy-Ebene des verwendeten Koordinatensystems, der sogenannten Knotenlinie, und der x-
Achse, 2w, der Winkelabstand des Perihels von der Knotenlinie, und 27wws derjenige eines
gedachten, gleichformig das Zentrum umlaufenden und gleichzeitig mit dem Teilchen das
Perihel passierenden Punktes vom Perihel. Damit beschreiben J; /> und wy, w; die raumliche
Lage der Bahnebene’”, und J; und ws sind die eigentlichen Wirkungs- und Winkelvariablen
der Bewegung des Teilchens’®.

Der Ubergang zur Quantentheorie erfolgt nun gemiB (2.54) durch Einfiihrung der Quan-
tisierungsbedingungen

ygprdr:nrh, n. €N

3In einem beliebigen Zentralpotential ist die Bewegung eines Teilchens immer mindestens einfach entartet,
da Jp und Jy unabhingig von dessen genauer Form in H stets in der Kombination Js+Jg auftauchen. Die drei-
fache Entartung beim 1/r2-Potential wird dadurch verursacht, daB in diesem Fall alle drei Wirkungsvariablen
in H nur in der Form J, + Jy + Js vorkommen.

"Einsetzen von (2.65) in (2.66) liefert fiir die Umlaufzeiten

5> Tk’m.  4Am233
T = =
—2E3 k
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Perihel

Knotenlinie

Abbildung 2.3: Zur raumlichen Interpretation der Delaunayschen Elemente

fiir den radialen Impuls,
¢p9d9:n9h, ng € N

fiir den azimutalen Impuls und

§I§p¢,d¢=mh, me N

fiir den polaren Impuls. Mit (2.61) folgt daraus fiir den Gesamtbahndrehimpuls ebenfalls eine
Quantisierungsbedingung
§1§pa da=Ih
und damit das dritte Keplersche Gesetz.
Siehe Abschnitt 1.1.2.4.
"5Siehe dazu beispielsweise [135] (andere Notation!) und [338].

"TSje entsprechen den sogenannten Eulerschen Winkeln.

"8Dje Delaunayschen Bahnelemente sind insbesondere in der Astronomie von groBer Bedeutung, weil sich
mit ihrer Hilfe im Rahmen der astronomischen Stérungstheorie der EinfluB von anderen Objekten auf Bahnen

von Himmelskdrpern besonders geschickt berechnen 13Bt. Fiir exakte Kepler-Bewegungen sind alle Delau-
nayschen Elemente mit Ausnahme von ws konstant, liegt dagegen eine Storung und damit eine Abweichung
von den Kepler-Bahnen vor, fiihrt das oft zu langsamen zeitlichen Veranderungen dieser Variablen, die dann
nadherungsweise berechnet werden kdnnen.
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mit / = ng+m € N.
Mit den Resultaten der ausgewerteten Umlaufintegrale erhadlt man einerseits

h
Ly = —
¢ m27r'
h
Ly = —
0 N o
h
L = | —
27’

also die Quantisierung des Drehimpulses, und andererseits unter Verwendung von k = Ze?

2mZ°mee*

E=-—
h2(n, + ng + m)?

und damit die Quantisierung der Energie. Fiihrt man mit n =n, +ng+m = n, +/ € N*
die Hauptquantenzahl wieder ein, ergibt sich

2mZ°mee*

E= h2n?

und damit genau die Balmer-Formel (2.49). Da jedes n auf n unterschiedliche Weisen aus den
anderen Quantenzahlen zusammengebaut werden kann, liegt jeweils eine n-fache Entartung
des n-ten Niveaus vor.

Die tiblichen Quantenzahlen n, / und m kann man auch direkt erhalten, indem man anstelle
der oben verwendeten Wirkungs- und Winkelvariablen zur Quantisierung die Delaunayschen
Elemente verwendet. Aus den Quantisierungsbedingungen

b =mh, JH=1h J5=nh

folgen dann direkt die Quantisierung der z-Komponente des Drehimpulses,

h
L,=m—"
z m27r1

des Betrags des Drehimpulses,

sowie der Energie,

also die Balmerformel
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Abbildung 2.4: Elliptische Bahnen des Elektrons im Sommerfeldschen Atommodell fiir n =
1,2, 3,4 (Darstellung nicht maBstéblich)
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Aus den Bohr-Sommerfeldschen Quantisierungsbedingungen fiir den radialen Impuls und
den gesamten Bahndrehimpuls ergeben sich fiir die Bahn-Ellipsen des Elektrons in der Atom-
hiille folgende Bahneigenschaften:

"2 n?
GroBe Halbachse: a, = m
h2nl
Kleine Halbachse: b, = leez
/2
Exzentrizitat: En=1/1— Pl
Die moglichen Werte der hierbei auftretenden Quantenzahlen sind damit n = 1,2, ... bezie-
hungsweise / = 1,2, ..., n. Den Fall / = 0 schloB Sommerfeld aus, weil das eine im Rahmen

seines Modells unphysikalische Bewegung des Elektrons auf einer geraden Linie durch den
Atomkern bedeuten wiirde”®. Dabei gehoren zu jedem n elliptische Bahnen mit gleichen
Hauptachsen, aber verschiedenen Nebenachsen; diese werden durch / festgelegt. Je groBer n,
desto groBer ist die Ellipse, je groBer /, desto weniger exzentrisch ist sie, bis schlieBlich fiir
n = | ein Kreis herauskommt. Die Quantisierungsbedingung fiir den polaren Impuls bewirkt,
daB die Bahn-Ellipsen nicht beliebig raumlich geneigt sein kdnnen, sondern der Neigungswin-
kel ¢ quantisiert ist, ein Sachverhalt, der als ,Raumquantisierung” bezeichnet wird. Genauer
gesagt gilt gemessen zu einer in physikalischer Weise irgendwie ausgezeichneten Polachse,
die beispielsweise durch ein duBeres Magnetfeld festgelegt werden kann,

m
cos o = —.
/
Die Projektionen der Bahnellipsen auf die dquatoriale Ebene sind ebenfalls Ellipsen mit den
selben groBen Halbachsen und kleinen Halbachsen vom Betrag

h?nm
bnm = - 5-
ZMee?
Folglich kann die Quantenzahl m die Werte m = —/,—/+ 1, ..., | annehmen, womit sich

eine weitere 2/ + 1-fache Entartung jedes Energieniveaus und insgesamt zu jedem n der

Entartungsgrad

n / n

dy=>_ > 1=) (2/+1)=n

I=1 m=—1 =1
ergibt. / heiBt aus naheliegenden Griinden Drehimpulsquantenzahl oder auch Nebenquanten-
zahl, m aus noch zu diskutierenden Griinden magnetische Quantenzahl.

Das entsprach bekanntlich noch nicht den experimentellen Resultaten, wie die schon zur

damaligen Zeit bekannte Feinstruktur der Energieniveaus wasserstoffahnlicher Atome un-

DaB und warum dieser Fall quantenmechanisch dennoch erlaubt ist, werden wir weiter unten sehen.
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Abbildung 2.5: Unterschiedliche rdumliche Orientierungen der Umlaufbahnen fiir / = 3 und
zugehorige Projektionen in die Aquatorebene

zweifelhaft belegte. Die somit erforderliche Aufhebung der /- und m-Entartung erfolgt in
Sommerfelds Atommodell durch Beriicksichtigung der relativistischen Massenanderung

Me
Vv

des Elektrons bei verschiedenen Geschwindigkeiten, was sich dadurch rechtfertigt, daB die Ge-
schwindigkeiten eines Elektrons auf den Bahnen dieses Modells keineswegs klein gegeniiber der
Lichtgeschwindigkeit sind. Entsprechend ist die nichtrelativistische Hamiltonfunktion (2.55)
durch die relativistische Version

me(v) =

H=[me(v) = m ¢~ &

zu ersetzen. Da die Erhaltung des Gesamtdrehimpulses, die auch relativistisch richtig bleibt,
stets zu ebenen Bahnen fiihrt, geniigt es im folgenden, mit ebenen Polarkoordinaten r, ¢ zu
rechnen, in denen

V2= i2 4 12 g2,
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gilt, oder bei Einfiihrung der relativistischen Impulse p, = me(v)r und py, = me(V)re,

1 >, P
v —mg(v) P,—l-ﬁ . (2.67)

Man beachte dabei, daB pj in diesen Koordinaten der Gesamtimpuls ist. Die Hamiltonfunktion

lautet nun
Hema)—mlc - () me2- & (2.68)
pr— e e r - \/1_762 e ry .
mit B = v/c. Auch die hieraus folgenden Bewegungsgleichungen kdnnen direkt integriert
werden® und liefern die Bahngleichung

1
= , 269
T osty (6~ do)] - (269)
mit
k2
-1
y p(%CZ
und

km E
N=—— (1+ 2).
PyY meC

Der Faktor 7y im Nenner von (2.69) bewirkt eine Periheldrehung um

A =2 (1_—7)
Y

und damit eine Rosettenbewegung des Elektrons bei seiner Bewegung um den Atomkern®!.
Um verniinftige Wirkungsvariablen zu erhalten, lassen wir nun das Koordinatensystem
mit dem Perihel mitprazedieren. Das ereichen wir durch Ubergang von r, ¢ zu r,¥ mit dem
neuen Winkel ¢ = «y¢. AuBerdem brauchen wir dazu den radialen Impuls p,, den wir aus der
Hamiltonfunktion (2.68) erhalten. Eine einfache Umformung ergibt zunachst

1 KN 1 B
e ()] s e s

Mit der aus (2.67) folgenden Relation

,82 _ 1 p2 4 P_q%
1-p8°2 mac? T2

1 k\1° 1 Jors
1 H+-]| =1 2422
e (7)) s (e R).

80Siehe zum Beispiel [257].
81F{ir ¢ — 0o geht das relativistische Problem in das nichtrelativistische iiber.

wird daraus

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



2.4. DIE ATOMMODELLE VON BOHR UND SOMMERFELD 113

was sich leicht nach p, auflosen 1aBt. Unter Beriicksichtigung von H = E sowie
py = Me(v)ri lautet das Resultat

1 k(mec®+ E) | Kk — pyc?
pr=1[2m.E + — |E2+ (mec® + )+ Pp|
c2 r r2

Wir erhalten damit die Winkelvariablen

Jy = %Pwdwy (2.70)

1 k . 2 E k2 — 2C2
Jr - %prd/’ = ¢\/2meE+—2 |:E2+ (mC + )+ f’l/) :|dr
C r r

(2.71)

Die Berechnung der beiden Integrale macht keinerlei Schwierigkeiten. Einerseits ist py, eine
Konstante der Bewegung, und fiir (2.70) folgt

J’L/,:pw ¢d¢:27rp¢,

anderseits ist (2.71) von der Form

2B C
J,:yg\/AJr———zdr
r r

E? kE 5 k2
A=2mE+ =, B=kmet —. C=pj,~

mit

also véllig analog zu (2.63) aufgebaut®. Damit kann das obige Resultart direkt iibernommen
werden, und es ergibt sich

e kme +
Jo = 2mi — —p2 ]
c2 P [~ =
2meE + =
Wiederum erfolgt der Ubergang zur Quantenmechanik durch Einfiihrung der Bohr-Sommer-
feldschen Quantisierungsregeln

yﬁprdr = nh, n,eN,

ygpwdw — Ih, I€N.

82Fiir ¢ — oo geht (2.71) in (2.63) iiber.
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Daraus folgt wieder einerseits mit
h
-
Py 2T

die Quantensierung des Drehimpulses und andererseits fiir die Gesamtenergie des Elektrons

2 “1/2
E=m.c?{ |1+ 5 —15.
m2c2 (n, + /17 — k2/h2c?)

Mit der Hauptquantenzahl n = n, + / wird daraus

—1/2
ZZ 2
Ey = mec®d |14 a EERY (2.72)
(n—/—l—'\//2—o¢2)2

dabei ist a die sogenannte Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante,

e2

Oé:h—c,

1 ~ 137,03599976.
a
Gleichung (2.72) liefert numerische Ergebnisse, die duBerst genau mit den experimentellen
Resultaten iibereinstimmen®3. Insbesondere erklirt sie auch die Aufhebung der /-Entartung.
Besonders iibersichtlich wird die Situation auch hier wieder bei Verwendung der Delau-
nayschen Elemente, bei welchen sich die /-Entartung wie gesehen in der zeitlichen Konstanz
von zwei der drei Winkelvariablen bemerkbar macht; diese Entartung wird durch das Auftre-
ten einer Storung wie beispielsweise der Bewegung des Elektrons in einem beliebigen anderen
Zentralfeld oder von dessen oben betrachteten relativistischen Massenzunahme teilweise auf-
gehoben. Damit wird zusatzlich zu ws auch w, zeitlich veranderlich, und da diese Variable
den Winkelabstand des Perihels zur Knotenlinie der Bahn beschreibt, bedeutet das eine Pe-
riheldrehung®*. Gleichzeitig wird neben Js; auch J, zu einer eigentlichen Wirkungsvariablen,
sodaB die Energie des Teilchens von diesen beiden Wirkungsvariablen abhangt. Das resul-
tiert in der beschriebenen Feinstruktur der Energieniveaus des Wasserstoffatoms. Es verbleibt
eine weitere Entartung, namlich diejenige der Energieniveaus mit gleichen n und /, aber un-
terschiedlichem m. Diese Entartung tritt auch in der relativistischen Theorie auf; sie kann
jedoch beispielsweise durch Anlegen eines duBeren Magnetfelds aufgehoben werden, wodurch
nun auch w; zeitlich veranderlich wird. Folglich verandert sich auch der dadurch beschrie-
bene Winkel zwischen Knotenlinie und x-Achse, was sich in einer Prazession der Bahnebene
um die z-Achse duBert. Man spricht hier auch von Larmor-Prizession. Die Energie ist nun
von Ji, J und J3 und damit auch von m abhangig. Die folglich zu beobachtende zusatzli-
che Aufspaltung der Energieniveaus wird als Zeeman-Effekt bezeichnet. Wir kommen darauf
zuriick.

83Siehe zum Beispiel [664].

84Berechnet man auf diese Weise die Periheldrehung des Planeten Merkur, so wird das Ergebnis durch
die Realitdt um 43" pro Jahrhundert iibertroffen. Die Erklarung dieser anormalen Periheldrehung durch die
Allgemeine Relativitatstheorie stellte einen ihrer ersten groBen Triumphe dar.
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Entwickelt man E,, nach Ordnungen von «, ergibt sich

Enp=—

n? | 4

772 . 4 7202 3
272;7”_5 [ 2 (ﬁ — —) + hohere Korrekturterme

Man sieht daran, daB die Bohrsche und die Sommerfeldsche Theorie in niedrigster Ordnung
tibereinstimmen und letztere zu ersterer Korrekturen hinzufiigt, die aufgrund des Zahlenwertes
von o mit zunehmender Ordnung schnell kleiner werden.

Schon beim einfachen Bohrschen Atommodell stellt man sich die Frage, wo die akkuraten
Resultate herkommen; diese erfahren durch die 13 Jahre spater veroffentlichte Schrodinger-
gleichung und das durch sie beschriebene wellenmechanische Modell der neueren Quantenme-
chanik keinerlei Korrekturen. Das gilt sogar in verscharfter Form auch fiir das Sommerfeldsche
Atommodell; die Formel (2.72) ist nicht nur aufgrund ihrer sehr genauen Ubereinstimmung
mit den experimentellen Resultaten bemerkenswert, sondern vor allen Dingen auch, weil sie
mit dem entsprechenden, erst 1928 entdeckten aus der Dirac-Gleichung abzuleitenden re-
lativistisch und quantenmechanisch korrekten Ergebnis formal nahezu und numerisch exakt
ibereinstimmt und dieses dadurch praktisch vorwegnimmt. Das ist auf den ersten Blick iiber-
aus erstaunlich, da bestimmte spezifisch quantenmechanische Eigenschaften des Drehimpul-
ses vom Sommerfeldschen Atommodell nicht erfaBt werden. Erstens ist die Beschreibung des
Bahndrehimpulses L nicht korrekt. Zweitens ist einer der entscheidenden durch die Dirac-
Gleichung eingefiihrten Fortschritte die automatische Miteinbeziehung des Spins. Dieser ist
im wesentlichen fiir die Abweichungen in den Spektren wasserstoffahnlicher Atome verant-
wortlich, die unter dem Begriff der Feinstruktur zusammengefaBt werden. Sommerfeld konnte
jedoch von beidem noch nichts wissen, und es scheint ein unerklarlicher Zufall zu sein, daB
er dennoch solch gute numerische Resultate erzielte. Wie man inzwischen weiB, ist das nicht
nur Zufall; Bucher [132], [133], [134] und Keppeler [493], [494] konnten zeigen, daB jeweils
physikalische Sachverhalte dahinterstecken.

Das Drehimpuls-Problem besteht darin, daB sich bei Sommerfeld L? = /°A? und
I =1,2,...,n ergibt, wahrend die quantenmechanisch korrekten und experimentell besta-
tigten Resultate L2 = /(/+1)h%? und / = 0,1,2,...n— 1 lauten. Diese Diskrepanz entstand
zum einen, weil Sommerfeld wie erwahnt den Fall / = 0 als unphysikalisch ausschloB. GemaB
einer Idee von Bucher kann man diesen Fall dennoch in das Sommerfeldsche Atommodell ein-
bauen, wenn man annimmt, daB8 das Elektron eine Schwingungsbewegung ausiiben kann, die
durch den Kern fiihrt (,,CouIomb—OsziIIator“)85. Zum anderen liefert die Addition der beiden
raumlichen Drehimpulswirkungsvariablen nur in der klassischen Physik diejenige des Gesamt-
drehimpulses, und auch dort nur aufgrund der Entartung der Bewegung. Ersetzt man die
fehlerhafte Relation fiir das Quadrat des Gesamtdrehimpulses durch die richtige, dann ver-
andern sich auch die kleinen Halbachsen der Bahnellipsen, genauer gesagt werden sie groBer,
wie die nunmehr giiltige Formel

857 usstzlich liefert das so modifizierte Sommerfeldsche Atommodell sehr viel bessere Resultate beim Be-
rechnen der Bindungsenergie des Wasserstoffmolekiilions [132] und der Grundzustandsenergie von Helium
[133].
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5 ny/I(1+ 1)
="

Zmege?

zeigt. Das hat entscheidende Konsequenzen; insbesondere muB nun in Ubereinstimmung mit
der Erfahrung / < n und damit / = 0,1,...n — 1 gelten, auBerdem sind keine Bahnen in
der Aquatorebene mehr méglich. In die relativistische Beschreibung 138t sich das einbauen,
indem man in (2.72) die beiden Quantenzahlen n, = n — / und / gegeneinander vertauscht
[134]. Man erhalt

5 o —-1/2
E.=mec?{ |1+ Za 5 -1
(I4+(n=1)7?—a?)

und damit eine Formel, die genau dieselben Energiewerte liefert wie (2.72), aber die erwdhnten
Probleme nicht aufweist. Die beiden Fehler im Zusammenhang mit dem Bahndrehimpuls
heben sich also gerade gegenseitig auf.

Eine dhnliche Beobachtung |aBt sich fiir den Elektronenspin machen. Grundlage hierfiir ist
die bereits 1917 von Einstein angegebene geometrische Deutung der Bohr-Sommerfeldschen
Quantisierungsbedingungen [247]%. Integrable Systeme mit d Freiheitsgraden bewegen sich in
ihren 2d-dimensionalen Phasenrdaumen auf d-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten, welche
die topologische Struktur eines Torus haben und durch die d Anfangsbedingungen des Systems
festgelegt werden; ein integrables System kann seinen Torus im Phasenraum nicht verlassen.
Auf diesem Torus lassen sich die Quantisierungsbedingungen (2.54) gemeinsam in Form einer
Summe schreiben und lauten dann

d
Z%pj dquygﬁddzﬁrhn, n € N. (2.73)
j=1

Das so formulierte geschlossene Kurvenintegral ist auf dem entsprechenden Torus wegunab-
hangig. (2.73) stellt die allgemeinste Formulierung der Bohr-Sommerfeld-Quantisierung dar.
Eine Prazisierung 13Bt sich gewissermaBen nur von oben nach unten erreichen, indem man
ausgehend von der der Schrodingergleichung eine sogenannte WKB-Naherung®’ durchfiihrt
und dabei wieder bei den Bohr-Sommerfeld-Regeln landet, allerdings mit einer kleinen Ande-
rung. Diese wird durch Phasenspriinge verursacht, welche die betrachtete Wellenfunktion an
jedem klassischen Umkehrpunkt des Systems macht; die Anzahl u dieser Umkehrpunkte heiBt

86|n diesem Zusammenhang konnte er auch deren Koordinatenunabhingigkeit beweisen.

87Die Abkiirzung steht fiir Wenzel, Kramers und Brillouin, die das Verfahren entwickelt haben [120], [513],
[919]. Tatsichlich ist dieses sehr viel dlter, wovon die drei Namensgeber keine Kenntnis hatten; Arbeiten, in
welchen im wesentlichen dieselbe Technik verwendet wird, erschienen 1817 von Carlini [148], [149], 1837 von
Green [353] und Liouville [551], 1912 von Rayleigh [728], 1915 von Gans [313] und 1924 besonders ausfiihrlich
und allgemein von Jeffreys [471].
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Maslov-Index der entsprechenden Bahn im Phasenraum und taucht, wie Keller 1958 zeigen
konnte [491], bei den Quantisierungsregeln gemaB

ygﬁdazzvrh (n+5). nex

auf, also in Form einer Verschiebung der Energieeigenwerte. Im Fall wasserstoffahnlicher Ato-
me gibt es insgesamt vier klassische Umkehrpunkte, je zwei fiir die radiale Bewegung und den
Drehimpuls. Der zugehorige Maslov-Index hat also den Wert 4, was die Eigenwerte zunachst
um 1 verschiebt. Andererseits ist jetzt aufgrund der genau wie die radialen Eigenwerte fiir
sich allein ebenfalls verschobenen Drehimpulseigenwerte der Fall / = 0 nicht mehr verboten.
Die beiden Effekte heben sich gerade auf, und das Energiespektrum ist damit dasselbe, das
sich auch beim Bohrschen Modell schon ergibt.

Fiir das Sommerfeldsche Modell ist die Sachlage etwas komplizierter, da hier der Spin in
die halbklassische Beschreibung miteinbezogen werden muB. Die hierfiir erforderliche Verall-
gemeinerung der WKB-Methode auf die Dirac-Gleichung wurde 1932 von Pauli entwickelt
[678] und 1963 von Rubinov und Keller weiter ausgebaut [747]. Geometrisch gesehen wird
dabei an jeden Punkt des Torus im Phasenraum, der die gewohnliche Dynamik des Systems
beherbergt, eine Sphare geheftet, auf der sich die zusatzliche Spindynamik abspielt. Legt
man eine bestimmte Vorzugsrichtung fest, beispielsweise durch Anlegen eines duBeren Mag-
netfelds, so zeigt sich, daB der Spinvektor zu dieser Richtung stets im selben Winkel orientiert
ist, was man sich mit Hilfe eines festen Breitenkreises vorstellen kann, der auf allen ange-
hefteten Kugeloberflachen derselbe ist und auf den der Spinvektor zeigt; nach Durchlaufen
irgendeiner geschlossenen Kurve auf dem Torus zeigt der Spin jedoch auf eine andere Stelle
des Breitenkreises als zuvor, das heiB3t, er hat sich auf diesem um einen bestimmten Winkel o
gedreht. Man sagt, bei dem System ist eine geometrische Phase aufgetreten®. Die Wirkung
dieser geometrischen Phase bei einem System mit Spin sfi/2 ist unter anderem das Auftreten
einer weiteren Anderung der Quantisierungsbedingung; diese lautet nun

¢5d622wh(n+ﬁ+mi), m=-s,—s+1,..., s, néeN.

4 21

Fiir wasserstoffahnliche Atome mit Elektronenspin #1/2 kann man zeigen, daB sich der Beitrag
der Maslov-Indizes und derjenige der geometrischen Phase stets zu einer ganzen Zahl addieren
[493], [494]. Damit ergeben sich die selben Energieeigenwerte wie beim Bohr-Sommerfeld-
Modell einschlieBlich des Verbots von / = 0. Auch hier heben sich zwei Unvollstandigkeiten
also gegenseitig auf. Anders ausgedriickt: Die altere Quantenmechanik konnte deshalb so
nahezu perfekte Ergebnisse liefern, weil sich bei wasserstoffahnlichen Atomen in zweifacher
Weise je zwei zur damaligen Zeit noch unbekannte Effekte gerade kompensieren.

88 Geometrische Phasen werden auch topologische Phasen oder Berry-Phasen genannt, letzteres nach ihrem
Entdecker M. V. Berry [58]. Wie sich schnell zeigte und auch weiterhin zeigt, sind sie in sehr vielen Bereichen
der Quantenmechanik von Bedeutung; erschopfend Auskunft dariiber erteilen beispielsweise [55], [157] und
[812].
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Auch wenn die Vorhersagen des Bohr-Sommerfeldschen Atommodells, was Frequenzen
und Energien betrifft, fiir wasserstoffahnliche Atome hervorragend sind, kam es doch auf-
grund seiner sehr eng gesteckten Grenzen iiber die Phase eines vorlaufigen Ad-Hoc-Modells
nicht hinaus. Schon fiir Atome und lonen mit zwei oder mehr Elektronen liefert das Mo-
dell unrichtige Ergebnisse, die magnetischen Eigenschaften der Atome kdnnen nicht korrekt
beschrieben werden, und es macht keine Aussagen iiber Intensitaten und zeitliche Ablaufe
der Emissionen und Absorptionen. Dazu kommt das Problem von beim Bohrschen Atomodell
ausschlieBlich und beim Bohr-Sommerfeldschen Atommodell teilweise flacher scheibenférmi-
ger Atome, was in klarem Gegensatz zur Beobachtung steht. Noch schwerwiegender sind die
konzeptionellen Probleme. Die klassische Mechanik wird je nachdem, wie es gerade praktisch
ist, auBer Kraft gesetzt oder zu Berechnungen herangezogen. AuBerdem ist die Vorstellung
von Elektronen, die sich in der Atombhiille auf Bahnen bewegen, vollig unhaltbar, wie wir
bereits gesehen haben und weiter unten noch deutlicher sehen werden. Mit der Entwicklung
der neueren Quantentheorie in den spaten 20er Jahren, wie sie in den folgenden Abschnit-
ten vorgestellt wird, konnte die Beschreibung der Atome dann auf wesentlich stabilere Beine
gestellt werden, wenn auch die wirklich vollstandige Losung dieses Problems noch eine Zeit
lang auf sich warten lieB und erst im Rahmen der Quantenelektrodynamik gelang.

LaBt man es bei der soeben formulierten kritischen Beurteilung bewenden, wird man
der Sache jedoch nicht wirklich gerecht. Das Bohr-Sommerfeldsche Atommodell bleibt ein
Meilenstein auf dem Weg zur Entwicklung der Quantenmechanik, die ihm zugrundeliegende
Bohr-Sommerfeld-Quantisierung ist jedoch mehr als das. lhre Bedeutung liegt, wie sich erst
spater herausstellte, in ihrer Fahigkeit, jedes klassische integrable System formal zu quantisie-
ren und in Verbindung damit insbesondere in der Ermdglichung, Systeme auf dem Grenzgebiet
zwischen klassischer Physik und Quantenmechanik halbklassisch zu beschreiben. Das hat sich
inzwischen zu einem eigenstindigen Gebiet der theoretischen Physik entwickelt3°.

2.5 Die Anfinge der Quantenstatistik

Der letzte Abschnitt der dlteren Quantentheorie spielt sich bereits zeitgleich mit den An-
fangen der neueren ab. Entsprechend ist die Zuordnung hier nicht mehr ganz so eindeutig;
wahrend die Methoden ganz klar zur ersteren gehoren, weisen die dabei erzielten Resultate
weit iiber den Beginn der letzteren hinaus, erkennbar unter anderem daran, daB der experi-
mentelle Nachweis eines der zentralen Ergebnisse erstmals 70 Jahre nach dessen theoretischer
Voraussage gelang.

2.5.1 Die Bose-Einstein-Statistik

In Abschnitt 2.1.3 diskutierten wir mehrere Ableitungen der Planckschen Strahlungsformel,
die aus der Kritik am Originalzugang ihres Entdeckers hervorgegangen sind. Auch wenn dabei
wesentliche Schwachpunkte beseitigt werden konnten, blieb ein wesentlicher Mangel bestehen.

89Siehe beispielsweise [364] und [494].
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Fast alle friihen Ableitungen der Planckschen Formel einschlieBlich der drei oben beschriebe-
nen verwenden zur Herleitung der Relation

8?2

dN(v) = o

Vdv (2.74)

fir die Anzahl der Zustinde, Moden oder was auch immer, die sich im Frequenzintervall
[v, v+ dv] befinden, die klassische Maxwellsche Elektrodynamik, womit von einer rein quan-
tenmechanischen Vorgehensweise nicht gesprochen werden kann. Ausnahmen davon findet
man lediglich bei Witadystaw Natanson [641] sowie bei Paul und Tatjana Ehrenfest [231],
deren Arbeiten jedoch nicht die ihnen gebiihrende Beachtung fanden. Sie stellten 1911 un-
abhangig voneinander fest, daB die von Planck ohne physikalische Begriindung verwendete
Zahlweise der moglichen Verteilung von Energieelementen auf die den betrachteten schwar-
zen Korper modellierenden Oszillatoren samtliche Energieelemente gleichbehandelt; daher
interpretierten sie dieses Abzdhlverfahren als eines fiir ununterscheidbare Teilchen und ge-
langten so im Rahmen eines reinen Partikelbildes zum Planckschen Resultat, ohne Riickgriff
auf irgendwelche, etwa Maxwellsche klassische Wellen.

Diese Erkenntnis wurde, wiederum unabhangig von ihren Vorlaufern, erst zwolf Jahre spa-
ter durch den indischen Physiker Satyendra Nath Bose wiederentdeckt. 1923 reichte dieser
eine Arbeit beim Philosophical Magazine ein, in der er eine in der eben angedeuteten Weise
ohne jeden Bezug auf klassische Physik auskommende Ableitung der Planckschen Strah-
lungsformel prasentierte. Da die Arbeit nicht angenommen wurde, schrieb er einen Brief an
Albert Einstein, wobei er eine Kopie des Aufsatzes hinzufiigte. Einstein erkannte die Be-
deutung dieser Arbeit sofort, iibersetzte sie ins Deutsche und schickte sie zusammen mit
einem entsprechenden Kommentar am 2. Juli 1924 an die Zeitschrift fiir Physik, wo sie kurz
danach veroffentlicht wurde [115]. Wir betrachten im folgenden stellvertretend fiir alle drei
Entdeckungen dieses Sachverhalts Boses Zugang im Detail.

Man startet dabei wie iiblich mit in einem Hohlraum des Volumens V' eingeschlossener
Strahlung der Gesamtenergie E, faBt diese dabei jedoch von Anfang an als quantisiertes
Strahlungsfeld auf, das heiBt als aus Quanten mit definierten diskreten Energiewerten E; =
hv; bestehend, wobei es jeweils /V; Stiick der Quanten der Sorte mit der Frequenz v; gebe.

Fiir die Gesamtenergie gilt dann
E=> N hv;
j=0

schreibt man das in der Form
E= V/ u(v)dv,

so besteht die Aufgabe darin, die hierbei auftretende spektrale Energiedichte u(v) zu bestim-
men. Dies erfolgt ebenfalls auf dem iiblichen Weg durch Berechnen der thermodynamischen
Wahrscheinlichkeit eines beliebigen makroskopischen Zustands und Ubergang zum thermi-
schen Gleichgewicht durch Ermittlung des wahrscheinlichsten makroskopischen Zustands.
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Die Interpretation der Energiequanten als ununterscheidbare Teilchen erlaubt es nun, die-
sen einen Impuls p = hy;/c in ihrer jeweiligen Bewegungsrichtung zuzuordnen. Die raumli-
chen Koordinaten x, y, z und die zugehorigen Impulskomponenten py, p,, p, bilden dann die
Koordinaten des momentanen Zustands eines solchen Teilchens in dessen sechsdimensionalen
Phasenraum. In diesem gilt die Zwangsbedingung

h?p?

Pt P+ = —

folglich bewegt sich der Phasenraumpunkt des Teilchenzustands im Phasenraum auf einer
Zylinderflache. Zum Frequenzbereich [v, v + dv] gehort im Phasenraum der Bereich

hw\? hdv _ 4nh*v2V d
F://////dxdydz dpxdpyde:V47r(?u) — - =

Zerlegt man [ in Zellen des Volumens h®, so findet man in diesem Bereich

4Amv?V
s 7r1/3 dv
c

solche Zellen, und wenn man zusatzlich die beiden moglichen Polarisationsrichtungen beriick-

sichtigt, erhalt man

8mv2V dv
A= — Q= (2.75)
zum Frequenzbereich [v, v+ dv] gehdrende Zellen im Phasenraum. Diese Zahl ist gleichzeitig

die Anzahl der moglichen Zustdnde eines einzelnen Teilchens im Phasenraum, und damit
erhalt man die thermodynamische Wahrscheinlichkeit eines makroskopischen Zustands durch
Berechnung der Anzahl der moglichen Anordnungen, in denen man samtliche Teilchen des
Systems auf die g Phasenraumzellen verteilen kann.

Dazu sei v; eine beliebige Frequenz, auBerdem p({ die Anzahl der leeren Zellen, p{ diejenige

der Zellen mit einem Teilchen, p? diejenige der Zellen mit zwei Teilchen, und so weiter, sodaB
die gesamte Anzahl der Teilchen im Frequenzbereich [v;, v; 4+ dv] durch

N; = Z np;
n=0

gegeben ist. Daraus folgt fiir die Anzahl der Phasenraumzellen in diesem Frequenzbereich

und die Anzahl der méglichen Verteilungen der Quanten auf die Phasenraumzellen ist dort
Al

00 o
[T pa!
n=0

V\/j:
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Die gesamte Anzahl der moglichen Verteilungen und damit die thermodynamische Wahr-
scheinlichkeit eines beliebigen makroskopischen Zustands ist entsprechend

= Al
w=]]=— (2.76)
=0 [T pa!
n=0

Von dieser gilt es nun das Maximum zu finden unter Beriicksichtigung der Nebenbedingungen

E=) Nhy (2.77)
j=0
und -
N;=Y np) JEN. (2.78)
n=0

Da die reelle Logarithmusfunktion monoton steigend ist, kann man diese Extremwertauf-
gabe statt fiir W auch fiir

InW:i |n(Aj!)—ii In (p1) (2.79)

|6sen, was die Rechnung deutlich vereinfacht. Nun verwendet man wieder die Stirlingsche
Formel; diese lautet bis zur zweiten Ordnung

In(x!) ~ x Inx —x,

und weil die p/ sehr groBe Zahlen sind, geniigt das fiir die hier verfolgten Zwecke voll und
ganz. Man erhalt den Naherungsausdruck

InW:i(AjlnAj—Aj)—i

Jj=0 =0 n

(p2 Inpl —pl)

10e

und nach Einfiihrung von Lagrange-Multiplikatoren die Zielfunktion

f(p]) = Z (AjInA; = A)) — Z

J=0

(P2 Inpl —pl)

Mg 1]

Il
o

+6(E— >N huj) + > N (Nj - an,{)
Jj=0 n=0

J
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Diese soll stationar sein; das liefert

a o0 (o]
L+ 1Inpl+nBhv;+X;)=0
api ;nZ( p Bhy; )
oder .
Inp} = —(1+ nBhv;+ X)),
also

= B, e "PMi (2.80)
mit B; = e~(1*»). Daraus folgt mit Hilfe der Summenformel fiir geometrische Reihen,

Y "= q<1,

n=0
fiir die A,

A _ . B —nBhy; __ Bj
=D Be T 1_eBhy

und somit
BJ' = AJ' (1 — 6_6huj),

womit die Lagrange-Multiplikatoren A; bestimmt sind. Durch Einsetzen in die Nebenbedin-
gungen (2.78) findet man

o0 d oo
R ) _ A—Bhy; —nBhy;  __ (~—Bhy; —nBhy;
N, = ZnAJ(l e )e = Aj(e 1) J(Bh) nz:;e

n=0

d 1 -
—— = Aj(l—e_ﬁhyj)%
d(Bhv;) 1 — e=P; (1 —eFh)2

= Aj (e_ﬁhuj - 1)

A

Das wiederum fiihrt, eingesetzt in die Nebenbedingung (2.77) zusammen mit (2.75) auf

_ — 8mhVyidy
Z c3 (eﬁh"l - 1)
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Fiir die thermodynamische Wahrscheinlichkeit eines Makrozustands findet man mit (2.78)
und (2.80)

Jj=0 Jj=0

und mit dem Boltzmannschen Prinzip folgt daraus fiir die Entropie des Systems
5:k4ﬁE—§:&nw1—ymﬂ}
j=0

Die thermodynamische Relation

o5 _1
0E T
liefert damit fiir den noch fehlenden Lagrange-Multiplikator

1

52@?

und man erhilt fiir die Energie

<. 8mhVvidy; s
_ 9y
E= Zo c3 (ehw/keT — 1) = Zo Vou(yy) dv;.
J= J=

u(v) ist dabei die spektrale Energiedichte; fiir diese ergibt sich genau die Plancksche Strah-

lungsformel
_ 8mhv? 1
u(v) = 3 ehw/keT _ 1°

Diese rein quantenmechanische Herleitung verdiente fiir sich allein genommen bereits bei
weitem eine Erwahnung im vorliegenden Buch. Weitaus folgenreicher ist jedoch ein scheinba-
res Nebenprodukt, das man erhilt, wenn man die Besetzungszahlen (2.81) durch die Anzahl
A; der Phasenraumzellen dividiert; das liefert die mittlere Besetzungszahl

1
(ny) = ehvi/keT _ 1

des j-ten Energieniveaus des betrachteten Systems. Man nennt diese Verteilungsfunktion
Bose-Einstein-Verteilung. Gemessen an der Bedeutung fiir die Physik ist sie das zentrale Re-
sultat von Boses Arbeit. Es [aBt sich verallgemeinern auf beliebige Teilchen in einem System
mit diskreten Energieniveaus ¢;, sofern jedes dieser Niveaus von beliebig vielen Teilchen be-
setzt werden kann — eine Einschrankung, auf die noch gesondert zuriickzukommen sein wird.
Man kann zeigen, daB die mittleren Besetzungszahlen durch

1
~ep(e - p)/kT]—1

(nj)
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gegeben sind, wobei 1 das chemische Potential der Teilchen ist®®. Handelt es sich speziell um
Photonen, so gilt stets u = 0, da diese von den Behalterwanden des Systems absorbiert und
emittiert werden kdnnen und die Gesamtteilchenzahl damit keine definierte GroBe ist. Damit
landet man in diesem Fall wieder bei Boses Originalresultat.

2.5.2 Einsteins Theorie der idealen Gase

Einstein beschrdnkte sich nicht darauf, Boses Arbeit zu iibersetzen, sehr positiv zu kom-
mentieren und ihr zur Veroffentlichung zu verhelfen; stattdessen prasentierte er bereits einen
Monat spater deren Anwendung auf die Beschreibung idealer Gase [248], was er einige Monate
spater noch weiter ausbaute [249], [250]°".

Dabei betrachtete er die Molekiile eines idealen, einatomigen Gases®? [248] in vélliger
Analogie zu Boses Behandlung der Photonen. Fiir ein Molekiil der Masse m mit den Koordia-
ten x, y, z und den Impulsen py, p,, p; ist das zu einem bestimmten Bereich der Koordinaten
gehorende Phasenraumvolumen durch

/'://////dxdydz dps dp, dp,

gegeben; fiir alle Zustande mit
L i) <E
2m X vy V4
fiir einen bestimmten Wert der Energie £ findet man fiir dieses Volumen
4 3/2
= 3™ V (2mE)>/=.

Einstein zerlegt nun den Phasenraum ebenfalls in Zellen der GroBe h*. Fiir das Energieintervall
[E, E + AE] ergibt sich die Anzahl As dieser Zellen durch

1 ol
Das liefert v
As=2m 3 (2m)*? EV2 AE (2.82)

als Analogon der Gleichung (2.74).

Die einzige Abweichung von der Analogie zur Vorgehensweise Boses ist die zusatzliche
Forderung der Teilchenzahlerhaltung fiir die Gasmolekiile, welche fiir Photonen nicht gege-
ben ist. Daher gibt es im Volumen V eine feste Anzahl n von Gasmolekiilen. An davon

%0Siehe zum Beispiel [359].

91Zur physikalischen und historischen Einordnung der dritten Arbeit vergleiche [689].

92Diese Beschrankung ist erforderlich, da andernfalls Rotations- und Schwingungsfreiheitsgrade mitberiick-
sichtigt werden miissen.
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sollen Energiewerte aus dem Intervall [E, E + AE] besitzen und sich folglich auf die As
Phasenraumzellen verteilen, auBerdem seien p; fiir s = 1,2, ..., Asund r =0,1,...ndie
Wahrscheinlichkeiten fiir r Molekiile in der s-ten Zelle; dabei gilt natiirlich

d pr=1 fiiralles. (2.83)
r=1

Zur Berechnung der Entropie des idealen Gases bendtigt man nun wieder die Anzahl der
moglichen Verteilungen der An Molekiile auf die As Phasenraumzellen. Diese betrigt®

As!
W= _2> (2.84)

fjo(pf As)!

und liefert nach dem Boltzmannschen Prinzip die Entropie

S=ksInW = kg {In (As!) — iln [(p; As)!]}.

r=0

Das kann mit Hilfe der Stirlingschen Formel sowie (2.83) durch den Naherungsausdruck

S=—k 3% (05 np) (2.85)

s=0 r=0

ersetzt werden.
Wie Bose betrachtet Einstein nun das thermodynamische Gleichgewicht, welches einerseits
dadurch ausgezeichnet ist, daB nicht nur die mittlere Teilchenzahl

n= Z Z rp; (2.86)

des idealen Gases, sondern auch dessen mittlere Gesamtenergie

E= z z Erp; (2.87)

einen festen Wert animmt. E ist dabei die Energie eines Molekiils in der s-ten Phasenraum-

zelle; dafiir gilt
h2 3 2/3
E=— (=) .
2m \ 47V

Andererseits und insbesondere ist das Gleichgewicht gerade jener Zustand, in welchem die
Entropie S ein Minimum annimmt, sodaB sie, aufgefaBt als Funktion der p;, die Bedingungen
oS
op;

0 fur alle r, s

%Vergleiche (2.79); das dort erforderliche duBere Produktzeichen entfillt hier aufgrund der Teilchenzah-
lerhaltung.
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erfiillt. Das liefert zusammen mit den Nebenbedingungen (2.86) und (2.87), wiederum analog
zur Vorgehensweise von Bose,

pS=PBs exp[—(A+Bs?)r],

mit noch zu bestimmenden Konstanten B¢, A und B. Die erste davon findet man sogleich
mit Hilfe von (2.83), denn daraus folgt

oo (o] 65
s _ . 2/3 _ _
;Pr—ﬁs;exp[ (A+Bs )r]_l—exp[—(A+Bs2/3)]_l

und somit
Bs=1—exp[—(A+ Bs??)].

Hieraus erhalt man weiter

A= > P = {1—exp[—(A+Bs2/3)]}ir exp [—(A+ Bs??)r]

r=0

= {exp[-(A+Bs¥%)] -1} diA iexp [—(A+ Bs?®)r]

2/3 d 1
= {ep[~(A+B8s7)] -1} 7 (1 —exp[—(A+ 552/3>])

1 —exp[—(A+ Bs?3)]
{1 —exp[—(A+ Bs?/3)]}2

= exp[—(A+ Bs™?)]

1
= SATET 1 (2.88)

fiir die mittlere Zahl der Molekiile pro Phasenraumzelle, was die Bose-Einstein-Verteilung fiir
ideale Gase darstellt. Entsprechend gilt

R 3 \¥3 X 2/3
e (iv) Lamer
2m \ 4nV —exp(A+ Bs?/3) -1

als Analogon der Planckschen Strahlungsformel.
Als nachstes setzt Einstein obige Resultate in (2.85) ein, um die Entropie im Gleichgewicht
zu berechnen. Mit der Abkiirzung

oo

£= i Z rpfs2/3
s=0 r

=0

liefert das den Ausdruck

S=—ks {i [In(1 —exp(—(A+ Bs?*))] —An— Bé}.

s=0
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Aus diesem 3Bt sich durch Vergleich mit der thermodynamischen Definition der Entropie die
Konstante B ablesen; es ergibt sich

_ = d(A+Bs??) ; _
dE = TdS = —kBT{;l_eXp(AJFBSm)—ndA—edB—Bde}

2m \ 47V

1 2m (4 2/3
= D (Zav .
kT h2 \3

Fiir die freie Energie des idealen Gases folgt

AT A
= kTBdé = kT - <—) BdE

und damit

F=E—-TS=kT {i [In (1 —exp(—(A+ Bs*?)))] - An}.

s=0

und man erhalt fur dessen Druck das Resultat

oF _oB
W — _kBTg

_ 0
av - Fav

<Imi

o3\l 2
p=- 2m (m) 3
also dasselbe wie im klassischen Fall. Alle anderen Resultate unterscheiden sich von jenen der
klassischen Physik durch die 1 in den Termen mit 1 —exp (.. .).

Es fehlt noch der Parameter A: hierfiir definiert Einstein eine neue GroBe A = e=* und
schreibt die Teilchenzahl und die Gesamtenergie als geometrische Reihen in der Form
= 2m (4 23 2131
n = ; ; AT exp {_F (§ 0 \/) T } (2.89)
. om [ 4 2/3 o0 o0 , om /4 2/3 52/37_
= /32T 2
E = (37rV) Z;;s A exp{ - <3 v) kBT}, (2.90)

um diese sodann durch die Integrale

||
0\8
]2
>
~]
(D
|
N
3|3
VR
IES
3
N—
N
~
w
| »
5
| S
Q
n

und
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zu approximieren. Das fiihrt auf die Berechnung von

o0 o0

—2s2/3 . . _~2c2/3
I = /e s ds beziehungsweise Iy = /52/36 s s,

0 0

mit der Abkiirzung a® = BT. Unter Verwendung der Substitution 7 = s'/3, ein- beziehungs-

weise dreifacher partieller Integration sowie der Formel

/ —a?x? dx ﬁ
T 2a
0
liefert das®* einerseits .
37
_ 2 _—aco
I1—3/ae d0—4a3
0
und andererseits .
9
3/046_0“’ do = ﬁ,
8ar

0
und nach Einsetzen in (2.89) und (2.90) erhdlt man

_ (27rmk;3T)3/2V iT_w X

T=1

9Zur Herleitung von (2.91) betrachten wir das Doppelintegral

/

das wir durch Transformation auf Polarkoordinaten ausrechnen kdnnen:

[ee] o]

¢ —g

—0o0 —0o0

2T

o0 o0 o0 1
/ / e ) dx dy = //"3_"‘2’2 rdrdp=2m [Z«Z e o
—00 —00 0 0

Es ergibt sich also

o0 o0
—a2x? 22 ™
/eo‘xdx/eo”’dy:—2
a
—00 —00
und damit weiter
o0
2x2 ™
e X dx:i.
a
—00

Daraus folgt unmittelbar (2.91).

e ) gy dy = / e o dx /e“"zy2 dy,

l,

a?’

(2.91)

(2.92)
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(2mm)*2 (ks T)*? V iT_m N3

_ 3
E =3 5 (2.93)

T7=1

Nun folgt aus (2.88) fiir alle s die Ungleichung A + Bs?/3 = 0 und damit auch A = 0
sowie 0 < X\ = 1 [249]. Zusammen mit (2.92) hat das die Konsequenz, daB die Anzahl der
Gasmolekiile bei gegebenem Volumen V' den Wert

_ CTmh TPV S

Nmax = 13 (2.94)

T=1

nicht iiberschreiten kann, ohne daB ein Phaseniibergang eintritt. Uberschreitet die Teilchen-
zahldichte die GroBe nn../V, geht eine mit zunehmender Dichte wachsende Anzahl von
Molekiilen in den Grundzustand iiber; die restlichen Molekiile verbleiben gemaB (2.94) im
Zustand eines idealen Gases. Einstein zeigt auch gleich, daB diese beiden unterschiedlichen
Phasen im thermodynamischen Gleichgewicht stehen. Dazu betrachtet er die, wie er sie nennt,
Plancksche Funktion _
E+pV

T
der beiden Phasen. Diese Funktion wurde von Planck zur Kennzeichnung von im Gleich-
gewicht zueinander befindlichen Systemen eingefiihrt; im Gleichgewichtsfall ist ® fiir beide
Teilsysteme gleich [708]. Fiir die im Grundzustand versammelten Gasmolekiile findet man
unmittelbar ® = 0, denn im Grundzustand verschwinden fiir ideale Gases S, E und V jeweils
schon einzeln. Fiir das gesattigte ideale Gas erhdlt man fiir die Entropie wegen A = 0

S=—k Y In(1-eB")+

®=5-

| m

Wieder kann die Summe durch ein Integral approximiert werden; das liefert mit partieller
Integration

[ee] o0

) " (1 B 67852/3) . / In (1 - 67552/3) ds — _2 /56—852/3 8571/3 ds
Z B 3 ) 1-e8"
s=0 0 0
> T > E pV
— _—— E pr—y —_—— f— J—
3/” ds 3T kT

und damit ebenfalls
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wodurch das behauptete Gleichgewicht der beiden Phasen bewiesen ist.

Es gibt somit nach diesem Modell fiir ideale Gase eine von der Temperatur abhangige
maximale Dichte (2.94) der Molekiile; wird diese iiberschritten, kondensiert der iiberzahlige
Teil der Molekiile im Grundzustand, wahrend die anderen weiterhin statistisch die hoheren
Zustande bevolkern. Einstein hatte das entdeckt, was spater die Bezeichnung Bose-Einstein-
Kondensation erhielt. Er war damit auf theoretischem Weg dem experimentellen Nachweis
siebzig Jahre voraus®®.

Interessanterweise verwendet Einstein zur Berechnung der thermodynamischen Wahr-
scheinlichkeiten der betrachteten Zusténde in seiner ersten Arbeit [248] zum Thema mit
(2.84) das gleiche Abzahlverfahren wie Bose, in der zweiten dagegen dasjenige, mit dem
Planck fiinfundzwanzig Jahre friiher erstmals seine Strahlungsformel abgeleitet hatte. Man
braucht dazu die Anzahl As,, beziehungsweise z, in der zweiten Arbeit, der zum Frequenzin-
tervall [v, v + dv] gehdrenden Phasenraumzellen, Gleichung (2.82), sowie die Anzahl n, der
Molekiile, deren Frequenzen jeweils in diesen Frequenzintervallen liegen. Wie wir in Abschnitt
2.1.1 gesehen haben, gibt es dann in diesem Intervall

(n,+2z,—1)!

W= (z,— 1)

und fiir das gesamte System, das heiBt fiir alle Frequenzen entsprechend

H (n, +2,— 1) (2.95)

) (z, — 1)

Moglichkeiten, die Molekiile iiber die Phasenraumzellen zu verteilen.
Die weitere Berechnung erfolgt nun genau wie bei Bose. Die mit dem Ausdruck (2.95)
fir die thermodynamische Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Makrozustands des Systems

gebildete Entropie
S=ksInW

soll unter den die gesamte Teilchenzahl n sowie die Gesamtenergie E festlegenden Nebenbe-
dingungen

und

E = i n,E
v=0

%Die ersten experimentellen Nachweise realer Bose-Einstein-Kondensationen gelangen 1995 den Arbeits-
gruppen von E. A. Cornell und C. E. Wiemann [7] sowie von W. Ketterle [174].
%Sijehe (2.76) im vorigen Abschnitt.
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maximal sein®’. Mit Hilfe der Stirlingschen Formel erhilt man zunichst den Niherungsaus-
druck

InW =~ Z[(n,,+z,,— ) In(n,+2z —1)—n,Inn, — 2z, Inz)]
v=0

~ Z [(n,+2z) In(n,+2z,)—n,Inn,—2z, Inz)]
v=0

und nach Einfiihrung von Lagrange-Multiplikatoren die Zielfunktion

f(n) = Z [(n,+z)In(n,+2,)—n,Inn, — 2z, Inz)]
v=0

+>\1(n—§:nu) +>\2(E—§:nUEU>.
v=0 v=0

Diese soll stationar sein; das liefert

or
=In(n,+2z)—Inn,+ X1+ XE, =0
on,
oder
In (””:Z”) — (M + ME),
also

n,+ z,

=exp[—(A1 + XE))],

und man erhélt fiir die Besetzungszahlen im thermodynamischen Gleichgewicht das Resultat
n, = 2
Y exp[—(A + XE)] -1

Die Bestimmung der Lagrange-Multiplikatoren verlauft wie oben und liefert das Resultat

Zy
" exp (At E JkeT) - 1'

und nach Division durch z, erhilt man mit

_ 1
v = exp(A+E,/ksT) — 1

wieder das Resultat (2.88).

9Es sei daran erinnert, daB Planck die Strahlungsformel nicht iiber ein Extremalprinzip, sondern direkt
tiber die Entropie und deren statistischer und thermodynamischer Definition herleitete.
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Mit der theoretischen Vorhersage des nach Bose und ihm selbst benannten Effekts war
Einstein seiner Zeit zwar weit voraus, einen wichtigen Aspekt dieser Thematik, von dem bis-
her hier noch liberhaupt keine Rede war, konnte er jedoch 1925 noch nicht wissen. Es geht
um die heute wohlbekannte Tatsache, daB es zwei grundsatzlich unterschiedliche Teilchen-
sorten gibt, die in Vielteilchensystemen zwei ebenso unterschiedlichen Statistiken folgen. Zur
Entdeckung dieses Sachverhalts muBte zuvor erst einmal das wesentliche unterscheidende
Merkmal gefunden werden.

2.5.3 Elektronenspin und Pauli-Prinzip

Natiirlich handelt es sich bei diesem Merkmal um den Spin und damit um die als erste ent-
deckte rein quantenmechanische Eigenschaft physikalischer Systeme ganz ohne klassisches
Analogon. Die makroskopischen Auswirkungen dagegen, mit welchen der Spin seine Existenz
zu Beginn seiner Erforschung oder genauer gesagt schon zuvor verriet, machen auf den ersten
Blick einen durchaus klassisch vertrauten Eindruck, sind aber ebenfalls rein quantenmechani-
scher Natur, denn es waren magnetische Eigenschaften von Teilchen, die zu seiner Entdeckung
fiihrten.

Friihe experimentelle Hinweise auf magnetische Momente bei Mikroobjekten tauchten be-
reits 1915 auf. Einstein und de Haas beschrieben als erste einen Versuch, dessen Ergebnis
konsequenterweise heute als Einstein-de Haas-Effekt bezeichnet wird und der einen direkten
Nachweis des magnetischen Moments von Elektronen darstellt [251]. Dabei wird ein Eisen-
stab, der drehbar in einer Spule hangt, plotzlich ummagnetisiert. Es entsteht eine Drehschwin-
gung, die durch eine vom Umklappen der magnetischen Momente der Elektronen verursachte
Drehimpulsanderung erklart werden kann, wenn man dem Elektron einen Eigendrehimpuls
zuschreibt®®. Damit ist man gleichzeitig in der Lage, den Drehimpuls der Elektronen direkt
experimentell nachzuweisen und insbesondere auch zu messen. Man bestimmt zu diesem
Zweck einerseits die Anderung Ausiap, der Magnetisierung des Eisenstabs und andererseits
die Anderung AL s, von dessen makroskopischem Drehimpuls. Da sich beide GroBen additiv
aus den entsprechenden Einzelbeitrdgen der betreffenden Elektronen zusammensetzen, kann
man sie in der Form

n
Apisear, = Z Apj = 2nu,
j=1
beziehungsweise
Alsgy =) Al =2nL,
j=1
schreiben, wenn n die Anzahl der Elektronen, z die Raumrichtung des Stabes, u, die Kom-

ponente des magnertischen Moments und /, die Drehimpulskomponente eines Einzelelektrons
in z-Richtung ist. Man findet das experimentelle Resultat

%Es gibt auch eine Umkehrung des Einstein-de Haas-Effektes, die nach ihrem Entdecker als Barnett-
Effekt bezeichnet wird [39]. Hierbei handelt es sich um die Beobachtung, daB ein rotierender Stab aus
ferromagnetischem Material sich so verhilt, als befande er sich in einem Magnetfeld und dabei magnetisiert
wird.
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A/—Stab /z Me

Abstab _ pz _

und damit fiir das magnetische Moment des Elektrons den Wert

Ly = pg = ek _ 9,274 -107**Am .
me
Das ist der Zahlenwert des Bohrschen Magnetons, das auf diesem Weg seinen Einzug in die
Physik hielt.

Ebenfalls nachgewiesen wird das magnetische Moment und damit der Eigendrehimpuls
der Elektronen durch ein Experiment, das von Stern und Gerlach 1922 entwickelt wurde
[323], [324], [325]; hierbei kommt jedoch eine zusitzliche Merkwiirdigkeit zur Geltung, die
zundchst nicht erklarbar war. Der Aufbau des Stern-Gerlach-Experiments ist wie folgt: Ein
fokussierter Strahl aus neutralen Silberatomen lauft durch ein stark inhomogenes Magnetfeld,
dessen Feldgradient senkrecht zur Flugbahn der Silberatome ausgerichtet ist; iiblicherweise
wird diese Richtung als z-Richtung gewahlt. AnschlieBend wird er von einer Photoplatte
aufgefangen. Auf der Platte erscheinen genau zwei Flecke, die symmetrisch zur Flugbahn
der Atome in Richtung des Feldgradienten getrennt sind. Das bedeutet, daB die Silberatome
eine Kraft senkrecht zu ihrer Flugbahn erfahren, und zwar einen Teil davon in Richtung des
Feldgradienten und den anderen Teil entgegengesetzt dazu. Klar ist auf jeden Fall, daB die
Ursache dafiir eine Wechselwirkung zwischen dem magnetischen Moment [ der Silberatome

und dem inhomogenen Magnetfeld B ist. Aus der klassischen Elektrodynamik weiB man, daB
das Potential fiir diese Wechselwirkung

V=-igB

ist, und damit iibt das inhomogene Magnetfeld auf die Silberatome eine Kraft in z-Richtung
aus, die gegeben ist durch

oV 0B

2T T8 KB Er
Also folgt aus dem Stern-Gerlach-Experiment unmittelbar, daB das magnetische Moment w
der Silberatome und damit deren Drehimpulse genau zwei diskrete Werte annehmen kann?.

Kein klassisches System mit Drehimpuls weist ein solches Verhalten auf.

Um so besser paBte diese Beobachtung dafiir zu einer Hypothese, mit der Alfred Landé
kurz zuvor eine Erklirung fiir den anomalen Zeeman-Effekt gefunden hatte!. Versuche in die-
se Richtung von Sommerfeld [826] und Debye [184] lagen bereits vor, allerdings mit maBigem

9Noch deutlicher wird das bei einem Experiment, das Phipps und Taylor 1927 durchgefiihrt haben [694].
Sie fiihrten genau denselben Versuch mit neutralen Wasserstoffatomen durch, die im Grundzustand von
vorneherein liberhaupt keinen Bahndrehimpuls besitzen. Auch hier findet man zwei z-Komponenten.

100Benannt nach dem niederliandischen Physiker Pieter Zeeman, der die Aufspaltung atomarer Spektrallinien
in duBeren Magnetfeldern 1896 entdeckte [941], [942], [943]. Weitere und prazisere experimentelle Nachweise
erfolgten insbesondere 1898 durch Thomas Preston [719] sowie 1902 durch Carl Runge und Friedrich Paschen
[757], [758], [759]. Details hierzu findet man bei [413].
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Erfolg. Nichtklassische Eigenschaften quantenmechanischer Drehimpulse waren von Bohr und
Sommerfeld bereits eingefiihrt worden; das beinhaltete einerseits die Drehimpulsquantisierung
als solche, wonach quantenmechanische Drehimpulse stets die Relation | = nh/27, n € 7Z,
erfiillen, und andererseits eine zusatzliche Richtungsquantisierung, das heiBt, jeder quanten-
mechanische Drehimpuls / hat beziiglich einer beliebig vorgegebenen raumlichen Richtung
genau 2/ + 1 mogliche Komponenten!®l. Landé erweiterte das, indem er ad hoc halbzahli-
ge Drehimpulse, also solche mit Betrdgen der Form | = (2n+ 1)h/4m, n € Z, einfiihrte,
womit ihm eine prazise quantitative Beschreibung des Zeeman-Effekts fiir schwache duBere
Felder gelang [532] - [536]'%2. Hierfiir ersann er zahlreiche empirische Regeln, mit welchen
die Energieniveaus der Zeeman-Spektren berechnet werden kdnnen. Landé zerlegte zu die-
sem Zweck die Zeeman-Terme in zwei Teilterme, einen mit ganzzahligen Drehimpulsen [ und
einen zusatzlichen mit halbzahligen Drehimpulsen 5;. Dabei betrachtet man die jeweiligen
Gesamtdrehimpulse als Vektorsummen

L= : S§=>5§: J=L+S (2.96)

Eines von Landés Postulaten besagt nun, daB [ und S beim magnetischen Moment der

betrachteten Atome anders koppeln als beim Gesamtdrehimpuls J. Das wird durch zwei
Kopplungskonstanten gs und g; beriicksichtigt, indem man

. n - -
/J':_FB(QSS"‘QLL)

setzt; ein weiteres Postulat legt die Kopplungskonstanten auf gs ~ 2 und g, = 1 fest, das
heiBt, halbzahlige Drehimpulse sollen doppelt so stark zum magnetischen Moment beitragen

wie ganzzahlige. Zusatzlich postulierte Landé fiir den Betrag |j] = J eines quantenmecha-
nischen Drehimpulses die Relation

J2=rj(+1), (2.97)

wobei j € N gelten muB. Befinden sich Atome, deren Gesamtdrehimpuls (2.97) gehorcht, in
einem duBeren Magnetfeld, so tritt eine Aufspaltung der Spektrallinien auf, wobei benachbarte
Energieniveaus um den Betrag

AEg =B
gegeneinander verschoben sind. Landés Regeln lassen sich nun in der Gestalt

AEg = gugm; B, mi=—j,—j+1,...,J

zusammenfassen'®®, wobei der Proportionalititsfaktor g von den Drehimpulsen L,Sund J

abhangt. g nennt man nach seinem Entdecker Landé-Faktor oder g-Faktor. Es ergeben sich

101Sjehe Abschnitte 2.4.1 und 2.4.2.

102Fine sehr ausfiihrliche wissenschaftshistorische Darstellung von Landés Arbeit zum anomalen Zeeman-
Effekt ist [302].

193Das ist die heute iibliche Bezeichnung. Die Verwendung zweier getrennter Quantenzahlen j und mj geht
auf Pauli zuriick, der die Notation ky = /+1, ko =) + % my = m; verwendete [668]. Landé hatte zuvor die
Summe j + m; als eine Quantenzahl gefiihrt.
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somit jeweils 2 j + 1 dquidistante Zeeman-Linien, was nicht nur qualitativ, sondern insbeson-
dere auch quantitativ gut mit den Beobachtungen iibereinstimmt.

Dennoch war die Situation natiirlich nicht zufriedenstellend, da Landés Beschreibung rein
empirischer Art war und keinerlei Begriindung fiir das verwendete Vorgehen lieferte. Die Fol-
gezeit war daher unter anderem von einer miihsamen und teilweise ziemlich frustrierenden
Suche nach einer besseren Erklarung geprégt, bei der sich insbesondere Wolfgang Pauli her-
vortat'®. Als eine erste Etappe konnte dieser zunichst die von Landé fiir schwache duBere
Magnetfelder gefundene Ad-hoc-Erklarung auf starke Felder und damit auf den normalen
Zeeman-Effekt und den Paschen-Back-Effekt'®® ausdehnen [666]'°°. Im entscheidenden zwei-
ten Schritt stellte Pauli einerseits fest, daB fiir die Struktur der Zeeman-Spektren jeweils aus-
schlieBlich das Leuchtelektron, also das energetisch duBerste Elektron des betrachteten Atoms
verantwortlich ist, nicht aber die inneren, abgeschlossenen Schalen desselben; andererseits fol-
gerte er aus der Dublettstruktur der Spektren eine, wie er sich ausdriickte, ,eigentiimliche,
klassisch nicht beschreibbare Art von Zweideutigkeit der quantentheoretischen Eigenschaften
des Leuchtelektrons” [670]*°7. Auf dieser Basis erklart Pauli anschlieBend den bis dahin rein
empirisch vorliegenden Sachverhalt, daB jede Untergruppe der Bahndrehimpulsquantenzahl
I €{0,1,..., n—1} einer abgeschlossenen Schale mit Hauptquantenzahl n genau 2(2/+ 1)
Elektronen enthélt, durch Postulieren seines beriihmten AusschlieBungsprinzips [671], [672]:

Jeder durch die fest gewihlten Quantenzahlen n, [, j, m; charakterisierte Zustand kann stets
hochstens durch ein Elektron besetzt sein.

Damit gelingt sofort eine systematischen Deutung der Zeeman-Spektren auch fiir komple-
xere Atome und gleichzeitig und insbesondere der Durchbruch zur schon langer gesuchten
Erklarung der Elektronenkonfigurationen der Atome und damit zum Aufbau des Periodensy-
stems der Elemente. Die Bedeutung des Pauli-Prinzips geht jedoch weit dariiber hinaus. Es
ist die Ursache der Stabilitait makroskopischer Objekte, der Festigkeit der Festkorper, ihrer
thermischen und elektrischen Eigenschaften, der Inkompressibilitdt der Fliissigkeiten und der-
gleichen mehr. Selbst in der Astronomie ist es duBerst wichtig; in der Tat war eine seiner ersten
Anwendungen die Aufstellung einer Theorie der weiBen Zwerge und der Neutronensterne!8.

104Eine ausfiihrliche Darstellung der historischen Abliufe findet man bei [838].

105Gjehe weiter unten.

106paylis entscheidende Idee hierzu war das Postulat seines sogenannten Summensatzes, wonach die Summe
der Energiewerte eines beliebigen Multipletts wihrend des Ubergangs von schwachen zu starken Feldern stets
proportional zur Feldstdrke B bleibt.

07In diese Zeit fillt auch Paulis Einfiihrung der Idee eines Drehimpulses der Atomkerne zur Erkldrung
weiterer bis dahin noch unverstanderer Spektrallinienaufspaltungen [669]. Das ist natiirlich nichts anderes als
die Entdeckung der Hyperfein-Wechselwirkung.

108Ralph Fowler vedffentlichte 1926 eine nichtrelativistische Theorie, in der allerdings weiBe Zwerge be-
liebiger, auch unendlicher Masse mdglich sind [303]. Die relativistische Variante wurde von Subrahmanyan
Chandrasekhar im Rahmen seiner Theorie der weiBen Zwerge, Neutronensterne und schwarzen Lochern nach-
geliefert [155], [156]. In diesem Zusammenhang berechnete er auch erstmals die als Chandrasekhar-Limits
bekannten Grenzen, bis zu denen weiBe Zwerge und Neutronensterne stabil sind und ab wo schwarze Locher
entstehen.
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Pauli hatte damit einen neuen, inneren Freiheitsgrad des Elektrons eingefiihrt, zeigte je-
doch zunichst keine Neigung, diesen durch eine Modellvorstellung zu veranschaulichen'®.
Eine solche wurde im Januar 1925 von Ralph Kronig vorgeschlagen; da sich jedoch Heisen-
berg, Kramers und Pauli ablehnend dazu duBerten, verzichtete er auf eine Veroffentlichung.
Nahezu gleichzeitig hatten George Uhlenbeck und Samuel Goudsmit weniger Hemmungen
und veroffentlichten genau dieselbe Idee. Zunichst fiihrte Goudsmit eine neue Quantenzahl
fiir Elektronen ein [340], die im wesentlichen die Spinquantenzahl der modernen Sprechweise
ist, und wenig spater gelang ihm zusammen mit Uhlenbeck auf dieser Grundlage die Ableitung
der korrekten Formel fiir die Energieniveaus der Feinstruktur der Wasserstoff-Spektrallinien
[342]1°. Die entscheidende, wenn auch zunichst noch in der klassischen Physik verhaftete
Idee war dann, daB Uhlenbeck und Goudsmit diese neue Quantenzahl auf eine Rotation des
Elektrons um seine Achse zuriickfiihrten, womit auf einen Schlag der Zusammenhang mit
dem magnetischen Moment und einem Eigendrehimpuls hergestellt war [890], [891]'!*. Kon-
sequenterweise erhielt der neue Freiheitsgrad den Namen Spin. Die Vorstellung eines quanten-
mechanischen Eigendrehimpulses s von Elementarteilchen fiihrte gemaB (2.97) unmittelbar
auf die Relation

52| =hs(s+1) (2.98)

fiir dessen Betrag. Im Fall des Elektrons liefert das Stern-Gerlach-Experiment zusammen mit
Landés Richtungsquantelung wegen 2s + 1 = 2 unmittelbar den Wert s = 1/2.

Im Rahmen dieses Bildes lieB sich nun eine Deutung des Zeeman-Effekts konstruieren, die
insbesondere auch eine Berechnung des Landéschen g-Faktors erlaubte und den naheliegenden
Namen Vektormodell erhielt. Man startet dabei mit der Kopplung der Bahn- und Spindrehim-
pulse des betrachteten Atoms zu einem Gesamtdrehimpuls gemaB (2.96)!!2, die stets dann
vorliegt, wenn einerseits die betrachteten Atome nicht zu schwer sind'*3, und andererseits
das fiir die Feinstruktur verantwortliche Potential Vis der Wechselwirkung der magnetischen

109Das entsprach der sich gerade abzeichnenden Tendenz, in der Quantenmechanik ganz auf anschauliche
GroBen zu verzichten. Siehe dazu Abschnitt 3.3.

10Fjnen Uberblick iiber Uhlenbecks und Goudsmits Arbeiten zur Entdeckung des Spins liefert [662]. Zur
Feinstruktur des Wasserstoffspektrums siehe beispielsweise [431].

Hln einem Vortrag von 1971 schilderte Goudsmit die Geschichte der Entdeckung des Elektronenspins auf
unterhaltsame Weise [341]; dabei erzihlte er auch, wie Uhlenbeck zunichst Zweifel hatte und Ehrenfest,
seinen damaligen Chef, bat, die Arbeit wieder zuriickzuziehen, da er der Meinung war, eine derart schnelle
Eigenrotation der Elektronen sei unmdglich. Er kam jedoch zu spat, Ehrenfest hatte das Manuskript bereits
abgeschickt, und so wurde es verdffentlicht.

12Man nennt das LS-Kopplung oder auch Russell-Saunders-Kopplung, nach Henry N. Russell und Frederick
A. Saunders, die diese Art der Kopplung 1925 auf die Beschreibung von Spektren der Erdalkalielemente
anwendeten [760].

113Bei schweren Atomen iiberwiegt die Spin-Bahn-Kopplung jedes einzelnen Elektrons. Deren Spin- und
Bahndrehimpulse koppeln jeweils einzeln zu Einelektron-Drehimpulsen, und erst diese koppeln zum Gesamt-

drehimpuls des Atoms; es gilt also
S+h=4:  J=)_J
i

In diesem Fall spricht man von jj-Kopplung.
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Spin- und Bahnmomente viel groBer ist als das Potential V5 der Wechselwirkung des gesam-
ten magnetischen Moments mit dem externen Magnetfeld!'*. Ublicherweise wihlt man die
Richtung des externen Magnetfelds als z-Achse des Koordinatensystems und stellt sich vor,

daB der Gesamtdrehimpuls-Vektor J als Folge der Wechselwirkung mit dem Magnetfeld um
diese Achse prazediert, wobei er die ihrerseits um seine Richtung rotierenden Vektoren S und

L mitnimmt. Ahnliches gilt fiir die magnetischen Momente (&, fi; und [s; wegen gs ~ 2
und g, = 1 weicht jedoch [, von der Richtung von J ab und prazediert folglich um diese,
unter Mitfiihrung von [is und [Z;, die wiederum um (i, rotieren. Erst der Vektor (ii,),, den
man durch Projektion von [, auf die Richtung von J erhilt, prizediert um die Richtung des
externen Feldes (siehe Abb. 2.6). Fiir die Prazessionsfrequenzen wgs = Vis/f (von [i;) und
wg = V/h (von (ii,), gilt ersichtlicherweise wes > wg, sodaB der zeitliche Mittelwert von
i, mit dem das externe Magnetfeld wechselwirkt, genau mit (&), zusammenfallt. Fiir den
Betrag dieses Vektors ergibt sich

Il = 2 T
|(f))s| = |fy] cos £L(fiy, J) = 'Udm'
und fiir das Potential der Wechselwirkung mit dem Magnetfeld daher und wegen der Anti-

parallelitit von (), und J

o o N[ T
Ve = —(i4), B =—|(i£s)4] B cosL((i2s)s, B) = _<.U'J m) <m B)-

Verwendet man nun

ﬁjz—%(2§+f):—%(§+]),
so findet man zunachst
us (S+J)J(JB) ps (ST+J?)(JB) He ST+ 7J?
Vg = —— = = —— = =——BJ,———.
ﬁ J2 h J2 ﬁ J2
Weiterhin gilt
[2=(J-S)Y2=J?4+52-2J5S,
also auch
2JS=(J-S)P=J+S52-172,
und damit s 1 ) )
J 5 (J S —1L
VB:_%BJZ 'l . )

14 m umgekehrten Fall bei sehr starken externen Magnetfeldern, wo Vg viel groBer als Vs ist, verhalten
sich die Drehimpulse anders; hier entkoppeln die Spin- und die Bahndrehimpulse, da die Wechselwirkung der
Einzeldrehimpulse mit dem externen Magnetfeld die Spin-Bahn-Wechselwirkung iiberwiegt. Dadurch geht die
Aufspaltung der Spektrallinien des anomalen Zeeman-Effekts auch fiir Atome mit Gesamtspin S > 0 in den
normalen Zeeman-Effekt iiber, wie er von Atomen mit Gesamtspin S = 0 bekannt ist. Man nennt dieses
Phanomen Paschen-Back-Effekt, nach Friedrich Paschen und Ernst Back, die es 1921 entdeckten [665].
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wp

Abbildung 2.6: Zum Vektormodell des Zeeman-Effekts
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Zusammen mit den Relationen
[2 = mL(L+1),
S?2 = mS(S+1),

J? = mJ(J+1),
J, = myh

erhalt man fiir das Wechselwirkungspotential

JU+D)+3JU+1)+S(S+1)—L(L+1)]
J(J+1)

Ve = —ug Bmy

Ein Vergleich mit dem Spektrallinienabstand
AEg=gpusm;B
beim anomalen Zeeman-Effekt liefert fiir den Landé-g-Faktor die Relation

JU+1)+S(S+1)—L(L+1)
2J(J+1)

Darin sind auch die Grenzfille S =0 mit g=g, =1 und L =0 mit g = gs = 2 enthalten.
Die Formel (2.99) fiir den g-Faktor wurde spater mit quantenmechanisch strengeren Mitteln
bestatigt!®S.

DaB die Vorstellung einer Eigenrotation als Ursache des Elektronenspins nur ein hochst
behelfsmaBiges, genaugenommen nicht korrektes Modell sein konnte, war natiirlich von Be-
ginn an klar. Man sieht das sofort, wenn man das magnetische Moment einer klassischen mit

g=1+

(2.99)

dem Drehimpuls L rotierenden geladenen Kugel berechnet. Fiir dieses gilt

. q »
= ——1L.
H 2m

Betrachtet man nun den Spin als quantenmechanischen Drehimpuls S, von dem man empirisch
weiB, daB dessen z-Komponente nur zwei mogliche Werte annehmen kann, so gerdt man in
Schwierigkeiten. Denn aufgrund der Richtungsquantelung sowie der Relation (2.98) ergibt
sich fiir die z-Komponente des Spins wie gesehen

1
S, = ZEE h.

Klassisch fiihrt das fiir das Elektron zu einem magnetischen Moment vom Betrag

e eh

:—SZ:—_
H 2m dm

H15Das bewerkstelligten erstmals Heisenberg und Jordan [409] sowie C. G. Darwin [173], die mit Hilfe von
quantenmechanischer Stérungsrechnung die Resultate des Vektormodells fiir den Zeeman-Effekt einschlieBlich
(2.99) reproduzierten. Genaueres hierzu findet man beispielsweise in [431].
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Experimentell wie auch mit Hilfe von (2.99) ergibt sich jedoch

eh
U= U =5,

2m

also das doppelte. Der Spin erzeugt offensichtlich wie von Landé postuliert ein doppelt so
groBes magnetisches Moment wie ein gleichgroBer klassisch gedeuteter Drehimpuls, womit klar
ist, daB er eine rein quantenmechanische GroBe ohne klassisches Analogon ist. Das 13Bt sich
verallgemeinern: Es gibt quantenmechanische Drehimpulse mit und solche ohne klassisches
Gegenstiick, wobei erstere stets ganzzahlige Vielfache, letztere dagegen sowohl ganz- als
auch halbzahlige Vielfache von #i als Betrage aufweisen; abgesehen von diesem Unterschied
verhalten sich beide aus quantenmechanisch-formaler Sicht gleich.

So gut die Idee des Spins zur Erklarung von Phanomenen wie dem Zeeman-Effekt auch
geeignet war, sie war zunichst immer noch eine reine Ad-Hoc-Angelegenheit!'®. Die Entwick-
lung der relativistischen Quantenmechanik im wesentlichen durch Dirac ab 1928 dnderte das
jedoch drastisch!'”, denn hier taucht der Spin ganz automtisch als besondere Eigenschaft
der beschriebenen Systeme auf. Insbesondere liefert sie fiir das Elektron unmittelbar das Re-
sultat g = 2. Eine weitere Verbesserung erbrachte die Quantenelektrodynamik, mit deren
Hilfe J. Schwinger 1948 erstmals eine systematische theoretische Abweichung von g = 2
nachweisen konnte [801]. Hierzu wurden spater immer wieder verbesserte Berechnungen mit
nach und nach immer aufwendigeren Verfahren vorgelegt; die derzeit jiingste Arbeit dieser
Art ist [154]. Die schon von Anfang an vorliegende sehr gute Ubereinstimmung von Theorie
und Experiment fiir den g-Faktor des Elektrons konnte dadurch laufend gesteigert werden!!8,
Der aktuelle theoretische Wert nach NIST9 ist g = 2,002319304 3622 (15), der derzeit
genaueste experimentelle Wert g = 2,002 319 304 361 46 (54) [389].

2.5.4 Die Fermi-Dirac-Statistik

In Abschnitt 2.5.1 wurden bei der Berechnung von Zustandsverteilungsfunktionen Systeme
betrachtet, bei denen sich viele ununterscheidbare Teilchen im gleichen Zustand aufhalten.

H6Auch wenn schon 1927 eine saubere quantenmechanische Beschreibung fiir Spin-%-Teilchen vorlag. Sie

stammt — wie kdnnte es anders sein — von Pauli, der bei dieser Gelegenheit die spater nach ihm benannten
Spin-Matrizen einfiihrte [676].

17Das wesentliche Werkzeug der relativistischen Quantenmechanik ist die Dirac-Gleichung, die ihr Na-
mensgeber als relativistische Verallgemeinerung der Schrodingergleichung herleitete [201], [202], [203]. Da
sich das vorliegende Buch auf die nichtrelativistische Quantenmechanik beschrankt, liegt die Dirac-Gleichung
auBerhalb des hier gesteckten Rahmens; néheres dazu findet man traditionell in [71] und [72] sowie generell
natliirlich in jedem Lehrbuch iiber relativistische Quantenfeldtheorie. Die Schrodingergleichung ist dann weiter
unten Gegenstand des Abschnitts 3.4.

H18Dje ersten Messungen an gebundenen Elektronen wurden von P. Kusch und unterschiedlichen Mitarbei-
tern [520], [521], [581], [720], [860] sowie von J. E. Nafe, E. B. Nelson und I. |. Rabi [637] durchgefiihrt,
Messungen an freien Elektronen erfolgten durch L. W. Pidd et al. [560], [796], spater und genauer beispiels-
weise durch R. S. Van Dyck, P. B. Schwinberg und H. G. Dehmelt [224]. Die Entwicklung ist hier nach wie
vor im Gange.

Y9 National Institute of Standards and Technology in Gaithersburg im US-Bundesstaat Maryland
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Die Annahme, eine solche Verteilungsfunktion miisse fiir Teilchen, fiir die das Pauli-Prinzip
gilt, anders aussehen, ist natiirlich naheliegend. Fermi und Dirac waren die ersten, die diesen
Sachverhalt unabhangig voneinander genauer untersuchten, beide im Zusammenhang mit
dem Versuch, ideale einatomige Gase quantenmechanisch zu beschreiben — die Geschichte
wiederholt sich hier, wie man sieht [196]'%°, [280]*2!, [281].

Die Herleitung der erwahnten Verteilungsfunktion erfolgt in volliger Analogie zum Bose-
Einstein-Fall, mit der einen Ausnahme, daB nun jede einzelne Mode nur gar nicht oder hoch-
stens einfach besetzt sein kann, anstelle von beliebig oft. Ein System bestehe aus N Teilchen
mit Energieniveaus €1, €5, ..., wobei jeweils A; die Anzahl der Zustande und N, die Anzahl
der Teilchen mit Energie €; sei. Der Einfachheit halber sei von Entartungen abgesehen. Fiir
die Teilchenzahl gilt damit

N=>"N
J

und fiir die Gesamtenergie
E = Z Nj Ej.
J

AuBerdem seien alle Teilchen ununterscheidbar und alle Teilchenzustéande gleich wahrschein-
lich. Die Anzahl der Maoglichkeiten, /V; identische Teilchen auf A; Zustande zu verteilen, wobei
jeder Zustand maximal einfach besetzt sein darf, ist bekanntlich

A Al
W = J - "y
’ (Nj) N;E(A; — NV

120Djrac fiihrt dabei gleich noch einen weiteren Aspekt ein, nimlich den der Vielteilchensysteme. Dazu
betrachtet er ein Atom mit r nicht wechselwirkenden, durch die Quantenzahlen ni, no, ..., n, charakteri-
sierten Elektronen und stellt fest, daB deren Wellenfunktionen — ein Begriff, auf den wir in Abschnitt 3.4
ausfiihrlich zuriickkommen werden — sowohl in symmetrischer als auch in antisymmetrischer Weise zu einer
Gesamtwellenfunktion zusammengebaut werden kdnnen, indem man entweder

Vs = ¥n(0(1) ¥ (0(2) - Wy, (a(r))

schreibt und tber alle Permutationen o der Zahlen 1,2, ..., r summiert, oder Determinanten der Gestalt

Y (1) ¥n(2) o Yny(r)
Yn,(1) ¥n(2) .. Yno(r)

7 =

Y (1) %0 (2) .. Pn(r)

verwendet. Da eine Determinante verschwindet, wenn zwei Spalten (oder zwei Zeilen) identisch sind, ist
das Pauli-Prinzip automatisch erfiillt, wenn man fiir Elektronen die antisymmetrische Variante wahlt. Man
nennt solche Determinanten Slater-Determinanten, nach John C. Slater, der sie 1929 zur Beschreibung von
Molekiilen verwendete [816].

21Englische Ubersetzung in [940]
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sodaB man fiir die thermodynamische Wahrscheinlichkeit eines durch £ und N charakteri-

sierten Zustands!?2 A
_ \
=11 ) ey

erhalt. Fiir die Entropie des Systems ergibt sich folglich

S=keInW =k > {In(AD—In(N) —In[(A - NI}

oder nach Anwendung der Stirlingschen Formel bis zur zweiten Ordnung

S = ke > _[AINA = A = N InN;+ N; = (A = N;) In (A = Np) + (A; = N))]

= ko Y _[A A =N InN; = (A = N;) In (A = N))].

Die Entropie soll maximal werden unter den Nebenbedingungen
N-> N=0  E=) Ng=0,
J J
was nach Einfiilhrung von Lagrange-Multiplikatoren auf die Zielfunktion

FIN) = D TA A =N In N — (A = N)) In (4 = N))]

J
Ol(N—ZNJ> +6(E— ZNJ€J>
J J
fiihrt. Die notwendigen Bedingungen fiir deren Stationaritat lauten

or

8N —InN;+In(Aj—=N;,)—a—-B¢; =0, Jj=12...

A
In (—J—1> =a+pP¢;,
/Vj J

und daraus folgt fiir die Besetzungszahlen'?3

oder

N; = A
7 exp(a+Beg)+ 1

122\Wir erinnern daran, was bereits in Abschnitt 2.1.1 iiber thermodynamische Wahrscheinlichkeiten gesagt
wurde: Es handelt sich dabei nicht um Wahrscheinlichkeiten im mathematischen Sinn, sondern um die Anzahl
der den vorliegenden Makrozustand reprasentierenden Mikrozustande des Systems.

123Fermi schreibt in [280]

o OlA_,'
I ePe
und in [281]
—Be
ae PE
Nj :Aj‘ae_ﬁgj T 1,
da er o jeweils anders definiert.
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Die mittleren Besetzungszahlen ergeben sich daraus zu

N; 1

() :Xj: exp(ae+pPB¢g)+1

Aus der thermodynamischen Relation 0E/0S = T erhdlt man zusitzlich fiir den zweiten
Lagrange-Parameter B = 1/k; T und somit

1

() = exp(a+¢€i/keT)+ 1

(2.100)

Den ersten lassen Fermi und Dirac offen und deuten nur an, wie er zu berechnen ist. Man
kann zeigen, daB « fiir feste Teilchenzahl verschwindet und ansonsten o« = —u/k;T gilt,
wobei p das chemische Potential ist. Folglich wird (2.100) zu

1

(i) = exp(gj/keT) + 1

beziehungsweise
1

n) = .

= (R ICES
Man nennt diese Verteilungsfunktionen Fermi-Dirac-Verteilung, sie ersetzt die Bose-Einstein-
Verteilung bei Teilchen, fiir die das Pauli-Prinzip gilt.

2.5.5 Bosonen und Fermionen

Vergleicht man die Bose-Einstein-Statistik und die Fermi-Dirac-Statistik, scheint der Unter-
schied auf den ersten Blick minimal zu sein. Genauere Betrachtung zeigt jedoch sofort, daB3
die beiden unscheinbaren Rechenzeichen zu stark voneinander abweichendem Verhalten der
jeweils zugehorigen Teilchen fiihren. Oder um es noch drastischer zu formulieren: Es exi-
stieren zwei grundsatzlich unterschiedliche Teilchensorten in der Natur, die nicht nur durch
das beschriebene statistische Verhalten in der Besetzung von Energieniveaus und der Be-
achtung beziehungsweise Nichtbeachtung des Pauli-Prinzips gekennzeichnet sind. Es zeigte
sich namlich alsbald, daB hierbei eine strikte Unterteilung in Teilchen mit halbzahligem und
ganzzahligem Spin auftritt. Genauer gesagt gilt folgendes:

e Teilchen, deren Spin ein ganzzahliges Vielfaches von i und damit ein Element aus der
Menge {0, i, 21, . . .} ist, nennt man Bosonen. Fiir sie gilt kein Pauli-Prinzip, das heiBt,
sie kdnnen Zustande in beliebiger Zahl besetzen. Dabei folgen sie der Bose-Einstein-

Statistik
1

exp[(E —p)/keT] =1

fBE(E) =

e Teilchen, deren Spin ein ungerades ganzzahliges Vielfaches von #fi/2 und damit ein
Element aus der Menge {f/2,3h/2,...} ist, nennt man Fermionen. Sie gehorchen
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dem Pauli-Prinzip, das heiBt jeder Zustand kann stets nur von hochstens einem Teilchen
besetzt sein. Dabei gilt die Fermi-Dirac-Statistik

1

wlE) = o E W]+ 1

Wie weit das erwahnte unterschiedliche Verhalten der beiden Teilchenfamilien geht, sieht
man schon am graphischen Verlauf der beiden Verteilungsfunktionen (siehe Abb. 2.7). Hieran
ist insbesondere erkennbar, daB die Abweichungen umso starker sind, je geringer die Energie
ist, und das bedeutet fiir reale Systeme, je tiefer deren Temperaturen sind. Umgekehrt werden
sich die beiden Verteilungen fiir groBe Energien immer dhnlicher; beide gehen im Grenzfall
E — oo in die klassische Boltzmann-Statistik

(E) = e EleT

iiber. Als Konsequenz der Unterschiede findet man die bekannten typischen Phanomene, die
im Zusammenhang von Bosonen und Fermionen auftreten, wie zum Beispiel Bose-Einsten-
Kondensation, Supraleitung, Suprafluiditdt, Laser und dergleichen bei ersteren, Warmekapa-
zitaten und Energiebander bei Metallen und Halbleitern, weiBe Zwerge, Neutronensterne und
anderes mehr bei letzteren. Die Trennung der beiden Teilchensorten ist nach allem, was man
bis heute weil, komplett. Insbesondere wurden bisher keine Prozesse beobachtet, bei denen
sich Bosonen in Fermionen verwandeln oder umgekehrt!?4.

Das Pauli-Prinzip und dessen Zusammenhang mit dem Spin der Elementarteilchen hatte
zundchst reinen Ad-Hoc-Charakter. Erst die Konsequenzen daraus, wie sie oben exemplarisch
beschrieben wurden, sind analytisch abgeleitete Resultate. Dies dnderte sich Ende der 30er
Jahre; da das sowohl aus historischer als auch insbesondere inhaltlicher Sicht den gesteckten
Rahmen des vorliegenden Buches iiberschreitet, werfen wir hier nur einen kurzen Blick darauf.
Im Mittelpunkt steht hier das Spin-Statistik- Theorem, das genau die zwei Seiten zuvor zitier-
ten Eigenschaften von Bosonen und Fermionen und deren Statistik zum Inhalt hat'?5, diese
aber in den Rang eines Theorems der mathematischen Physik erhebt. Entscheidend ist dabei,
daB dieses Theorem in Strenge beweisbar ist. Das gelang zuerst 1939 Markus Fierz [294]; ei-
ne erneute, systematischere und allgemeinere Herleitung wurde 1940 von Pauli veroffentlicht
[681]. Dabei wird bereits wesentlich von Methoden der relativistischen Quantenfeldtheorie

124m Rahmen der sogenanten Supersymmetrie (oft als SUSY abgekiirzt) gibt es Modelle, die solche Um-
wandlungen zulassen. Eine Theorie wird als supersymmetrisch bezeichnet, wenn sie invariant unter Trans-
formationen ist, bei denen Bosonen zu Fermionen werden und umgekehrt. Teilchen, die sich unter solchen
SUSY-Transformationen ineinander umwandeln, nennt man Superpartner. Sollte die Natur tatsachlich super-
symmetrisch sein, so miiBte es zu jedem Boson einen fermionischen und zu jedem Fermion einen bosonischen
Superpartner geben. Solche SUSY-Teilchen heiBen dann etwa Squarks, Selektronen, Sneutronen, Sneutrinos
oder auch Photinos, Winos, Zinos, Gluinos und so weiter. Bisher konnten keine SUSY-Teilchen nachgewiesen
werden.

125Genaugenommen noch etwas mehr, nimlich die Aussage, daB Bosonenzustinde stets durch symmetrische,
Fermionenzustinde dagegen stets durch antisymmetrische Wellenfunktionen darsgestellt werden. Vergleiche
dazu Anmerkung 120 in Abschnitt 2.5.4.
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Abbildung 2.7: Verteilungsfunktionen fiir Bosonen und Fermionen

Gebrauch gemacht; insbesondere taucht neben der Forderung einer positiven Energiedichte
auch das Postulat der Mikrokausalitat auf, wonach Observablen auf raumartig getrennten
Raum-Zeit-Punkten stets kommutieren miissen. Weitere, zu Beginn der 50er Jahre von Pauli
beziehungsweise Julian Schwinger gefundene Beweise des Spin-Statistik-Theorems machen
beispielsweise Gebrauch von der Unitaritdt der Streumatrix [682] oder von der Forderung
nach Zeitumkehrinvarianz der Feldgleichungen, [803]*%°. Erwahnung verdient auch der MaB-
stabe in mathematischer Rigorositat setzende Beweis von Gerhart Liiders und Bruno Zumino
aus dem Jahr 1958 [563]*%’. Ein bedeutender konzeptioneller Sprung war dann ab 1964 der
Beweis des Spin-Statistik-Theorems durch Rudolf Haag und Daniel Kastler im Rahmen der
gerade am Anfang ihrer Entwicklung stehenden algebraischen Quantenfeldtheorie [368], mit
der inzwischen zumindest ansatzweise eine mathematisch strenge Formulierung der relativi-
stischen Quantenfeldtheorie auf der Grundlage weniger elemanterer Axiome'?® vorliegt. Das

126Hierzu findet sich bereits 1939 ein Vorldufer bei F. J. Belinfante [47]. Vergleiche auch [686].

127Vergleiche auch [142].

128\\/ie neben anderen die oben bereits erwihnten Postulate der Positivitit der Energiedichte und der
Mikrokausalitat
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MaB an Fundamentalitat, welches der Theorie dadurch zugesprochen werden darf, iibertragt
sich auf die hieraus ableitbaren Resultate!?.

Mit der erstmaligen Formulierung der grundlegenden Gesetze der Quantenstatistik haben
wir den Bereich der dlteren Quantenmechanik eigentlich bereits verlassen. Die urspriinglich zu
ihrem Auffinden verwendeten Methoden stammen jedoch zumindest formal und teilweise auch
noch begrifflich noch immer aus der klassischen Physik oder dhneln dieser doch zumindest
noch sehr. Das wird sich im nachsten Kapitel dramatisch andern.

129y/on Bedeutung ist dieser Zugang besonders auch, weil dabei der Zusammenhang mit dem CPT-Theorem
deutlich wird, das heiBt mit der Aussage, daB die Naturgesetze unter gleichzeitiger Ladungs-, Paritits- und
Zeitumkehr invariant sind. Siehe dazu auch [515]. Das CPT-Theorem tauchte erstmals bei Schwingers oben
zitierter Arbeit [802] auf, wurde von Pauli explizit formuliert [683] und von Liiders erstmals bewiesen [561],
[562]. Die wichtigsten Monographien zur algebraischen Quantenfeldtheorie sind [14], [256], [367] und [842].
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Kapitel 3

Die neuere Quantenmechanik

Abgesehen von der Planckschen Strahlungsformel, der Bohr-Sommerfeldschen Quantisierung
fiir sehr spezielle Systeme sowie insbesondere der Bose-Einstein- und Fermi-Dirac-Verteilung
inklusive ihrer Unterteilung der materiellen Welt in Bosonen und Fermionen sind samtliche bis
hierhin beschriebenen Resultate aus heutiger Perspektive von rein historischem Interesse. Das
Jahr 1923 steht in dieser Hinsicht fiir eine entscheidende Wende, da von nun an Entwicklungen
stattfanden, die auch fiir die aktuelle Physik von Bedeutung sind. Damit erst gelang der
Durchbruch der Bemiihungen, eine Beschreibung mikrophysikalischer Prozesse jenseits der
klassischen Mechanik zu finden. Dabei fand dieser Durchbruch sehr viel wirksamer statt,
als man es sich zuvor je hatte traumen lassen konnen, denn was dabei entdeckt wurde,
unterscheidet so deutlich von der zuvor als grundlegend erachteten Physik, daB man ohne
weiteres von einem komplett neuen Weltbild sprechen kann. Dieser Sachverhalt soll zum
Ausdruck gebracht werden, wenn dabei von der neueren Quantenmechanik die Rede ist.
Letztere bildet nach wie vor die Grundlagen der modernen Quantenmechanik, wenn sie auch
inzwischen in liberwiegend erheblich anderer, sehr viel fortschrittlicherer mathematischer Form
anzutreffen ist.

In den friihen zwanziger Jahren des vorigen Jahrhunderts befand sich die damals moderne
Physik in einem eigentiimlich hybriden Zustand, wie das vorige Kapitel gezeigt haben diirf-
te. Einerseits war man neuerdings in der Lage, bedeutende, kurz zuvor noch uniiberwindlich
scheinende Probleme der Mikrophysik zu [6sen, noch dazu teilweise mit spektakuldrer Genau-
igkeit, andererseits waren die hierfiir verwendeten Methoden aus konzeptioneller Sicht héchst
unbefriedigend. Das lag unter anderem an dem seltsamen Gemisch aus althergebrachten,
klassischen und neuen, nicht wirklich verstandlichen Konzepten, aus denen sich die Quanten-
theorie in dieser Phase zusammensetzte. Das Bohr-Sommerfeldsche Atommodell illustriert
das in exemplarischer Weise; obwohl es revolutiondre Neuerungen zu bieten hat, ist es aus
begrifflicher Sicht noch ganzlich in der klassischen Physik verhaftet, was schon an der dabei
fundamentalen, anschaulichen Vorstellung von Umlaufbahnen der Elektronen zu erkennen ist.
Samtliche Abweichungen von der klassischen Mechanik sind dabei Ad-Hoc-Annahmen, die
nicht weiter physikalisch begriindet werden konnen. Dabei war die Idee einer entschiedenen
Abkehr von der klassischen Physik bereits einige Jahre zuvor in Gestalt der Lichtquantenhy-
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pothese in Erscheinung getreten, allerdings zunachst, anders als im Fall der Theorie von Bohr
und Sommefeld, ohne sich in der wissenschaftlichen Welt bemerkbar durchzusetzen. Die Er-
kenntnis, daB elektromagnetische Wellen in gewissem Sinn teilchendhnliches Verhalten zeigen
konnen, brauchte zu ihrer Verbreitung und Akzeptanz rund zwei Jahrzehnte. Hinzu kamen
die Schwierigkeiten, welche die Interpretationsversuche der Lichtquantenhypothese und der
Friihnformen des Welle-Teilchen-Dualismus vorerst noch bereiteten!. Das ganze machte nicht
im geringsten den Eindruck einer homogenen einheitlichen Beschreibung der Natur. Nach
und nach setzte sich eine drastische Uberzeugung durch: Zur Beseitigung der Schwierigkeiten
muBte fiir den Zustandigkeitsbereich der Mikrophysik wohl eine véllig neuartige Theorie her.

3.1 Materiewellen

Die friiheste, nur auf Lichtquanten angewandte Version des Welle-Teilchen-Dualismus hatte
es unter anderem so schwer, weil mit Wellen und Teilchen zwei strikt getrennte Bereiche der
Realitat vorzuliegen schienen. Wellen waren aus der Optik langst vertraut, und auch Teilchen-
vorstellungen hatten sich inzwischen deutlich iiber ihre vormalige Existenz als Bestandteil der
antiken griechischen Philosophie hinausentwickelt. Obwohl die , Atomhypothese”, wie man
sich verbreitet auszudriicken pflegte, selbst bei einigen physikalischen Schwergewichten teil-
weise bis ins zwanzigste Jahrhundert hinein noch umstritten war, konnte man sich jedenfalls
spatestens seit der Entdeckung des Elektrons durch J. J. Thomson 1897 zumindest in Ex-
perimentalphysikerkreisen dariiber einig werden, es in der Mikrophysik mit real existierenden
Teilchen zu tun zu haben. Die Unterschiede der beiden Konzepte sind bekanntlich sehr weit-
gehend, sodaB es riickblickend nicht sonderlich erstaunen diirfte, mit welchen Widerstanden
Versuche zu kampfen hatten, vermeintlich reine Wellenphdnomene mit Teilchenvorstellungen
in Verbindung zu bringen. Wenn man jedoch schon einmal diesen ersten Schritt vollzogen
hat, liegt es andererseits natiirlich nahe, sich zu fragen, warum der Untergang der klassi-
schen Physik nur von der Wellenseite aus erfolgen soll. Mit anderen Worten scheint sich eine
Erweiterung des Welle-Teilchen-Dualismus auf Wellen und Teilchen aufzudrangen, die nicht
nur teilchenartiges Verhalten von Wellen, sondern auch wellenartiges Verhalten von Teilchen
postulieren sollte — eine Idee, die unter der Bezeichnung Materiewellen beriihmt geworden ist.

Natiirlich ist es aus heutiger Sicht sehr einfach, diese noch viel weitergehende Abkehr von
klassischen Vorstellungen zu fordern. Im Jahr 1923 dagegen kam es einer weiteren Revolution
gleich, insbesondere auch, weil zu dieser Zeit die Lichtquantenhypothese nach wie vor alles
andere als akzeptiert war. Folglich fand Louis De Broglie, der die Materiewellen in die Physik
eingefiihrt hat [121] - [124], damit zundchst ebenfalls kaum Akzeptanz. DaB man ihn zu
dieser Zeit im Gegensatz zu seinem groBen Bruder Maurice De Broglie, einem bedeutenden
Experimentalphysiker, noch kaum kannte, war noch das kleinste Problem. Seine Doktorarbeit,
deren wesentliche These die Einfiihrung der Materiewellen darstellte, fand zunadchst wenig
Anklang bei den Gutachtern; erst als mit Paul Langevin einer von ihnen ein zweites Exemplar

1Zur Entstehung, Verbreitung und Interpretation der Lichtquantenhypothese siche Abschnitt 2.3.
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der Arbeit Einstein zukommen lieB und dieser sich nach Riicksprache mit Born iiberaus positiv
dazu duBerte, wurde sie als Dissertation angenommen.

De Broglie untermauerte seine folgenreiche Verallgemeinerung des Welle-Teilchen-Dualis-
mus sehr passend mit einer dualistischen Argumentation. Einerseits folgert er aus dem Auftre-
ten der Frequenz in der Planckschen Relation £ = hv, daB neben einer korpuskularen Inter-
pretation des Lichts auch der Aspekt der Periodizitat Bedeutung behalten miisse, andererseits
schloB er aus dem Auftreten ganzer Zahlen bei der Charakterisierung der Energieniveaus von
Atomelektronen auf eine Analogie zu Interferenz, Eigenschwingungen und stehenden Wellen
und damit gleichfalls auf etwas, das mit Periodizitat zu tun haben sollte. Konsequenterweise
gelangte er so zur ersten allgemeinen Formulierung des Welle-Teilchen-Dualismus: Zur Be-
schreibung sowohl von Materie als auch von Strahlung sind stets sowohl das Teilchenkonzept
als auch das Wellenkonzept erforderlich.

Um diesen Dualismus manifest zu machen, war es notwendig, einen, wie sich De Broglie
ausdriickte, Parallelismus zwischen der Bewegung von Teilchen und der Ausbreitung der damit
verbundenen Wellen zu etablieren?. In diesem Zusammenhang leitete er eine beriihmte, spiter
nach ihm benannte Formel her, mit der man materiellen Teilchen eine Wellenlange zuordnen
kann, die ebenfalls seinen Namen tragt. Um diese Herleitung nachzuvollziehen, betrachten
wir zunachst die fiir Photonen geltende Beziehung E = hv = hw und nehmen nun an, daB
diese auch flir Materieteilchen gilt. Daraus folgt

mc?

J1-vjc
2

mc
W= ——
hy1—v?/c?

Fiir die Gruppengeschwindigkeit eines Wellenpakets gilt (Kettenregel!)

E=hw=

und weiter

(3.1)

V_dw_dw dvg
7 dk  dvy dk’

und dies wiederum liefert fiir die Wellenzahl k die Beziehung

dk 1ldw m -3/2

— = = — (1= 2 2

dv v dv h ( vi/e ) '

was wir nun integrieren kdnnen, wobei wir annehmen, daB k = 0 gilt, wenn v = 0 vorliegt.
Damit haben wir

k = % /(1 — v/2/c2)73/2 dv' = mv
0

hy/1-v2jce

2Die sehr konkrete Vorstellung, die De Broglie vom Teilchen- wie auch vom Wellencharakter des dadurch
zu beschreibenden Vorgangs hatte, zeigt deutlich, in welch unausgereifter Friihphase der Welle-Teilchen-
Dualismus zur damaligen Zeit noch war.
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Dies konnen wir umformen zu

myv

VvV 1—v2/c? —F

hk =

oder, in vektorieller Schreibweise
hk = p. (3.2)

Das ist die de Broglie-Beziehung. Sie besagt, daB man materiellen Teilchen mit Impuls p die

de Broglie-Wellenlange

h
AdB = —
P

zuordnen kann.3

Zunachst handelte es sich hierbei um eine sehr gewagte Hypothese, die wie gesagt durch
experimentelle Befunde nicht weiter gestiitzt wurde. Die Vorstellung von wellendhnlichem
Verhalten materieller Teilchen schien, was ihre Durchsetzbarkeit in der Wissenschaft betraf,
mit dhnlichen Startschwierigkeiten konfrontiert zu sein wie das Teilchenmodell des Lichts.
Das adnderte sich jedoch 1927, als Davisson und Germer [176] und unabhingig von ihnen
auch G. P. Thomson [872], [873] als erste in der Lage waren, Beugungsversuche mit materi-
ellen Teilchen, in ihrem Fall mit Elektronen, zu machen. In der Folgezeit gelang es zunachst
langsam nach und nach, in neuerer Zeit jedoch in geradezu rasanter Weise bei immer mehr
und vor allen Dingen auch immer schwereren Teilchen, Interferenzerscheinungen und da-
mit wellendhnliches Verhalten nachzuweisen. Aktuelle Beugungsexperimente bestatigen den
Welle-Teilchen-Dualismus bei Fullerenen (Cgo [15], [16], C7o [640]) und noch komplexeren
Molekiilen wie Tetraphenylporphyrin (m = 614 u) und CeoFss (m = 1632 u) [366]. In all
diesen Fallen bewihrt sich die de Broglie-Beziehung (3.2) hervorragend. Wenn wir die ge-
schichtliche Entwicklung kurz auBer acht lassen (die Quantenmechanik gab es in ihrer neue-
ren, im vorliegenden Kapitel beschriebenen Form teilweise schon vor den ersten Versuchen zur
Beugung von Materieteilchen), so ist hier die Unzulanglichkeit der klassischen Physik und die
Notwendigkeit eines diese ersetzenden Theoriengebaudes erneut besonders klar ersichtlich.
1924 gab es jedoch noch keine Beugungsversuche mit materiellen Teilchen, und so wurden
auch die Materiewellen von der physikalischen Gemeinschaft zunadchst eher skeptisch aufge-
nommen. Sie konnten sich jedoch sehr viel schneller etablieren als die Lichtquantenhypothese,
und der nachste, noch viel weitergehende Schritt stand schon unmittelbar bevor.

Wir begeben uns nun wieder ins Jahr 1925. Hier finden wir trotz De Broglies eigent-
lich bahnbrechenden Spekulationen eine sehr unbefriedigende Situation vor, da das Bohr-
Sommerfeldsche Modell trotz seiner partiellen Erfolge einerseits aufgrund seiner Ad-Hoc-
Herkunft entscheidende Fragen offen lies und andererseits bei komplexeren Systemen als

3Im nichtrelativistischen Grenzfall 138t sich das auch als

h
AJB & —
4B~y

schreiben.
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den wasserrstoffahnlichen Atomen bereits nicht mehr anwendbar war und auBerdem die Ma-
teriewellen sich irgendwie einem unmittelbar anschaulichen Verstandnis ziemlich hartnackig
widersetzten. Die Physik schien in einer Sackgasse gelandet zu sein, was jedoch eine voreilige
SchluBfolgerung war, wie wir heute wissen. Denn gerade diese vermeintlich verfahrene Lage
war Ausgangspunkt fiir den eigentlichen Beginn der Quantenmechanik, zumindest wenn man
darunter das versteht, was ublicherweise als die neuere Quantenmechanik bezeichnet wird
und abgesehen von veranderten Darstellungsmethoden die Grundlage der modernen Theorie
bildet. Dieser Neuanfang spielte sich in mehreren Abschnitten ab, wobei die ersten Etappen
unabhangig von einander auf getrennten Wegen beschritten wurden, namlich in Form der
Matrizenmechanik einerseits und der Wellenmechanik andererseits.

Genaugenommen muB man hier eigentlich von den drei ersten unabhangigen Abschnitten
reden und sich fiir den Anfang das Jahr 1924 aussuchen. Denn noch vor den ersten beiden
Zugangen zur neueren Quantenmechanik veroffentlichte Gregor Wentzel in zwei Arbeiten
wiederum vollig unabhangig einen eigenen Weg zur Beschreibung quantenmechanischer Vor-
gange [916], [917], der erst zwanzig Jahre spater wiederentdeckt wurde und nichts weniger
als die vorweggenommene Feynmansche Pfadintegral-Quantisierung darstellt. Wentzels Ver-
fahren war es zunachst nicht vergdnnt, die Physik dhnlich stark wie ihre beiden Verwandten
zu beeinflussen; sie wurde im Gegenteil voriibergehend wieder vergessen und erst 1996 von
Antoci und Liebscher wiederentdeckt [12], [13]*. Die weitere Entwicklung der neueren Quan-
tenmechanik sah sich erst einmal eine Zeit lang ausschlieBlich durch Matrizenmechanik und
Wellenmechanik bestimmt®. In den folgenden Abschnitten schauen wir uns die drei histori-
schen ersten Zugange etwas genauer an.

3.2 Die ersten Pfadintegrale

Auch wenn zu Beginn der zwanziger Jahre eine wirklich funktionierende Theorie mikrophysi-
kalischer Vorgange noch nicht vorlag, war bereits seit Jahren klar, daB der einzuschlagende
Weg prinzipiell weg von der klassischen Physik fiihren wiirde. Der erste, der beim Versuch
einer Beschreibung mikrophysikalischer Prozesse diesen nichtklassischen Aspekt explizit und
insbesondere physikalisch anstatt nur in Form von ad-hoc-Annahmen beriicksichtigte, war wie
gesagt Gregor Wentzel. Klassische Physik bedeutete im wesentlichen Hamiltonsche Mecha-
nik, und so nahm sich Wentzel bei der ersten seiner beiden oben erwahnten Arbeiten vor,
ein invariantes MaB der Abweichung subatomarer Prozesse von dieser zu entwickeln, wobei er
exemplarisch an Uberginge atomarer Systeme im Zusammenhang mit der Ausbreitung von
Licht dachte — ein damals ausgiebig bepfliigtes Feld. Solche Ubergange wie auch ganz allge-

“Das einzige mir bekannte Lehrbuch, in dem Wentzels Arbeit erwihnt wird, wenn auch nur in einer
FuBnote, ist [952].

5Die klassische Darstellung schlechthin des Stands im Jahre 1933 ist Band XXVI.1 des Handbuchs der
Physik [316], in dem Bethe, Hund, Mott, Pauli, Rubinowicz und Wentzel auf 853 Seiten den Werdegang der
Quantenmechanik von den Anfangen bis zum damals aktuellen Stand im Detail beschreiben, unter besonderer
Beriicksichtigung konkreter Anwendungen. Einen kiirzeren Uberblick aus neuerer Sicht findet man in [780].
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mein alle durch Licht bei seiner Ausbreitung in einem Medium an dessen Atomen ausgelGste
Prozesse sind in Wentzels Worten stets ,unmechanische Storungen”. Er bezeichnet diesen
Sachverhalt der allgemeinen zeitgendssischen Haltung entsprechend als wichtigste Grundlage
der Quantentheorie.

Wentzel fiihrt zur Beschreibung von durch die Lichtfortpflanzung ,in Mitleidenschaft ge-
zogenen" Bewegungen der Atomsysteme des betrachteten Mediums kanonische Koordinaten
B; und deren konjugierte Impulse a; ein, die so zu wahlen sind, daB letztere Konstanten
der Bewegung sind, was durch geeignete kanonische Transformationen stets moglich ist®. Als
MaB fiir die Abweichung von der Mechanik definiert er das iiber alle Anderungen von o zu

erstreckende Integral [ > a; dB; und damit weiter die Phase
J=1

1 n
¢=E/;%wﬁ

n ist dabei die Zahl der Freiheitsgrade des gesamten Systems. Wentzel betrachtet nun die
negative Gesamtenergie —WW als zusatzliche Koordinate a1 und die Zeit t als dazu konju-
gierte Koordinate (3,1, ewas ebenfalls stets moglich ist”. Den durch diese verallgemeinerten
Koordinaten und Impulse aufgespannten Raum nennt man gelegentlich den erweiterten Pha-
senraum. Obige Phase wird damit zu

(p:%(/zn;ajdﬁj—/tdW). (33)

Solche Quantenphasen sollen die klassischen Wellenphasen ersetzen, was Wentzel zu seiner
zentralen Idee, der von ihm Interferenzformel genannten Relation fiihrt. Er betrachtet zwei
Systeme A und B, wobei das erste eine elektromagnetische Welle emittieren und das zweite
diese wieder absorbieren soll. {s} sei die Menge der unterschiedlichen Wege von A nach B, die
einem Lichtquant hierbei zur Verfligung stehen, fs die vektorielle Amplitude der zugehorigen
klassischen Welle, die den Weg s verfolgt, und ¢s die zu s gehérende Quantenphase. Damit
|48t sich die komplexe Amplitude

F=) foerm (3:4)

definieren. Gesucht ist nun die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Lichtquant auf einem belie-
bigen der Wege s von A nach B gelangt. Aus klassischer Sicht ware das

r&F=‘§j&

2

6Sjehe Abschnitt 1.1.2.4.
"Siehe auch hierzu Abschnitt 1.1.2.4.
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Wentzel nennt diese GréBen die Summe der Apriori-Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Licht-
wege s. Aus quantenmechanischer Sicht ergibt sich jedoch (in Wentzels Schreibweise)

PB(A, B) = J[Fol*
m 55)
J= :
|Sol?
also (ohne Wentzels Umweg iiber die GroBe J geschrieben)
PB(A B) =FF" (3.5)

Gleichung (3.5) ist Wentzels Interferenzformel.

Sie enthalt die wesentliche |dee des Pfadintegral-Zugangs zur Berechnung quantenme-
chanischer Ubergangsamplituden. Das sieht man, wenn man die Amplitude (3.4) betrachtet,
die ausfiihrlicher geschrieben die Gestalt

§= Zfsexp< /Zajdﬁj) Zfsexp[ (/Zajdﬁj /tdw)]

hat. Da im erweiterten Phasenraum die erweiterte Hamilton-Funktion H(o;, B;) + apy1 ver-
schwindet, gilt dort

Ldt:j:ajdﬁj

Jj=0

Sz/Ldt:/iajdﬁj,
=

wobei L die Lagrangefunktion und S das Wirkungsintegral des betrachteten Systems sind.
Damit nimmt (3.4) die Form
S — Z fs eQﬂ'iS/h

an; hierbei handelt es sich um eine gewichtete Summe iiber alle moglichen Pfade von einem
festen Punkt A zu einem zweiten festen Punkt E im Konfigurationsraum, womit zusatzlich zu
den klassischen Pfaden insbesondere auch alle solchen gemeint sind, die keine Lésungen der
klassischen Bewegungsgleichungen sind. Die Gewichtung erfolgt dabei im wesentlichen {iber
Phasenfaktoren, welche das klassische Wirkungsintegral des betrachteten Systems beinhalten.
Die klassischen vektoriellen Amplituden §s wurden von Wentzel eingefiigt, da er speziell die
Ausbreitung von Licht betrachtete. Die Grundidee seiner Interferenzformel ist jedoch von sehr
viel allgemeinerer Natur, sodaB man leicht von den f¢ abstrahieren kann. Es liegt damit exakt
dasselbe Prinzip vor wie bei den Feynmanschen Pfadintegralen. Dort wird die Ubergangsam-
plitude vom Punkt g4 zum Punkt gg im Konfigurationsraum gemaR

(galge) Z/exp L_’ /L(ql,qht)dt] 9Dq(t)—/e'5/ﬁDCI(t)

und folglich auch
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berechnet. Das Auftreten von Summmen anstelle von Integralen in Wentzels Formel diirfte
weitgehend der Tatsache geschuldet sein, daB die Funktionalintegration zur damaligen Zeit
eine noch sehr neue Entdeckung und keineswegs Allgemeingut war. Was bei Wentzels Theorie
noch vollig fehlte, waren daher auch Techniken zur expliziten Berechnung von Pfadintegra-
len und Ubergangsamplituden. Die grundlegende Idee war jedoch bereits uneingeschrankt
vorhanden.

Dennoch rief Wentzels Theorie in der Fachwelt kaum Resonanz hervor. Bis auf wenige
Ausnahmen wurde sie als Beitrag zur Debatte iiber die Teilchen- oder Wellennatur des Lichts
aufgefaBt und geriet alsbald genau wie die meisten anderen Arbeiten zu diesem Thema in
Vergessenheit®. Ahnliche, aber langst nicht so weit gediehene Ansatze tauchten eher beiliu-
fig etwas spater auch bei Dirac auf [204], [205], [206], ohne daB er dabei Wentzel zitierte.
Dirac dachte dabei iiber die Bedeutung der klassischen Wirkungsfunktion in der neuen Quan-
tenmechanik nach. Feynman war, darauf aufbauend, wie er selbst betonte, dann der erste,
der die Pfadintegral-Formulierung der Quantenmechanik zur Praxisreife und damit auch in
das BewuBtsein der physikalischen Welt brachte [291], [292], [293]. Allerdings fiihrte auch
er seinen Zugang in heuristischer, mathematisch in keiner Weise sauber definierter Form ein,
und wie sich spater zeigte, sind Feynmansche Pfadintegrale in ihrer urspriinglichen, von ihrem
Namensgeber eingefiihrten Form mathematisch gar nicht definierbar. Mathematisch strenge
Formulierungen des Pfadintegral-Begriffs sind zwar in vielfdltiger Weise mdglich, diese sind
aber entweder nicht allgemeingiiltig, oder sie machen, wenn sie auf physikalische Systeme
angewandt werden sollen, eine begriffliche Uminterpretation derselben erforderlich®. Damit
soll die immense praktische Bedeutung der Pfadintegrale jedoch keineswegs in Abrede ge-
stellt werden; fiir die nichtrelativistische Standard-Quantenmechanik sind sie zwar ziemlich
unbrauchbar, in der Hochenergiephysik sind sie jedoch bei Verzicht auf letzte mathematische
Rigorositat haufig in der Lage, ansonsten seitenlange Rechnungen auf das Format einer klei-
neren Wandtafel zu reduzieren. In der mathematischen Quantenfeldtheorie sieht die Situation
etwas anders aus. Im Rahmen der euklidischen Feldtheorie lassen sich quantenfeldtheoretische
Pfadintegrale durch Ubergang von minkowskischen zu euklidischen Feldtheorien auch formal
streng definieren. Die Pfadintegral-Quantisierung stellt damit genaugenommen nur fiir die
Quantenfeldtheorie einen auch aus philosophischer Sicht fundamentalen Zugang dar. Eine
Einfiihrung in die mathematischen Grundlagen der Pfadintegrale findet man in [897].

3.3 Matrizenmechanik

Trotz der Pionierarbeit von Wentzel sah sich die physikalische Fachwelt 1925 nach wie vor
in der Situation, bisher vergeblich nach einer konsistenten Theorie mikrophysikalischer Vor-
gange gesucht zu haben. Die anschaulichen Versuche von Bohr und Sommerfeld waren wie
beschrieben nur auf den ersten Blick erfolgreich und erwiesen sich auf den zweiten sowohl

8Einen ausfiihrlichen Uberblick zur zeitgendssischen Rezeption von Wentzels Interferenzformel liefert [12];
vergleiche auch [13].
9Beispielsweise durch Einfiihrung einer imaginiren Zeitkoordinaten
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konzeptionell als auch im Hinblick auf ihre Verallgemeinerungsfahigkeit als unbefriedigend.
Der wesentliche Impuls zur Entwicklung einer neuen Theorie bestand nun darin, eben nicht
zu versuchen, irgendeine womoglich kiinstlich erscheinende anschauliche Erklarung fiir die
vertrackte Situation zu finden, sondern im Gegenteil von anschaulichen Vorstellungen ganz-
lich abzusehen. Das sollte nach dem Willen der Protagonisten den zusatzlichen Effekt haben,
samtliche unbeobachtbaren Begriffe aus der Theorie zu eliminieren'®, wobei die Eigenschaft,
beobachtbar zu sein, nur den Frequenzen und Intensitdten der Spektren atomarer Systeme
zugebilligt wurde und insbesondere die aus klassischer Sicht und auch aus derjenigen der alte-
ren Quantenmechanik fundamentalen GréBen Ort und Impuls hiervon ausgeschlossen wurden.
Heisenberg, Born und Jordan rangen sich im erwdhnten Jahr 1925 zu diesem Schritt durch
und konnten so eine Theorie entwickeln [112], [113], [399], [401], die als Matrizenmechanik
beriihmt geworden ist und den Anfangspunkt der Quantenmechanik in ihrer neueren Form
bildet!.

3.3.1 Die Matrizenformulierung der Quantenmechanik

Die Aufgabenstellung, die sich die Matrizentheorie vornimmt, ist die folgende: Man mochte
fiir das zu beschreibende System die Energieniveaus, in welchen dasselbe auftreten kann, und
die méglichen Uberginge zwischen diesen Energieniveaus berechnen, also natiirlich wieder
gerade das, was mit dem Bohr-Sommerfeldschen Atommodell fiir Wasserstoff und wasser-
stoffahnliche Systeme bereits gelungen war. Dies soll aber ohne die dort erforderlichen Tricks
geschehen und stattdessen auf der Grundlage eines allgemeinen, von der klassischen Mechanik
vollig unabhangigen und nur formal an diese angelehnten Prinzips aufgebaut sein; auBerdem
soll die Theorie nicht nur fiir spezielle, sondern fiir alle Systeme funktionieren. In der Matrizen-
mechanik erreicht man dies wie gesagt durch eine vollige Abkehr von jeglichen anschaulichen
Vorstellungen'?. Wie der Name schon sagt, liuft die Sache auf eine Verwendung von Matri-
zen hinaus, sodaB es sich um eine algebraische Theorie handelt. Natiirlich sind es nicht die
Matrizen der elementaren linearen Algebra, sondern unendliche Matrizen, die einen entspre-

ODjese strikt positivistische oder eigentlich sogar instrumentalistische Haltung rief insbesondere Einsteins
Kritik hervor, der stets betonte, daB die strenge Beschrankung einer physikalischen Theorie auf beobachtbare
GroBen gar nicht funktionieren kann, da erst die Theorie selbst festlegt, was iiberhaupt beobachtbar ist.
Heisenberg selbst schwenkte wenig spater ebenfalls zu dieser Auffassung um, wie wir in Abschnitt 3.9.3.2
sehen werden.

"Der Ruhm, diesen Schritt als erster begangen zu haben, gebiihrt dabei Heisenberg; dieser hatte auBerdem
zuvor bereits zusammen mit Kramers einen Aufsatz verdffentlicht, der wegbereitend dafiir war [514]. Ahn-
liches gilt auch fiir eine Arbeit von van Vleck [894]. Eine ausfiihrliche Untersuchung der Vorgeschichte der
Matrizenmechanik und der damit zusammenh&ngenden Bedeutung dieser beiden Arbeiten wurde von Duncan
und Janssen verdffentlicht [220], [221].

12Die meisten Standard-Lehrbiicher der Quantenmechanik gehen, teilweise abgesehen von einigen histori-
schen Bemerkungen, nicht weiter auf die Matrizenmechanik ein; in der Spezialliteratur dagegen gibt es reich-
haltige Ausfiihrungen dariiber. Eine kurze Einfiihrung findet sich in Heisenbergs Vortragen an der University of
Chicago von 1929, die in Buchform vorliegen [406], eine ausfiihrliche Darstellung mit Anwendungsbeispielen
in [354] und [483], mathematisch prazise entwickelt wird die Thematik in [257]. Einige grundlegende Details
werden ausfiihrlich in [6] betrachtet.
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chend aufwendigeren mathematischen Apparat erfordern'3. Genaugenommen miissen hier bei
vermeintlich grundlegenden Begriffen wie Spurbildungen, Determinanten oder Entwicklungen
stets auch Konvergenzfragen betrachtet werden. Die Griindungsvater der Quantenmechanik
hatten jedoch verstandlicherweise andere Ziele im Sinn und kiimmerten sich daher zunachst
nicht um solche Details.

3.3.1.1 Orts-, Impuls- und Hamiltonmatrizen

Wir nehmen an, das betrachtete System habe N Freiheitsgrade. Ausgangspunkt ist die klas-
sische Mechanik in ihrer Hamiltonschen Form!* und speziell die Hamiltonfunktion

HZH(QI!""QNlplv---vPN)

des Systems. Im Fall konservativer Systeme ist das gerade die Gesamtenergie. Die g; sind die
N Koordinaten und die p; deren N kanonisch konjugierte Impulse!®. Die zentrale Idee der Ma-
trizenmechanik ist es, diese kanonischen Variablen durch ein System von 2N zeitabhangigen
unendlichen komplexen Matrizen q1(t),...qn(t), p1(t), ..., pn(t) zu ersetzen. Alle physi-
kalischen GroBen sind als Funktionen dieser kanonischen Matrizen darzustellen und werden
damit selbst zu unendlichen Matrizen. Das gilt insbesondere auch fiir die Hamiltonfunktion;
aus ihr entsteht die unendliche Matrix

H:H(qlv"'qurplv---rpN)-

Samtliche hier auftretenden Matrizen A = {a;;} diirfen komplex sein, es miissen allerdings

ausschlieBlich hermitesche Matrizen sein, das heiBit fur alle /,j = 1,..., N gilt a;; = aj;.
Auch wenn die dynamischen GroBen in der Matrizenmechanik von ganz anderer Struktur

sind als in der klassischen Mechanik, so bleibt doch deren Hamiltonsche Struktur erhalten,

denn die Matrizen g1, ..., qQu, P1, - . ., Py erfiillen Gleichungen, die von genau derselben Form
sind wie die klassischen Hamiltonschen Gleichungen, namlich
OH _ OH

=50 =50 =12 3)

Die Zeitabhangigkeit ist im speziellen Fall stationdrer Systeme gegeben durch
(1) = 4 (0) ¥, py(t) = py(0) X7 (37)

firj=1,2,..., N und m, n € N*. Dabei sind die q:(0), ...qn(0), p1(0), ..., pn(0) kon-
stante komplexe unendliche Matrizen und die v,,, die Frequenzen der elektromagnetischen

13Die erste systematische Darstellung einer Theorie unendlicher Matrizen erschien in Form einer Monografie
von A. Wintner [936] etwa vier Jahre spiter.

14Siehe die Abschnitte 1.1.2.3 und 1.1.2.4.

5\Wenn keine MiBverstindnisse zu befiirchten sind, werden wir die Indizes i = 1,2, ..., N weglassen.
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Wellen, die das System absorbieren oder emittieren kann; sie sollen die zusatzlichen Bedin-
gungen
Vmn + Vnt + Vi = 0 fir alle m, n, | € N*,

Vn # 0 fir m#n

erfiillen, womit gleichzeitig die Erklarung der atomaren Spektrallinien mit angelegt ist'®. Aus
der Forderung nach Hermitizitdt folgen nun die Relationen

{qj,nm}(o){qj,mn}(o) = |{QJ,nm}(O)|2v

Vam = —Vmn.

N
Wihlt man kartesische Koordinaten q;, so ist die GroBe > [{q;.,m}(0)|? ein MaB fiir die
j=1
Wahrscheinlichkeit der Ubergange vom Niveau n zum Niveau m und umgekehrt.
Fiir matrixwertige Funktionen F(p, q) der kanonischen Matrizen gilt im stationédren Fall

stets .
F — F(O) e27r/umnt

mit F(0) = F(p(0), q(0)). Fiir die zeitlichen Ableitungen F solcher Funktionen gilt daher

{fam} = 27 i Vo {Fom } (0). (3.8)

16Heisenberg, Born und Jordan betrachten ausschlieBlich diesen stationdren Fall, in dem sich ibrigens
die Bewegungsgleichungen (3.6) lber ein ,quantenmechanisches Hamiltonsches Prinzip" herleiten lassen.
Wahrend die klassischen Hamiltonschen Gleichungen aus der Bedingung

t t
/L dt = / [pd — H(p, q)] dt = Extremum
t1 t1

folgen (siehe Abschnitte 1.1.2.1 und 1.1.2.3), fordern Born und Jordan stattdessen

oo

{Lnn} < Extremum.

n=0

mit L=pq— H(p,q). Aus

folgt dann zuné&chst

27riunm{qnm} = ﬁZ{Lnn}v
nm n=0

QW/Unm{an} = Li{Lnn}
0{qnm)}
nm n=0

und damit unter Verwendung der Hermitizitat der Matrizen p und q die Gleichungen (3.6).
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Da die Frequenzen v, nur fiir n = m verschwinden, folgt aus F = 0 sofort Fpm = 6 Fion
fir alle n, m € N, das heiBt, in diesem Fall ist F eine Diagonalmatrix. Davon wird gleich
Gebrauch gemacht.

Bis hierher handelt es sich erst einmal nur um eine Wiederholung der Hamiltonschen Me-
chanik mit komplizierteren Zahlen. Der Ubergang von der klassischen Mechanik zur Quan-
tenmechanik sollte nun mit einer Quantisierungsbedingung manifest gemacht werden. Aus-
gangspunkt ist dabei fiir Heisenberg die Sommerfeldsche Quantisierungsregel'’

?gpdq = nh, nez (3.9)

beziehungsweise eine von Thomas und Kuhn daraus abgeleitete Beziehung [399]. Fiir eine
fest gewahlte Frequenz v kann man die linke Seite von (3.9) auch als

1/v
Jzﬁpdqz/pddt
0

schreiben®® und unter Verwendung der Fourierentwicklungen

p= Z pr 6277/1/7'[‘, q= Z - e27r/'1/‘rt, (310)
in die Form
— 0(arps) i
B S 11
T:Z:OOT oJ 2m (3.11)

bringen. Ist speziell p = mg, so folgt aus (3.10)

o0
p=2mivm E T g, 2™Vt

also
Ppr=2TIivmTq,
und damit
- 0(q-q_ 1
Z 72 (g-q ):_ -
. oJ 412m

Die Relation von Thomas und Kuhn [517], [871] ist das aus dieser Differentialgleichung fiir
Matrizen p und q mit p = mq korrespondenzmaBig folgende algebraische Gleichungssystem.
Man erhalt zunachst

Z Vnyrn ({qn—l-‘l'n} {q””+T} o {q””_T} {q”_Tn}) - %

T=—00

17Sjehe Abschnitt 2.4.2.
18Siehe Abschnitt 1.1.2.6.
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und wegen p,m = gnm = 0, falls einer der Indices negativ ist, weiter

h
Zukn |{an}|2 = neN.
k

- 8mm’

Born und Jordan verallgemeinern dies wenig spater auf generalisierte Koordinaten, fiir
welche die Relation p = mq nicht gelten muB [112]. Dazu starten sie direkt bei der Diffe-
rentialgleichung (3.11) und iibertragen diese in die Differenzengleichungen

Z ({9ntrnt {Pnnsrt —{dnn-rt {Pr—rn}) = %

T=—00
beziehungsweise analog wie oben
h

-, N. 3.12
2T ne ( )

> ({pat {akn} — {an} {prn}) =
k

Das fiihrt nun unmittelbar zu einer der bis heute prominentesten quantenmechanischen Rela-
tionen tiberhaupt [112], was sich im unendlichen Gleichungssystem (3.12) schon uniibersehbar
andeutet. Betrachtet man namlich die GroBe d = pq — q p beziehungsweise deren zeitliche

Ableitung'?, so findet man
i baioa an ap_q?H OH_ OH oH
=Pa+pPa—ap—ap=dgo — 5 A+P o~ 5P =0

das heiBt, d ist eine Diagonalmatrix. Mit (3.12) folgt daraus

— =—1, 3.13
Pa—ap=_ - (3.13)
oder ausfiihrlicher geschrieben
h
P —aip; =5 01
fur i, = 1,2,...,N. Das sind die kanonischen Vertauschungsrelationen, die bei Born und

Jordan noch ,verschirfte Quantenbedingung” heiBen?. Diese Vertauschungsrelationen treten

9Hjer taucht erstmals der Kommutator zweier nichtkommutiuerender GroBen auf. Born und Jordan ver-
wenden dafiir an einer Stelle die Notation

A
AB-BA=
o
und verzichten ansonsten auf eine Abkiirzung. Die heute iibliche Schreibweise
AB - BA=[A, B]

wurde sechs Wochen spater von Dirac eingefiihrt [193].
20Dabei ist es natiirlich wesentlich, daB die Matrizenmultiplikation nichtkommutativ ist.
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an die Stelle der Poisson-Klammern der klassischen Mechanik, was im nachsten Abschnitt
noch sehr viel deutlicher erkennbar sein wird?!. Mit vollstindiger Induktion beweist man sofort
die Verallgemeinerungen

n n nh n—1

Pa—gqp = TD '
Tl

n.o n  _ nh n—1

a’p-pa’ = —- -4

fur alle n € N.

3.3.1.2 Energieniveaus und Ubergangsfrequenzen

Die wesentliche Aufgabenstellung bei der Beschreibung stationadrer Zustande ist natiirlich die
Berechnung der Energieniveaus des betrachteten Systems. Auf dem Weg dorthin betrachten
Born und Jordan zunachst den Spezialfall Hamiltonscher Matrizen, die in den verallgemeiner-
ten Koordinaten und Impulsen jeweils fiir sich polynomial sind, als solche der Form

H = H,(p) + Hz(a) (3.14)

mit

Hi(p) =) a,p",  Hx(a) =) bq".
Damit findet man zunichst

Hq-qH = ) (a,p"a+b,q"" —a,qp" — b,q""")

h
= zﬂ:[an(p”q—qp”)] = 2 2 a,np"t

sowie analog
h
Hp—qH=— Zannq”’l,
2T -

unter Verwendung von

H H H H
0 _a 1_Zannpn—1, a_ 9 2 annqn—l

ap op dq 0q

21Das wurde erstmals von Dirac festgestellt [193]. H. J. Groenwald zeigte allerdings 1946, daB diese
Korrespondenz nicht in vélliger Allgemeinheit gilt [360]; eine solche 4Bt sich nur etablieren, wenn man die
Definition der Poisson-Klammern abédndert. Dabei wurde ein geeigneter nichtkommutativer Produktbegriff fiir
Funktionen auf dem Phasenraum von Groenewald gleich mitgeliefert [360]. J. E. Moyal prazisierte den Begriff
1949 [622]. Die nach ihm benannten Moyal-Klammern bilden die Grundlage der sogenannten Deformations-
Quantisierung [43], [44]. Einen Uberblick hierzu liefert [902].
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damit weiter

h OH
Hq—qH = — —
a-a 27 Op
h OH
Hp—qH = —— ——
p—a 21 0q’

und mit Hilfe der kanonischen Gleichungen schlieBlich

27

q = T(Hq—qH),
_ 27
p = T(HD—qH)-

Diese Resultate lassen sich auf beliebige Funktionen F(q, p) verallgemeinern, die sich als
Potenzreihen der kanonischen Matrizen schreiben lassen, denn es gilt

HXY -XYH=(HX+XH)Y-X(YH-HY),

und man erhilt analog zu oben

. 27]
F— %(HF— FH), (3.15)

was wiederum formal einem bekannten Resultat der klassischen Mechanik entspricht®?.
Fiir den Sonderfall F = H folgt unmittelbar

H=0,

womit man einerseits den Energiesatz wiedergefunden und andererseits festgestellt hat, daB
H eine Diagonalmatrix ist. Mit (3.8) folgt daraus auBerdem

hunm{Qnm} = ({Hnn}_{l_/mm}){qnm}v
hunm {an} - ({Hnn}_{Hmm}) {an}-

Fiir die Energieniveaus E, und Ubergangsfrequenzen v,,, = AE,m/h = (Em — E,)/h gilt
somit

Vom = ({Han} = {Hmm})/h (3.16)

sowie inshesondere

{Hnn} — Eny

das heiBt, die Diagonalelemente der Hamiltonschen Matrix sind die Energieniveaus des Sy-
stems.

22Djese Gleichungen wurden von Born und Jordan gefunden [112], die verbreitet iibliche Bezeichnung
,Heisenbergsche Bewegungsgleichungen® ist folglich historisch nicht korrekt.
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Fiir Hamiltonmatrizen, die von allgemeinerer Form als (3.14) sind, gilt im allgemeinen
nicht H = 0, das heiBt, sie sind normalerweise nicht diagonal. Das Verfahren der Matrizen-
mechanik zur Berechnung der Energieniveaus des betrachteten Systems besteht folglich darin,
durch geeignete Wahl der Matrizen q1, ..., dn, P1, - - ., Py die Matrix H zu diagonalisieren.
Die Diagonalelemente der diagonalisierten Matrix sind dann genau die verschiedenen méog-
lichen Energieniveaus des betrachteten Systems. Entsprechend kénnen Ubergangsenergieen
und damit Spektren berechnet werden. Eine solche Diagonalisierung ist stets moglich; ist die
Hamilton-Matrix H(q1, ..., dn, P1, ..., Py) nicht diagonal, gibt es eine unitdre Matrix U,
das heiBt eine Matrix mit der zusatzlichen Eigenschaft UU™ = UTU = 1, so daB die Matrix

H(d},....dy.p,.....pPy) =UHUq,U",...,UgyU", Up; U", ..., UpyU")U"

diagonal ist?®. AuBerdem gelten die kanonischen Vertauschungsrelationen (3.13) auch fiir die
transformierten Matrizen g}, ..., d)y, P}, ..., P)y. Transformationen der Form

A— A=UAU"

heiBen unitdre Transformationen. Sie entsprechen den kanonischen Transformationen in der
klassischen Mechanik?*,

Um die Hamilton-Matrix eines physikalischen Systems zu diagonalisieren, bendtigen wir
deren Eigenwerte; diese sind bekanntlich gleichzeitig die Diagonalelemente der diagonali-
sierten Matrix. Zur Berechnung der Eigenwerte unendlicher Matrizen ist das gewchnliche
Verfahren iiber charakteristische Polynome natiirlich nicht anwendbar?®. Typische quanten-
mechanische Systeme weisen Hamilton-Matrizen auf, die hermitesch sind und nach unten
beschrankte Spektren aufweisen. Fiir diesen Fall wurde ein konstruktives Verfahren von H.
S. Green angegeben [354]. Man geht dabei wie folgt vor: Die unendliche Matrix A weise die
genannten Eigenschaften auf. Wir definieren rekursiv eine Folge {A,}en+ durch

A=A, = BB+,
A2 - BlB_1'_>\2 - B;B2+>\2,

A, = B/B;+\,

Aj+1 - BJ'BJ‘+1 + >\‘,

Dabei sind die A; gewohnliche reelle Zahlen, die nicht eindeutig bestimmt sein miissen; bei
mehreren Moglichkeiten ist jeweils dasjenige X\; zu wahlen, das den groBten Wert hat, sodal3
zusatzlich \;11 = A; gilt fiir alle j € N*. Ebenfalls fiir alle j € N* gilt auch

23Ist A eine quadratische Matrix, dann erhilt man die adjungierte Matrix A* durch Vertauschen von Zeilen
und Spalten und anschlieBendem Konjugieren aller Eintrage.

24Dieser Zusammenhang taucht erstmals in [113] auf.

%Die Pionierarbeiten zur Matrizenmechanik liefern noch keinen Algorithmus zur Diagonalisierung von
Hamiltonmatrizen. Ein stdrungstheoretisches Verfahren wird in [113] entwickelt.
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Aj+1 BJ: (BJ Bj‘f'}\J) BJ: BJ (Bj Bj—i_)\J) - BJA (317)

Nun sei ¥ = {9, }ren eine Folge mit
> wntn =1, (3.18)
n=0

die wir als unendlichen Spaltenvektor interpretieren®®. Damit konnen wir die Relation (3.18)
auch in der Form 9 9+ = 1 schreiben. Zusatzlich gelte fiir alle m € N

Z Amn wn =A 'd}m
n=0

fiir ein A € R, oder kurz und prazise A1 = A, das heiBt, 9 sei ein Eigenvektor der Matrix
A zum Eigenwert X 27. Nun betrachten wir fiir ein beliebiges n € N den Vektor

o™ =B,B,_; --- B,B1 9.

Fiir alle n € N gilt dabei
(p(n)+ (p(N) >0.

Fir n =1 findet man
e W =yt BIBiY = 9T (AL M) Y =X- X 20,
das heiBt, kein Eigenwert von A ist kleiner als A;. Mit (3.17) folgt weiter fiir n = 2
eI @ = YTBBIByB1Y = ¢ B (A~ X\;)B1 9
= P BB (A1 —X)Y = (A= X)W
= A=X)A-XN) 20
also ist entweder A = X\, oder A = \;. Fiir beliebiges n € N erhalten wir daher induktiv
(m+ (p(n) = v'Bf---Bf ;B'B,B,; - B¢
= 1/)+|31r Bﬁ_l(An_kn)anl By
= % Bf - By B, 1 Bi(AL =X\,

Y

26Solche unendlichen Spaltenvektoren sind natiirlich gerade die Zustandsvektoren der spiteren von Neu-
mannschen und Diracschen Quantenmechanik. Der Begriff der Zustandsvektoren taucht jedoch in der ur-
spriinglichen Form der Matrizenmechanik {iberhaupt nicht auf. Siehe dazu auch Abschnitt 3.5.
2"Hermitesche Matrizen haben stets reelle Eigenwerte.
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= (A=)l

: A=) A =X1) - (A=) 2 0.

Somit ist entweder A = X, oder (A — X\,_1) (A — X,2) -+ (A — A1) = 0, das heiBt, fiir
alle Eigenwerte muB entweder A € {1, Ao, ..., A\ } oder X > A, fir j =1,2,..., n gelten.

Damit sind die Eigenwerte von A eindeutig bestimmt. Denn ist die Folge {\,}en+ beschrankt,

so ist entweder A € {\,}en- oder aber A = sup {\;} beliebig. Ist {\;}en+ unbeschrankt,
JEN*

so gilt generell A € {\;}jen-. Im ersten Fall hat der Operator ein Spektrum mit diskretem

und kontinuierlichem Anteil, im zweiten Fall hat er ein rein diskretes Spektrum.

Die Matrizenmechanik erwies sich schnell als der gesuchte Durchbruch auf der Suche
nach einer Theorie fiir mikrophysikalische Prozesse, allerdings um den Preis der Aufgabe jeg-
licher Anschaulichkeit. Es wird gar nicht erst versucht, die verwendeten Matrizen mit irgend-
welchen real existierenden physikalischen Objekten in Verbindung zu bringen, insbesondere
auch, um wie erwdhnt unbeobachtbare Begriffe ganzlich aus der Theorie zu verbannen. In
der urspriinglichen Fassung der Matrizenmechanik wurde das durch das véllige Fehlen jegli-
chen Zustandsbegriffs untermauert; die stationdaren Zustdnde von Elektronen in Atombhiillen
beispielsweise wurden als Elektronenbahnen und damit iiberkommenes Relikt des anschauli-
chen Bohrschen Atommodells gedeutet. Der Zugang iiber die Hamiltonfunktion legt es zwar
nahe anzunehemen, daB die Matrizen qq, ..., qy irgendetwas mit Orten und die Matrizen
P1....,Pn irgendetwas mit Impulsen zu tun haben; in gewissem Sinne stimmt das auch,
doch fiihrt eine zu weitgehende Auslegung dieser Analogie bekanntlich sehr schnell zu unlos-
baren Problemen und Widerspriichen. In der Anfangsphase der Matrizenmechanik zog man
daraus die Konsequenz, besser ganz auf gewohnte Deutungen jeder Art zu verzichten. Wie
wir heute wissen, war das die erste Begegnung mit der Eigenschaft der Quantenmechanik,
eine notwendigerweise unanschauliche Beschreibung der Natur zu liefern. Diese prinzipielle
Unanschaulichkeit wurde auBerhalb von Gottingen keineswegs begriiBt, sondern eher mit ei-
ner Mischung aus abwartender Distanz, Unbehagen und Staunen aufgenommen. Dennoch
war damit ein erster entscheidender Schritt zur gesuchten neuen Theorie, oder, wie sich bald
zeigen sollte, einer speziellen Form der gesuchten neuen Theorie, vollzogen.

3.3.2 Das Wasserstoffatom als Beispiel

Das Spektrum des Wasserstoffatoms darf als prominentestes Anwendungsgebiet der Quanten-
mechanik betrachtet werden; weil eine den experimentellen Ergebnissen standhaltende Formel
schon sehr friih vorlag, war es gleichzeitig der Standard-Test fiir die neuen Theorien. Im Rah-
men der Matrizenmechanik erwies sich diese Aufgabe als schwieriges Problem, an dem sich
beispielsweise Heisenberg vergeblich abmiihte?®.

28Heisenberg, Born und Jordan berechneten als erstes Anwendungsbeispiel stattdessen die Energieniveaus
des harmonischen und anharmonischen Oszillators [112], [113], [399].
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3.3.2.1 Runge-Lenz-Vektor

Die algebraische Herleitung des Wasserstoffspektrums gelang zuerst Pauli [673]%°. Er ver-
wendete dazu allerdings kein spezifisch matrizenmechanisches Verfahren, sondern den aus
der klassischen Mechanik bekannten Runge-Lenz-Vektor’®. Dieser ist neben der Energie, dem
Bahndrehimpuls und dessen z-Komponente eine weitere bei Zentralpotentialen auftauchende
ErhaltungsgroBe. Klassisch kann man sich ihn als zeitlich konstanten Vektor in der Bahnebene
vorstellen, der vom Kraftzentrum zum Perihel der Bahn zeigt.

Der Runge-Lenz-Vektor ist definiert durch
p
= X

A= [—
. ¥

=~ S

dabei ist y = Z17,€2 und w die reduzierte Masse des betrachteten Kepler-Systems3!. L ist

dessen Bahndrehimpuls. Die quantenmechanische Version des Runge-Lenz-Vektors ist in der
Sprache der Matrizenmechanik die Matrix

1 Y
A=— L-L ~ Ly
2M(px X p) pd

Die Matrix des Bahndrehimpuls erhdlt man dabei analog zur klassischen Mechanik durch
L=rxp.

Die im Vergleich zum klassischen Aufbau veranderte Anordnung von Impuls und Drehimpuls
sorgt dafiir, daB die Runge-Lenz-Matrix hermitesch ist32. Das ist ein Standardtrick, der hiufig
anzutreffen ist.

Wir beginnen mit einem Uberblick der Eigenschaften der Runge-Lenz-Matrix, wobei sich
zeigt, daB hier im wesentlichen dasselbe passiert wie im klassischen Fall. Zunachst erhalt man
durch geduldiges Nachrechnen

AH-HA=0.

2Das war noch bevor Schrédinger dasselbe Resultat im Rahmen seiner Wellenmechanik auf analytischem
Weg fand. Die Veroffentlichung von Paulis Arbeit erfolgte wenige Tage nach derjenigen einer Arbeit von
Dirac, in der dieser einen Teil der Ldsung des Wasserstoffproblems vorgefiihrt hatte [194]. In derselben
Arbeit fiithrte Dirac die Bezeichnungen c-numbers (classical numbers) und g-numbers (quantum numbers)
fiir kommutierende klassische beziehungsweise nichtkommutierende quantenmechanische GroBen ein, die auch
heute noch insbesondere im englischsprachigen Raum verbreitet in Gebrauch sind.

30Der Runge-Lenz-Vektor erfuhr nach seiner Entdeckung durch J. Hermann [417], [418] und J. Bernoulli
[57] eine Reihe von Wiederentdeckungen durch Laplace [538], Hamilton [386], [387] und Gibbs [329], bevor
er von C. Runge [751] und W. Lenz [547] eher beildufig erwdhnt wurde, was ihm seinen heutigen Namen
eintrug. Das Konzept ist sehr weitgehend verallgemeinerungsfahig, siehe beispielsweise [542].

31Pauli verwendet fiir das Vektorprodukt die Schreibweise [FG] anstelle der heute iiblichen Form F x G.

32|n der Wellenmechanik findet man formal genau dasselbe, nur spricht man dann vom Runge-Lenz-
Operator. An jeder Stelle, an der in diesem Abschnitt das Wort ,Matrix* steht, kann man sich genausogut
das Wort ,Operator” denken. Die gesamte Rechnung kann in formal strenger Weise funktionalanalytisch
unter Beriicksichtigung samtlicher Details wie Definitionsbereichsfragen der Operatoren, Einschriankungen
derselben auf deren jeweiligen Eigenrdume der diskreten Eigenwerte und dergleichen erfolgen und lauft dabei
rechentechnisch genauso wie hier beschrieben ab.
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Folglich ist A auch in der Quantenmechanik eine ErhaltungsgroBe. Die Komponenten der
Runge-Lenz-Matrix lauten

1 0
A = o ;Sljk(Pij—Ljpk)—7r/

1 ~ v s
— Z(per—i—rij—per—pjrp)—7X,-.

Daraus folgt
L-A=A-L=0, (3.19)

was das quantenmechanische Analogon der klassischen raumlichen Lage von A ist: Der klas-
sische Runge-Lenz-Vektor liegt wie erwahnt zeitlich konstant in der Bahnebene des Teilchens;
dieser Sachverhalt 13Bt sich zwar nicht anschaulich auf die Quantenmechanik iibertragen, fin-
det dort aber seine Entsprechung in den Relationen (3.19). Aus der Komponentenschreibweise
der Runge-Lenz-Matrix erhalt man fiir deren Quadrat den Ausdruck

h2

A? =
212

H(L?+1) +9° (3.20)

Zur Bestimmung der diskreten Eigenwerte der Hamiltonmatrix notieren wir zunachst die
Vertauschungsrelationen

. 3
ih
LiL,—LL = e ;1 €ijk Lk,

3
th
LA -AL = Py ;?:1 €ijk A,
i
AiA;—AjA; = oL H kE_l €ijk Lk,

auBerdem definieren wir neue Matrizen gemal

dabei ist 1/H eine Diagonalmatrix, deren nichtverschwindende Eintrage die Kehrwerte der
Energieeigenwerte des Systems sind. Die Matrizen B und C erfiillen die Vertauschungsrela-
tionen

. 3
ih
B,‘BJ'—BJ'B/ = % E E,'J'kBk,
k=1
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. 3
ih
C,'CJ'—CJ'C,' = gkglff,jkck,

B,'CJ'—CJ'B,' - O

und sind damit formal zwei vertauschbare Drehimpulsmatrizen. Die Eigenwerte der Matrizen
B2 und C? sind folglich wie bei Drehimpulsquadraten iiblich3® b (b + 1) A% beziehungsweise
c(c+1)h? mit b,c=0,1/2,1,3/2,.... Fiir die Matrizen selbst findet man mit Hilfe von
(3.19)

4B2=4C2 =12 F A
¢ 2H
und mit (3.20) weiter
2 2 Poopy
4B2=4C =7 oH (3.21)

Folglich sind die Eigenwerte der rechten und linken Seite dieser Gleichung ebenfalls gleich,
und es folgt die Relation

> uy?
AP b(b+1)= —— — .
(b+1) 4m2  2E,
Auflésen nach E, fiihrt auf
2mpy? 2m

En:— pu—
4h2b(b+1) + h?

C2m(2b+1)2"

und Einfiihren der Hauptquantenzahl n = b (b + 1) sowie Einsetzen des oben angegebenen
Ausdrucks fiir «y liefert schlieBlich

2mluz, Zoe*

En = Pz b

also gerade wieder das Resultat der Bohr-Sommerfeldschen Theorie.
Als Nebenprodukt erhdlt man hier auch den Zusammenhang zwischen den Quantenzahlen
nund /. Aus der Relation L
L>=4B?+ - A?
+ 2H

folgt aufgrund der Voraussetzung E < O fiir die Eigenwerte
I(l+1)<4b(b+1)=n"—1=(n—-1)(n+1)

und damit
I<n-—1.
Auch der Entartungsgrad 138t sich auf diesem Weg in einfachster Weise ermitteln. Die

z-Komponenten der beiden Drehimpulsmatrizen B und C verfiigen iiber dieselben Eigenfunk-
tionen wie die Quadrate dieser Matrizen, wobei zu jedem Eigenwert b beziehungsweise ¢ der

33Siehe zum Beispiel [225].
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Drehimpulsquadrate die Eigenwerte —b, —b+1,...,b beziehungsweise —c,—c+1,...,cC
der z-Komponenten der Drehimpulse auftreten3*. Das sind jeweils 2b + 1 Stiick, sodaB der
Entartungsgrad insgesamt

d=02b+1)*=n’

ist.
Eine mathematische Bemerkung zum AbschluB dieses Abschnitts sei noch angefiihrt. Die

sechs Komponenten der Matrizen L und A oder auch von B und C bilden zusammen mit ihren
Kommutatoren eine Lie-Algebra und sind damit die Generatoren der zugehorigen Lie-Gruppe.
Man kann zeigen, daB diese Lie-Gruppe die Gruppe SO(4) ist. Das quantenmechanische
Keplerproblem weist damit formal eine Symmetrie unter Drehungen im R* auf, wobei es sich
natiirlich nicht um eine duBere, anschauliche Symmetrie handelt.

3.3.2.2 Direkter Weg mit Matrizenmechanik

Paulis Herleitung der Energieeigenwerte des Wasserstoffatoms ist zwar ein geniales Stiick
Physikgeschichte und enthalt dariiberhinaus eine wegweisende Verwendung eines Symme-
trieprinzips, es stellt jedoch wie gesagt genaugenommen keine typisch matrizenmechanische
Berechnung dar. Auf der Basis der demnachst zu besprechenden Wellenmechanik konnte
das Verfahren genauso durchgefiihrt werden3. Ein rein matrizenmechanische Vorgehensweise
wurde zunachst nicht gefunden; eine solche ist nichtsdestotrotz natiirlich moglich, wovon wir
uns sogleich iiberzeugen werden.

Die hier beschriebene Variante wurde von Green angegeben [354]; sie |48t die matrizenme-
chanische Natur der Berechnung unmittelbar erkennen. Aus der klassischen Mechanik kennt
man die Hamiltonfunktion des Keplerproblems im Coulomb-Potential; sie lautet

2 2 2
p 1 > L Ze

H:— _ J— —
2/\/I+2m(p’+r2) r’

wobei M die Masse und P der Impuls des gesamten Atoms, m dagegen die Masse, p, der
Impuls und L der Drehimpuls des Elektrons ist. Die Hamilton-Matrix ist damit von der Form

1 1 1 Ze?
He — 2+ — (p2+ 2 12) 25
omP T om (pr+r2 r

Das gesamte Atom bewege sich kraftefrei, sodaB fiir dessen gesamten Impuls der Impul-
serhaltungssatz gilt, auBerdem garantiert das Coulomb-Potential als konservatives Potential
die Giiltigkeit des Drehimpulserhaltungssatzes. Aus den Bewegungsgleichungen (3.15) folgt
daher, daB H sowohl mit P als auch mit L? kommutiert und diese drei Matrizen daher ge-
meinsame Eigenvektoren besitzen; die zugehorigen Eigenwerte seien £, T und L?. Aus der

34Siehe auch hierzu [225].
35Und wird es in modernen Darstellungen auch, die sich allerdings iiblicherweise nicht in elementaren
Lehrbiichern finden lassen.
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Experimentalphysik oder durch direkte Berechnung3® ist bekannt, daB L2 = / (/ + 1) h? gilt
mit L € N. Dariiberhinaus kann man durch Wechsel in ein mitbewegtes Koordinatensy-
stem oder durch Betrachtung ruhender oder langsam bewegter Atome P = 0 voraussetzen®’.
Verwenden wir die Abkiirzung C = Z¢e?, so gilt es nun, bis auf einen Vorfaktor 2m die Matrix

I(I+ 1) C
LD C

A=pr r2 r

zu diagonalisieren. Wie oben beschrieben definieren wir dazu rekursiv
A:BfBl‘i‘}\l, Aj: BfBJ‘i‘)\j, Aj+]_ - BJBJJF—F)\]

fiir j € IN* und erhalten damit zunachst

I(l+1)n* C
BfBl+>\1=pr+(T)—7 (3.22)
und
Bj‘:g_l Bj+1 + >\j+1 - BJ' Bjr + >\J'. (323)
Der Ansatz
Bj:pr—l—/(aj—i-%)
mit o, B; € R liefert auBerdem
. B . BG;
on = (o)) o)
2a:B; (B —h
r r
sowie
B, Bj_ = [pr + 1/ (Olj + B—rj>:| [pr — (Olj + %):|
206, (B;+ h
= p.+o+ a;ﬁurﬁj(ﬁ;j ). (3.25)

36Fiir die Herleitung mit Hilfe der Matrizenmechanik siehe auch hier [354].

37Genaugenommen muB man aus klassischer Sicht die Mitbewegung des Atomkerns mitberiicksichtigen.
Das kann man jedoch fiir Zentralpotentiale umgehen, indem man das eigentlich vorliegende Zweikorperpro-
blem in die freie Bewegung des Schwerpunkts und die Relativbewegung der beiden Komponenten aufspaltet;
diese Relativbewegung ist dquivalent zu einem Ein-Teilchen-Problem mit der reduzierten Masse

mM
m+ M’

/1,:

Im Fall wasserstoffahnlicher Atome gilt in guter Ndherung u =~ m. Vergleiche Abschnitt 2.4.1.
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Daraus ergeben sich Bestimmungsgleichungen fiir oy, B; und A;. Aus (3.22) und (3.24) folgt

C
ai; b1 = )
sowie
51(51—f7):/(/+1)h
und damit
>\1 + a% = 0.
Fiir diese Gleichungen gibt es zwei Losungen:
C C2
L = 1 _ —Ih v _ .
A 2Ih" ) ! A (2/n)2’
C C?
@ _ _ @ _ @ _ _
T Thuypa M I+1n X a(l+1)m

Wegen >\§2) > >\(11) ist der zweiten Losung der Vorzug zu geben. Analog erhalten wir rekursive
Bestimmungsgleichungen fiir a1, Gj+1 und Aj+1. (3.23) und (3.25) liefern
11 Bj+1 = 4 )
sowie
Bj+1 (Bj+1 — 1) =G; (B; + h)

und damit
N1+ af =N+ of

wofiir es ebenfalls zwei Losungen gibt. Die erste lautet

aj('i)l = _O‘J('l)v
B = -6,
>\j(—1F)1 = >‘J('1);
die zweite erhalt man rekursiv aus
B =P +h=p2 +2n=... =7 +jn=(+1+j)n,
@ p2, = a® 5@ a? g — g
)\J(i)l (2)12 = Aj(?) + ocj(?)2 =...= >\(12) + oc(12)2 =0;

sie lautet damit explizit

Q¢
J 2(+j)h

C2

L N TEDR
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Die erste Losung ist physikalisch unbrauchbar. Da / € N und j € IN* beliebig sind, liefert die
zweite zunachst diskrete Eigenwerte der Form

Ze?
4h2n?’
und da das eine nach oben beschrinkte Folge mit oberer Schranke 0 ist, gibt es weitere

kontinuierliche Eigenwerte, die jeden beliebigen Wert A = 0 annehmen. Der Operator H
besitzt damit einerseits die diskreten Eigenwerte

Ap = n e N,

mZ2e* .

E0="Dmp "EN
und andererseits die kontinuierlichen Eigenwerte {\ € R | A\ = 0}; erstere bilden die diskreten
Energieniveaus des gebundenen Elektrons in der Atomhiille eines wasserstoffahnlichen Atoms,
letztere beschreiben die Energie des freien Elektrons eines ionisierten wasserrstoffahnlichen

Atoms. Natiirlich sind das diesselben Resultate wie diejenigen der anderen Losungsverfahren.

3.4 Wellenmechanik

Die Matrizenmechanik fand trotz ihres insbesondere quantitativen Erfolgs zundchst einmal
durchaus nicht nur begeisterte Anhanger. Der bedeutendste Vertreter einer eher zuriickhal-
tenden Rezeption der Gottinger Philosophie war, wie sich alsbald zeigte, Erwin Schrodinger.
Er war von Anfang an nicht bereit, auf eine anschauliche Deutung theoretischer Begriffe zu
verzichten und hegte eine regelrechte Abneigung gegen die Matrizenmechanik; folglich ging
er einen ganz anderen Weg auf der Suche nach einer neuen Beschreibung mikrophysikalischer
Prozesse. Dieser Weg fiihrte ihn zu einer Theorie, die als Wellenmechanik bekannt geworden
ist [785] — [789]°%. Der Name ist Programm, da hierbei das Modell stehender und spater
auch sich ausbreitender Wellen im Vordergrund stand und sehr realistisch interpretiert wurde.
Entsprechend war von vorneherein klar, daB dazu partielle Differentialgleichungen zum Ein-
satz kommen muBten, und folglich ist die Wellenmechanik im Gegensatz zur algebraischen
Matrizenmechanik eine analytische Theorie.

3.4.1 Ein vorweggenommener Alternativvorschlag

Es sollte an dieser Stelle erwahnt werden, daB Cornelius Lanczos einen Monat vor Schrédin-
gers erster Veroffentlichung zu seiner Wellengleichung ebenfalls eine zur Matrizenmechanik
alternative Theorie vorstellte [527], im Rahmen derer er eine Integralgleichung herleitete, die
eine gewisse Verwandtschaft zur stationiren Schrodingergleichung aufweist®. Insbesondere

38 Ausfiihrlichere Beschreibungen der Entstehung der Wellenmechanik findet man beispielsweise in [518]
und in [839].

39Dieses Theoriefragment wurde zwar nach seiner Verdffentlichung von Schrédinger [787] sowie von Dirac
[199] beildufig erwdhnt, anschlieBend jedoch komplett vergessen und bis heute kaum wiederentdeckt. Die
einzige Publikation, in der es etwas ausfiihrlicher diskuitiert wird, ist [691].
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wird dabei die Idee der Zustandsfunktionen vorweggenommen, um dann allerdings anders
als bei Schrodinger und nur ansatzweise umgesetzt zu werden. Lanczos mochte unendliche
Matrizen auf Funktionen lbertragen und schreibt hierfiir die Komponenten A;; der Matrix A
unter Verwendung eines orthonormierten vollstandigen Funktionensystems {u, | n € N} in
der Form

Aij = // A(s, o) ui(s) uj(o) dsdo

mit einem Integralkern, fiir den man aufgrund der Orthogonalitat der Funktionen {u;} un-

mittelbar 00 oo
A(s, o) = ZZAU ui(s) ui(o)

i=0 j=0

findet. Fiir die Einheitsmatrix 1 liefert das speziell

(1) =9 = // E(s,0) ui(s) uj(o) dsdo

mit dem Kern - -
E(s.0) =Y > &;ui(s)u(0) =Y u(s) ui(o);
i=0 j=0 i=0
fiir diesen gilt
oo fir s=o0

E(s,o0) =
(s.0) 0 fir s#o0

und auBerdem

/E(O,a) do =1,

womit Lanczos die Diracsche Delta-Funktion vorweggenommen hat*®. Den Bezug zur Quan-
tenmechanik stellt er nun her, indem er die Funktionen u; zur Beschreibung physikalischer
Systeme heranzieht. Dazu postuliert er, daB jede dieser Funktionen jeweils einem Quan-
tenzustand des betrachteten Systems entspricht. Dabei sollen erstere Eigenfunktionen der
Integralgleichung

P(s) = A/K(s, o)Y(o)dqgo (3.26)

4Die Delta-Funktion wurde von Dirac 1926 und 1927 schrittweise eingefiihrt. Erste vage Erwihnungen
finden sich in [196] und [198]; offiziell und zusammen mit der Beschreibung elementarer Eigenschaften taucht
sie erstmals in [199] auf. Dirac war jedoch nicht der erste, denn die Delta-Funktion wurde unter anderen
Bezeichnungen bereits zuvor in unterschiedlichen Zusammenhiangen verwendet. Zu nennen sind hier Kirchhoff
[496], [497], Heaviside [392], [393], Sommerfeld [821] (Vergleiche auch [831]), Courant [168] und wie gesagt
Lanczos [527]. Naheres hierzu findet man in [691]. Aus mathematischer Sicht handelt es sich bei Delta-
Funktionen nicht um Funktionen, sondern um Distributionen. Die Delta-Funktion wird noch an einigen
weiteren Stellen in diesem Buch auftauchen.
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sein, mit A € R und einem vom Funktionensystem {u;} abhdngigen, symmetrischen Integral-

kern
o0

K@@:Zﬂgg@. (3.27)
i=0 !

Lanczos konnte zeigen, daB aus seiner Integralgleichung die Heisenbergsche Matrixdarstel-
lung des betrachteten Problems abgeleitet werden kann*!. Es handelt sich hierbei um die erste
Formulierung der neueren Quantenmechanik in einer kontinuierlichen Nicht-Matrixform. Die
Ahnlichkeit zur Wellenmechanik ist allerdings nur formal, was man sofort erkennt, wenn man
die Hamiltonmatrix H nach dem Funktionensystem {u;} entwickelt; da sie diagonalisierbar
ist und dann die Energieeigenwerte {E; | n € N} als Diagonalelemente hat, findet man

H(s, o) = f: E; ui(s) ui(o). (3.28)

Ein Vergleich von (3.27) und (3.28) zeigt, daB eine Interpretation der Funktionen u; als
Zustandsfunktionen des betrachteten Systems auf

fihrt, das heiBt, die Eigenwerte X\; der Integralgleichung (3.26) sind genau die Kehrwerte
der Energieeigenwerte E;. Damit ist (3.26) insbesondere nicht dquivalent zur kurz darauf
entdeckten stationdren Schrodingergleichung; iiberfiihrt man diese in eine dquivalente Inte-
gralgleichung

PY(s) = /G(s,a) Y(o) do,

so ist der hier auftauchende Integralkern G(s, o) nicht identisch mit K(s, o). Oder anders
formuliert: Wenn man die beiden Integralgleichungen in partielle Differentialgleichungen der
Form

1
Dy =—
LY X ®
beziehungsweise
Ds’lp — E'lp

41 Beispielsweise schreibt sich die kanonische Vertauschungsrelation fiir die Matrizen p und q mit Hilfe
geeigneter Integralkerne p(s, o) und q(s, o) zunichst

p(s,0) als.0) — a(s.0) pls,0) = 5 E(s,0)

Da diese Gleichung fiir s = ¢ singular wird, multipliziert Lanczos sie mit K(s, o) und erhilt so die Quanti-
sierungsbedingung

K(s,0)p(s,0) q(s,0) — K(s,0) q(s,0) p(s, 0) = 2%, K(s. ),

die auch fiir s = o giiltig ist.
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umwandelt, sind die dabei auf der linken Seite auftretenden Differentialoperatoren D, und
Ds nicht miteinander identisch, und folglich sind die Eigenfunktionen von (3.26) nicht die
Schrédingerschen Wellenfunktionen. Das Konzept wurde an dieser Stelle nicht weiter ver-
folgt. Dennoch bleibt die Lanczossche Theorie nicht nur aus historischer Sicht bedeutsam,
da sie als erste die Moglichkeit andeutete, in der neueren Quantenmechanik parallel zu rein
algebraischen Wegen auch solche analytischer Natur zu beschreiten.

3.4.2 Der Weg zur Wellenmechanik

Die Matrizenmechanik lehnt sich zumindest formal sehr eng an die Hamiltonsche Mechanik,
von der Wahl der kanonischen Variablen bis zu den zugehorigen Bewegungsgleichungen. Auch
in der Wellenmechanik findet man trotz vollig anderer dynamischer GroBen Strukturen aus
der klassischen Mechanik wieder, da man sie in gewisser Hinsicht als Verallgemeinerung der
klassischen Hamilton-Jacobi-Gleichung ansehen kann*?. Das sieht man besonders deutlich,
wenn man den Weg nachvollzieht, auf dem Schrédinger seine Wellengleichung fand [786]*.
Ausloser der Idee einer wellenmechanischen Beschreibung atomarer Vorgange waren dabei
einerseits die De Broglieschen Materiewellen**, was niemanden iiberraschen wird, und ande-
rerseits Einsteins Theorie der idealen Gase*®, was weitaus weniger bekannt sein diirfte. In einer
am 15. Dezember 1925 eingereichten und am 1. Marz 1926 veroffentlichten Arbeit beschaftigt
sich Schrédinger ausfiihrlich mit letzterer [784], indem er die Analogie der idealen Gase als
Systeme linearer Eigenschwingungen zum Strahlungsfeld von schwarzen Kérpern und zu den
Gitterschwingungen von Festkorpern hervorhebt*® und insbesondere, gewissermaBen zur Mo-
tivation des Aufsatzes, feststellt, daB die Einsteinsche Theorie nahelegt, die Vorstellung der
Materiewellen ernstzunehmen. Das wird ganz anschaulich durch die Vorstellung illustriert,
man solle bewegte Teilchen als Schaumkamm auf einem eigentlich die physikalische Welt
konstituierenden Wellenfeld betrachten.
Mit letzter Konsequenz verfolgt er dieses Konzept in der soeben zitierten Arbeit zwar
noch nicht, dafiir umso nachdriicklicher in den oben erwdhnten weiteren Arbeiten des Jahres
42Zur Hamilton-Jacobi-Theorie siche Abschnitt 1.1.2.5.
43Genaugenommen handelt es sich dabei um die zweite von ihm vorgeschlagene Variante; eine erste steht

in [785], diese ist jedoch, wie er spiter selbst einrdumt, schwer nachvollziehbar. Weniger bekannt ist iibrigens,
daB Schrédinger zunichst in einer unverdffentlichten Arbeit eine relativistische Wellengleichung der Form

[FPPV2+ (E-V)?—mPc*] =0

aufstellte, bei der es sich um nichts anderes als die Klein-Gordon-Gleichung handelt. Er |6ste diese Gleichung
anschlieBend gleich fiir das Wasserstoff-Atom, verwarf sie aber wieder zu gunsten der nichtrelativistischen
Gleichung. Die Klein-Gordon-Gleichung wird lediglich am Ende von [785] beildufig erwdhnt. Details hierzu
findet man in [621].

44Sjehe Abschnitt 3.1.

45Sjehe Abschnitt 2.5.2.

46Dabei charakterisiert er die drei Systemklassen wie folgt: Thermische Strahlungsfelder weisen unendlich
viele Eigenschwingungen ohne Beschrankung der Quantenzahlen auf, Festkorper nur endlich viele ohne Be-
schrankung der Quantenzahlen, ideale Gase jedoch besitzen unendlich viele Eigenschwingungen, wobei die
Summe der Quantenzahlen konstant ist, da sie der Anzahl der Molekiile des Gases entspricht.
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1926. Entscheidend ist dabei die Verwendung des Formalismus der Hamilton-Jacobi-Theorie,
und entsprechend ist die klassische Relation

S(qi, P t) =W(qi, P) — Et

zwischen der Hamiltonschen Wirkungsfunktion S und der Hamiltonschen charakteristischen
Funktion W, die fiir konservative Systeme mit H = E stets gilt, der Startpunkt des Unter-
fangens. In diesem Fall lautet die Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir W

ow
H(C],‘,a—qi) =E.

Schrédinger beschrankt sich nun auf Systeme mit H = T 4 V. Dabei soll die kinetische
Energie T eine quadratische Form der kanonischen Impulse sein, es soll also

T(qi, i) = Z Z 95(q) G ¢

/1]1

beziehungsweise

T(pi, ) = Z Z 9"(a) pi p;

/111

gelten*”. Die Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir W nimmt damit die Gestalt

N
N G—WG—W—2(E—V) (3.29)

i=1 j=1

an. Dabei werden zunichst Flachen mit konstantem S im Konfigurationsraum betrachtet.
Wahrend Flachen mit konstantem W ortsfest sind, bewegen sich Flachen mit konstantem S;
man kann sie als im Konfigurationsraum fortschreitende Wellenfronten ansehen. Wellen sind
tiblicherweisen charakterisiert durch ihre Ausbreitungsrichtung, ihre Ausbreitungsgeschwin-
digkeit und ihre Wellenldnge. Soll die angegebene Analogie der S-Flachen mit Wellenfronten
physikalisch prazisiert werden, muB man eingehendere Angaben zu diesen drei GroBen liefern.
Die Ausbreitungsrichtung ist dabei unmittelbar evident; sie erfolgt an jeder Stelle orthogonal
zur dortigen Flache mit konstantem V.

#TInteressanterweise interpretiert Schrédinger die GréBen g;;(q) und g”(q) ausdriicklich als ko- und kontra-
variante Komponenten des metrischen Tensors des Konfigurationsraums, der in letzterem eine Riemannsche

Metrik
N N

ds®>=> "> gy(q)dq' d¢

i=1 j=1
definiert. Der Konfigurationsraum hat damit eine im allgemeinen nichteuklidische Geometrie, womit Schré-
dinger die moderne, differentialgeometrische Formulierung der Mechanik ein wenig vorweggenommen hat.
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Um die Ausbreitungsgeschwindigkeit u der S-Wellen zu berechnen, betrachten wir eine
Flache mit S = const, die in der Zeit dt von einer ortsfesten Flache mit W; = W = const
zu einer solchen mit Wo = W + dW = W + Edt wandert. Ist ds der an einem bestimmten
Punkt senkrecht zu den Flachen gemessene Abstand derselben, so gilt

L
Cdt’

woraus mit
N

N
oW ow
dW = ' — ——ds
und der Hamilton-Jacobi-Gleichung (3.29) fiir die Ausbreitungsgeschwindigkeit der S-Wellen
die Relation

E

V2(E—V)

folgt®®.

Damit fehlt noch die Wellenlange der S-Wellen. Hier hilft ein Vergleich dieser optischen
Analogie mit der wirklichen Optik. Letztere beschreibt das Verhalten von Lichtwellen mit
skalarem elektromagnetischem Potential ® und der Geschwindigkeit ¢ in einem Medium mit
Brechungsindex n mit der skalaren Wellengleichung

2 g2
5 n< d-®
b —-———=0. 3.30
v c? dt? (3.30)
Fiir raumlich konstantes n und damit optisch homogene Medien sind Losungen der Wellen-
gleichung bekanntlich beispielsweise durch ebene Wellen der Form

@(F, t) — d, ei(l??—wt)

“8Ein interessantes anschauliches Detail ergibt sich aus der Relation

G = OH
U 8[9] '

denn hieraus folgt im vorliegenden Fall konservativer Potentiale fiir die Geschwindigkeit v der mechanischen
Bewegung des betrachteten Systems

v=|VS|l=v2(E-V)

und damit auch
E
v=—,
u
so daB die Geschwindigkeit der S-Wellen und die Teilchengeschwindigkeit zueinander umgekehrt proportional
sind. Die Richtung der mechanischen Bewegung ist wegen p'= VW dieselbe wie diejenige der Ausbreitung
der S-Wellen. Somit wandern die Flachen konstanter Wirkung mit der Bewegung des Systems, aber nicht
synchron mit derselben; die Flachen bewegen sich umso schneller, je langsamer sich das System bewegt und

umgekehrt.
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gegeben, wobei fiir die Wellenzahl k = ||k||, die Wellenlinge A und die Frequenz w die

Relation
B 2T _hw

A c
gilt. Fiir den praktisch bedeutsameren Fall eines raumlich veranderlichen Brechungsindex, also
optisch inhomogene Medien, kann die Losung der Wellengleichung natiirlich nahezu beliebig
kompliziert werden; insbesondere sind dann ebene Wellen keine Losungen mehr. An dieser
Stelle geniigt jedoch die Beschrankung auf den Fall eines raumlich nur geringfligig variablen
n, was den Versuch rechtfertigt, Losungen zu finden, die den ebenen Wellen in gewissem
Sinne nachempfunden sind. Man macht daher den Ansatz

k

CD(F, t) — eA(F)Jri[kL(F)fwt]

mit reellen, ortsabhangigen GréBen A und L, die ein MaB fiir die Amplitude beziehungsweise
fiir die raumliche Phasenlage sind. L heiBt optische Wegliange oder Eikonal. Einsetzen dieses
Ansatzes in die Wellengleichung liefert

ikRVA-VL+V2L D+ [VEA+(VA? -k (VL)?+n?k?d =0.

Diese Gleichung kann nur gelten, wenn Real- und Imaginarteil einzeln verschwinden, sie ist
folglich dquivalent zu den Gleichungen

VZA+ (VA2 +K[n?—(VL)?] =0,
V2L +2VA-VL=0.

Das ist immer noch recht kompliziert, und als weitere Vereinfachung kann man zum Grenzfall
der geometrischen Optik libergehen, das heiBt, man nimmt an, daB die Wellenldnge A viel
kleiner als die raumlichen AusmaBe charakteristischer Anderungen des Brechungsindex ist.
Damit wird k sehr groB und der zugehorige Term in der ersten der beiden obigen Gleichungen
dominierend, so daB man die Gleichung

(VL)?=n?

erhdlt. Das ist die Eikonalgleichung der geometrischen Optik.

Entscheidend fiir Schrédingers weitere Uberlegungen ist nun die Beobachtung, daB die
Eikonalgleichung formal identisch mit der Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir W ist, wenn man
W als Eikonal und den Ausdruck /2 (E — V') als Brechungindex betrachtet. Man landet so
bei der sehr bedeutsamen Aussage, daB die optische Analogie der klassischen Mechanik auf die
geometrische Optik, also auf den Grenzfall verschwindender Wellenldngen in der Wellenoptik
fiihrt *°. Damit stellt sich natiirlich automatisch die Frage, wie in der Mechanik der Fall nicht
vernachldssigbarer Wellenlangen aussieht, also die Frage nach dem mechanischen Analogon
zur Wellenoptik.

4*Man kann die Analogie noch weiter ausbauen. Die optische Weglinge ist nach dem Fermatschen Prinzip
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Dazu stellt man zunachst fest, da die Analogie von L und W eine ebensolche der Phase
L
©=kL —-wt=27 X_Ut

und der Wirkung
S=W-Et

nahelegt. Aus der ersten dieser beiden Analogien folgt L oc W, die zweite zieht somit unter
anderem E o v nach sich, was nichts anderes als die Plancksche Beziehung

E=hv

ist. Fiir Wellenlange und Frequenz drangt sich die Beziehung

AV =1U
auf, woraus .
A= ——— (3.31)
V2(E—-V)
und damit
§— verm(E—-V)
a h
oder

2w [ h?k?
w = T ( g2 + V)
folgt; das ist die Verallgemeinerung der Dispersionsrelation. Aus dieser ergibt sich
dw  hk
— =—=4/2(E-V)=
dk ~ 2m (E-V)=v.

das heiBt, die Gruppengeschwindigkeit der Wellenausbreitung stimmt mit der mechanischen
Geschwindigkeit tiberein. Noch viel aufschluBreicher ist jedoch das, was als Analogon zur
Wellengleichung (3.30) herauskommt. Diese lautet in verallgemeinerten Koordinaten

.0 0 n®> o®
1 _ - — =
99 SPTAC o)

5/nds:O.

Das ist im Rahmen der Analogie zur Mechanik aufgrund der Zuordnung n — /2T = p formal identisch
mit dem Prinzip der kleinsten Wirkung nach Maupertuis,

5/pdq:0;

vergleiche Anmerkung 11 in Abschnitt 1.1.2.3. Man hat folglich eine vollige Analogie des Prinzips von Mau-
pertuis in der Mechanik und des Fermatschen Prinzips in der Optik.

stets extremal, es gilt also

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



3.4. WELLENMECHANIK 179

Spaltet man bei deren Losungsansatz zunadchst den zeitabhangigen Teil ab gemaB
b = d) e—iwt

und setzt das in (3.32) ein, findet man

N

& - 472
N aq, aqj + 55 =0, (3.33)

=1 j=

also so etwas wie eine zeitunabhangige Wellengleichung. Im Sinne der Analogie zur Optik
muB es daher in der Mechanik eine das betrachtete System beschreibende GroBe 0 geben,
welcher der optischen GréBe ¢ entspricht und folglich einer (3.33) entsprechenden Gleichung
geniigt, in der die Wellenlange durch (3.31) gegeben ist. Das fiihrt auf

N

N
> g"aq I E-vyv=0 (3.34)

=1 j=1

eine Gleichung, die Schrodinger Wellengleichung im g-Raum nennt und die natiirlich nichts
anderes als die Schrddingergleichung in verallgemeinerten Koordinaten ist. Man sieht das
noch deutlicher, wenn man zum Spezialfall kartesischer Koordinaten im R* iibergeht; dort
lautet die zeitunabhingige Wellengleichung®®
At 2
2 _
Vop+ — 5z b= 0,
und vermoge dem Ausdruck von (3.31) fiir ein einzelnesTeilchen mit Masse m,

h

ve2m(E —V)

ergibt sich als mechanisches Analogon

vQ

=0, (3.35)
oder, nach etwas Umsortieren und Einfiihren von i = h/2,
7’72
(——V2 +V) Y=Eq,
2m
und damit das, was als Schrédingergleichung Eingang in die Geschichte der Physik gefunden

hat. Genaugenommen spricht man dabei von der stationdren Schrédingergleichung, worauf
noch zuriickzukommen sein wird.

50Djese Gleichung heiBt auch Helmholtz-Gleichung.
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Schrédinger folgert daraus, daB die richtige mechanische Beschreibung des mikrophysi-
kalischen Geschehens Wellenvorgange im Konfigurationsraum beriicksichtigen muB, welche
durch die Wellengleichung (3.34) beziehungsweise (3.35) bestimmt werden. Die klassische
Mechanik ist lediglich ein Grenzfall dieser Wellenmechanik, und zwar ganz genau so, wie die
geometrische Optik der Grenzfall der Wellenoptik fiir verschwindende Wellenlangen ist. Die
Relation (3.31) zeigt dabei, daB die klassische Mechanik als geometrisch-optische Version der
Quantenmechanik formal durch den Grenziibergang h — O realisiert wird.

Eine Verallgemeinerung auf konservative Systeme mit beliebigen zeitunabhingigen Ha-
miltonfunktionen ist leicht moglich. Ist

HZH(QI!""QNlplv---vPN)

die klassische Hamiltonfunktion des Systems, so gelangt man iiber die Ersetzung

0
pi — —ih—, =12 ...,N
0q;
zur Quantenmechanik, und die Schrodingergleichung lautet
H <q R i) ¥(q an) = A(q an).  (3.36)
17"'Y NY aqlY"'Y an 17"'Y N 17"'Y N' -

(3.35) ist ersichtlicherweise ein Spezialfall von (3.36).

Betrachtet man Gleichung (3.36) und ihre Spezialfille aus mathematischer Sicht, so sieht
man, daB es sich dabei um Eigenwertprobleme handelt, denn 9 kann als Eigenfunktion des
Differentialoperators H zum Eigenwert E aufgefaBt werden. Fordert man fiir 9 ein mathema-
tisch mehr oder weniger anstandiges Verhalten (Verschwinden im Unendlichen, Eindeutigkeit
und Regularitat), so 1aBt sich (3.36) im Sinne einer Rand- und Eigenwertaufgabe 16sen. Die
Eigenwerte sind dann gerade die moglichen Energieniveaus des betrachteten Systems. Schro-
dinger demonstrierte diese wichtigste Anwendung seiner Wellenmechanik auch sogleich, indem
er sie auf einige prominente Probleme anwendete. Dabei berechnete er die die stationaren Zu-
stande des harmonischen Oszillators, des Rotators [786] sowie des Wasserstoffatoms, wobei er
zeigte, daB dabei fiir die Energieniveaus dieselben Ergebnisse wie bei der Bohrschen Theorie
herauskommen®!, auBerdem den kontinuierlichen Teil des Wasserstoffspektrums [785]; dar-
iiberhinaus entwickelte er die stationdre Stérungstheorie und demonstriert deren Anwendung
auf den Stark-Effekt [788]°2. Es rief zunichst hochste Verwunderung hervor, daB die Matrizen-
mechanik und die Wellenmechanik trotz ihrer Verschiedenartigkeit die selben Resultate liefern.
Das gilt insbesondere fiir saimtliche Details, in denen beide Theorien von den Voraussagen
der dlteren Fassungen der Quantentheorie abweichen. Die Matrizenmechanik und die Wel-
lenmechanik erwiesen sich im Gegensatz zur Bohr-Sommerfeldschen Theorie (zumindest im

51Dje sehr hiufig zu hérende Aussage, das quantenmechanische Modell des Wasserstoffatoms l6se dessen
Stabilitatsproblem, wie es in Abschnitt 1.2.3.3 beschrieben wurde, trifft nicht zu. Das gelingt erst im Rahmen
der Quantenelektrodynamik. Siehe hierzu beispielsweise [24].

52Da diese Anwendungen zu den Paradestiicken jeder Einfiihrung in die Quantenmechanik zihlen, wieder-
holen wir sie hier nicht ein weiters Mal; man findet sie in allen Standard-Lehrbiichern des Gegenstands.
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nichtrelativistischen Bereich) als flichendeckend auf mikrophysikalische Phanomene anwend-
bar. Sie stellten die Grundlage dar fiir die universelle Bedeutung, die der Quantenmechanik
seit dieser Zeit zukommt. Die Tatsache, daB die Wellenmechanik im wesentlichen das Losen
partieller Differentialgleichungen und damit weithin etablierte Hilfsmittel der theoretischen
Physik verlangte®® — und nicht, wie man annehmen konnte, deren vemeintliche Anschaulich-
keit — war der Grund dafiir, daB sie von Anfang an die beliebtere war und sich, wenn auch in
veranderter Form, praktisch ausschlieBlich gegen die Matrizenmechanik durchsetzte, die mit
der Diagonalisierung unendlicher Matrizen sehr viel ungewohntere Anforderungen stellte.

Wie sich leicht nachrechnen [4Bt, erfiillen die im Differentialoperator der linken Seite der
Wellengleichung auftretenden Eintrage g1, .. ., gy und —/h9/0qy, ..., —ih0/0qy dieselben
Vertauschungsrelationen wie die Matrizen Qq, . . ., Qu und Py, ..., P, der Matrizenmecha-
nik; es gilt namlich

qiqv—qqvY =0,

0 0 0 0
("ﬁa—q,-) ("ha—qj) v ("ﬁa—qj) ("”a—q,-) V=0

.. 0 ., 0 .
(—lha—qi) (qﬂ/})—q, (—lha—qj> ’lP: —lhé,j'(l/.

Hier deutet sich bereits ein Zusammenhang der beiden Theorien an. Entsprechend kann
man klassische Funktionen F = F(qi,...,qn,p1,...,pn) der kanonischen Variablen in
die Wellenmechanik iibertragen, indem man die Impulsvariablen durch mit /fi multiplizierte
partielle Ableitungen nach den jeweils konjugierten Variablen ersetzt. Die so entstehenden

formalen Ausdriicke 5 5
F F(ql,...,q,\,,aql,...,an>

sind auf Wellenfunktionen anzuwenden und heiBen Feldoperatoren. Die linke Seite der Wellen-
geichungen (3.36) und (3.37) stellt ein konkretes und gleichzeitig das wichtigste Beispiel dafiir
dar und wird wie oben erwahnt Hamiltonoperator genannt. In der urspriinglichen Fassung der
Wellenmechanik werden Ausdriicke der Form g; und —if10/0q; und deren Funktionen aller-
dings nirgends explizit als Wellenoperatoren aufgefaBt; ihre fundamentale Bedeutung wurde
erst etwas spater klar. Das sind im {ibrigen nicht die einzigen spater etablierten Grundbegriffe,
die anfangs noch fehlen; auch die Deutung der Wellenfunktionen als Zustandsfunktionen der
zu beschreibenden Systeme taucht genau wie der Zustandsbegriff selbst erst in der Folgezeit
auf.

53Djeses Hilfsmittel war damals bereits hochentwickelt. Einen Eindruck vom ,State of the Art* vermittelt
das zweib3ndige Lehrbuch der Methoden der mathematischen Physik von Courant und Hilbert [168], [169].
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3.4.3 Die zeitabhdngige Version der Wellenmechanik

In ihrer urspriinglichen Fassung ist die Wellenmechanik nur fiir stationare und damit zeitlich
nicht veranderliche Zustande formuliert und damit auf keinerlei dynamische Prozesse anwend-
bar, genaugenommen nicht einmal auf Uberginge zwischen den einzelnen Energieniveaus.
Eine entsprechende Erweiterung war jedoch nach einiger Miihe ebenfalls gefunden [789]. Da-
bei stand Schrédinger zunichst die Uberzeugung im Weg, sich auf reelle Wellenfunktionen
beschranken zu miissen, zu der er aufgrund seiner Zielsetzung, mit der Wellenmechanik reale
Wellenphdanomene zu beschreiben, gelangt war. Hatte er komplexe Wellenfunktionen wenn
auch zunachst nur als rechentechnisches Hilfsmittel einmal akzeptiert, war der Weg frei. Der
einfachste Fall einer harmonischen Zeitabhangigkeit der Form

Y(x,y.2,t) = p(x,y,z) e E/T
liefert o0 -
I
at Y
wodurch Schrodinger auf die Gleichung
. o
H h—
V=1

gefiihrt wurde. Fiir nicht stationare Zustande, also Zustédnde, die sich mit der Zeit dndern, halt
eine entsprechend verallgemeinerte Wellenmechanik damit folgende Verfahrensweise bereit:
Die Wellenfunktion wird zeitabhangig,

P :RVXxR— C, Y=g, ...,.qn, 1),

und sie wird nun durch eine zeitabhangige Wellengleichung bestimmt; diese hat die Form

G e,
H (ql ..... an, —lh—q ..... —Ih m) pr(ql ..... an, t) = lh—'lll(ql ..... awn, t)

(3.37)
und heiBt heute zeitabhingige Schrédingergleichung. Bei beliebiger Festlegung eines Anfangs-
wertes von 1 fiir t = tg ist ¢ dann durch (3.37) fiir alle t eindeutig bestimmt. Im Spezialfall
konservativer Potentiale erhdlt man fiir die zeitabhangige Gleichung die Gestalt

h? 02 52 H2 | all’[}(xv oz t)
{__ (8x2 + Oy? T 822> + V(va-z)} Y(x,y, 2, t) = /hT
beziehungsweise
L oY
(_% Vi V> v=iho (3.38)

Natiirlich lieB es Schrédinger mit der Entdeckung der zeitabhangigen Gleichung nicht bewen-
den, vielmehr wendete er auch diese sofort an, indem er die zeitabhangige Storungstheorie
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entwickelte [789]. Als Anwendung derselben berechnete er das induzierte Dipolmoment eines
Atoms in einem zeitabhangigen Feld.

Beschrankt man sich auf eine rein instrumentalistische Sicht der Dinge, so darf man
feststellen, daB die Wellenmechanik sich in ihrer urspriinglichen Form als grundlegende Werk-
zeugkiste der Quantenmechanik praktisch unverdndert gehalten hat. So sind zwar nicht der
Weg zu ihrer Entdeckung, wohl aber ihre wesentlichen Aussagen und elementaren Anwen-
dungen nach wie vor unentbehrliche Bestandteile schon der Kursvorlesungen. Anders sieht es
mit der Frage aus, was die neuen Begriffe dieser Theorie tatsachlich bedeuten sollen.

3.4.4 \Versuche anschaulicher Deutungen

Nachdem nun schon mehrfach erwdahnt wurde, daB sich der Entdecker der Wellenmechanik
nicht mit einer vollig unanschaulichen Theorie zufrieden geben wollte, ist es auch von Inter-
esse, welche — wie sich zeigen sollte vergeblichen — Versuche dieser zu einer anschaulichen
Deutung unternahm. Diese Frage ist nicht einheitlich zu beantworten, denn Schrédinger lie-
ferte mehrere solche Versuche. Auf alle Falle stellte er sich sehr wohl reale Wellenphdnomene
vor, die durch seine Wellenmechanik beschrieben werden sollten. Was das genau heiBen soll,
bleibt zunachst unklar, denn Schrodinger beschrankt sich im Rahmen seiner ersten konkre-
ten Veroffentlichung zur Wellenmechanik auf vage Andeutungen, wonach die Wellenfunk-
tionen irgendeinen Schwingungsvorgang im Atom beschrieben, der nicht weiter erklart wird
[785]. Wenig spater, genauer gesagt in der vierten Verdffentlichung dazu, wird er préziser
[789]. Anfangs denkt er bei den stationdren Zustdnden der Atombhiille an iiber den ganzen
3-dimensionalen Anschauungsraum ,verschmierte® Elektronen, also an Ladungswolken, was
durch die iiber den ganzen 3-dimensionalen Konfigurationsraum verschmierte, namlich stetige
Verteilungsfunktion 1*1 beschrieben werden sollte. Genauergesagt soll dabei die elektrische
Ladungsdichte eines einzelnen, durch die Wellenfunktion 9 beschriebenen Elektrons durch

p(a1, @2, @3) = e (a1, G2, 43) Y(a1, @2, @3) = e|Y(ar, G2, G3) |

gegeben sein. Daraus folgt unmittelbar

///0(01. G, q3) d’q=e
R3
// Y(q1, G2, g3)> d*q = 1.
R3

Man sagt, Wellenfunktionen miissen normiert sein. Sie gehoren folglich zum Raum Z2(R3)
der quadratintegrablen Funktionen auf dem IR3. Entsprechend gilt fiir Wellenfunktionen von
Systemen mit N Feiheitsgraden

oder

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



184 KAPITEL 3. DIE NEUERE QUANTENMECHANIK

sie sind Elemente des Raums .#?(IR") ®*. Die Zustinde, die durch Wellenfunktionen beschrie-
ben werden, sind dann Eigenschwingungen und damit stehende Wellen der Ladungswolken,
wobei unterschiedliche Eigenzustande durch unterschiedliche Moden mit unterschiedlichen
Frequenzen dargestellt werden. Diese Eigenschwingungen entsprechen im Fall des Wasser-
stoffatoms natiirlich gerade den stationdren Zustianden der Bohr-Sommerfeldschen Theorie.
Eine in diesem Sinn anschauliche Vorstellung von verschmierten Elektronen und schwingenden
Ladungswolken mit zu den Betragsquadraten der zugehdrigen Wellenfunktionen proportiona-
len Ladungsdichten rief von Anfang an energischen Widerspruch hervor, und es war schnell
klar, daB sie nicht funktionierte. Ware sie richtig, miiBten Ladungsmessungen moglich sein,
die Bruchteile der Elementarladung liefern, beispielsweise, indem man nur raumliche Teilberei-
che der Atombhiille betrachtet. Das ist jedoch fiir geladene Teilchen noch nie gelungen, sieht
man von den viel spater entdeckten Quarks einmal ab, und auch dort verschiebt sich dieser
Sachverhalt einfach auf drittelzahlige Elementarladungen. Genauso unvereinbar mit allen Be-
obachtungen sind die elektromagnetischen Wellen, die eine schwingende Ladungsverteilung
abgeben miiBte, da sie aus beschleunigten Ladungen aufgebaut sein miiBte. AuBerdem wiirden
Ortsmessungen an Elektronen in den Hiillen solcher Atome, etwa in Form von Streuexperi-
menten, die stets mehr oder weniger lokalisierte Ergebnisse liefern, Schwierigkeiten machen,
denn solche Vorgange erzwingen die Vorstellung, daB sich die Ladungswolken blitzschnell auf
winzige Bereiche zusammenziehen. Abgesehen davon, daB kein Mensch eine Ahnung hat, wie
so etwas physikalisch funktionieren soll, miiBten auch hier die dabei stark beschleunigten La-
dungen elektromagnetische Wellen aussenden, im Widerspruch zu allen Beobachtungen. Das
Konzept einer auf die Atombhiille verteilten Substanz erweist sich offensichtlich grundsatzlich
als unhaltbar®®.

Im selben Aufsatz bietet Schrodinger gleich noch eine andere anschauliche Vorstellung der
Wellenfunktion eines physikalischen Systems an. Dazu deutet er den Ausdruck 1*% als, wie er
sich ausdriickt, eine Art Gewichtsfunktion im Konfigurationsraum, was er in der bekannten Art
und Weise durch Herleitung einer Kontinuitatsgleichung begriindet. Um das nachzuvollziehen,
betrachten wir die zeitabhadngige Schrodingergleichung

oY n?

H_r 2
ihoe=—5- VYtV (3.39)

54m Gegensatz zu dieser modernen Sichtweise dachte Schrédinger urspriinglich bei Atomen mit mehre-
ren Elektronen daran, zur Berechnung der Ladungsdichte jeweils ein Elektron herauszugreifen und iiber die
restlichen zu integrieren.

5Vergleiche dazu auch den nichsten Abschnitt. — Umso verbliiffender ist es, daB die Vorstellung einer
konkreten stofflichen Substanz, aus der Atombhiillen aufgebaut sein sollen, gegenwaértig in der gymnasialen
Physikdidaktik wieder auftaucht. Diese merkwiirdige Substanz heiBt dann beispielsweise ,Elektronium* [419],
[420]. Selbst wenn man davon absieht, daB es véllig inakzeptabel ist, mit frei erfundenen Begriffen Phy-
sikunterricht zu gestalten, ist man zuerst einmal sprachlos. Samtliche Veranschaulichungen der Atombhiille
als einer kontinuierlichen materiellen Substanz und ganz allgemein von |¢|? als MaB fiir die Dichte einer
solchen sind nicht nur physikalisch vollkommen abwegig, sondern natiirlich auch didaktisch unhaltbar, da sie
bei Schiilerinnen und Schiilern zu fatalen Fehlvorstellungen fiihren. Kritisches dazu steht in [897].
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und zusatzlich die daraus resultierende konjugiert komplexe Gleichung

oy M,
5 =5 VU VY. (3.40)

Multiplizieren wir nun (3.39) mit ¥* und (3.40) mit ¥ und subtrahieren anschlieBend (3.40)
von (3.39), so erhalten wir

—ih

m— (V™) = —% (VP - V2 YT). (3.41)
Mit Hilfe der Produktregel wird aus der rechten Seite
YV Y-V Y = PV +VYVY - VYV — V¢
= V- (VY —4'VY)
und damit aus (3.41)
(w P) = 5~ dlv(w V-9 Vyr).

Durch Einfiihrung der beiden reellen GroBen

p=YY =P (3.42)
und .
J=o (w Vi -9 V) (3.43)
erhalt man daraus die ebenfalls reeIIe G|e|chung
8,0 .=
3t +divy =0, (3.44)

was genau die Form einer Kontinuitdtsgleichung hat, wie man sie beispielsweise aus der
Hydrodynamik, der Elektrodynamik oder allgemeiner jeder klassischen Feldtheorie kennt. Was
das bedeutet, sieht man, wenn man die Gleichung (3.44) raumlich integriert,

ot ///lﬁwdv+///(d.v1)dv_o

und sodann das zweite Raumintegral auf der linken Seite mit dem GauBschen Integralsatz in
ein Oberflachenintegral iiber die Oberflache des Integrationsvolumens verwandelt,

%/V//zp*quwrgéé]ds?:o.

Dies legt es nun nahe, (3.42) als Raumdichte und (3.43) als Stromdichte der selben physi-
kalischen GroBe zu interpretieren, und damit besagt die Kontinuitatsgleichung (3.44) in der
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iiblichen Weise, daB der FluB dieser GroBe durch die Oberfliche 0V eines Gebietes V' gleich
der Anderung der Dichte der GroBe innerhalb dieses Gebietes ist. Was das nun genau fiir eine
GroBe sein soll, bleibt zunachst unklar.

Die Deutung, die Schrodinger fiir die GroBe p = 1*1) vorschlagt, ist entgegen seiner Ab-
sicht alles andere als anschaulich, wenn man darunter eine Vorstellung in klassischen Bildern
verstehen will [789]. Gibt man diesen Anspruch auf, so handelt es sich dabei um die Andeu-
tung der auch aus heutiger Sicht am ehesten moglichen anschaulichen Deutung, anschaulich
jetzt jedoch im Sinne von realistisch. Da einerseits jeder Punkt im Konfigurationsraum des
Systems eine mogliche Anordnung desselben darstellt und p andererseits als Gewichtsfunk-
tion im Konfigurationsraum gedeutet wird, befindet sich das System in einem Zustand, in
welchem es alle moglichen kinematischen Konfigurationen gleichzeitig einnimmt, oder etwas
direkter formuliert: Die Elektronen in der Atombhiille befinden sich an allen Orten gleichzeitig.
Damit ist erstmals die Vorstellung eines nichtklassischen quantenmechanischen Zustandes als
Superposition von gegebenenfalls unendlich vielen, sich klassisch ausschlieBenden Zustidnden
angelegt.

Unabhingig von der konkreten Interpretation der GréBen p und j wird durch die Konti-
nuitdtsgleichung (3.44) deutlich, daB in der hier diskutierten elementaren nichtrelativistischen
Quantenmechanik uneingeschrankt Teilchenzahlerhaltung gilt. Sie kann folglich nur auf Syste-
me mit konstanter Teilchenzahl angewendet werden. Systeme mit variabler Teilchenzahl, wie
sie in der Quantenoptik, der Festkorperphysik und insbesondere der Hochenergiephysik anzu-
treffen sind, konnen damit nicht beschrieben werden. Das muBte der erst spater entdeckten
Quantenfeldtheorie vorbehalten bleiben, in der die Teilchenzahl zu einer nichttrivialen Obser-
vablen wird®®.

DaB Schrédingers zweite Deutung in der erwdhnten Weise unanschaulich ist, sollte nicht
als Nachteil, sondern als Charakteristikum der Quantenmechanik aufgefaBt werden. Dennoch
blieb sie ohne groBe Resonanz, wahrscheinlich insbesondere, weil sie fiir quantitative Aussagen
ohne Bedeutung ist, was nicht so gut in den positivistischen Zeitgeist der Physik in der Wei-
marer Republik paBte. Eine allgemein akzeptierte und fiir konkrete Anwendungen bedeutsame
Interpretation der GroBe ¥*y wurde erst im Rahmen der Wahrscheinlichkeitsinterpretation
gefunden, die wir im liberndchsten Abschnitt diskutieren.

3.4.5 ZerflieBende Wellenpakete

Der vorige Abschnitt diirfte gezeigt haben, daB bereits in einer relativ friihen Phase der Ent-
wicklung der neueren Quantenmechanik jede Hoffnung auf eine dhnlich unmittelbar anschau-
liche Naturbeschreibung, wie man sie aus der klassischen Physik gewohnt war, aufgegeben
werden muBte. Daran dnderte auch Schrédingers uneingeschrankte Treue zu dieser Philo-
sophie nichts. Er hatte sich auch durch die soeben geschilderten Schwierigkeiten nicht von

56Dje Vorstellung von Teilchen als lokalisierten Materiepaketen, die in der elementaten Quantenmechanik
schon problematisch ist, gerdt in der Quantenfeldtheorie noch sehr viel starker in Schwierigkeiten angesichts
tiefschiirfender Probleme, die ein allzu naiver Teilchenbegriff dort heraufzubeschworen imstande ist.
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der Absicht abbringen lassen, zur Anschaulichkeit®” bei der Beschreibung mikrophysikalischer
Vorgange zurlickzukehren. Der nachste Versuch bestand darin, das teilchendhnliche Verhal-
ten freier Elektronen zu modellieren, indem man sie als Wellenpakete beschreibt, das heiBt
als Superpositionen von Wellen, die nur in einem kleinen Raumbereich nennenswert von Null
abweichen. Bestarkung fand Schrédinger zundchst in einem von ihm gefundenen Resultat,
nachdem sich beim harmonischen Oszillator der Mittelwert der Wahrscheinlichkeitsdichte des
betrachteten Teilchens fiir hohe Quantenzahlen dem klassischen Verhalten eines Massen-
punktes im Oszillatorpotential annihert [790]°%. Das bedeutet auch, daB fiir diesen Fall ein
Wellenpaket seine Form im Lauf der Zeit beibehilt. Lorentz war der erste, der darauf hinwies,
daB ein solches Unterfangen fiir das Wasserstoffatom nicht moglich ist, und Heisenberg konn-
te wenig spater nachweisen, daBB der harmonische Oszillator in der Tat das einzige System ist,
bei dem es funktioniert [402].

Was dabei fiir alle anderen Systeme passiert, siecht man besonders deutlich am einfachsten
denkbaren Fall, wenn man versucht, ein freies Teilchen der Masse m als sich ausbreitende
Welle zu modellieren®. Unter einem Teilchen versteht man dabei etwas mehr oder weniger
lokalisiertes, das sich durch den Raum bewegt. Es geniigt dabei, sich auf den eindimensionalen
Fall zu beschranken. Die das Teilchen beschreibende Wellenfunktion muB natiirlich Lésung
der entsprechenden Schrodingergleichung sein; diese lautet im kraftefreien Fall

PPy L dvxD)
2m dx? = dt

(3.45)

Eine Losung dieser Gleichung 13Bt sich sofort angeben, etwa
w(X’ t) — ei[kx—w(k)t]

mit k? = —2mE /h? und w(k) = hk?/2m sowie der Gesamtenergie £, die als Separations-
konstante mit in die Rechnung kommt. Solche Losungen beschreiben sich ausbreitende ebene
Wellen mit Wellenzahl k und Frequenz w(k). Das ist jedoch ein Phinomen, das sich von
einem Teilchen im oben beschriebenen Sinne beliebig stark unterscheidet, denn eine ebene
Welle wabert als unendlich ausgedehntes Objekt durch den Raum und hélt sich damit so-
zusagen lberall gleichzeitig auf. Wir brauchen stattdessen etwas, das sich hauptsachlich in
einem begrenzten Raumgebiet befindet. Hier kommt uns nun die Linearitdt der Schroding-
ergleichung zugute, denn dadurch sind beliebige Linearkombinationen von Lésungen wieder
Losungen. Verschiedene Losungen erhdlt man durch Wahl von verschiedenen Werten fiir k,
Losungen der Schrodingergleichung (3.45) sind daher auch Ausdriicke der Form

57Gemeint ist hier Anschaulichkeit in einem Sinn, der von V. A. Muller sehr treffend als Mischung aus
Vorstellbarkeit, Intuitivitit, Bildlichkeit, Begreifbarkeit, Klarheit und Verstandlichkeit bezeichnet wurde [633)].

%8Dabei entdeckte er gewissermaBen nebenbei die sogenannten kohirenten Zustande, die spater im Zusam-
menhang mit der Quantisierung des elektromagnetischen Feldes von R. J. Glauber wiedergefunden wurden
[332], [333], [334]. Einen ausfiihrlichen Uberblick bietet [500]. Der Begriff der kohirentenn Zustinde wurde
inzwischen sehr weitgehend verallgemeinert, sieche zum Beispiel [688] und [762]; er ist heute insbesondere in
der Quantenoptik von groBer Bedeutung.

%Dieses traditionelle Lehrbuchbeispiel wurde erstmals von Heisenberg in seiner Arbeit [402] iiber die
Unschérferelation angegeben.
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o0
\U(X, t) _ Z c, ei[knxfw(k)t]
n=0
oder auch

W(x,t) = / C(k) e'o—w(ot g

Die Koeffizienten ¢, beziehungsweise Gewichtsfunktionen C(k) sind dabei aus mathemati-
scher Sicht weitgehend beliebig wahlbar. Die ldee besteht nun darin, durch geschicktes Wahlen
der C(k) eine Linearkombination aus ebenen Wellen zu konstruieren, die nur in einem eng
begrenzten raumlichen Gebiet, das sich bewegen darf, iiber merklich von Null verschiedene
Amplituden verfiigt und auBerhalb davon moglichst schnell verschwindet. Man nennt so et-
was ein Wellenpaket. Die Hoffnung gewisser frither Quantenmechaniker lag natiirlich genau
darin, Teilchen durch Losungen der Schrodingergleichung in Form von sich ausbreitenden
Wellenpaketen verniinftig beschreiben zu konnen. Dann ware der Versuch, Wellenfunktio-
nen als Darstellungen von realen Wellenphdnomenen (vergleichbar mit der Elektrodynamik)
aufzufassen, vielleicht doch ein aussichtsreiches Unterfangen.

Aus der Mathematik weil man, daB sogenannte GauBsche Wellenpakete genauso ausse-
hen, wie man sich Momentaufnahmen von sich ausbreitenden Wellenpaketen vorstellt. GauB-
sche Wellenpakete sind Wellenpakete, deren Einhiillende die Form einer GauBkurve hat, also
beschrieben wird durch eine Funktion der Form

f(x)=e*/P. (3.46)

Wir konnen solche GauBkurven auch etwas verallgemeinern, wenn wir als sie darstellende
Funktionen solche der Gestalt

f(x) = e~ (x0)?/b (3.47)
verwenden®. Diese GauBkurven unterscheiden sich von den durch (3.46) reprisentierten durch
die Lage des Maximiums, das durch xy bestimmt wird, wie man durch etwas Kurvendiskussion
nachpriifen kann: Das Schaubild von (3.46) ist um den Ursprung herum konzentriert, dasjenige
von (3.47) dagegen um xo. GauBsche Wellenpakete konnen daher geschrieben werden als

9(x) = / el @=(k=ko)*/b% (e (3.48)
Wir beschreiben unser Teilchen entsprechend zum Zeitpunkt t = 0 durch das am Ursprung
x = 0 lokalisierte normierte GauBsche Wellenpaket
Va

\U(X, O) = W e’kx 6_32 (k—ko)*/4 dk (349)

—0o0

(o.¢]

50F{ir Leser, die sich an die Zeit vor dem Euro erinnern: Auf den Zehnmarkscheinen der neuesten Generation
sind solche GauBkurven samt zugehoriger Funktionsgleichung abgebildet.
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und fiir t # 0 durch das sich ausbreitende Wellenpaket

Va [ — 2 (k—ko)2/4 i (kx—w(k)t)
\U(X, t) = W e a 0 e dk. (350)
Die Normierung ist dabei notwendig, weil das Wellenpaket ein Teilchen darstellen soll, was
die Forderung

/ W(x, t) dx =1

nach sich zieht, denn die Wahrscheinlichkeit, ein tatsachlich vorhandenes Teilchen iiberhaupt
irgendwo zu finden, muB natiirlich 1 sein®'. b beziehungsweise a sind Konstanten, welche die
Breite der Einhiillenden und damit des gesamten Wellenpakets bestimmen. Diese Breite ist
fir eine GauBkurve der Form (3.47) definiert als

b
Ax = —,
V2
hier gilt folglich
1
Ax = :
22 a

Bei den Ausdriicken (3.48) und (3.49) handelt es sich mathematisch gesehen natiirlich gerade
um die Darstellung der GauBkurve (3.47) als Fourierintegral.

Damit hatten wir auf den erste Blick eigentlich genau das Gewiinschte. Solche Wellen-
pakete besitzen jedoch sehr spezielle Eigenschaften, und um dies zu sehen, bleibt uns nichts
anderes iibrig, als das Integral in (3.50) auszurechnen, was zwar nicht schwierig, dafiir aber
recht aufwendig ist. Die angemessene Methode hierfiir ist es, das Integral mit Hilfe eines

o0
geeigneten Tricks auf ein vollstindiges GauBsches Fehlerintegral der Form [ e~ dx zu-
—0o0

riickzufihren. Dieses wiederum kann man ebenfalls mit einem Trick, ndmlich mit dem in
FuBnote 94 von Abschnitt 2.5.2, beschriebenen direkt berechnen; das liefert

/ e ¥ dx = \/T%. (3.51)

Um nun (3.50) auf diese Gestalt zu bringen, formen wir es zunachst etwas um,

Wa a’k3 r , (@ iht - 2%k
\U(X,t) = Wexp —T /exp k Z‘}‘% + k —IX—T dk

61N3sheres dazu im nichsten Abschnitt.
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um dann den Exponenten mit Hilfe von quadratischer Ergdnzung auf eine binomische Form

zu bringen,
. 32/(0
2 2 > —ix—
(F Y () (7 ine [ >
g (4 2m)+k( e )= G o) | K TR e
4  2m
2 _ —/x—ﬁ —/x—ﬁ 2 —ix—& 2
Y LI W PER 2 . 2 | _ 2
4 2m 2 iht a? iht a® iht
i 4  2m 4  2m 4  2m
[ a?ko\ ° ko \ ]
22 int —ix =7 —ix =7
==+ = Kkt — 2 | 2
4 2m a® iht a® iht
T om T om
Setzen wir dies nun in (3.52) ein, so erhalten wir
a a’ks
W(X,t):#&p(— 40) X
2k 2 2k 2
7 a2 it —/X—a20 —/X—a20
R kit ——2 | = | 2 dk
x /exp (4 * 2m) TTZ e a? N int
o 4 2m 4 2m

~ (em) 4 a2 inht
4  2m
i X+ —anO 2
a®>  iht
X / exp | — (Z + %) k — a2—/§t dk, (353)
o 4 2m

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



3.4. WELLENMECHANIK 191

und das ist bereits ein vollstandiges Fehlerintegral, man sieht es nur noch nicht so gut. Die
Substitution

. 32k0

I X+ -

=k — ———2=—
z a’ iht
4 2m

verschafft jedoch sogleich Klarheit, und (3.53) wird zu

/X+_a2k0 2
_ o Va L] oo 2
\U(X,t) = Wexp —Z da kO_ 2 it X
4 2m

r 2 int
X /exp [— (% - 12_m) 22} dz.

Jetzt verwenden wir das obige Resultat (3.51) und erhalten so fiir die Wellenfunktion des sich
ausbreitenden Wellenpakets den Ausdruck

I X+ ko i
__Wa 1 L 22 2
V(x, t) = S expq =, |2 ks — p R (3.54)
7 om T om

Das ist eine komplexe Funktion einer reellen Veranderlichen. Um deren Verhalten nun naher zu
beschreiben, kdnnen wir beispielsweise ihr Betragsquadrat |1)(x)|? berechnen, was eine reelle
Funktion liefert und damit direkt anschaulich physikalisch interpretierbar ist®?. Das macht
wieder etwas Arbeit; wir erhalten zunachst

W (x, t)]° = W*(x, t) W(x, t)

a 1
— X
V8w \/ 22 jht [a® int

4+2m 4 2m

I X+ ko i I X+ 7k 2
_a2 k21 2 n 2
2 4 a>  iht a>  iht '

X exp

4 +2m 4 2m

62]m nichsten Abschnitt wird diese GroBe eine weitere, wesentlich bedeutendere anschauliche physikalische
Interpretation erhalten.
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und sodann durch geduldiges Ausmultiplizieren und Vereinfachen des Exponenten als Ergebnis

) kot °
v2 ! exp " m
242 4H%t2
aﬁ 32 _ 4’7 t a2 (1 + )

a*m?2

Wix B =

(3.55)
a*m?2

Die Exponentialfunktion stellt dabei nichts anderes dar als eine GauBkurve, allerdings eine,
deren Exponent zeitabhangig ist. Um diese Zeitabhangigkeit anschaulich zu deuten, verglei-
chen wir (3.55) mit (3.47). Das Maximum x, der GauBkurve kann man zur Definition des
Schwerpunktes des Wellenpaketes verwenden. Im hier betrachteten Fall gilt

koht
xo(t) = O—,

woran man sofort erkennt, daB sich der Schwerpunkt und damit das gesamte Wellenpaket tat-
sachlich wie gewiinscht fortbewegt. Ein MaB fiir die Lokalisierung des Wellenpaketes W(x, t)
erhilt man, in dem man die Breite der zu |W(x, t)|” gehdrenden GauBkurve berechnet. Durch

Ablesen findet man
a | 4h2t2
Ax(t) = 5 1+ W; (3.56)

die Breite der GauBkurve nimmt also mit der Zeit zu. Anschaulich bedeutet dies, daB das
Wellenpaket immer breiter wird: Das Wellenpaket zerflieBt mit der Zeit. Dabei setzt das
ZerflieBen allmahlich ein, um dann nach und nach in eine Entwicklung iiberzugehen, die
naherungsweise linear mit der Zeit verlauft, wie Gleichung (3.56) zeigt. Ein solcher ProzeB
ist in Abbildung 3.1 dargestellt.

Das ZerflieBen von Wellenpaketen |48t sich auch iiber die Geschwindigkeitsverteilung nach-
weisen. Eine solche kann man in dem hier verwendeten Modell sinnvoll definieren, denn es geht
ja um etwas, das sich durch den Raum bewegen soll. Anschaulich bedeutet das folgendes: Die
einzelnen Punkte des Wellenpaketes bewegen sich mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten,
dabei sind die Werte der Geschwindigkeiten so verteilt, daB das Wellenpaket zwar insgesamt
qualitativ seine Form beibehilt, sich aber wie beschrieben bestdndig verbreitert.

Die Auswirkungen des ZerflieBens von Wellenpaketen werden besonders deutlich, wenn
man diesen Vorgang anhand eines Zahlenbeispiels konkret berechnet. Betrachtet man etwa ein
Elektron als sich ausbreitendes Wellenpaket und geht von einer anfanglichen Lokalisierung von
optimistischen 107!® m aus (das ist die Obergrenze der raumlichen Ausdehnung, die man
in der Hochenergiephysik bei Streuexperimenten fiir das Elektron findet®®), so stellt man
fest, daB dieses Wellenpaket bereits nach einer guten Viertelstunde auf eine Breite von etwa
3,6 - 10" m auseinandergelaufen ist.

Die Pioniere der Quantenmechanik muBten daraus den SchluB ziehen, daB eine Beschrei-
bung von Teilchen als sich ausbreitende Materiewellenpakete nicht moglich ist, und damit

63Man beachte, daB es sich bei solchen Streuexperimenten um Ortsmessungen handelt.
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Abbildung 3.1: Betragsquadrate der Wellenfunktion fiir ein zerflieBendes, sich ausbreitendes
Wellenpaket

eine direkte physikalische Interpretation der Wellenfunktion als reales Wellenphanomen zu-
mindest in dieser Weise auch nicht. Die Frage nach der tatsachlichen physikalischen Bedeu-
tung quantenmechanischer Wellenfunktionen abgesehen von der Eigenschaft, ein Werkzeug
zur Berechnung der Energieniveaus und -iibergiange stationarer Zustande zu sein, blieb damit
erst einmal weiter offen.

3.5 Sind Matrizenmechanik und Wellenmechanik aqui-
valent?

Die erste Phase der neueren Quantenmechanik gipfelte in einer vollig umgekrempelten, aber
sehr erfolgreichen neuen physikalischen Beschreibung der Mikrowelt, allerdings zunachst mit
zwei hochst unterschiedlichen Theorien, der Matrizenmechanik und der Wellenmechanik, die
anfangs ganz allgemein als sich widersprechende Versuche zur Formulierung einer angemesse-
nen Theorie mikrophysikalischer Vorgange angesehen wurden. Um so erstaunlicher war es, da
beide in den wesentlichen Fragen exakt dieselben Resultate lieferten. Das konnte kein Zufall
sein. In der Tat konnte nach einigen mehr oder weniger teilweise erfolgreichen Anlaufen und
insbesondere nach gewissen Erganzungen beider Theorien schlieBlich gezeigt werden, daB die
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weiterentwickelten Versionen von Matrizenmechanik und Wellenmechanik gleichwertig sind

und mit geeigneten Mitteln ineinander iibergefiihrt werden kdnnen®*.

Einer der ersten Anlaufe dieser Art stammt von Schrodinger selbst [787], wobei Eckart
[226]% und Pauli®® wenig spater beinahe identische Beweisversuche unternahmen. Auch wenn
sie alle — entgegen in der Literatur verbreiteten anderen Behauptungen — nicht zum Ziel fiihr-
ten, wirkten sie dennoch als Katalysatoren fiir die weitere Entwicklung der Quantenmechanik;
schon deshalb ist es die Miihe wert, sich ein wenig damit zu beschaftigen. Wir beschranken
uns dabei auf die Version von Schrédinger und betrachten kurz, was dabei bewiesen wird und
was nicht.

Die Voraussetzungen fiir einen Beweis der Aquivalenz von Matrizenmechanik und Wel-
lenmechanik waren 1926 duBerst schwierig; zu unterschiedlich schienen die jeweiligen die
Theorien konstituierenden mathematischen Objekte zu sein. Schrodingers Idee war es, einen
solchen Beweis durch Konstruktion einer bijektiven Abbildung zwischen den Feldoperatoren
der Wellenmechanik und den matrixwertigen Funktionen der Matrizenmechanik zu fiihren,
also einer Abbildung, die jeden Feldoperator in eindeutiger Weise in eine unendliche Matrix
iberfiihrt und umgekehrt. Die mathematischen Strukturen der beiden Theorien waren dann
isomorph und sie selbst gleichwertig. Um Schrodingers Versuch, eine solche Abbildung zu
konstruieren, nachzuvollziehen und zu verstehen, wo der Haken an der Sache ist, bendtigen
wir vorab zwei zusatzliche Begriffe aus der Wellenmechanik.

Die Gesamtheit {®,},en+ der Eigenfunktionen des Hamiltonoperators bildet stets ein
vollstandiges Funktionensystem, das heiBt, man kann jede Wellenfunktion in Form einer un-
endlichen Potenzreihe nach ihnen entwickeln. AuBerdem sind die Eigenfunktionen paarweise
orthogonal und wie bereits erwahnt auf 1 zu normieren. Formal finden diese Eigenschaften in
der Vollstiandigkeitsrelation

> i) en(d) =6(a—q)
n=1
und in der Orthonormalitatsrelation

(©n ©m) = /so’;(q) ©m(q)dqg=0sm m,neN"
]RN

ihren Ausdruck. Dabei ist §(qg — ¢') die Diracsche Delta-Funktion®”.

54Hierzu gibt es nicht nur unterschiedliche, sondern sogar diametral auseinanderlaufende Ansichten. Er-
staunlicherweise ist die Behauptung, die Aquivalenz der beiden Theorien sei schon kurz nach ihrer Entstehung
bewiesen worden, in der Literatur weitverbreitet. DaB das unrichtig ist, konnte Muller in den spaten 90er Jah-
ren in allen Details nachweisen [633] — [636]; vergleiche auch [579]. Ein interessanter, aber problematischer
Versuch, die Intentionen Schrédingers umzudeuten, stammt von Perovic [690].

%5Eckarts Arbeit stellt einen Spezialfall von Schrédingers Ausfiihrungen dar.

®5Paulis Beweisversuch liegt nur im Rahmen eines Briefs an Jordan vor; dieser ist abgedruckt in [899].

67Genaugenommen braucht man hier natiirlich die N-dimensionale Variante der Delta-Funktion. Diese ist
in kartesischen Koordinaten einfach als Produkt der Form

67— 7') = 80 = x1) 60 —x5) - 6 — xiy)
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Als Startpunkt betrachte man nun ein solches auf 1 normiertes vollstindiges Orthonor-
malsystem {@,},en+ aus Eigenfunktionen des Hamiltonoperators. Nun wird jedem Wellen-

operator F eine unendliche Matrix F zugeordnet gemal

Fii Fi2
Far Fao
Fr—sF= mit  Fpp = /cp’,‘n(q) Foa(q)dg; (3.57)
: me RN
q steht hier abkiirzend fiir (g1, ..., qn). Diese Definition leistet auf den ersten Blick genau
das geforderte. Beispielsweise erhdlt man so aus den kanonischen Koordinaten ¢y, ..., an
und Impulsen —/h0/90qy, ..., —ihd/0qy die Matrizen Q1, ..., Qy und Py, ..., Py mit den

Komponenten

Qj,mnz/wi‘n(q) g9 en(q) dq, Pj,mnz—/ﬁ/ ©0mnm(a) (p"(q)

RN RN

und man iiberzeugt sich sofort, daB diese die kanonischen Vertauschungsrelationen erfiillen.
Dazu hat man lediglich die Vorschrift (3.57) auf den Wellenoperator

0 0

g — g — = —ihd;;
367/% q@q/' o,

anzuwenden. Man erhalt wie gewiinscht

P.Q —Q;P;=—inh /(P:q(q) i pn(q) dg = —ihdy;.

RN

Vor allem aber liefert (3.57) fiir den Hamiltonoperator

definiert. In beliebigen krummlinigen Koordinaten 11, m>, .. ., Ny gilt

o(xy, X2, ..., XN)

—1
ETCN N S(m —m)é _
o(m.m. ..., ) J (m —mn1)6(m—ma) -+ 6w — M),

§N(F—7") = H

die Funktionaldeterminante der Koordinatentransformation von (xi, X2, ..., XN)
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und damit auch die richtigen Energieniveaus stationarer Zustande.

Das angestrebte Ziel ware erreicht, wenn die durch die Vorschrift (3.57) definierte Abbil-
dung von der Menge der Wellenoperatoren in die Menge der unendlichen Matrizen bijektiv,
also ein Isomorphismus ist. Leider ist das jedoch nicht der Fall. Das sieht man am einfach-
sten an folgender Eigenschaft der den Wellenoperatoren zugeordneten Matrizen: Aus der — in
heutiger Sprache formulierten — Zugehorigkeit der Wellenfunktionen zum Raum Z2(R") der
quadratintegrablen Funktionen einerseits und der Wellenoperatoren zur Menge der linearen
Operatoren auf .Z2(IR"N) andererseits folgt unmittelbar fiir jede gemiB (3.57) gewonnene
Matrix F

o0

S 1EmlP = Y / / 0m(a) 03(0) E* 03(a) E () dg dd’

M=1 pN RN

= //5(q—6/) F*¢5(q) F a(d') dg ddg’

RN RN

= /!ﬁwn(q’)\qu < oo
]RN

und analog

Z|an12=/|ﬁ<pm<q/)r2dq<oo,
n=1 gy

das heiBt, alle Zeilen und Spalten liefern jeweils konvergente Reihen, wenn man ihre Eintrage
quadriert und absummiert. Man sagt auch, die Matrizen F sind Wintner-Matrizen [936]. Die
Eigenschaft, Wintner-Matrizen zu sein, gilt jedoch keinesfalls generell fiir alle unendlichen
Matrizen der Matrizenmechanik. Folglich wird durch (3.57) zwar jeder Wellenoperator ein-
deutig auf eine Matrix abgebildet, aber nicht jede Matrx der Wellenmechanik ist als Bild
eines Wellenoperators unter dieser Abbildung darstellbar. Die Abbildung ist somit zwar injek-
tiv, aber nicht surjektiv. Schrodinger hat folglich nicht, wie er selbst annahm, die Aquivalenz
der beiden Theorien bewiesen, sondern stattdessen die Aussage, daB die Wellenmechanik in
der Matrizenmechanik enthalten ist, ohne auch die umgekehrte Richtung gezeigt zu haben.

Es ware indes unfair, ihm daraus einen Vorwurf zu machen, denn beim Stand der Quan-
tenmechanik im Marz 1926 konnte er den angestrebten Beweis iiberhaupt nicht fiihren. Das
hat mehrere Griinde®®, angefangen damit, daB die vollige empirische Gleichwertigkeit von
Matrizenmechanik und Wellenmechanik auf der Grundlage des Zustands der beiden Theorien
zu dieser Zeit gar nicht wirklich gegeben war. Véllige Uberseinstimmung lag bei den Ener-
gieniveaus des Wasserstoffs und wasserstoffahnlicher Atome, des harmonischen Oszillators
und anderer staiondrer Systeme sowie bei Aussagen zum quantenmechanischen Drehimpuls
vor. Die Intensitdten von Spektrallinien dagegen konnten anfangs iiberhaupt nur im Rahmen

%8Muller war 1997 und 1998 der erste, der das systematisch analysierte und die Griinde unter Verwendung
modelltheoretischer Hilfsmittel ausfiihrlich beschrieb [633] — [636].
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der Matrizenmechanik berechnet werden. Diese lieferte fiir die Intensitdt der emittierten oder
absorbierten elektromagnetischen Wellen des Ubergangs vom n-ten zum m-ten Niveau oder
umgekehrt die Relation

li(n.m) o< [ Q) aml?,

wobei j die Polarisationsrichtung angibt und die Q; ,, natiirlich die Komponenten derjenigen
Matrizen Q; sind, in denen die Hamiltonsche Matrix H diagonal ist. Das war zwar ein Mangel,
den die Wellenmechanik weniger spater wettmachen konnte, allerdings unter Zuhilfenahme
der Matrizenmechanik in Gestalt der Formel

li(n, m) o ‘ /w’fn(q) qea(q) dq|.

Unterschiede gab es auch bei Vorhersagen zur Ladungsverteilung, wo die Wellenmechanik
aufgrund der fehlerhaften Deutung der Wellenfunktionen als Beschreibung verschmierter Teil-
chen Unsinn lieferte, denn Messungen der Elektronenladung ergeben immer genau den Wert
e und niemals eine raumlich verteilte Elementarladung, sowie bei Streuexperimenten, die
zwar durch die Wellenmechanik, nicht aber durch die Matrizenmechanik beschreibbar sind®.
Noch wichtiger sind die mathematischen Unterschiede. Einerseits gibt es in beiden Theorien
grundlegende Elemente, die in der jeweils anderen nicht existieren. Beispielsweise kommen
zeitabhangige Systeme in natiirlicher Weise in der Matrizenmechanik vor, und ihre zeitliche
Entwicklung wird durch die Heisenbergschen Bewegungsgleichungen exakt beschrieben. In
der Wellenmechanik gibt es zunachst nichts vegleichbares; die zeitabhangige Schrodingerglei-
chung taucht erst im Juni 1926 auf [789]. Umgekehrt enthélt die Wellenmechanik neben den
Wellenoperatoren mit den Wellenfunktionen und den dadurch beschriebenen Zustanden phy-
sikalischer Systeme eine zusatzliche Kategorie, die kein Gegenstiick in der Matrizenmechanik
hat. Dort gibt es nur die namengebenden Matrizen als einzige die Theorie konstituierende
GroBen. Mathematisch gesprochen sind es somit der Konfigurationsraum R" und der Raum
.5,”2(]1%,’\’) der Wellenfunktionen, die integrale Bestandteile der Wellenmechanik sind, in der
Matrizenmechanik jedoch ersatzlos fehlen. Und selbst wenn man sich andererseits auf die
Menge der Wellenoperatoren und die Menge der unendlichen Matrizen beschrankt, funk-
tioniert es auch nicht. Der oben beschriebene unvollstindige Beweis ihrer Isomorphie kann
schon deshalb nicht vervollstandigt werden, da die sie erzeugenden kanonischen Elemente in
drastisch unterschiedlichen Anzahlen existieren. Wahrend es genau 6/N kanonische Wellen-
operatoren gibt, sind es aufgrund von deren Zeitabhangigkeit liberabzahlbar viele kanonische
Matrizen.

Die Situation anderte sich einige Jahre spater grundlegend, als eine sehr viel allgemeine-
re Formulierung der Quantenmechanik gefunden wurde und sich modifizierte Varianten der
Wellenmechanik und der Matrizenmechanik als Spezialfille derselben erwiesen. Im néchsten
Abschnitt betrachten wir das genauer, zuvor sollte jedoch der erste Schritt in diese Richtung

®9Siehe speziell dazu [106].
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erwihnt werden. Diesen vollzogen Dirac [199] und Jordan [479] im Jahre 19277°. Sie kiim-
merten sich dabei nicht um die vermeintliche mathematische Unmdaglichkeit der Aufstellung
einer Eins-zu-Eins-Beziehung zwischen der Menge der Wellenoperatoren und der Menge der
unendlichen Matrizen, sondern konstruierten kurzerhand eine solche™. Es ist entsprechend
wenig erstaunlich, daB sie dabei Hilfsmittel verwendeten, die aus damaliger Sicht als ,nur
unter mathematischen VorsichtsmaBregeln anwendbar” (Heisenberg [406]) bis ,,auBerhalb des
Rahmens der allgemein iiblichen mathematischen Methoden liegend” (von Neumann [655])
eingestuft wurden. Es dauerte iiber dreiBig Jahre, bis die Sache auf solide mathematische
Fundamente gestellt werden konnte, aber spatestens seitdem kann von dubiosen formalen
Tricks keine Rede mehr sein. Trotz der windigen mathematischen Methoden kann die Trag-
weite dieses Konzepts und dessen EinfluB auf die weitere Entwicklung der Quantenmechanik
gar nicht liberschatzt werden.

Um den Dirac-Jordanschen Beweis der Gleichwertigkeit der beiden Theorien, der unter
dem Begriff der Transformationstheorie bekannt geworden ist, kurz zu skizzieren, starten
wir wieder bei der Matrizenmechanik und erinnern daran, daB deren zentrale Aufgabe darin
besteht, zu der aus der Hamiltonfunktion des betrachteten Systems und irgendwelchen ka-
nonischen Matrizen Q;, ..., Qx und Py, ..., P, zu bildenden Hamiltonschen Matrix H eine
unitdre Transformation S zu finden, durch welche die im allgemeinen nichtdiagonale Ma-
trix H in die diagonale Matrix H = S~ HS iibergeht. Fiir die mittransformierten Matrizen
Q =S1'Q;Sund P, = ST'P;S (i = 1,..., k) gelten dann weiterhin die kanonischen
Gleichungen (3.6) sowie die Vertauschungsrelationen (3.13), und das Problem ist geldst.

Um nun einen Zusammenhang zur Wellenmechanik herzustellen, formt man die Gleichung
H=S"'HS umin

SH=HS

(Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ!), schreibt dies in Komponenten, also
Z Suv Wy 6up - Z hp,l/ Sup
14 14

oder
Z huu Sup = Wp Sup (358)

und erkennt, daB dies ein System von unendlich vielen linearen Gleichungen mit unendlich
vielen Unbekannten s,, (den Komponenten der Transformsationsmatrix S) und w, (den
Komponenten der Diagonalmatrix H) ist. Diese sind folglich Lésungen von Gleichungen der
Form

Z huu Xy = >\Xu: (359)

70 Ansatzweise wurde das im Jahr zuvor bereits von Lanczos vorweggenommen, aber nicht weiter ausgear-
beitet. Siehe dazu Abschnitt 3.4.

174 Diracs Formulierung der Quantenmechanik siehe insbesondere auch seine MaBstibe setzende, erstmals
1930 erschienene Monographie [206].
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was schon stark an das Eigenwertproblem der Wellenmechanik erinnert, weswegen man hier
auch vom Eigenwertproblem und den Eigenwerten der Matrix H spricht. In der Matrizenme-
chanik werden dabei stets diskrete Eigenwerte vorausgesetzt; in der Wellenmechanik konnen
die Eigenwerte jedoch diskret oder kontinuierlich sein, und wenn man Gleichung (3.59) mit
der entsprechenden Eigenwertgleichung

Hiy=Ey (3.60)

der Wellenmechanik vergleicht, die auf stetige Funktionen anzuwenden ist, wird deutlich,
daB zum Ubergang von der Matrizenmechanik zur Wellenmechanik gerade die Ubertragung
der diskreten Matrizenschreibweise auf den Fall kontinuierlicher GréBen erforderlich ist. Dies
war wie gesagt aus damaliger streng-mathematischer Sicht unmdglich, funktionierte dann
nichtsdestoweniger aber hervorragend; auBerdem konnten die verwendeten Methoden spater
solide mathematisch begriindet werden, was zur Theorie der Distributionen und zu ungeahnten
neuen Hohenfliigen der Funktionalanalysis fiihrte”.

Dirac bewerkstelligte die erforderliche Ubertragung ins Kontinuum auf geniale, mathema-
tisch rustikale Weise, indem er seine beriihmte Delta-Funktion und die damit in Verbindung
stehenden Begriffe und Methoden heranzog, ohne sich weiter darum zu kiimmern, daB es sich
dabei um Dinge handelte, die gemeinhin als mathematische Fiktionen und damit als vollig
unmoglich betrachtet wurden. Damit gelingt der Ubergang zu kontinuierlichen GroBen ganz
zwanglos [406]: Aus den diskreten Indizes w, v, ... werden kontinuierliche Indizes /, m, .. .,
Summen werden durch Integrale ersetzt, fiir die kontinuierliche Einheitsmatrix ergibt sich

(D) =06(I"=1"),

und dazu kommen die kontinuierlichen Matrizen

(Qu)qq = 4 0(qy — a7)0(ay —a3) ...~ 6(q, —qp) -
und
(P)gqy = —ifid'(q,—q,)0(qy —qf) -... %
X 0(qh_1 = A1) 0Ty — Qya) - - 0(a, — ay

(6’(q) ist die Ableitung der Delta-Funktion), die wieder die Vertauschungsrelationen (3.13)
erfillen. Aus der diskreten Transformationsmatrix S und der Bedingungsgleichung (3.58) zur

"2Die Begriinder der mathematischen Theorie der Distributionen sind Sobolev [818], [819] und Schwartz
[797]; von letzterem stammt auch ein klassisches zweib3ndiges Lehrbuch dazu [798], [799]. Gut lesbare, aber
sehr knappe Einfiihrungen in die Theorie der Distributionen sind die Biicher von Berz [60] und Walter [905],
ausfiihrlicher ist dasjenige von Constantinescu [167]. Diese drei gehen jedoch auf wesentliche uns hier inter-
essierende Dinge nicht ein. Einen vollstandigeren Uberblick, insbesondere auch was fiir die Quantenmechanik
relevante Aspekte betrifft, liefert nach wie vor das vierbéndige Standardwerk von Gelfand und Schilow [317],
[318], [319], [320]. Zur Geschichte der Distributionen in Mathematik und Physik siehe [691].
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Diagonalisierung diskreter Matrizen werden nun die kontinuierliche Transformationsmatrix
S/ und die zum Diagonalisieren einer beliebigen Funktion F = F(p, q) zu lésende Gleichung

/[F(p, q)]q/q// Sq”F’ dq” = Sq’F/ F/ (361)

mit den Eigenwerten F’ von F. Verwendet man die fiir die Delta-Funktion giiltigen Relationen

o

/ f(x)o(x —x")dx" = f(x)
und .
/ f(x)d'(x —x")dx' = —f'(x),
so laBt sich das Integral auf der linken Seite von (3.61) ausfiihren und man erhalt
C . 0 / /
F(~inggd) Ser=SqrF. (3.62)

Hier geht es natiirlich speziell um die Diagonalisierung der Hamiltonfunktion H(p, q) des
betrachteten physikalischen Systems; in der iiblichen Weise setzt man hier fiir die kontinu-
ierlichen Komponenten der Transformationsmatrix Sy = Ye(q’) und fiir die Eigenwerte
H" = E. Aus (3.62) wird dann genau die stationdre Schrédingergleichung

~ . 0

A (=ih 55.0) vela) = Eve(a)
q

und ¥e(q) ist natiirlich nichts anderes als die zu bestimmende Wellenfunktion des beschrie-

benen Systems. Nach Diagonalisierung von H lauten die kontinuierlichen Matrizen fiir p und

q dann entsprechend”®

. 0
prer = ~it [ Ve 5 verda

und

Jerer = /"/)*E/qu” dq.

Damit ist die Analogie der beiden Theorien modulo verniinftiger Grundlegung der Theorie der
Distributionen gezeigt.

Aus konzeptioneller Sicht noch wesentlich wichtiger ist iibrigens die in diesem Zusammen-
hang von Dirac erstmals ausdriicklich betonte Unterscheidung von Zustinden und Observa-
blen eines quantenmechanischen Systems. Wir haben gesehen, daB urspriinglich nur in der

3Die (kontinuierlichen) Diagonalelemente dieser Matrizen werden sich bald als die Erwartungswerte fiir
Messungen von Ort und Impuls an Systemen im Zustand £ erweisen.
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Wellenmechanik beide auftauchten, in der Matrizenmechanik dagegen nur die letzteren. Das
inderte sich nun, da sich im Rahmen der eben beschiebenen Uberlegungen der Zustands-
begriff auch in der Matrizenmechanik etablieren lieB, und zwar in Form der Eigenvektoren
der Hamiltonschen Matrix H und damit der Spalten der Transformationsmatrix S. Damit
ergibt sich gleichzeitig eine eineindeutige Zuordnung zwischen diesen Eigenvektoren und den
Eigenfunktionen des Hamiltonoperators der Wellenmechanik, was die gegenseitige Gleichwer-
tigkeit der Zustandsbegriffe der beiden Theorien belegt. Das wird im ndchsten Abschnitt von
Bedeutung sein.

Auch wenn bei Anlegen ernsthafter mathematischer MaBstabe alles in allem wasserdichte
Beweise der Aquivalenz von Wellenmechanik und Matrizenmechanik anfangs nicht vorlagen
und auch nicht vorliegen konnten, ist an den geschilderten Uberlegungen von Schrédinger,
Dirac und Jordan dennoch erkennbar, daB trotz der grundlegenden strukturellen Unterschiede
den beiden unterschiedlichen Formen der neueren Quantenmechanik wohl doch eine gemein-
same Struktur zugrundeliegen muBte, wenn auch eine solche in dieser frilhen Phase noch
ihrer Entdeckung harrte. Damit war gleichzeitig der weitere Weg zur Quantenmechanik in
ihrer modernen Form vorgezeichnet.

3.6 Hilbertraume und abstrakte Quantenmechanik

Sehr bald zeigte es sich, daB ein solcher gemeinsamer Formalismus tatsdchlich existiert, und
auch in mathematisch strenger Form aufgebaut werden kann. Es war wesentlich der Verdienst
J. von Neumanns, hierfiir den Anfang zu bereiten [649], [650], [651], [654]7*; in einem beriihmt
gewordenen, 1932 erstmals erschienenen Buch [655] présentierte er mit beeindruckender for-
maler Prazision einen Abri8 des damaligen Standes der Theorie. Es bildete den Grundstein
fiir die Entwicklung der modernen funktionalanalytischen Formulierung der Quantenmecha-
nik’®, die damit ein einheitliches Fundament erhalten hatte. Darunter ist insbesondere auch
zu verstehen, daB diese abstrakte Form der Quantenmechanik nicht einfach eine weitere For-
mulierung darstellt, sondern gleich eine gesamte Menge von unendlich vielen, sich im Detail
unterscheidenden, aber im Prinzip gleich aufgebauten mathematischen Strukturen darstellt.

Seit dieser Zeit steht beim formalen Aufbau der Quantenmechanik die Feststellung im
Mittelpunkt, daB die Zustinde eines physikalischen Systems einen Hilbertraum bilden®. Hil-
bertrdume sind Vektorraume mit Skalarprodukt, die beziiglich der durch letzteres induzierten

74Vergleiche auch [426], wo Hilbert, Nordheim und von Neumann einen ersten Versuch einer axiomatischen
Beschreibung der Quantenmechanik unternehmen.

"5Priziser sollte man hier von der orthodoxen Teilchen-Quantenmechanik sprechen, da in Form der Quan-
tenfeldtheorie ein sehr viel allgemeinerer Theorienrahmen existiert, der die elementare Quantenmechanik stark
erweitert und im {brigen seinerseits wieder in mathematisch unterschiedlich streng formulierten Varianten zu
finden ist.

760b diese Hilbertraum-Struktur von fundamentalem Charakter und damit axiomatisch festzulegen ist
oder aus noch tieferliegenden Axiomen abgeleitet werden kann, ist eine Frage fiir sich, die unterschiedlich
beantwortet wird. Versuche, die in Richtung der zweiten dieser beiden Positionen gehen, wurden beispielsweise
von Mackey [578] sowie von Jauch [469] und Piron [695] vorgestellt.
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Norm vollstandig sind, also abgeschlossen in dem Sinn, daB jede Cauchy-Folge konvergiert.
Genauergesagt wird dabei der Begriff des Zustands stark verallgemeinert, indem man Zustan-
de durch spezielle Operatoren auf dem betrachteten Hilbertraum beschreibt, den statistischen
Operatoren. Die durch die Hilbertraumelemente reprasentierten Zustande bilden lediglich ei-
ne, wenn auch sehr wichtige Teilmenge der Menge aller moglichen Zustande. Insbesondere
sind dabei beliebige Hilbertraume zuldssig, endlich- oder unendlichdimensionale, separable
wie lberseparable, sodaB auch beliebige Systeme beschreibbar sind. Physikalische GroéBen
erweisen sich als darstellbar durch lineare selbstadjungierte Operatoren auf dem jeweiligen
Hilbertraum, und die zugehdrigen moglichen MeBwerte als die Elemente von deren Spek-
tren. Damit kdnnen machtige Hilfsmittel aus der Funktionalanalysis zum Einsatz kommen,
insbesondere MaBtheorie und Spektraltheorie’”.

Matrizenmechanik und Wellenmechanik in ihrer entgiiltigen Form erweisen sich in die-
sem Rahmen jeweils als sehr spezielle Beispiele mathematischer Strukturen, die unter dem
Sammelbegriff Quantenmechanik firmieren. Dabei gelten die Mengenrelationen’®

Matrizenmechanik ; Quantenmechanik,
Wellenmechanik g Quantenmechanik,
Matrizenmechanik N Wellenmechanik = 0,

Matrizenmechanik U Wellenmechanik ; Quantenmechanik.

Ein bedeutender Nebeneffekt hiervon ist die nunmehr vorhandene Moglichkeit, die Aquiva—
lenz und damit die physikalische Gleichwertigkeit von Matrizenmechanik und Wellenmechanik
mathematisch streng zu beweisen, denn die hierbei zuvor aufgetretenen Hindernisse lassen
sich im Rahmen der abstrakten Quantenmechanik aus dem Weg rdumen. Zu diesen Hinder-
nissen zahlte wie gesehen zuvorderst der in der Matrizenmechanik urspriinglich fehlende, in
der Wellenmechanik jedoch zentrale Begriff des Zustands. Im Rahmen von letzterer bildet
der Hilbertraum

ZL%(RN) = {¢ R" — C ‘ 1) Lebesgue-meBbar A /¢*(X) PY(x) dx < oo}
RN

der quadratisch Lebesgue-integrierbaren Funktionen den Raum der quantenmechanischen Zu-
stinde™. Fiir die Matrizenmechanik tritt an dessen Stelle der Hilbertraum

[e.°]
Zz:zn < oo}

n=0

P = { @

""Schon drei Jahre vor von Neumann legte A. Wintner in seinem bereits erwihnten Buch [936] dar,
inwiefern die Spektraltheorie einen wesentlichen Bestandteil des grundlegenden mathematischen Geriists
der Quantenmechanik bildet. Er verwendete allerdings unendliche Matrizen und machte noch nicht vom
Hilbertraum-Formalismus Gebrauch.

"8Dieses sehr instruktive Bild stammt von Muller [634].

"®Genaugenommen sind die Elemente von .#?(IR") Klassen von Funktionen, die sich jeweils nur auf einer
Menge vom Lebesgue-MaB Null unterscheiden, da nur so ein Hilbertraum dabei entsteht.
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der komplexen Folgen, bei denen aus den Quadraten der Folgenglieder konvergente Reihen
gebildet werden konnen. FaBt man diese Folgen als unendliche Vektoren auf, kann man mit
ihnen und den unendlichen Matrizen der Matrizenmechanik in natiirlicher Weise im Sinn der
linearen Algebra rechnen und dafiir insbesondere auch Skalarprodukte und Matrizenmultipli-
kation wie gewohnt definieren.

Diese beiden Raume scheinen zwar auf den ersten Blick grundverschieden zu sein. Von
Neumann konnte jedoch nachweisen, daB man mit Hilfe einer beliebigen vollstandigen ortho-
normalen Menge {®,,} men von Funktionen aus Z?(RM) mit

(D{wm} : $2(RN) — /2' w — ¢{wm}(¢) = ((wv ‘pm))me]N

eine bijektive Abbildung zwischen .#?(IR") und /? konstruieren kann, die sich sogar als iso-
metrischer Isomorphismus erweist, das heiBt, sie ordnet in umkehrbar eindeutiger Weise jeder
Funktion aus .#?(IR") eine Folge aus /?> zu, wobei Skalarprodukte erhalten bleiben®. Folglich
enthalten .Z2(IR") und /? zwar unterschiedliche Elemente, haben aber dieselben abstrakten
Eigenschaften. Damit bedeutet die Isomorphie der beiden Hilbertraume, daB die Matrizenme-
chanik und die Wellenmechanik stets dieselben numerischen Resultate erbringen miissen, da
sie eigentlich nur verschiedene Realisierungen derselben abstrakten mathematischen Struktu-
ren darstellen.

Selbstverstandlich gab es seit den DreiBigerjahren des zwanzigsten Jahrhunderts Weiter-
entwicklungen des mathematischen Apparats der Quantenmechanik; die Hilbertraum-Formu-
lierung bildet jedoch die Grundlage fiir samtliche ihrer modernen Fassungen. Wahrend damit
der formale Rahmen zumindest der nichtrelativistischen Quantenmechanik heutzutage als
im GroBen und Ganzen abgeschlossen betrachtet werden kann, darf davon in Bezug auf die
Interpretation dieses Formalismus nach wie vor keine Rede sein. Auch der Bereich der rela-
tivistischen Quantenmechanik kann einen solchen Anspruch noch lange nicht erheben. Hier
sind im Rahmen der Quantenfeldtheorie zwar ebenfalls enorme Fortschritte erzielt worden,
was sich unter anderem in spektakuldr genauen Vorhersagen von MeBergebnissen duBert,
doch bleibt dabei nicht nur im Hinblick auf die Interpretation des Formalismus, sondern auch
im Hinblick auf den Formalismus selbst noch viel zu tun. Mit Interpretationsproblemen der
nichtrelativistischen Quantenmechanik werden wir uns noch sehr ausfiihrlich beschaftigen, mit
der Quantenfeldtheorie allerdings nur ganz am Rand, da dies andernfalls problemlos mehrere
weitere Biicher fiillen wiirde.

3.7 Die Wahrscheinlichkeitsdeutung

Trotz der spektakuldren quantitativen Erfolge der beiden prominenten Formulierungen der
neueren Quantenmechanik muBte 1926 eine erste Bilanz aus naturphilosophischer Sicht inso-
fern enttauschend ausfallen, als man die Wahl zwischen vélliger Ablehnung von und kompro-
miBlosem, aber erfolglosem Festhalten an einer anschaulichen Deutung des mathematischen

80Der Beweis erfolgt unter Verwendung des Satzes von Riesz-Fischer.
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Apparates der Theorie zu haben schien®!. Ein erster brauchbarer Ausweg aus dieser Schwierig-
keit gelang Max Born im selben Jahr mit seiner beriihmten Wahrscheinlichkeitsinterpretation
eher beildufig, als er nach Losungen eines anderen, von ihm als schwerwiegender eingeschatz-
ten Problems suchte, namlich einer Ausdehnung der Anwendbarkeit der Quantenmechanik
von nur stationiren Zustinden auf Uberginge und Streuzustinde®?.

3.7.1 Eine Anmerkung mit Folgen

Den ersten Hinweis auf Borns Wahrscheinlichkeitsinterpretation findet man in einer FuBnote
seiner Arbeit [105]. Die eigentliche Aufgabenstellung, der dieser Aufsatz gewidmet ist, betrifft
wie angedeutet die Beantwortung der Frage, ob die neue Quantentheorie in der Schrodin-
gerschen Formulierung nur auf stationare Zustande oder auch auf, wie Born sich ausdriickt,
,Quantenspriinge", also auf die physikalischen Vorginge bei Ubergingen zwischen unterschied-
lichen Energieniveaus anwendbar sei. Gleichzeitig versucht er, die klassische Teilchenvorstel-
lung doch noch irgendwie in die Quantenmechanik heriiberzuretten. Born betrachtet dazu
atomare StoBvorgange und speziell die Streuung eines freien Elektrons an einem Atom. Dabei
beschreibt er freie Elektronen durch ebene Wellen

o(\) = sin (27” EF+ 5)

mit De Broglie-Wellenlange A = h/p und Ausbreitungsrichtung € = p/p und die ungestorten
Atome durch eine diskrete Folge von Eigenfunktionen 12, definiert die Richtung des Impulses
der freien Elektronen als z-Achse und findet fiir den Zustand des gesamten Systems vor der
Streuung Wellenfunktionen der Form

. 2Tz
ng = 'L/)S Sin T
Fiir den Zustand, in den das System nach der Streuung im Unendlichen iibergeht, erhdlt Born

eine Superposition von Losungen des ungestorten Vorgangs der Form

In seinem Bemiihen um eine korpuskulare Deutung solcher Prozesse stellt Born nun fest,
daB die einzige Moglichkeit fiir eine solche angesichts der offenkundig vorliegenden wellenhaf-
ten Beschreibung darin besteht, die Amplituden ®,,,,»(€) wahrscheinlichkeitstheoretisch zu
interpretieren. Zunachst geht er davon aus, daB es diese GroBen selbst sind, welche die Wahr-
scheinlichkeit dafiir bestimmen, daB ein aus der z-Richtung kommendes Elektron in die durch

81Dje in Abschnitt 3.2 beschriebene dritte, weniger prominente Formulierung konnte diese Bilanz auch
nicht verbessern, da sie ebenfalls keine anschauliche Deutung zulieB.

82|nteressanterweise taucht die Idee, de Brogliesche Materiewellen statistisch zu deuten, bei Einstein bereits
1925 und damit zu einem Zeitpunkt auf, als von quantenmechanischen Wellenfunktionen noch nirgends etwas
bekannt war, allerdings ohne weiter ausgearbeitet zu werden [249].
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den Einheitsvektor € festgelegte Richtung gestreut wird, um dann in der erwdhnten FuBnote
zu bemerken, daB eine genauere Uberlegung AnlaB dazu gibt, diese Wahrscheinlichkeit als
proportional zum Quadrat von ®,,,,»(€) anzunehmen.

Diese sehr vage Andeutung wird in Borns darauffolgenden Arbeiten [106] - [110] pra-
zisiert, und zwar in zweierlei Hinsicht. Einerseits versucht Born, seine Wahrscheinlichkeits-
interpretation anschaulich zu deuten [106]. Er macht dabei von Vorstellungen Gebrauch,
die Einstein in privaten Mitteilungen im Zusammenhang mit seiner Lichtquantenhypothese
schilderte, aber nie verdffentlichte. Danach sollte man sich Licht in erster Linie korpusku-
lar vorstellen; die Wellen waren dann nur dazu da, die Photonen auf ihrem Weg zu lenken,
und man miiBte sie daher als ein Gespensterfeld bezeichnen. Born iibertragt diese Idee nun
auf De Broglies Materiewellen und die Schrodingergleichung, indem er die Schrodingerschen
Wellenfunktionen ebenfalls als Gespensterfeld deutet, um sogleich zu betonen, daB er den
Begriff Fiihrungsfeld fiir geeigneter halt. In diesem Bild breitet sich das Fiihrungsfeld 9 ge-
maB der Schrodingergleichung aus, wahrend Teilchen wie zum Beispiel Elektronen weiterhin
als Korpuskeln ,herumfliegen” und dabei Impuls und Energie in klassischem Sinn libertragen.
Allerdings sind fiir ihre Bahnen nur Wahrscheinlichkeitsaussagen moglich, namlich diejenigen,
welche durch die durch v oder genauer gesagt || bestimmte Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung gegeben sind. Daraus geht klar hervor, daB Born in dieser friihen Phase Teilchen ganz
klassisch und deren Orte und Impulse als sehr wohl real existierende GroBen betrachtete.
Letztere erklarte er lediglich insofern fiir unbestimmt, als fiir sie und damit fiir die Bahnen
der Teilchen mit Hilfe der Quantenmechanik nur Wahrscheinlichkeitsaussagen moglich sind.
Born faBt seine Auffassung zusammen, indem er schreibt: ,Die Bewegung der Partikeln folgt
Wahrscheinlichkeitsgesetzen, die Wahrscheinlichkeit selbst aber breitet sich im Einklang mit
dem Kausalgesetz aus."8. Ahnlich wie Schrodinger stellt sich auch Born damit gegen die
prinzipiell und gezielt unanschauliche Vorgehensweise der Matrizenmechanik. Das ist jedoch
nicht das eigentliche Problem; dieses liegt vielmehr in unvermeidlichen Widerspriichen, die
eine solche Fiihrungsfeld-Interpretation heraufbeschwort. Quanteneffekte sind typischerweise
unvereinbar mit klassischen lokalisierten Partikeln. Beispielsweise fiihren Elektronen, die sich
auf tatsdchlichen Bahnen in der Atombhiille bewegen sollen, stets zur selben, in Abschnitt
1.2.3.3 beschriebenen Problematik beschleunigter Ladungen, auch wenn fiir die Bahnen nur
Wahrscheinlichkeitsaussagen moglich sind. In dhnlicher Weise sind Interfernzerscheinungen
von Teilchen etwa an Gittern nicht erklarbar, wenn die interferierenden Objekte auf Bah-
nen durch einzelne Spalte hindurchtreten, ganz egal, ob die Bahnen deterministisch oder nur
wahrscheinlichkeitstheoretisch beschreibbar sind.

Das darf jedoch keineswegs als Kritik an der Wahrscheinlichkeitsdeutung selbst verstanden
werden. Diese ist vielmehr als einer der wesentlichen Schritte zur modernen Ausgestaltung der

83Es ist interessant, daB diese Aussage gegenwirtig intensiv in der gymnasialen Schulbuchliteratur zitiert
und in Abituraufgaben thematisiert wird. Dabei ist jedoch Vorsicht geboten, denn das Zitat ist in seiner
wortlichen Form natiirlich nur von historischem Interesse; physikalisch korrekt wird es erst, wenn man das
Wort ,Bewegung" durch Verhalten" ersetzt und sich dariiber klar ist, daB man unter Partikeln Quantenobjekte
aller Art zu verstehen hat.
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Quantenmechanik zu betrachten®*. Das wird anhand von Borns zweiter Prizisierung deutlich,
welche erstmals die technischen Details erldutert [106]. Hierzu betrachtet er ein physikalisches
System mit der stationiren Schrodingergleichung®

Hy=E

und einer Folge {¥,(q) | n € N} von Lésungen; g stehe fiir die freien Variablen, von welchen
diese Funktionen abhangen. Diese seien auf 1 normiert und zueinander orthogonal, es gelte
also

/ Do(Q) V() dG = S

In der Funktionalanalysis zeigt man, daB sich dann jede Funktion ¥(q) nach den ,(q)
entwickeln 3Bt gemaB

¥(q) = catn(q).

Daraus folgt

[w@Fda=YY cc, [wu@wiarda= 33 crcidm =3l

Born schlagt als Interpretation dieses Resultats zunachst vor, das Integral als die Anzahl der
beteiligten Atome aufzufassen [106]; dann gibt |c,|? jeweils die Haufigkeit des Zustandes n
an. Summiert man diese iliber alle n, erhdlt man wieder die gesamte Anzahl. Etwas spater
andert er seine Auffassung [109], [110]. Normiert man namlich auch (q), indem man zu der
neuen Wellenfunktion

Y(9)

[ a(q)¥i(q) dg

©(q) =

iibergeht, so folgt

©(q) =Y a,a(q)

mit
C

~ [9.(a) 5 (q) dg

dn

und auBerdem

/w(q) P (q)dg=> |cf* =1.

Das fiihrt unmittelbar zur prazisen Form der Bornschen Wahrscheinlichkeitsinterpretation:
Die GréBen |a;|?, |az/?, . . ., |an|?, ... sind die jeweiligen Wahrscheinlichkeiten dafiir, daB sich
das System im 1.,2., ..., n., ... Zustand befindet.

84 Allerdings nicht der einzige, auch wenn das gelegentlich behauptet wird. Wir kommen darauf zuriick.

8Die Ubertragung der genuin auf der Wellenmechanik aufbauenden Wahrscheinlichkeitsdeutung auf die
Matrizenmechanik macht die in Abschnitt 3.3 erwdhnte Erweiterung derselben um unendliche Spaltenvektoren
und damit Zustinde erforderlich; die zugehdrigen Original-Veréffentlichungen sind [199], [400], [476], [477]
und [677].
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3.7.2 Die Lehrbuchfassung der Wahrscheinlichkeitsdeutung

Mit der zunehmenden Ausgestaltung des quantenmechanischen Formalismus lieB sich die
Sache in der Folgezeit schnell weiter verallgemeinern. Um das nachzuvollziehen, nehmen wir
wieder an, unser physikalisches System werde durch eine Wellenfunktion 9 beschrieben, und

wir messen daran eine GroBe A, die durch den linearen Operator A reprasentiert wird. Um
genaueres dariiber zu erfahren, betrachten wir die Darstellung von v als Linearkombination

aus Eigenfunktionen u; von %A\

Y= Z Ci uj, (3.63)

wobei wir auch hier annehmen, daB die u; ein Orthonormalsystem bilden. 9 soll ebenfalls
normiert sein, es gilt folglich

/w(q)w*(CI) dg = = ZZC}"CJ-/U,(q) u(q)dq = ZZC/*CJ‘S/J

= Yoa = Ylap=1 (3.64)

Wenn auBer einem einzigen ¢; alle anderen verschwinden, hat man wieder den Fall einer

Eigenfunktion von A. Ist dies nicht der Fall, so sieht man an (3.64), daB nun die ¢; die einzelnen
Eigenwerte gewissermaBen gewichten, und zwar im Sinne einer Wahrscheinlichkeitsverteilung:
Die |¢|? sind samtlich reell, liegen zwischen 0 und 1, und ihre Summe ist 1. Mit anderen
Worten, die |¢;|? geben jeweils die Wahrscheinlichkeit an, mit der bei einer Messung von A
der /-te Eigenwert a;, herauskommt.

Wir bemerken noch, daB fiir die Koeffizienten die Beziehung

i = [ u(@)wla) da (365)
gilt, was man durch Nachrechnen sofort verifizieren kann:
[u@w@rda=[u@ Y cu@di=3¢ [ u@u@di=3 g5 =c.
J J J
(3.63) kann daher auch in der Form
v=3 [ (@) 9@ dd u(a
geschrieben werden. Entsprechend kann obige Aussage auch wie folgt formuliert werden:

Die GroBen ]f ui(q)P(q) dq’2 geben jeweils die Wahrscheinlichkeit an, mit der bei einer

Messung von A der i-te Eigenwert a; herauskommt.
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Ein wichtiger Sonderfall sollte eigens erwdhnt werden, namlich derjenige, bei dem der

betrachtete Operator der Ortsoperator R ist. Dessen Eigenfunktionen &5 (7) erfiillen die
Eigenwertgleichung

RE&x(T) =7 & (),
und da sie vom kontinuierlichen Parameter r; abhangen, miissen wir beim Entwickeln von

Wellenfunktionen nach ihnen Integrale anstelle von Summen verwenden und erhalt Ausdriicke
der Form

W(F) = / (7)) &+ (F') dF. (3.66)

Wir vergleichen das mit der Relation

/1/)(?’) 5(F— F') dF = w(F). (3.67)

Hierbei ist 0(7— r’) die Diracsche Delta-Funktion; diese ist bekanntlich definiert durch

oo fir ©¥=0,
o(r) =
0 fir r#0,

/5(?) dF=1,
R3

das heiBt, sie verschwindet iiberall auBer am Ursprung, wo sie nicht einfach nur singular,
sondern gleich so singular ist, daB der unendlich schmale, unendlich hohe Peak den Inhalt 1
hat®. DaB es sich hier um eine mathematisch ziemlich windige Angelegenheit handelt, ist
unschwer zu erkennen, dennoch |38t sich der Formalismus in volliger Analogie zum diskreten
Fall aufbauen. (3.66) und (3.67) legen es nahe, & (7)) = (7 — 1) zu setzen, also Delta-
funktionen als Ortseigenfunktionen zu verwenden. Letztere sind dann jedoch nicht mehr auf
1, sondern nur mehr wiederum auf Deltafunktionen normierbar, denn es gilt

/EF'(F)&”(F) dr = /6(F— F)6(F—F")dF = 6(F' — F").
R3 R3

Berechnen wir wie oben die Koeffizienten c(7") der Entwicklung (3.66), erhalten wir

/ £ (F) (7 dF" = / 5(F— ) W(7) dF" = (7).

86Genaubesehen handelt es sich hier um die dreidimensionale Delta-Funktion. Siehe dazu Anmerkung 67
in Abschnitt 3.5.
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das heiBt, ortsabhangige Wellenfunktionen sind bereits ihre eigenen Entwicklungskoeffizien-
ten®”. Die GroBe p = |1|?> muB demnach etwas mit der Wahrscheinlichkeit zu tun haben,
bei Ortsmessungen des durch 9 beschriebenen Systems bestimmte Resultate zu erhalten;
allerdings muB hierzu die bei kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen angebrachte
Sorgfalt gewahrt werden. Bekanntlich ist bei solchen die Wahrscheinlichkeit fiir Einzeler-
eignisse, also fiir einelementige Elemente des betrachteten Wahrscheinlichkeitsraumes, stets
exakt Null®®, sodaB man zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten hier iiber meBbare Mengen
integrieren muB. |1|? ist folglich die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte des physikalischen
Systems und ¥(7) die zugehoérige Wahrscheinlichkeitsamplitude. Die GroBe

- Ih, .= =

=5 WV -y V)
ist die entsprechende Wahrscheinlichkeitsstromdichte. In diese Sprache iibersetzt bedeutet

die Kontinuitatsgleichung®®

Op
ot
daB sich die Wahrscheinlichkeit, das betrachtete System (das aus einem oder mehreren Teil-
chen bestehen darf) in einem bestimmten Gebiet anzutreffen, nur dndern kann, wenn es einen
Wahrscheinlichkeitstrom aus dem Gebiet heraus oder in das Gebiet hinein gibt, oder anders
ausgedriickt, die Teilchenzahl innerhalb eines Gebietes kann sich nur d@ndern, wenn es einen
Teilchenstrom aus dem Gebiet heraus oder in das Gebiet hinein gibt. Die Kontinuitatsglei-
chung ist damit ein Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeitserhaltung in der Quantenmechanik.

Die Wahrscheinlichkeit, das System in einem infinitesimalen Raumelement d7 am Ort 7
vorzufinden, ist folglich gegeben durch®

d% = |[%(F)|* dF,

die Wahrscheinlichkeit, es im Gebiet G C R3 anzutreffen, ist

P(G) = / (7R dF.
g

+divj =0,

87Dahinter verbirgt sich der Sachverhalt, daB man Wellenfunktionen in unterschiedlichen Darstellungen
schreiben kann. Die Entwicklung einer Zustandsfunktion nach Ortseigenfunktionen bewirkt die Transformation
derselben in die Ortsdarstellung, in der sich Schrodingersche Wellenfunktionen nach Konstruktion bereits
befinden. Zu jedem eine physikalische GroBe beschreibenden Operator gibt es eine eigene Darstellung, in
die man beliebige Zustandsfunktionen transformieren kann, indem man sie nach den Eigenfunktionen dieses
Operators entwickelt. Die im vorigen Abschnitt beschriebene Bildung von Wellenpaketen gehort ebenfalls zu
dieser Thematik. — Details dazu findet man in physikalisch robuster Ausfiihrung in jedem Standard-Lehrbuch
der Quantenmechanik, in mathematisch exakter Form beispielsweise in [361] oder [631].

88Ein unterhaltsames Beispiel hierfiir erhilt man, wenn man Zufallszahlen aus einer beliebigen Teilmenge
der reellen Zahlen zieht. Die Wahrscheinlichkeit, hierbei eine rationale Zahl zu erwischen, ist ebenfalls exakt
Null und die Wahrscheinlichkeit, eine irrationale Zahl zu erhalten, entsprechend exakt 1, wie man mit ein
wenig MaBtheorie leicht zeigen kann.

89Vergleiche Abschnitt 3.4.4.

%Das taucht zum erstenmal 1926 in einem Brief Paulis an Heisenberg auf [675], von dem in Abschnitt
3.8.1 erneut die Rede sein wird.
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und weil die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen iiberhaupt irgendwo anzutreffen, gleich 1 sein
muB, folgt wieder die Normierungsbedingung

/ [W(F)]? dF = 1.
R3

Das bestitigt zusitzlich die Interpretation von |1(7)|? als einer kontinuierlichen Wahrschein-
lichkeitsdichte®®.

Wahrscheinlichkeitsaussagen lassen sich behelfsweise als Aussagen iiber relative Haufigkei-
ten bei sehr vielen, aus mathematischer Sicht genaugenommen bei unendlich vielen Einzeler-
eignissen deuten®2. Hat man viele Messungen gemacht, so interessiert man sich im allgemeinen
fur den Mittelwert dieser Messungen. Da man mit Gleichung (3.64) iiber die statistische Ver-
teilung der einzelnen Eigenwerte und damit der moglichen MeBwerte Bescheid wei3, kann man
nun Voraussagen iiber Mittelwerte machen. Solche Vorraussagen nennt man Erwartungswer-
te. Wir schreiben dabei (Z)w fiir den Erwartungswert der MeBwerte, die man bei Messung
der GroBe A an einem durch die Wellenfunktion 1 beschriebenen System erhalt. GemaB den

Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann man solche Erwartungswerte durch gewich-
tete Summen iiber die moglichen Ereignisse berechnen. Diese erhalten wir bekanntlich iiber

die Wirkung des Operators A auf seine Eigenfunktionen
A\U,' = >\,‘ uj
in Form der Eigenwerte ;. Fiir den Erwartungswert der MeBergebnisse fiir A an 1 gilt also

(A)y = D oNlal =3 x ()P

9In der Sprache der MaBtheorie handelt es sich bei du(7) = | (7)|> d7 um ein WahrscheinlichkeitsmabB.

92Die Definition von Wahrscheinlichkeiten als Grenzwerte relativer Hiufigkeiten im Grenzfall unendlich
vieler Durchgénge des betrachteten Zufallsexperiments ist die gangigste Interpretation dieses Begriffs. Sie
geht zuriick auf die Haufigkeitsinterpretation von R. von Mises [613], [614], [615], der dariiberhinaus als
erster versuchte, eine axiomatische Grundlage der Wahrscheinlichkeitstheorie zu schaffen — ein Unterfangen,
das erst A. Kolmogorov einige Jahre spater gelang [511]. Die Interpretation der relativen Haufigkeiten ist je-
doch keineswegs die einzige in der Mathematik vorkommende; es gibt ettliche andere Auffassungen, darunter
insbesondere auch subjektivistische wie beispielsweise diejenige von B. de Finetti, wonach Wahrscheinlich-
keiten iiber die Bereitschaft von Individuen, auf das Eintreten der einzelnen Moglichkeiten zu wetten, zu
definieren sind [295], [296]. Einen kurzen Uberblick iiber die Thematik liefert [117], ausfiihrliches dazu steht
beispielsweise in [41], [815], [837], [855] und [856]. Die innermathematische Debatte dariiber halt weiter
an. Das liegt daran, daB der Wahrscheinlichkeitsbegriff zwar formal mathematisch wohlverstanden ist, seine
Interpretation bei genauer Betrachtung jedoch unklar bleibt. Sehr deutlich wird das an den unterschiedlichen
Varianten, in welche die beiden eben erwdhnten Deutungen ihrerseits wieder gespalten sind. Insbesondere
haben samtliche ,Interpretationen” einschlieBlich derjenigen der relativen Haufigkeiten eines gemeinsam: Sie
sind aus mathematischer Sicht vollig nutzlos. Es spricht vieles dafiir, daB man sich fiir das Verstandnis des
Wahrscheinlichkeitsbegriffs auf mathematische Modellierung beschranken muB und verniinftige, das heiBt,
wirklich dessen tatséchliche Natur (was immer das heiBen soll) beleuchtende Interpretationen nicht mdéglich
sind. Niheres dazu steht in [857].
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Man kann auch die Wirkung von A auf 1 berechnen, erhidlt dabei
A\w:A\ZC/U/:ZC,’A\U,' :ZC,'A,'LI,',

und damit lassen sich Erwartungswerte in besonders iibersichtlicher Form schreiben®?. Es gilt
namlich

AN = (Zen Tonn) = E X neo=uler
P i

Wir haben damit das folgende fundamentale Resultat: Wird an einem durch die Wellenfunk-

tion 7 beschriebenen physikalischen System die durch den linearen Operator A reprasentierte
GroBe A gemessen, so gilt fiir den Erwartungswert

(A)y = (¥, AD)

oder ausfiihrlicher geschrieben

A)y(t) = / V(7 t) A7, t) dF.

Als Erwartungswert kann natiirlich auch ein Zahlenwert herauskommen, der bei einer einzelnen
Messung nicht erreicht werden kann.

Analog kann man nun auch héhere Momente von Observablen betrachten; fiir n € N ist
das n-te Moment der Observablen A im Zustand 1 definiert durch

(A = (Y. A"Y).
Fiir die Quantenmechanik von ganz besonderer Bedeutung sind die zweiten Momente

(A%)y = (¥, A% ). (3.68)

Mit ihnen definiert man wie in der Statistik lblich die Streuung, Varianz oder Unscharfe der
Observablen A im Zustand 4 durch

DAy = (A%)y — (A}

sie 1Bt sich als MaB dafiir interpretaieren, wie stark bei vielen Messungen der Observablen A
am Zustand 9 die MeBwerte im Mittel vom Erwartungswert abweichen. Von Neumann konnte
zeigen, daB es keine Zustdnde gibt, die fiir beliebige Observable streuungsfrei sind [655],
womit die Quantenmechanik ein unvermeidliches, grundelegendes Element des Zufalls enthilt.
Das rechtfertigt nachdriicklich die wahrscheinlichkeitstheoretische Deutung eines Teils ihres
Formalismus. Ein wichtiger Aspekt dieses stochastischen Charakters sind Unscharferelationen;
wir kommen in Abschnitt 3.8 ausfiihrlich darauf zuriick.

9 Dieser Formalismus taucht erstmals 1927 bei von Neumann auf [650].
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1957 bewies Andrew Gleason ein Theorem, aus dem die Eindeutigkeit der formalen Ge-
stalt der Bornschen Regel folgt [335]%*. Die Bedeutung dieses Resultats liegt insbesondere
darin, daB es zeigt, wie die probabilistische Struktur der Quantenmechanik aus ihrem mathe-
matischen Aufbau folgt. Alternative Herleitungen der Bornschen Regel wurden von Deutsch
[187], Saunders [763], Zurek [961]°® sowie in neuester Zeit von Goyal, Knuth und Skilling
[346], [347], [348] vorgeschlagen.

Der Vollstandigkeit halber sei an dieser Stelle noch kurz ein Sachverhalt erwahnt, der unter
der Bezeichnung Ehrenfestsches Theorem bekannt geworden und nicht nur aus historischer
Sicht von Interesse ist. Ehrenfest betrachtet die zeitliche Entwicklung des Erwartungswerts
eines selbstadjungierten Operators [230] und findet dabei zundchst mit Hilfe der Produktregel

g orvar ()50 (s wA (D)o

Verwenden der Schrodingergleichung in gewdhnlicher und komplex konjugierter Form liefert
weiter

dA) (i erizg L 2w ew (P2 gl g7
- _/{hw HA hz/}AHv,ber (at>¢}dr

_ /w 1A, A]¢dr+/¢ wdf = ,’;<[MJ>+<Z—§>

als Bewegungsgleichung fiir Erwartungswerte von Observablen. Wendet man dies auf die

Wellenfunktion eines Teilchens in einem Potential V/(r), also einem Hamiltonoperator der

Form

52

H=—+4V(r),
5 TV

sowie den Orts- und den Impulsoperator an, dann erhdlt man

Fl = [pY2m,F] = plp/2m Fl+[p/2m F1p = —ifp/m,
[H5] = V(rn.p] = V(NG =5 V() =V()F = invV(r),

9Der genaue Inhalt von Gleasons Theorem lautet folgendermaBen:
Sei i ein MaB auf den abgeschlossenen Unterrdaumen eines reellen oder komplexen Hilbertraums 22 mit Di-
mension 3 oder mehr. Dann gibt es einen positiv-semidefiniten selbstadjungierten Operator T der Spurklasse,
so daB fiir alle abgeschlossenen Unterrdume <f von ¢

() = tr (T Poy)

gilt, wobei P., der orthogonale Projektionsoperator von 5 auf < ist.
Daraus 13Bt sich unmittelbar die Bornsche Regel ableiten, wenn man T als statistischen Operator des be-
trachteten Systems interpretiert. Eine ausfiihrliche Darstellung von Gleasons Theorem nebst Anwendungen
findet man in [223].

%Vergleiche [776]; kritisches dazu in [620].
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und damit und wegen

or  op
ot o
die Resultate
diFy
g7 = (p)/m
d(p) _ o
——= = —(VV(n).

dt

Diese beiden Relationen bilden den Inhalt des Ehrenfestschen Theorems, wonach sich die
Erwartungswerte von Ort und Impuls eines quantenmechanischen Systems formal nach den
Gesetzen der klassischen Mechanik verhalten [230]. Das erklart jedoch trotz vielfacher gegen-
teiliger Aussagen keineswegs den Ubergang von der Quantenmechanik zur klassischen Physik;
es wird lediglich erkennbar, daB und wie klassische Systeme innerhalb der Quantenmechanik
beschrieben werden konnen. Insbesondere liefert das Ehrenfestsche Theorem keinerlei Be-
griindung dafiir, daB klassisches Verhalten in der Natur iiberhaupt aufzutreten scheint®.

3.7.3 Zwei Arten von Wahrscheinlichkeiten

Auf den ersten Blick sehen die Bornsche Regel und ihre Anwendungen aus wie gewohnliche
Wahrscheinlichkeitstheorie — ein Eindruck, der jedoch iiber wesentliche Unterschiede zwi-
schen klassischen und quantenmechanischen Wahrscheinlichkeiten hinwegtauscht. Das liegt
einerseits an der Natur der letzteren selbst und andererseits an der Quelle, aus der sie bezie-
hungsweise ihre Verteilungsfunktionen abzuleiten sind und damit wieder einmal am Superpo-
sitionsprinzip.

Was die Wahrscheinlichkeitsbegriffe selbst betrifft, besteht der Unterscheid in der Struk-
tur der jeweils betrachteten ZufallsgroBen; wahrend das im klassischen Fall gewdhnliche reelle
Funktionen sind, handelt es sich im quantenmechanischen Fall um nichtkommutierende Grés-
sen. Die Folge ist unter anderem, daB es in der Quantenmechanik nicht mehr fiir beliebige
Paare von Observablen gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilungen gibt®”. Der tiefere ma-
thematische Grund dafiir liegt an den Strukturen, die man vorfindet, wenn man versucht,
quantenmechanische Wahrscheinlichkeiten als Funktionswerte von WahrscheinlichkeitsmaBen

97Zu diesem Ritsel diirfte inzwischen mit der Theorie der Dekohirenz erstmals ein erfolgversprechender
Losungsversuch vorliegen. Interessanterweise tauchen bereits vor dem ersten Auftreten dieses Begriffs in
der Literatur gewisse Vorahnungen davon auf, beispielsweise bei Feyerabend [283], Heisenberg [404], [408],
Jauch [468] oder Wigner [934]. Pionier bei der Entdeckung der Dekoh&renz war Zeh, spater kamen Joos und
Zurek dazu; die wichtigsten wegweisenden Arbeiten sind [474], [516], [944] sowie [957] - [960]. Ausfiihrliche
Informationen findet man beispielsweise in [73], [475], [771] und [773]. Wir kommen in den Abschnitten 3.9.4
und 3.9.4.1 sowie im vierten Kapitel auf die Dekoharenztheorie zuriick.

97Das wurde fiir den speziellen Fall von Ort und Impuls erstmals von Suppes gezeigt [850], Cohen [161] und
Nelson [643] lieferten etwas spiter entsprechende Beweise fiir beliebige Paare von konjugierten Observablen.
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zu deuten [68], [577], [578]. Man erhilt als Definitionsmengen orthokomplementare Verban-
de, wahrend man es bei klassischen WahrscheinlichkeitsmaBen mit Boolschen Verbanden zu
tun hat. Auf dieser Grundlage konnte Varadarajan ganz allgemein zeigen, daB es unméglich
ist, fiir beliebige solche nichtklassische WahrscheinlichkeitsmaBe gemeinsame Wahrscheinlich-
keitsdichten zu konstruieren [896].

Dieser Sachverhalt wurde zundchst unter anderem von Suppes [850], [851], [858] als Be-
statigung einer bereits von Birkhoff [67] und Moyal [622] vermuteten Inkompatibilitdt der
Quantenmechanik mit der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie gewertet und zum AnlaB
genommen, von einer ,probabilistischen Unvollstandigkeit der Quantenmechanik” zu spre-
chen und daraus zu folgern, der quantenmechanische Formalismus sei nicht im Sinn der
klassischen Wahrscheinlichkeitsrechnung interpretierbar, sondern erfordere stattdessen eine
nichtklassische Logik. Suppes entwickelte auch einen Vorschlag fiir eine solche, aufbauend
auf dem Verzicht auf eines der klassischen Axiome, namlich auf dasjenige, wonach Konjunk-
tionen beliebiger Ereignisse wieder mogliche Ereignisse sind [852], [853]%. Wenig spiter zeigte
Sneed, daB man gar nicht zu solch drastischen Mitteln greifen muB [817]. Die zentrale Idee ist
dabei die Verwendung bedingter Wahrscheinlichkeiten®®, genauer gesagt, die Interpretation
quantenmechanischer Wahrscheinlichkeiten als Wahrscheinlichkeiten fiir das Auffinden gewis-
ser MeBresultate unter der Bedingung, daB die zugehérige Observable gemessen wird. Dann
kann man die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten bei nichtkommutierenden Observablen
als Wahrscheinlichkeiten mit unterschiedlichen Bedingungen auffassen, passend zur Tatsa-
che, daB solche Observablen mit unterschiedlichen, im allgemeinen sogar sich gegenseitig
ausschlieBenden Versuchsanordnungen gemessen werden, und es entfallt die Notwendigkeit,
solche Wahrscheinlichkeiten aus gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilungen herleiten zu
konnen. Das Problem von deren Nichtexistenz stellt sich dadurch gar nicht erst.

Der quantenmechanische Wahrscheinlichkeitsbegriff erweist sich somit nicht als eine Ab-
wandlung, sondern als eine Verallgemeinerung des klassischen!®. Mit einer Argumentation
von Streater kann man das auch ganz direkt sehen [840], [841]. Quantenmechanische Obser-
vablen werden bekanntlich durch lineare selbstadjungierte Operatoren auf dem zum System

%Siehe hierzu auch [836]. Vorschlige zur Einfiihrung einer Quantenlogik auf Basis nichtprobabilistischer
Argumentationen gab es bereits zuvor, beispielsweise bei Birkhoff und von Neumann [68] oder Reichenbach
[731], [732], und auch spiter wieder, insbesondere bei Mittelstaedt [616], [617]. Deren Gemeinsamkeit lag
unter anderem auch darin, im Gegensatz zur Variante von Suppes nicht zu funktionieren; kritisches zu
Reichenbach in [638], [639] und allgemein in [836].

PWie Sneed selbst ausdriicklich erwihnt, tauchen bedingte Wahrscheinlichkeiten im Kontext der Quanten-
mechanik auch schon friiher auf; er nennt Poppers Aufsatz [715] als Beispiel, kann jedoch mit Recht fiir sich in
Anspruch nehmen, als erster deren Bedeutung im Zusammenhang mit dem Verhiltnis von Quantenmechanik
und klassischer Wahrscheinlichkeitstheorie erkannt zu haben.

100Streater geht noch einen Schritt weiter und bezeichnet gleich die Quantenmechanik insgesamt als eine
Verallgemeinerung der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Das ist eine Konsequenz der von ihm vertretenen Auffas-
sung, wonach quantenmechanische Wellenfunktionen ausschlieBlich Aussagen zum menschliche Wissen iiber
physikalische Systeme machen. Diese verbreitete Ansicht findet man unter anderem auch bei Heisenberg und
von Weizsacker. Vergleiche die Abschnitte 3.9.3.2 und 3.9.3.3; kritisches dazu steht in Abschnitt 3.9.4.2 und
in Kapitel 4.
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gehdrenden Hilbertraum reprasentiert, und die Elemente von deren Spektren sind die mog-

lichen MeBwerte. Ist A ein solcher Operator und @ ein normierter eigentlicher oder verall-
gemeinerter Eigenvektor zum eigentlichen oder verallgemeinerten Eigenwert X\, dann erhalt
man diesen liber

(0. Ap) = (0. X)) = A(p, ) = X, (3.69)

Eine spezielle Unterklasse dieser Operatoren bilden die Diagonalmatrizen mit reellen Ein-
tragen, wobei es sich im allgemeinen um unendliche oder sogar unendliche kontinuierliche
Matrizen handelt. In jedem Fall sind deren Eigenwerte und damit die Elemente ihrer Spek-
tren genau die jeweiligen Diagonalelemente, und je zwei solche Matrizen kommutieren stets.
Sie lassen sich folglich vermége (3.69) als eine spezielle Darstellung klassischer ZufallsgroBen
betrachten, und beliebige selbstadjungierte Operatoren stellen entsprechend eine nichtklassi-
sche Verallgemeinerung derselben dar. Das ganze 138t sich natiirlich mathematisch sehr viel
subtiler ausarbeiten; fiir Details verweisen wir auf Spezialliteratur®®.

Eine weitere Folge der Nichtkommutativitat ist ebenfalls von wahrscheinlichkeitstheore-
tischer Bedeutung; auch wenn sie nicht mehr unmittelbar in die Anfangsphase der neueren
Quantenmechanik gehort, soll sie hier kurz zur Sprache kommen, da sie die Unterschiedlich-
keit klassischer und quantenmechanischer Wahrscheinlichkeiten zusatzlich untermauert. Es
geht um die Zerlegung gemischter Zustande in reine Zustande, die in der klassischen Wahr-
scheinlichkeitstheorie stets eindeutig ist, wahrend in der Quantenmechanik im allgemeinen
mehrere Zerlegungen moglich sind. Man sagt auch, daB ein Zustandsraum in ersterer ein
Simplex bildet, wahrend ein solcher bei letzterer kein Simplex ist. Das bedeutet auch, daB
fiir quantenmechanische gemischte Zustande nicht in jedem Fall eine Ignoranzinterpretation
moglich ist, beispielsweise dann, wenn es sich um einen gemischten Zustand handelt, der
eines der Teilsysteme eines groBeren Systems représentiert, wenn diese Teilsysteme mitein-
ander verschrankt sind. Das ist unter anderem in der Theorie der Dekohdrenz von groBer
Wichtigkeit.

Die Konsequenzen des Superpositionsprinzips fiir quantenmechanische Wahrscheinlich-
keiten sind noch schwerwiegender. Die Bedeutung, die ersteres fiir letztere erlangt, erklart
sich dadurch, daB mit den als Wahrscheinlichkeitsamplituden gedeuteten Wellenfunktionen
in der Quantenmechanik den Wahrscheinlichkeitsdichten vorgeordnete GréBen auftauchen,
die es in dieser Form fiir klassische Wahrscheinlichkeiten nicht gibt; die Bornsche Regel oder
genauer gesagt Gleasons Theorem sorgt dann dafiir, daB sich das Superpositionsprinzip in
klassisch ungekannter Weise probabilistisch bemerkbar macht. Um das zu sehen, betrachten
wir beispielsweise ein Teilchen, das an einem Gitter mit NV Spalten gestreut und dahinter auf
einem Leuchtschirm nachgewiesen wird. Die gemessene GroBe ist der Ort des Teilchens auf
dem Schirm. Klassisch konnte man die Wahrscheinlichkeitsdichte p;(x) fiir den Auftreffpunkt
des Teilchens auf dem Schirm ermitteln, indem man nur den j-ten Spalt offen a8t und alle
anderen verschlieBt. Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir das Gitter ist dann gegeben durch

101Genaueres findet man beispielsweise bei [571], [729] oder [841].
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pO) =3 pi0). (370)

das heiBt, die Gesamtverteilung auf dem Schirm ergibt sich als Summe der Einzelverteilungen.

In der Quantenmechanik lauft die Sache bekanntlich etwas anders. Man startet mit einer
gegebenen Anfangswellenfunktion W(x, t = 0), stellt die Schrodingergleichung fiir das Ge-
samtsystem Teilchen + Gitter auf und 16st diese. Die Losung W(x, t) ist als Superposition
der Zustande v;(x, t) darstellbar, welche das System beschreiben, wenn jeweils nur der j-te
Spalt offen und die anderen verschlossen sind; es gilt also

W(x, 1) = Pi(x, 1.

j=1

1; ist dann die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsamplitude und |1;|? die Aufenthaltswahrschein-
lichkeitsdichte fiir das Teilchen auf dem Schirm, wenn nur der j-te Spalt offen ist. Die Born-
sche Regel verlangt nun jedoch, zur Bestimmung der Wahrscheinlichkeitsdichte bei NV offenen
Spalten, nicht die Wahrscheinlichkeitsdichten, sondern die Wahrscheinlichkeitsamplituden zu
addieren. Man muB kurz gesagt nicht erst quadrieren und dann addieren, sondern erst addie-
ren und dann quadrieren, und das hat Folgen. Denn wahrend man im ersten Fall analog zu

(3.70)
pu(x, t) = Z | (x, ) (3.71)

findet, erhalt man im zweiten

Pan(x,£) = |3 w50, 1)

2 N N
= 0 29[ S v w72
j=1 ij=1
I#]
das heiBt, es kommen bei der Wahrscheinlichkeitsdichte weitere Summanden hinzu. Diese be-
schreiben natiirlich gerade die quantenmechanischen Interferenzerscheinungen, weswegen der
in (3.71) fehlende, in (3.72) jedoch auftauchende Term Interferenzterm genannt wird'%?. Hier
macht sich einer der beiden entscheidenden Unterschiede gegeniiber der klassischen Physik
bemerkbar, namlich die Existenz interferenzfihiger Superpositionen in der Quantenmecha-
nik193.
Jordan war der erste, der diesen Sachvehalt , Interferenz der Wahrscheinlichkeiten" nannte
[478], eine Sprechweise, der sich Heisenberg nach anfanglichem Widerstand [402] und wohl

102Djeser Aspekt taucht erstmals im Beitrag von Born und Heisenberg bei der fiinften Solvay-Konferenz
1927 auf [114], von dem in Abschnitt 3.9.3.2 ausfiihrlicher die Rede sein wird.
103Der zweite ist die Existenz verschrinkter Zustinde.

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



3.7. DIE WAHRSCHEINLICHKEITSDEUTUNG 217

unter Paulis EinfluB kurz danach gemeinsam mit Born auf der Solvay-Konferenz 1927 anschloB
[114]. Diese Formulierung ist im giinstigsten Fall unprizise!®*. Wahrscheinlichkeiten sind re-
elle Zahlen, die nicht interferieren kdnnen; insbesondere sind es aber nicht letztere selbst,
sondern die Wahrscheinlichkeitsamplituden, die iiberlagert werden. Das |aBt keinen anderen
SchluB zu, als daB tatsdchlich reale, klassisch sich widersprechende Zustdnde des Systems
zur Interferenz gebracht werden und daher dieses mit sich selbst interferiert. Man kommt
der Sache noch am nachsten, wenn man akzeptiert, daB8 ein System in einem quantenmecha-
nischen Superpositionszustand zwei oder mehrere oder sogar unendlich viele klassisch sich
widersprechende Eigenschaften gleichzeitig aufweist. DaB sich so etwas niemand anschaulich
vorstellen kann, tut der Realitdt solcher Vorgange keinen Abbruch; sich etwas vorzustellen
bedeutet, sich klassische Bilder davon zu machen, und die Tatsache, daB die Vorstellung hier
versagt, zeigt nur einmal mehr, daB die Quantenmechanik keine Riickkehr zur klassischen
Physik erlaubt.

Offensichtlich verfolgten Born und Heisenberg bei ihrem Solvay-Konferenz-Aufsatz eine
sowohl von Borns urspriinglicher als auch der heute iiblichen Auffassung der Wahrscheinlich-
keitsinterpretation abweichende Linie, bei der quantenmechanische Wellenfunktionen eher als
statistische Verteilungsfunktionen stationarer Zustande denn als Zustandsfunktionen aufge-
faBt werden. Dahinter steckt Heisenbergs an den Aristotelischen Potentialitaten orientierte
Vorstellung quantenmechanischer Wahrscheinlichkeiten, wie wir sie in Abschnitt 3.9.3.2 be-
trachten werden0®,

Ein wichtiges Detail der Bornschen Wahrscheinlichkeitsdeutung trat gerade in jiingster
Zeit wieder in das BewuBtsein der physikalischen Offentlichkeit. Es handelt sich dabei um
eine Konsequenz des Quadrats in der Bornschen Regel, wodurch in (3.72) stets nur Produkte
aus zwei, aber keine solche aus drei oder mehr Faktoren auftreten. Fiir Beugungsexperimente
an Interferometern mit mehr als zwei Wegen wie zum Beispiel Dreifach- und Vierfachspalte
oder Gitter bedeutet das, daB das Interferenzmuster einfach eine Kombination der Verteilun-
gen aller bei der Anordnung moglicher Einfach- und Doppelspaltmuster ist, die man erhalt,
wenn bei der Durchfiihrung des Experiments alle Spalte bis auf einen beziehungsweise zwei
verschlossen sind und das mit jeder moglichen Kombination durchgefiihrt wird. Bei einem

N-fachspalt setzt sich das Interferenzmuster demnach aus N Einfachspalt- und (g’) Dop-

pelspaltmustern zusammen. Wenn die Bornsche Regel exakt richtig ist, muB sich das in den
beobachteten Interferenzmustern widerspiegeln; hadtte das Gesetz irgendeine andere als die
beschriebene rein quadratische Gestalt, so miiBten zusatzliche Anteile mit drei- oder mehr-
fachen Produkten im Interferenzterm und damit Abweichungen in den Interferenzmustern
auftauchen, die im Prinzip beobachtbar waren.

104Gehy argerlich ist, daB auch hiervon, sei es wissentlich oder unwissentlich, aktuell in der Schulphysik
unsachlich Gebrauch gemacht wird, wenn dort ebenfalls von interferierenden Wahrscheinlichkeiten oder —
genauso irrefiihrend — interferierenden Moglichkeiten die Rede ist. Das, was da interferiert, sind keineswegs
nur Mdglichkeiten, sondern sehr reale Sachverhalte, ndmlich Zustinde quantenmechanischer Systeme.

105 Aysfiihrliche Diskussionen des Beitrags von Born und Heisenberg zum KongreBband der fiinften Solvay-
Konferenz findet man in [26] und [28].
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Auf dieser Grundlage konnten U. Sinha, C. Couteau, T. Jennewein, R. Laflamme und G.
Weihs die Giiltigkeit der Bornschen Regel experimentell iiberpriifen [813]. Sie verwendeten
dazu einen Dreifachspalt mit einzeln verschlieBbaren Spalten und eine Quelle, die einzelne
Photonen liefert. Damit wurden die Interferenzmuster bei drei offenen Spalten, bei allen drei
Kombinationen zweier offener Spalten und bei den drei je alleine offenen Spalten sehr prazise
vermessen. Sind 1)1, ¥» und 5 die Wellenfunktionen fiir ein Photon!®, wenn jeweils nur
Spalt 1, Spalt 2 oder Spalt 3 offen und die anderen beiden abgedeckt sind, dann liefert die
Bornsche Regel fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte der Auftreffpunkte fiir die Photonen auf
dem Schirm den Ausdruck

[W? |1 + o + Y3l = (Y + 5+ P3) (Y1 + Yo + Ps3)

= |1 + |92 + [93]* + 2 Re (Y7 ¥2) + 2Re (Y] ¥3) + 2Re (Y5 Ys3).

Das ist eine Kombination aus allen moglichen Einfach- und Zweifachinterferenztermen. Wenn
die Regel stimmt, muB folglich das Dreifachspalt-Interferenzmuster und die Uberlagerung aller
Einfach- und Zweifachspalt-Interferenzmuster identisch sein, was sich in dem oben erw3hnten
Experiment mit groBer Genauigkeit bestatigen lieB.

Das alles zeigt, daB wir es in der Quantenmechanik mit einer grundsatzlich anderen Art von
Wahrscheinlichkeiten zu tun haben als in der klassischen statistischen Mechanik. Scheinbar
nur formal ist das an der Verwendung von Wahrscheinlichkeitsamplituden anstelle von Wahr-
scheinlichkeitsdichten erkennbar, was aber die gar nicht formale, sondern vielmehr unmittelbar
physikalische Konsequenz der oben beschriebenen Interferenzfahigkeit quantenmechanischer
Systeme nach sich zieht. Ganz direkt wird der Unterschied anhand der jeweiligen Ursache
des probabilistischen Charakters deutlich. In der klassischen statistischen Mechanik ist man
auf Wahrscheinlichkeitsaussagen beschrankt, weil man nicht geniigend iiber die betrachteten
Systeme weiB, beziehungsweise weil diese zu kompliziert sind, um eine exakte klassische Be-
schreibung durch Losen der Bewegungsgleichungen fiir alle Teilchen, aus denen das System
zusammengesetzt ist, zu erreichen. Dabei wird jedoch stillschweigend vorausgesetzt, daB3 eine
solche exakte Beschreibung theoretisch sehr wohl moglich ware, wenn man nur genug iber
das System wiiBte und besser rechnen konnte. Der Wahrscheinlichkeitscharakter der Gesetze
der statistischen Mechanik ist somit zuriickfiihrbar auf die Komplexitat der beschriebenen
Systeme und hat nichts mit der Natur selbst zu tun. Ganz anders sieht es in der Quanten-
mechanik aus. Hier ist die Beschrankung auf Wahrscheinlichkeitsaussagen eine prinzipielle

106Das wirft zwar eigentlich ein Problem auf, da die Beschreibung von Photonen mit Hilfe von Wellenfunk-
tionen vorsichtig formuliert zumindest problematisch ist. Der Grund liegt in der relativistischen Natur der
Photonen, die es genaugenommen unméglich macht, fiir sie Wellenfunktionen im Rahmen der elementaren
nichtrelativistischen Quantenmechanik aufzustellen [530]. Es gibt jedoch im Rahmen der Quantenfeldtheorie
mehr als vollwertigen Ersatz hierfiir, folglich soll uns das hier nicht weiter storen. Fiir Leser, die sich damit
nicht zufrieden geben wollen, beschreiben Kuhn und Strnad in [519], wie man eine N3herung finden kann,
die fiir die Diskussion von Interferenzerscheinungen und damit fiir die Anforderungen dieses Kapitels vollig
ausreicht. Geeignet gewahlte Matrixelemente aus der Quantenelektrodynamik verhalten sich namlich weitest-
gehend wie nichtrelativistische Wellenfunktionen; man kann damit sogar eine formale Schrodingergleichung
fiir Photonen angeben [937]. Naheres dazu findet man auch in [62], [63], [721], [814] und [880] sowie speziell
in Bezug auf die Behandlung von Doppelspaltexperimenten mit Photonen in Lehrbiichern in [601] und [849].
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Beschrankung der Moglichkeiten der Naturbeschreibung. Man kann deshalb nur statistische
Aussagen iiber das Verhalten physikalischer Systeme machen, weil es nichts genaueres dar-
iiber zu sagen gibt. Der Wahrscheinlichkeitscharakter der Gesetze der Quantenmechanik ist
damit auf keinen anderen Sachverhalt zuriickfiihrbar, sondern vielmehr mit einer grundle-
genden Eigenschaft der Natur selbst gleichzusetzen. Die Vorstellung, physikalische Systeme
wiirden durch GroéBen beschrieben, die man grundsatzlich und theoretisch beliebig genau vor-
aussagen konne, stimmt nicht. Lediglich im Rahmen der klassischen Physik kann das als mehr
oder weniger gute Naherung beibehalten werden. Im Sinne dieser Naherung ist auch obige
Aussage zu verstehen, die durch die klassische statistische Mechanik beschriebenen Systeme
seien im Prinzip exakt berechenbar und nur zu kompliziert. In Wirklichkeit gelten auch fiir
samtliche makroskopischen Systeme die probabilistischen Gesetze der Quantenmechanik. Al-
lerdings fiihren diese probabilistischen Gesetze normalerweise erst im Rahmen der Mikrophysik
zu signifikant anderen Aussagen als die klassische Mechanik.

3.7.4 Wahrscheinlichkeitsdeutung und Vollstandigkeit der Quanten-
mechanik

Die Bornsche Wahrscheinlichkeitsinterpretation erwies sich schnell als iiberaus alltagstaug-
lich, einerseits, weil sie der praktischen Tatigkeit der Experimentalphysiker insbesondere im
mikroskopischen Bereich entspricht, da diese wesentlich aus MeBreihen und deren statisti-
scher Auswertung besteht, andererseits und insbesondere, weil sie experimentelle statistische
Resultate ausnahmslos richtig voraussagte und auch weiterhin voraussagt. Sie entwickelte
sich so zur Grundlage jeder praktischen physikalischen Arbeit im Zusammenhang mit der
Quantenmechanik und wird seither von der groBen Mehrheit der Physiker und Physikerin-
nen als eine Art kleinster gemeinsamer Nenner akzeptiert. Es handelt sich dabei jedoch um
eine metaphysisch minimalistische Auffassung, die in ihrer reinen Form auf jegliche anschau-
liche Vorstellung der verwendeten theoretischen Begriffe verzichtet. In diesem Sinn erfiillt sie
die Rolle einer Minimalinterpretation, wonach die Quantenmechanik eine statistische Theorie
ist, die in der beschriebenen Art und Weise Wahrscheinlichkeitsaussagen liefert. Damit soll
zum Ausdruck gebracht werden, daB eine im Hinblick auf die physikalische Bedeutung der
Wellenfunktion auf die Wahrscheinlichkeitsdeutung reduzierte Quantenmechanik gerade aus-
reicht, um die Resultate von beliebig vorstellbaren Messungen an physikalischen Systemen,
die stets in der Form von MeBreihen, also vielfachen Wiederholungen an identisch praparier-
ten Exemplaren des betrachteten Systems durchzufiihren sind, (im Prinzip) vorhersagen zu
konnen, aber kein Stiick dariiber hinaus geht. Der Name ist genaugenommen irrefiihrend, da
die Wahrscheinlichkeitsinterpretation entgegen weitverbreiteter Ansichten keineswegs einfach
eine spezielle Interpretation der Wellenfunktion darstellt, sondern den mathematischen Appa-
rat der Wellenmechanik struktuell erweitert. Sie ist somit ein Bestandteil der Theorie selbst
und strikt von naturphilosophischen Deutungen derselben zu unterscheiden. Die statistische
Interpretation lehnt solche weitergehende Auslegungen nicht etwa ab, sondern sie duBert sich
in keiner Weise dazu, weil sie dafiir nicht zustandig ist. Sie ist als Ausgangspunkt aufzufassen,
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der zunachst Klarheit iiber die rechnerischen Resultate verschafft, danach jedoch womdglich
weitergehende philosophischen Aussagen erforderlich macht.

Die urspriingliche Haltung Borns zur Frage der naturphilosophischen Bedeutung seiner
Wahrscheinlichkeitsregel war ein wenig ambivalent; er duBerte zwar die Vermutung, die Be-
schrankung der Quantenmechanik auf Wahrscheinlichkeitsaussagen sei unvermeidlich, begriin-
dete dies jedoch im wesentlichen damit, daB man iiber die betrachteten Mikrosysteme nicht
geniigend wisse und wohl prinzipiell auch nicht wissen konne, um dariiberhinaus zu gelangen
und eine deterministische Beschreibung zu erreichen. Das fiigt sich voll und ganz in Borns be-
reits erwahnte Vorstellung von tatsachlich existierenden, aber experimentell unzuganglichen
Bahnen der Quantenobjekte. Er raumt an derselben Stelle auch ein, daB es jedem freisteht,
die Existenz weiterer innerer Eigenschaften!®” der Mikroobjekte anzunehmen, die deren Ver-
halten in vollig klassischer Weise determinieren, aber unbeobachtbar sind oder zumindest
bis auf weiteres bleiben [105], [106]. Das ist die erste Erwdhnung sogenannter verborgener
Variablen, womit der schon langer, insbesondere und zuerst von Einstein geduBerten Ver-
mutung, die Quantenmechanik sei eine unvollstandige Theorie, die irgendwann durch eine
doch wieder véllig deterministische, klassische Theorie abzulosen ware, eine Gestalt gegeben
wurde!®. Das beinhaltet auch die Forderung, daB sich nur Systeme an zeitartig getrennten
Raumzeit-Punkten gegenseitig beeinflussen kdnnen diirfen, nicht aber an raumartig getrenn-
ten, mithin also keine Wechselwirkungen mit Uberlichtgeschwindigkeit erlaubt sein sollen.
Theorien mit in diesem Sinn lokalen verborgenen Parametern wurden verbreitet diskutiert,
insbesondere natiirlich bei Zeitgenossen, die den unanschaulichen und vermeintlich akausa-
len Charakter der Quantenmechanik nicht akzeptieren wollten und lieber zu einer klassischen
Theorie zuriickgekehrt waren.

Die Debatte dariiber, ob so etwas liberhaupt moglich sei und damit dariiber, ob die
Quantenmechanik eine vollstindige Theorie sei oder nicht'®® brach so richtig los, als Ein-
stein, Podolsky und Rosen 1935 ihren beriihmten, seither nach ihren Initialen benannten
EPR-Aufsatz verdffentlichten [253] und Bohr wenig spater mit einem identisch betilteten Ar-
tikel antwortete [92]'1°. Das EPR-Argument weist dabei aus damaliger Sicht véllig zu Recht
darauf hin, daB bei einer speziellen Klasse von Zustdnden, die nach Schrédinger verschrankte
Zustande (,entangled States") genannt wurden und unter dieser Bezeichnung Beriihmtheit er-

107Born spricht hier von ,,Phasen".

108Finstein versuchte 1927 vergeblich, eine solche Theorie verborgener Variablen zu entwickeln. Er verwarf
sie selbst wieder und zog ein bereits fertiggestelltes Manuskript unmittelbar vor der Veroffentlichung zuriick.
N&heres dazu findet man bei [53] und [438].

109y/olIstindig bedeutet hierbei vollstindig in Bezug auf Beschreibung der betrachteten Freiheitsgrade, nicht
in Bezug auf alle Freiheitsgrade, die es bei dem beschriebenen System gibt. Das wére eine fiir eine physikalische
Theorie vermessene und unerfiillbare Aufgabenstellung.

110 Can Quantum-Mechanical Description of Physical Reality be considered complete?“~ Ubrigens gibt es
auch eine Antwort von Heisenberg; sie wurde allerdings nicht verdffentlicht, obwohl sie als druckfertiges
Manuskript vorliegt [403]. In 6ffentlich zugénglicher Form erschien sie erst in Band 2 von Paulis gesammelten
wissenschaftlichen Briefwechseln [604]. In gewisser Weise nimmt Heisenberg dabei Einzelheiten des unten
erwihnten Bellschen Theorems ein wenig vorweg. Naheres dazu steht in [27]. Wir kommen in Abschnitt
3.9.3.2 kurz darauf zuriick.
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langen sollten!!?, die zugewhorigen physikalischen Systeme offensichtlich iiber Eigenschaften
verfiigen sollten, die von der Quantenmechanik nicht vollstandig beschreibbar zu sein schei-
nen, sofern man nicht doch bereit ist, instantan erfolgende Wechselwirkungen iiber beliebige
Entfernungen anzunehmen'!2. Entgegen verbreiteter Ansicht |&ste Bohrs Arbeit das Problem
keineswegs; sie besteht aus knapp sechseinhalb Seiten kryptischer Argumentation, auf welchen
ihr Autor einmal mehr und ausfiihrlich seinen vielleicht meistzitierten Begriff erlautert, nam-
lich den der Komplementaritdt''3, aber nahezu nichts konkretes zum Argument von Einstein,
Podolsky und Rosen verlauten [aB8t. Der Aufsatz besteht weitgehend aus einer Darstellung
und Rechtfertigung von Bohrs eigener spezieller Interpretation der Quantenmechanik!'#, ist
aber in keiner Weise in der Lage, das EPR-Argument tatsachlich zu entkraften; in der Tat
wird hierzu darin trotz in der Literatur verbreiteter Behauptung des Gegenteils nirgends wirk-
lich konkret Stellung genommen. Bohr beschrankt sich darauf, die von Einstein, Podolski
und Rosen vorgestellte, einem konsequenten erkenntnistheoretischen Realismus verpflichtete
Definition der Realitat einer physikalischen GréBe wiederholt als ,,mehrdeutig” zu bezeichnen,
ohne das konkret zu erklaren. Kurz gesagt und von seiner nebelhaften, unklaren Formulierung
befreit, |lauft Bohrs Gegenargument vermutlich darauf hinaus, die Realitat einer GréBe als vom
Beobachter abhangig zu deklarieren, weil die Beobachtung mit ihrer Festlegung der experi-
mentellen Voraus- und Zielsetzungen, der tatsachlichen Durchfiihrung der Messung und der
konkreten Feststellung von MeBresultaten erst die Bedingungen fiir das wirkliche Vorliegen
und damit die Realitat einer GroBe schaffe. Beim EPR-Argument, so erklart Bohr umstandlich
und auf viele undeutliche Erklarungen verteilt, wiirden unterschiedliche Situationen zusam-
mengepackt, die nicht gleichzeitig Bestandteil ein- und derselben Beobachtungssituation sein
und damit auch nicht gleichzeitig real sein kénnten — womit das EPR-Argument jedoch nicht
widerlegt, sondern ganz einfach jeglicher erkenntnistheoretischer Realismus aufgegeben wird.
Keinesfalls jedoch wird damit irgendetwas iiber die Vollstandigkeit oder Nichtvollstandigkeit
der Quantenmechanik ausgesagt!!®. Ein erster Schritt in diese Richtung und damit tatsichlich
ein Schlag gegen diejenige Form des erkenntnistheoretischen Realismus, wie sie insbesondere
Einstein vorschwebte, gelang erst in den 60er Jahren, als zuerst J. Bell [48], [49] und einige
Jahre spater F. Clauser, M. A. Horne, A. Shimony und R. A. Holt [159] jeweils speziel-
le Ungleichungen fiir MeBreihen an verschrankten Zustanden herleiteten, die von beliebigen
Theorien mit lokalen verborgenen Parametern erfiillt, von der Quantenmechanik jedoch si-
gnifikant iibertreten werden!1®. Das ist Inhalt des Bellschen Theorems, wonach generell keine
Theorie lokaler verborgener Variablen samtliche Voraussagen der Quantenmechanik repro-

Hlinzwischen liegt mit [21] ein einfilhrendes Lehrbuch zu dieser Thematik vor. Als erste Lektiire sehr
geeignet ist die Aufsatzsammlung [20].

112 Spukhafte Fernwirkungen”, wie Einstein sich ausdriickte.

113Siehe Abschnitt 3.9.3.1.

H4Auch hierzu sei auf Abschnitt 3.9.3.1 verwiesen.

H5Henning Genz formuliert es sehr treffend, wenn er sagt, Bohr habe seine Komplementaritit nur dadurch
gerettet, daB er auf die Argumente von Einstein, Podolsky und Rosen nicht einging [321].

16Man kann zeigen, daB die von Einstein, Podolsky und Rosen in ihrer EPR-Arbeit vorgestellten Zustinde
die Bellschen Ungleichungen maximal iibertreten [378]. Es gibt inzwischen weitreichende Verallgemeinerungen
dieser Ungleichungen; siehe beispielsweise [859].
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duzieren kann''”. Insbesondere macht das die Sache experimentell iiberpriifbar. Das wurde

seit den friihen 80er Jahren und wird weiterhin an inzwischen zahllosen realen Experimenten
durchgefiihrt, wobei die Resultate die Bellschen beziehungsweise CHSH-Ungleichungen?!®
und viele verwandte Relationen ausnahmslos verletzen und damit ganz klar fiir die Quan-
tenmechanik sprechen'!®. Ein weitere Klasse von Entscheidungsexperimenten stammt von
Greenberger, Horne und Zeilinger [356], [357], [358]. Dabei werden spezielle verschrankte
Systeme in sogenannten GHZ-Zustinden'?® betrachtet!?!; es verdient besondere Erwihnung,
denn wahrend bei Versuchen, die zur Verletzung von Bell- oder CHSH-Ungleichungen fiih-
ren, prinzipiell stets MeBreihen erforderlich sind, kommen GHZ-Experimente mit einzelnen
Messungen aus*?2. Auch sie wurden bereits real durchgefiihrt [663], wobei natiirlich ebenfalls
eine Bestatigung der Quantenmechanik herauskam. Das bedeutet, daB nicht nur statistische,
sondern auch deterministische Aussagen der Quantenmechanik nicht durch Theorien lokaler
verborgener Variablen nachgebaut werden kénnen.

Der Versuch eines Beweises, der auf formaler Ebene dasselbe leistet wie das Bellsche
Theorem auf experimenteller, wurde von John von Neumann bereits 1932 im Rahmen sei-
ner beriihmten mathematischen Einfiihrung in die Quantenmechanik veréffentlicht [655]. Es
stellte sich zwar heraus, daB dieser Beweis nicht allgemein genug war und zudem an entschei-
dender Stelle einen ZirkelschluB enthielt'?*, doch Gleason [335] und insbesondere Kochen
und Specker [507] konnten das spater reparieren. Letztere bewiesen einen Satz, der unter
sehr allgemeinen Voraussetzungen die Existenz von Theorien lokaler verborgener Variablen
ausschlieBt, welche genau dieselben Vorhersagen wie die Quantenmechanik liefern kénnen'?4.

HTTheorien mit nichtlokalen verborgenen Parametern, wie beispielsweise die Pilotwellentheorie von Louis
de Broglie [125] oder die daraus hervorgegangene Theorie des Quantenpotentials von David Bohm [81], [82]
und deren Weiterentwicklungen [64], [214], [437] werden vom Bellschen Theorem nicht erfaBt. Vergleiche
hierzu auch [83], [279], [907], [908] und [909]. Der Versuch, deterministische Teilchenbahnen auf diese Weise
in die Mikrophysik hiniiberzuretten, erfreut sich derzeit zunehmender Beliebtheit, funktioniert aber nicht,
denn die Behauptung, solche Theorien seien vollig gleichwertig zur Standard-Quantenmechanik, da formal
vollig dquivalent zu und empirisch nicht unterscheidbar von letzterer, trifft nicht zu. Sehr fundierte Kritik zur
Bohmschen Mechanik und 3hnlichem findet man bei [186], [262], [326], [327], [374], [647], [648] und [841].

118Nach den Initialen ihrer Entdecker.

19Einen nicht mehr ganz aktuellen, aber sehr ausfiihrlichen Uberblick liefert [59].

120Dje Verwendung von Abkiirzungen dieser Art ist sehr verbreitet.

121\W3shrend das in der urspriinglichen EPR-Arbeit betrachtete System mit kontinuierlichen Variablen arbei-
tet, ndmlich mit Ort und Impuls, verwenden spatere Betrachtungen iiberwiegend diskrete Variablen wie Spins
und dergleichen. Das gilt im allgemeinen auch fiir GHZ-Zustande, es wurden inzwischen jedoch auch solche
mit kontinuierlichen Variablen hergestellt, namlich ebenfalls Ort und Impuls [586].

1225 [322] findet man eine sehr einfach gehaltene und dennoch wissenschaftlich exakte Darstellung hier-
von; vergleiche auch [21]. Man kann im dbrigen auch Ungleichungen vom Bell-Typ herleiten, die von GHZ-
Zustanden iibertreten werden [3].

123Darauf hat zuerst Grete Hermann 1935 hingewiesen [416]. Ausfiihrliche Darstellungen dazu findet man in
[806] und [807]; die zweite dieser beiden Monographien ist eine ausfiihrlichere, aber englischsprachige Version
der ersten.

124Eine sehr lesbare Einfiihrung in diese Thematik und verwandte philosophische Fragestellungen der Quan-
temechanik liefert [730].

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



3.8. UNSCHARFERELATIONEN 223

3.8 Unscharferelationen

Den AbschluB der Anfangsphase der Quantenmechanik bildet die Entdeckung eines Natur-
gesetzes, das zwar nicht das wichtigste, wohl aber das popularste der neuen Theorie werden
sollte und das auch nach wie vor ist. Allerdings wird die Heisenbergsche Unscharferelation
oder Unbestimmtheitsrelation, wie sie auch sehr oft genannt wird, annadhernd so haufig, wie
sie bei popularwissenschaftlichen und unterrichtlichen Gelegenheiten diskutiert wird, falsch
diskutiert. Das ist sicher neben ihrer historischen und damit hier in erster Linie interessieren-
den Bedeutung ein weiterer Grund, ihr einen Abschnitt zu widmen.

3.8.1 Unscharferelation fiir Ort und Impuls

Unscharferelationen lassen sich fiir ganz unterschiedliche Paare von meBbaren GroBen finden;
dabei |aBt sich exakt angeben, unter welchen Voraussetzungen genau das moglich ist, wie wir
noch sehen werden. Die weitaus prominenteste und meistzitierte Variante ist dabei diejeni-
ge fiir Ort und Impuls. Das |&Bt sich auf verallgemeinerte Orts- und Impulskoordinaten und
generell auf beliebige konjugierte GroBen erweitern, und auf dieser Basis wurden Unschérfe-
relationen auch zuerst formuliert. Eine noch weitergehende Verallgemeinerung erfolgte wenig
spater, und diese hatte den Nebeneffekt, die tatsdachliche physikalische Interpretation der Un-
scharferelationen erst offenzulegen. Deswegen ist es nicht wirklich verwunderlich und auch
verzeihlich, daB die Pioniere der Quantenmechanik in ihren Deutungsversuchen hier zunachst
ziemlich daneben lagen.

3.8.1.1 Heisenbergs urspriingliche Version

Auch wenn alle Versuche, die auf den ersten Blick vorhandene Anschaulichkeit der Schro-
dingerschen Wellenmechanik physikalisch wasserdicht zu etablieren, schon friihzeitig schei-
terten'?®, sah sich Heisenberg dennoch angespornt, seine zunichst prinzipiell unanschaulich
entworfene Matrizenmechanik ebenfalls mit einer anschaulichen Deutung zu versehen. Er blieb
dabei allerdings der positivistischen Grundhaltung der Anfangsphase treu und bestand weiter-
hin darauf, daB es nur Sinn habe, von solchen Dingen wie dem Ort oder der Geschwindigkeit
etwa eines Elektrons zu sprechen, wenn man gleichzeitig Experimente angebe, mit denen man
diese GroBen messen kann.

Auf dieser philosophischen Basis postuliert Heisenberg in einer beriihmt gewordenen Arbeit
von 1927 folgendes [402]*%°: Bei der simultanen Bestimmung zweier kanonisch konjugierter
quantenmechanischer GréBen p und q tragen beliebige hierfiir geeignete Experimente stets

125V/ergleiche Abschnitt 3.4.4.

1261 dieser Arbeit taucht iibrigens auch erstmals die vage Idee der modernen Fassung des Welle-Teilchen-
Dualismus auf, im Sinne des Dualismus zwischen Welcher-Weg-Information und Interferenzfahigkeit, veran-
schaulicht anhand der Streuung eines Elektronenstroms an einem Gitter. Die Idee wird hier jedoch nicht niher
ausgearbeitet.
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eine Unbestimmtheit in sich; die hiebei auftretenden Ungenauigkeiten p; und g, dieser beiden

GréBen erfiillen die Relation

Das ist der allererste Auftritt der Heisenbergschen Unscharferelation*?”. Das ganze klingt
selbst noch etwas unscharf, und es ist nicht auf Anhieb klar, was diese Aussage sowie die
in ihr auftretenden GroBen p; und g; exakt bedeuten sollen. Sorgfiltige Lektiire der Arbeit
[402] fiihrt zum SchluB, daB Heisenberg damit eine merkwiirdig subjektivistische Interpretati-
on verbindet. Danach ist die Unscharferelation auf einzelne Quantenobjekte anzuwenden und
bezieht sich auf die gegenwartige Kenntnis des Experimentators iiber das System, an wel-
chem die betrachteten Experimente durchgefiihrt werden. Insbesondere sagen so verstandene
Unscharferelationen nichts iiber tatsidchliche Eigenschaften des betrachteten Systems aus.
Die Ursache der erwdhnten Unbestimmtheiten ist darin zu suchen, daB das System durch
die Messungen gestort wird, und zwar in einem unmittelbaren, physikalischen Sinn. Genauer
gesagt ist die Storung der durch g beschriebenen Eigenschaft und damit die Unbestimmtheit
der g-Werte durch die Messung der GréBe p umso groBer, je genauer diese Messung erfolgt
und je kleiner damit die Unbestimmtheit der Werte von p ist, und umgekehrt.

Bevor wir uns mit dieser Auffassung der Unscharferelation kritisch auseinandersetzen,
miissen wir zuerst einmal sehen, wie man liberhaupt darauf kommt. Eine wirkliche Herleitung
wird von Heisenberg noch nicht geliefert, stattdessen prasentiert er einige Argumente, mit
denen er die Sache plausibel zu machen gedenkt. Beispielsweise betrachtet er ein GauBsches
Wellenpaket der Halbwertsbreite g und einer Wellenfunktion der Form

_(a—=q)* 2mi

't/J(q)cxexp{ 242 P p'(g—4q)|.
1

Transformiert man dies in die p-Darstellung, erhalt man
o0
o) [ w@) et da,
—o0o

also mit Hilfe quadratischer Erganzung

i’ Pl 7 _ A\2 2 - o
P(p) o e*mPa/h /exp[—(q Z) _2miq(p P)] dq
2q; h

—0o0

o] 2Ta P 2ma(p—p)?]
x e h 12
[ (a=q» 2mia—a)(p—p)  2m°GE (p—p)
x - d
X /exp[ 2qf h + 12 q

127Eine gewisse Vorahnung dieses Sachverhalts, allerdings ohne prizisere Ausarbeitung, findet sich bereits
1923 bei Bohr [88].
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2.2 (2 a (p— p
N exp[_% qlgg P) _27r/q(hp p)]><
[ (9—¢q) ﬁql(p—p’)r}
X exp 4 — + dq
_/ { [\/§Q1 h
2m?qi (p—p')?  2miq (p—p'
o] =)o

und da andererseits die Wellenfunktion auch in der p-Darstellung ein GauBsches Wellenpaket
der Form

P(p) o exp [—M LU p/)}

2 p? h
sein muB, liest man fiir die Halbwertsbreiten p; und g; unmittelbar die Relation
_h
P11 = Sy

ab. Das ist zumindest groBenordnungsmaBig das selbe wie (3.73).

Heisenberg erganzt dieses formale Argument durch eine Reihe anschaulicher Beispiele zur
Rechtfertigung der Relation (3.73), die im Gegensatz zu ersterem sehr gut verdeutlichen,
welcher physikalischen Vorstellungen er sich dabei bedient. In seinen University of Chicago-
Vortragen sind sie alle beschrieben [406]; zwei davon seien hier wiedergegeben, auch weil sie
sehr oft in der Schul- und Hochschulbuchliteratur auftauchen.

So betrachtet Heisenberg beispielsweise ein Mikroskop, mit dem der Ort eines vorbeiflie-
genden Elektrons gemessen werden soll'?®. Ist X\ die Wellenlinge des verwendeten Lichts und
€ der Offnungswinkel, unter dem das Objektiv des Mikroskops vom Elektron aus erscheint,
dann liefert das Auflésungsvermogen des Mikroskops fiir die Genauigkeit der Ortsmessung in
x-Richtung den Wert

A
Ox ~ —.
sine
Soll das Elektron beobachtet werden, muB mindestens ein Photon daran gestreut werden und
in das Mikroskop gelangen; dadurch erhdlt das Elektron einen Compton-RiickstoB in Form

eines Impulsiibertrags der GroBe
_hvh
P=TT
Die RiickstoBrichtung ist jedoch nicht genau bekannt, man weiB lediglich, daB das Photon das
Objektiv des Mikroskops trifft. Daher besteht eine Unsicherheit des RiickstoBes in x-Richtung

vom Betrag

h
Opx = X sine.

128Djeses Gedankenexperiment ist unter der Bezeichnung ,Heisenberg-Mikroskop" bekannt geworden.
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Fiir das Produkt der Unbestimmtheiten gilt somit
Opy OX =~ h,

und man landet wieder bei (3.73). Heisenberg wehrt anschlieBend gleich noch etwaige Ver-
suche ab, die Beugungsbegrenzung des Mikroskops auszutricksen, indem man das Maximum
des vom Mikroskop erzeugten Beugungsbildes ausmiBt. Um tatsachlich ein Beugungsmuster
zu erhalten, muB man viele gestreute Photonen betrachten. Heisenberg schatzt nun die Ge-
nauigkeit, mit der das Maximum eines Beugungsbildes der Breite dx aus m Lichtquanten
festgelegt werden kann, durch den Ausdruck

0x
vm
ab. Jedes der m Lichtquanten liefert zur Impulsungenauigkeit einen Beitrag

h
5[))( = X sin £,

ox' =

sodaB man fiir die Gesamtungenauigkeit des Querimpulses

5/3; =\ Z(6PX)2 =vm (6px)2 = \/ﬁ dpx

findet und wieder ein Unscharfeprodukt der Gestalt
op, 6x' = h

erhalt.

Ein weiteres Argument von Heisenberg taucht 1935 auch bei Bohr in dessen EPR-
Entgegnung [92] auf; es ist seit 1927 die wohl verbreitetste vermeintliche Herleitung der
Unschérferelation, insbesondere auch im physikdidaktischen Bereich. Man betrachtet dazu
einen koharenten Strahl von Elektronen oder Photonen mit Wellenldnge beziehungsweise De
Broglie-Wellenlange )\, der auf einen geeignet dimensionierten Einfachspalt der Breite d trifft.
Die Unscharfe der Orte der Teilchen — was immer das genau sein soll — werde durch 6x ~ d
abgeschatzt. Offensichtlich 13Bt sich diese Ortsunscharfe durch Verengung des Spaltes belie-
big verkleinern. Das bleibt jedoch nicht ohne Folgen, denn am Einzelspalt findet Beugung
statt, und zwar um so starker, je enger der Spalt ist. Das wird mit dem Auftreten von Que-
rimpulsen p, erklart, deren Unscharfe §p, nach Heisenberg durch die Lage der ersten Minima
des Beugungsmusters abgeschatzt werden sollen. Nehmen wir an, der Ablenkungswinkel der
ersten Minima sei a, dann folgt daraus

dpy ~ p sina

und wegen p = h/\ weiter
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Fiir den Ablenkungswinkel der ersten Minima gilt beim Einzelspalt jedoch bekanntlich

sina = —,

Ox
und Einsetzen liefert
5o~
px ~ 6X
oder
Op, Ox ~ h,

also wieder die Relation (3.73).

Die wesentlichen Gemeinsamkeiten dieser und dhnlicher Beispiele fiir das Auftreten eines
Unscharfeproduktes der Form (3.73) liegen in der Annahme, daB die Unbestimmtheiten je-
weils durch Stérungen der betrachteten Systeme bei der Messung in Gestalt physikalischer
Prozesse wie etwa Impulsiibertrage vom MeBgerdt auf das MeBobjekt verursacht werden,
sowie in der Auffassung, daB diese Unbestimmtheiten ein MaB fiir unser begrenztes Wissen
iiber die Systeme darstellen. Sie sind daher fiir Heisenberg insbesondere keine Eigenschaften
der Systeme selbst.

Es sollte erwahnt werden, daB Niels Bohr das von Anfang an ganz anders sah, was haufig
AnlaB fiir heftige Auseinandersetzungen zwischen den beiden war. Fiir Bohr stellen Unschar-
ferelationen zwar auch Aussagen iiber einzelne Quantensysteme dar, er versteht sie jedoch
nicht im Sinne einer Begrenzung unser Wissens, sondern als objektiv geltende Naturgesetze
und damit sehr wohl als Eigenschaften der betrachteten Systeme selbst. Diese Deutung wird
zu einem wesentlichen Bestandteil seiner friihen Interpretation der neueren Quantenmechanik;
wir kommen in Abschnitt 3.9.3.1 ausfiihrlich darauf zuriick.

3.8.1.2 Erste Herleitungen

Auf die Frage nach der ersten formal strengen Herleitung der Unscharferelation aus den
Prinzipien der Quantenmechanik wird im allgemeinen auf eine Arbeit von E. H. Kennard
ebenfalls aus dem Jahr 1927 verwiesen [492]*2°. Das ist nicht ganz korrekt, was jedoch erst
viel spater von John Marburger bemerkt wurde [582].

In jedem Fall ist Kennard der erste, der eine prazise und, wie erst etwas spater deutlich
werden wird, korrekte Definition der bis dahin auch begrifflich unscharfen Unscharfen von Ort
und Impuls angibt, indem er dafiir

(BgP = 2 / (@ — (@) %(q)¥*(q) da,

129Heisenberg selbst erwihnt sie in seinen Chicagoer Vortrigen von 1929 [406]. In seiner Arbeit liefert Ken-
nard abgesehen von der erwdhnten Betrachtung der Unscharferelation eine Beschreibung des Formalismus
der neuen Quantenmechanik, in welcher der Zusammenhang zwischen Matrixtheorie und Wellenmechanik
verdeutlicht wird, sowie Anwendungen der Quantenmechanik auf einige einfache physikalische Systeme. Ne-
benbei nimmt er bei der Diskussion des harmonischen Oszillators die Entdeckung der Squeezed States vorweg,
wie M. M. Nieto 1998 bemerkte [657]. Die Entdeckung dieser vor allen Dingen in der Quantenoptik wichtigen
Zustande erfolgte mehrfach unabh&ngig voneinander; frithe Arbeiten hierzu sind unter anderem [152] und
[903]. N&heres iiber Squeezed States findet der Leser beispielsweise in [412] oder [904].
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(Bp) = / (p— () 9(p) ¥ () dp

schreibt!3%: dabei sind

(q) = / a(q)¥°(q) dq

und
(p) = / p9(p) ¥ (p) dp

die Erwartungswerte von g und p im durch die Wellenfunktion 1(q) beziehungsweise ihrer

Impuldsdarstellung ’lZ(p) beschriebenen Zustand des betrachteten Systems. Kennard inter-
pretiert somit die Quadrate quantenmechanischer Unscharfen von MeBgréBen bis auf einen
Faktor 2 als Mittelwerte der Quadrate der Abweichungen der GréBen von ihren Mittelwer-
ten, das heiBt als Varianz dieser GroBen, und die Unscharfen selbst folglich bis auf einen
Faktor v/2 als deren Standardabweichung. Die Tatsache, daB es sich bei Varianzen und Stan-
dardabweichungen um statistische Begriffe handelt, wird uns im nadchsten Abschnitt noch
beschaftigen®3!.

Zur Herleitung der Unschérferelation verwendet Kennard nun neben der Wellenfunktion
1(q) ebenfalls deren Fouriertransformierte

W(p) = / W(q) PN dg,

wobei er der Einfachheit wegen alles eindimensional schreibt. Damit leitet er analog zur oben
beschriebenen Rechnung Heisenbergs zunachst fiir ein GauBsches Wellenpaket der Form

(@) = Co exp { G DT 11162 0~ (@) + 7 () (a - ]}

130Kennard spricht hierbei von ,PrazisionsmaBen” oder , UnbestimmtheitsmaBen".
131Dje Varianz Var(X) einer Zufallsvariable X mit Erwartungswert E(X) = w ist definiert durch

Var(X) = E((X — u)?);
die Standardabweichung o(X) ist die positive Qudratwurzel der Varianz,
o(X) = v/ Var(X) = VE((X — u)?).

Ist die dabei betrachtete Wahrscheinlichkeitsverteilung f stetig, dann kann die Varianz gemal3

Var(X) = /(X — )2 f(x) dx

berechnert werden, mit
o0

w= /xf(x)dx.

—00
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das Unscharfeprodukt
h? h?
(Ap)* (Bq)* = 5 + 5 b*Ag°

her, das offensichtlich fiir b = 0 das bereits von Helsenberg gefundene Minimum annimmt.
Als nachstes betrachtet Kennard die Unscharfen Ap und Aq fiir beliebige Wellenfunktionen
¥(q) etwas genauer und findet mit Hilfe von

(Ap)*> = 2((p—(p))*) = 2(p> —2p(p) — (P)*) = 2((P*) —2(p(p)) + ((P)*))
= 2((p*) —2(p)> + (p)*) = 2((p*) — (p)?)

sowie der Ortsdarstellung des Impulsoperators durch partielle Integration die Relationen?3?

(BpP +2(p)2 = () = / ¥*(q) P ¥(q) da

- [ (—ﬂﬂ) ¥"(q) da

- o [v@v @ (374)
und
(b = / ¥*(q) p9(q) da
_ /w()(—ﬂﬁ)ww)dq
- o [vi@u@da = 5 [w@v@da
also

ih
2(0) = 57 [ W(@W(0) - 9" (@¥(a)]da (375)
Nun sei 9(q) eine beliebige normierte Wellenfunktion; Kennard schreibt dafiir

¥(q) = f(a)Yo(q)

mit :
(@) = C exp| -G0S - 2 05y .

Daraus folgt

—(q)
(Ag)?

132Kennard rechnet hier im Originaltext in der Impulsdarstellung, in der Ortsdarstellung geht es jedoch
schneller [582].

V(@) = F(@)wo(a) - { + 24 >} ¥(a),
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V) = @) - [Tt - T e @),

also weiter

Y(g)¥v'(q) = f'(q) " (q)Po(q)¥s(q)

_q—<q> 2T */ *
-t 2 )] v @ v

(g—(q) 2mi ,
@z T h P >] F*(a) w5(a) F'(a) wo(q)

[(qg—(q))?

4m? i
+ |G+ S 2| v @

= (@) (@) W@ 3@ — T3 17(a) @) Yola) i)

27r/

(P [f(a) "(q) = £(q) (@) ¥o(q) ¥ (q)

(o (o ] i
+ [ o w@wa)

und damit aus (3.74) aufgrund der Normierung, wieder mit partieller Integration,

2

(Ap)? +2(p)? = 2h2 {/f’(q) F'(q) ¥o(q) ¥5(q) dg

/q(A <)2> [F(q) F (@) ¥o(q)¥s(q) dg

27

=220 [ 170 £(@) ~ (@) @) vola) 9i(a) da

2 am 2 2
+ e [ @ @U@V @da+ 07

2/;2{ 2 (Aq)? +4,:2 (p)* /f’(q)f’(Q)wo(q)wo(q) dq

27

— =) /[f(q) f*'(q) — *(q) f'(@)] ¥o(q) ¥5(q) dq}.
AuBerdem ergibt sich
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P (@) V'(q) =¥ (q)¥(a) = [f(q)f(a)—"(q)f (q)]¥o(aq)¥s(q)
— [W + = <p>} Y(q) ¥ (q)

qg—(q) 2w .
# [Tl - 2 o] w @ vt
= [f(q)f(q) —f(q) f'(a)] Yo(a) ¥5(q)

4|

DR ACINAC)
und folglich mit (3.75)

20 = 2 [{ir@ (@) - F@F@1va@ vi60) - 57 1990 v (@) da
- % /{[f*(q) f(q) — £(q) F(@)] ¥o(q) ¥i(a)} dg + 2 (p).

woraus
[ 417 @ £(0) = £7(a) F(@)]$0(a) 93(@)) dg =0

folgt. Insgessamt findet man damit

(007 + 2007 = 51 | 5355+ [ £(0) (@) %ola) ia) da] +2 0"

oder
(00 = 53 |55 + | F(@ (@) wo(@) ¥iCa) da].

und wegen

/ 7(q) £'(a) wo() ¥5(q) dg = / 17(@)P [o(q)P dg = 0

erhalt man schlieBlich

h
ApAg = ot (3.76)

Marburger konnte 2008 zeigen, daB Kennards Herleitung nicht die von ihrem Urheber
erhoffte Allgemeinheit beanspruchen kann [582]. Entweder man beharrt auf deren Giiltigkeit
fiir beliebige Wellenfunktionen und deren Darstellbarkeit in der Form 1 (q) = f(q)%o(q),
dann 138t sich das Minimum des Unscharfeprodukts in (3.76) durch geschickte Wahl von 1),
unterbieten, oder man beharrt auf genau diesem Minimum, dann funktioniert die Herleitung
jedoch nur noch fiir eine sehr spezielle Klasse von Wellenfunktionen und verliert damit ihre
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Allgemeinheit. Fiir Kennard bleibt jedoch der Verdienst, als erster die allein richtige Definition
des Begriffs der quantenmechanischen Unscharfen angegeben zu haben.

Ein Jahr spater veroffentlichte Hermann Weyl ein Buch mit dem Titel ,Gruppentheorie
und Quantenmechanik”’, in welchem er ebenfalls eine Herleitung der Unscharferelation vor-
stellt, wobei er eine unverdffentlichte Bemerkung von Pauli zitiert [923]'%. Sie ist vollstindig
korrekt, sodaB tatsachlich Weyl und Pauli die Ehre zukommt, als erste eine solche Herlei-
tung in mathematisch sauberer Form gefunden zu haben — was jedoch erst durch Marburgers
Arbeit deutlich wurde.

Weyl startet mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und findet so zunachst die Rela-

tion
/(q (@) [9(a) dg - /‘—

Das Integral links 138t sich mit Hilfe der Kettenregel und partieller Integration umformen zu

dq

] / (9 (@) W) 5= [9(@) da|

/ (9 (@) ()] = [9(@)] dq = /(q ) o,

|w(q)|2] lw(q)l2 1

~ |a= @) -3

denn der ausintegrierte Teil verschwindet aufgrund der Quadratintegrabilitat der Wellenfunk-
tion ¥(q). Zusatzlich gilt fiir diese und deren Impulsdarstellung ¥ (p)

dy(q) . [ omipa/h 7
da —//e P pp(p) dp,

und da @(p) gleichzeitig die Fouriertransformierte von (q) ist, liefert das Parsevalsche

Theorem dafir
/ d
dq

Einsetzen in obige Ungleichung ergibt nun

q:—/<p o) [9(p)P dp.

/(q— (@) [w(q))? dg — /(p () |[9(p)[? dp = %

133Vergleiche auch [301].
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und mit den um den Faktor 2 korrigierten Unschirfe-Quadraten!3*

(Mg = / (a— (@) [W(a) da, (3.77)

(Bp) = / (b — ()2 1B dp (3.78)

erhalt man

h
ApAg = P (3.79)
Die in diesem Abschnitt verwendeten Definitionen der Unscharfen einer MeBgroBe deuten
bereits an, daB an der Interpretation dieser GroBen, wie sie Heisenberg in [402], [406] und
anderen Publikationen aus dieser Ara vertritt, etwas nicht stimmen kann. Das bestatigt sich
bei der Betrachtung der mathematisch strengen Herleitung der Unscharferelation auf Basis des

Hilbertraum-Formalismus der Quantenmechanik, wie er sich kurze Zeit spater durchsetzte!3.

3.8.2 Die exakte Form der Unscharferelationen
3.8.2.1 Unschirfelationen korrekt interpretiert

Die erwahnte korrekte Definition des Begriffs einer quantenmechanischen Unscharfe 3Bt kei-
nen Spielraum bei der physikalischen Deutung von Unscharferelationen. DaB es sich hiebei in
der Tat um die allein zuladssige Deutung sowohl von Unscharfen als auch von Unscharferela-
tionen handelt, wird sofort klar, wenn man die Sache in der funktionalanalytischen Version

der Quantenmechanik formuliert. Die Unscharfe der durch den Operator A reprasentierten
Observable A am Zustand 1) eines physikalischen Systems ist definitionsgemaB die GroBe

AA = || A — (Y, Ap) P . (3.80)

Diese Definition 138t sich ganz einfach dadurch rechtfertigen, daB genau fiir GroBen der
Gestalt (3.80) auf Basis der Vertauschungsrelation der beteiligten Operatoren Unscharferela-
tionen streng mathematisch bewiesen werden konnen. Insbesondere sind Unscharferelationen
damit Theoreme der mathematischen Physik und keine Postulate. Wir kommen im nachsten
Abschnitt darauf zuriick.

134Der erste, der explizit auf den numerischen Zusammenhang zwischen den Heisenbergschen GroBen §p
und d¢g und den exakt definierten Unscharfen Ap und Ag aufmerksam machte, war R. W. Ditchburn in einer
Arbeit von 1930 [207].

135Da bei der Weyl-Paulischen Herleitung von Fouriertransformationen und damit zusammenhingenden
Begriffen Gebrauch gemacht wird, kann man vermuten, daB es formale Beziehungen zwischen quantenme-
chanischen Unscharferelationen und Sachverhalten aus der Signalverarbeitung gibt. Das ist in der Tat der
Fall; man kann hier in vollig analoger Weise eine Ungleichung fiir die Unscharfen der Zeitdauer und der
Frequenz eines Signals herleiten. Die Interpretation ist aber natiirlich eine véllig andere als in der Quanten-
mechanik; siehe beispielsweise [599]. Es lassen sich im iibrigen auch verwandte Ungleichungen fiir beliebig
hohere Momente beweisen [724], [725].

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



234 KAPITEL 3. DIE NEUERE QUANTENMECHANIK

Was das aus physikalischer Sicht bedeutet, erkennt man am besten, wenn man (3.80) in
der Ortsdarstellung schreibt. Man erhalt

(bAY: = / ‘[Aw(Q) / " q)Aw(Q)dqw(q)]

dq—/\ i) () da,

(3.81)

wobei

(A) = (9, A) = /w*(qﬂw(q) dq
J

der Erwartungswert von A im Zustand 9 ist, und damit speziell fiir Ort und Impuls wieder die
Ausdriicke (3.77) und (3.78). Unschérfen sind demnach ein MaB dafiir, wie stark die MeBwerte

im Mittel vom Erwartungswert abweichen, wenn die durch A reprasentierte physikalische
GroBe sehr haufig an identisch praparierten Systemen, die sich in einem durch 9 beschriebenen
Zustand befinden, gemessen wird. Genauergesagt ist das Quadrat der Unschéarfe einer GroBe
der Mittelwert der Quadrate der Abweichungen der MeBwerte vom Erwartungswert der GroBe
im Grenzfall unendlich vieler Messungen dieser GréBe an identisch praparierten Systemen —
und damit genau die Varianz dieser GroBe, wovon man sich auch direkt iiberzeugen kann,
denn es gilt

/| AN W) dg = /w*<q><ﬂ—<2\>>2w(q>dq = (A (A))

= (A2-2A(A)+(A)?) = (A?) —(A)%

Die Unscharfe selbst ist damit nichts anderes als die Standardabweichung der GroBe. Sie
ist also ein MaB fiir die Streuung der MeBwerte. Damit stellt sie insbesondere niemals bei
einzelnen Messungen, sondern nur bei MeBreihen eine sinnvolle GréBe dar. AuBerdem haben
Unscharfen nichts mit ungenauen Messungen, unvollstandiger Kenntnis physikalischer GroBen
oder prinzipiellen Grenzen, wie genau man eine GréBe messen kann, zu tun. Die Unschéarfe
einer einzelnen Messung ist stets exakt gleich Null, da eine solche natiirlich nicht streuen
kann. Erst wenn man viele Messungen derselben GroBe an identischen Systemen gemacht
hat, ist dafiir eine Unscharfe im obigen Sinn angebbar.

Das fiihrt zur SchluBfolgerung, daB eine Deutung, wie sie Heisenberg selbst anfangs ver-
trat, nicht haltbar ist*3°. Die Unschirferelation ist definitiv nicht auf Einzelmessungen, sondern
nur auf MeBreihen anwendbar und hat vor allen Dingen auch nichts mit irgendwelchen un-
vermeidlichen MeBungenauigkeiten bei simultanen Messungen von Ort und Impuls oder den
Grenzen dessen, was wir iiber Ort und Impuls des betrachteten Quantensystems herausfinden

136Der erste, der ausdriicklich hierauf hinwies, war C. R. von Liechtenstern, der 1955 bemerkte, daB bei
Heisenbergs Interpretation der Ortsmessung eines Elektrons mit Hilfe eines Gammastrahlenmikroskops unzu-
|dssigerweise davon ausgegangen wird, daB das Elektron vor der Messung einen klassischen, wohlbestimmten
Impuls besitzt, da andernfalls durch die Messung nichts gestdrt werden kénnte [550].
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konnen, zu tun. Auch die heuristischen Herleitungen der Unschérferelation, die ihr Entdecker
verbreitet prisentierte!3”, sind unrichtig, und das nicht nur aufgrund der unzulissigen An-
wendung auf Einzelmessungen'®®. Denn Grundlage ist dabei stets die Vorstellung, daB das
beobachtete Quantenobjekt durch die Messung gestort wird, und zwar gestort im Sinne einer
physikalischen Wechselwirkung, die es gewissermaBen aus der ansonsten ungestorten Bahn
wirft. Das wiirde einerseits bedeuten, daB das ungestdrte Objekt tatsachlich eine Bahn und
damit definierte Werte fiir Ort und Impuls hatte; andererseits miiBte man solche das System
storenden Wechselwirkungen zumindest im Prinzip zuriickverfolgen und damit eine iiber die
Quantenmechanik hinausgehende Beschreibung des Objekts zustande bringen kdnnen. Beides
darf inzwischen als empirisch widerlegt gelten'3®. Man sieht das exemplarisch an der oben
beschriebenen, auch heute noch sehr popularen Argumentation mithilfe der Beugung am Ein-
zelspalt. Es entsteht hierbei der Eindruck, die Elektronen bewegten sich auf irgendwelchen
Bahnen und wiirden durch den Spalt unkontrollierbar abgelenkt. Von Bahnen der Elektronen
kann aber in diesem Zusammenhang selbstverstandlich keine Rede sein. Die Impulsunscharfe
kommt keineswegs durch einen wie auch immer stattfindenden Impulsiibertrag des Spaltes
auf die Elektronen zustande!*.

Die korrekte Formulierung der Unscharferelation fiir Ort und Impuls lautet somit folgen-
dermaBen:

Es ist unméglich, ein physikalisches System in einen Zustand zu bringen, so daB bei vielen
Messungen einer Ortskomponente q; und vielen Messungen der zugehérigen Impulskompo-
nente p; an identischen solchen Systemen die Ungleichung

h
AgiBps 2 5

verletzt wird.

Insbesondere handelt es sich hierbei nicht um eine Interpretation, sondern um einen mathe-

matisch beweisbaren Satz der Quantenmechanik, iiber den es nichts zu diskutieren gibt.
Diese Formulierung bringt deutlich zum Ausdruck, daB Unscharferelationen statistische

Aussagen sind. Sie zeigt auBerdem, inwiefern Praparationen des Systems, welche die Streuung

137Sjehe Abschnitt 3.8.1.1.

138Es gibt Vorschlige zur Anwendung von Ungleichungen der Gestalt der Heisenbergschen Unschirferelation
auf einzelne Quantenobjekte [336], [795]. Dabei handelt es sich jedoch um einen anderen Sachverhalt als den
hier diskutierten; insbesondere ist dann die Herleitung eine vollig andere als die weiter unten beschriebene
formal-allgemeine im Rahmen der Standard-Quantenmechanik.

139Wir kommen in Abschnitt 3.9.4.2 darauf zuriick.

149Dariiberhinaus ist es natiirlich vollkommen willkiirlich, die Unschirfe der Querimpulse mit Hilfe der Lage
der Minima erster Ordnung abzuschatzen. Insbesondere kénnte man so zu der falschen Annahme gelangen,
die Impulsunschérfe sei durch den Gesamtimpuls jedes einzelnen Elektrons nach oben beschrankt. Im iibrigen
ist es moglich, durch raffinierte experimentelle Anordnungen mit materiellen Quantenobjekten Interferenzpha-
nomene zu produzieren, bei denen nachweislich iiberhaupt kein Impulsiibertrag stattfindet, wie Diirr, Nonn
und Rempe als erste gezeigt haben [215], [216], [217]. Damit erweist sich auch die jahrzehntelang in vielen
Lehrbiichern verbreitete Auffassung, der Welle-Teilchen-Dualismus sei eine Folge der Unscharferelation fiir
Ort und Impuls, als falsch; beide Sachverhalte sind voneinander unabhingig.
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der MeBwerte einer der beiden GréBen beeinflussen, das stets auch bei derjenigen der anderen
tun; je kleiner die Streuung der MeBwerte der einen GroBe wird, desto groBer ist diejenige der
MeBwerte der anderen GréBe und umgekehrt. ,Simultane Messung beider GroBen™ ist dabei
so zu verstehen, daB die Messungen sowohl von p als auch von g sehr oft wiederholt werden,
wobei man das jeweils an immer wieder gleich praparierten Exemplaren des betrachteten
Quantenobjekts durchzufiihren hat. Es handelt sich dabei nicht um das gleichzeitige Messen
beider GroBen an ein und demselben Objekt; das ist bei komplementaren GroBen prinzipiell
nicht moglich.

Condon war wohl der erste, der schon kurz nach ihrer Entdeckung mit dem Hinweis,
es miisse auch GroBen geben, fiir die keine Unschéarferelation besteht, die Notwendigkeit
einer allgemeineren Fassung derselben hervorhob, sowohl was ihre Formulierung, als auch
was ihre Herleitung betrifft [166]. Schon zuvor hatte Heisenberg iiber einen Bezug zwischen
Unscharferelationen und nichtverschwindenden Kommutatoren konjugierter quantenmecha-
nischer GroBen spekuliert. DaB er damit richtig lag, zeigte sich wenig spater.

3.8.2.2 Funktionalanalytische Herleitung

Die gewiinschte Verallgemeinerung der Unscharferelation im Zusammenhang mit deren Her-
leitung unter Verwendung von Kommutatoren wurde erstmals 1929 von Robertson bewerk-
stelligt [738]. Ein solcher Zusammenhang wurde bereits zwei Jahre vorher von Heisenberg in
seiner Pionierarbeit [402]**! angedeutet, wo er die Unscharferelation fiir Ort und Impuls als
.direkte anschauliche Erlauterung” der Relation

_h
Pq—gp = o

bezeichnet und von einer ,direkten mathematischen Verbindung® zwischen der Unscharfe-
relation und dieser Vertauschungsrelation spricht, ohne das in irgendeiner Weise naher zu
prazisieren. Auch wenn Heisenberg zu dieser Zeit noch nicht iiber eine korrekte Deutung
seiner Unscharferelation verfligt, erkennt er doch den beschriebenen Zusammenhang wieder
einmal mit gewohnt zielsicherer Intuition. Ausgangspunkt bei Robertson ist dann in der Tat

der Kommutator zweier beliebiger selbstadjungierter Operatoren A und B auf einem Hilbert-
raum JZ, R

[A,B]=AB—-BA.
Dazu betrachtet man einen normierten Zustandsvektor 9 € 7 sowie die zugehorigen, gemaB
(3.81) definierten Unschérfen

(AAY = / (A — (A %(a)P da,

(ABY = /|<é— (BY)w(q)P dq

141V/ergleiche auch [406].

Dieses Werk ist copyrightgeschutzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



3.8. UNSCHARFERELATIONEN 237

der beiden Operatoren. Wendet man nun die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung in der Gestalt

2

/(flff”rfzfz*)dq-/(glgi”rgzgé)dqz ‘/(ﬂgﬁrfzgz)dq

auf
ff=h=A—(ANY, g=-gi=(B—(B)v

an, erhalt man fiir die linke Seite

/[w (A= (A) (A= (AN Y+ (A—(A) YY" (AT — (A))] dg x
x/[(B (B))wy* (B — (B)) +v* (B~ (B)) (B (B))¥]dq

= 2-/|(A (A))(q)P dq- /I(B B))w(q)Pdg = 4(AA) (AB)

und fur die rechte

/[w (A—(A))(B—(B))w— (A (A))pv (B (B))]dq

= /[w (A—(A))(B—(B) ¥ -y (B—(B))(A—(A))¥ldq

+ [0 (BYA= (A B+ () (B)+ (A) B+ (B) A~ (B)(A))wdq
~ | [viABruaa| — (iABP
insgesamt also R R o
4(AA)?(AB)* Z [{[A BDI?
oder )
AA AB > 5 I{[A, B])|. (3.82)

Das ist die allgemeine Form der Unscharferelation.

Man erkennt an (3.82), daB ganz allgemein fiir zwei beliebige selbstadjungierte Operato-
ren mit nichtverschwindendem Kommutator stets eine Unscharferelation aufgestellt werden
kann. Mit anderen Worten: Wenn der Kommutator zweier Operatoren nicht verschwindet,
dann kénnen die von den Operatoren reprisentierten physikalischen GréBen nicht simultan
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streuungsfrei gemessen werden. Diese etwas unprazise formulierte Aussage bedeutet, daB
kein quantenmechanisches System sich in einem Zustand befinden kann, sodaB bei sehr vie-
len Messungen der GroBen A und B an sehr vielen identischen solchen Systemen das Produkt
der Streuungen der MeBwerte die durch die Unschérferelation (3.82) festgelegte Untergrenze
unterschreitet. Das ist die korrekte Interpretation einer jeden Unscharferelation.

Setzt man in (3.82) den Kommutator

[QJ', PJ] - lh
des Orts- und des Impulsoperators ein, so landet man bei

~ ~ _h
AP AQ; 2 >

und damit gerade wieder bei der Heisenbergschen Unschérferelation (3.79). Das unterstreicht
erneut nachdriicklich die Richtigkeit ihrer im vorigen Abschnitt formulierten statistischen
Interpretation.

Das Gleichheitszeichen gilt in (3.79) Ubrigens nur, wenn die Wellenfunktion des betrach-
teten Systems die Gestalt einer GauB-Verteilung hat. Das wurde von Heisenberg bereits ver-
mutet [402] und in der in Anmerkung 134 in Abschnitt 3.8.1.2 erwdhnten Arbeit [207] von
Ditchburn erstmals bewiesen, wobei dieser dort J. L. Synge als Urheber bezeichnet!#?. Phy-
sikalisch bedeutet das, daB die Zustinde mit minimaler Orts-Impuls-Unscharfe genau die
kohirenten Zustinde sind**3. Das ist unter anderem in der Quantenoptik von fundamentaler
Bedeutung.

Es sollte nicht unerwahnt bleiben, daB die hier verwendete Form der Kommutatorrelation
genaugenommen mathematisch nicht korrekt ist, denn sowohl der Orts- als auch der Impuls-
operator sind unbeschrankt. Unbeschrankte Operatoren sind grundsatzlich nur auf echten
Teilmengen des verwendeten Hilbertraums definiert, und folglich ist die Frage nach dem
Definitionsbereich entsprechender Kommutatoren nichttrivial; er wird durch die Definitions-
mengen der beteiligten Operatoren festgelegt'**. Ein Blick auf die Definition des Operators

[/3 §] zeigt, daB seine Definitionsmenge
D([A B])=D(AB) N D(BA)

ist; das kann irgendeine dichte echte Teilmenge des Hilbertraumes sein und im Extremfall auch
die Menge, die nur den Nullvektor enthalt. Kommutatorrelationen sind daher genaugenom-
men nur unter Angabe der Definitionsmenge sinnvoll. Entsprechend lautet die mathematisch
korrekte Form der Vertauschungsrelation fiir Ort und Impuls

Q. Pl =iM1p3g).

142\/ergleiche auch [208].
143V/ergleiche Anmerkung 58 in Abschnitt 3.4.5.
144Mathematische Details iiber Kommutatorrelationen in Hilbertraumen findet man ausfiihrlich in [722].
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wobei 1,z g,y der Einheitsoperator auf D([ﬂ é]) ist, oder auch
[Q,P] c int;
jetzt ist 1 der Einheitsoperator auf ganz 7. Ausfiihrlicher bedeutet das
Q. Ply =ihy firalley e D(QP) N D(PQ).

Fiir die Herleitung der Unschérferelationen fiir Ort und Impuls und deren universelle Giiltigkeit
hat das natiirlich keine Bedeutung.

Die beschriebenen historischen Arbeiten zur Herleitung der Unscharferelation von Ken-
nard, Weyl und Robertson zeigen, daB der beschriebene Sachverhalt nach der iiblichen orien-
tierungssuchenden Anfangsphase bei den Pionieren durchaus wohlverstanden war; gleichwohl
blieb die korrekte Deutung erst einmal exklusives, auf die mathematische Physik beschranktes
Spezialwissen, wahrend sich anderswo, von der Lehrbuchliteraur bis zur Naturphilosophie, eine
diffuse ,Standardinterpretation” breit machte, die mehr oder weniger Heisenbergs urspriing-
licher Auffassung entsprach und ungefdhr beinhaltete, daB die Messung des Impulses eines
Teilchens umso ungenauer ausfallen miisse, je genauer der Ort dieses Teilchens gemessen wer-
de und umgekehrt und entsprechend eine gleichzeitige exakte Messung beider GroBen nicht
moglich sei. Diese Deutung ist nachweislich falsch; abgesehen davon sucht man in diesem
Zusammenhang eine wirklich prazise Definition des Begriffs der Unscharfe meist vergeblich.
Der korrekte Sachverhalt geriet voriibergehend und verbreitet in Vergessenheit, nur vereinzelt
wurde nachdriicklich auf diesen MiBstand hingewiesen'#®, und eine flichendeckend positive
Entwicklung in der Lehrbuchliteratur zeigte sich erst seit den neunziger Jahren!4°.

3.8.3 Die Schrédingersche Unscharferelation

Die Heisenbergsche Unscharfereation ist mit ihren unterschiedlichen Erscheinungsformen all-
gegenwartig in Physikergehirnen und Lehrbiichern. Fiir eine von Schrodinger entdeckte Wei-
terentwicklung dieses Resultats trifft erstaunlicherweise so ungefahr das Gegenteil zu; sie
wurde schon wenige Jahre spater verdffentlicht [793], blieb danach jedoch jahrzehntelang
vergessen und taucht auch heutzutage nur vereinzelt in staubigen Winkeln der Speziallite-
ratur auf. Das allein, ganz abgesehen von ihrer physikalischen Bedeutung,