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Einleitung

Die Untersuchung der abelschen Erweiterungen algebraischer Zahlkörper ent-
springt der klassischen Fragestellung nach der ganzzahligen Lösbarkeit gewis-
ser diophantischer Gleichungen. So führt beispielsweise Fermats Zwei-Quadrate-
Satz sofort zur Untersuchung des Verhaltens von Primzahlen beim Übergang zu
den ganzen Zahlen im Gaußschen Zahlkörper. Die Gleichung p = X2 + Y 2 ist
nämlich genau dann in ganzen Zahlen lösbar - p ist durch die Form F (X, Y ) =
(X − iY )(X + iY ) darstellbar - wenn p Produkt zweier ganzalgebraischer Gauß-
zahlen ist. Eine naheliegende Verallgemeinerung des Problems ist die Suche nach
Primzahlen, die sich durch ganzzahlige quadratische Formen aX2 +bXY +cY 2 =
a(X + ρY )(X + ρ′Y ) darstellen lassen. Sind ρ und ρ′ nicht rational, so er-
zeugen sie den selben quadratischen Körper, und die Lösbarkeit der Gleichung
p = aX2 + bXY + cY 2 übersetzt sich in die Frage nach dem Zerlegungsverhalten
von p im Hilbertklassenkörper von Q(ρ), der maximal unverzweigten abelschen
Erweiterung von Q(ρ), bzw. nach dem Zerlegungsverhalten in abelschen Erweite-
rungen insb. im Geschlechterkörper und im Ringklassenkörper, siehe [Coh85], 2.
Der Fall binärer (Norm-)Formen ist klassisch ausgearbeitet und liefert zusammen
mit dem Zerlegungsgesetz im Hilbertklassenkörper1 eine vollständige Antwort
auf die gestellte Frage. Für die Erzeugung von Primzahlen durch Normformen
von imaginär abelschen Körpern kennen wir folgendes Kriterium: Ist K imaginär
abelsch und p kein Teiler der Diskrimante von K, dann ist p genau dann durch die
Normform darstellbar, wenn p im Hilbertklassenkörper HK voll zerlegt ist, siehe
[Gar81], Theorem 7.27. Dabei verstehen wir unter der Normform eines algebrai-
schen Zahlkörpers K vom Grad n mit Ganzheitsbasis {α1, . . . , αn} die homogene
Form

FK(X1, . . . , Xn) := NK/Q(α1X1 + . . .+ αnXn) =
∏
σ

∑
i

σ(αi)Xi,

wobei σ die verschiedenen Q-Einbettungen von K in einen fixierten algebraischen
Abschluß durchläuft. Im obigen Beispiel ist FK(X, Y ) = X2 + Y 2 die Normform

1Der Hilbertklassenkörper zu K ist derjenige über K normale Erweiterungskörper, in dem
genau die Primhauptideale vom Trägheitsgrad 1 voll zerlegt sind. Nach [Has65], S. 4, war diese
Charakterisierung die Hilbertsche Definition des Klassenkörpers. Mittlerweile wird allgemeiner
jeder abelsche Erweiterungskörper eines Zahlkörpers Klassenkörper genannt.
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von K := Q(i) über Q zur Ganzheitsbasis {1, i}. K hat Klassenzahl 1, also
ist K = HK und p 6= 2 genau dann durch FK(X, Y ) darstellbar, wenn p in
K voll zerlegt ist, d.h. wenn p ≡ 1 mod 4. Betrachten wir ein zweites Beispiel
([Gar81], p. 214). Die Form F (X, Y ) = X2 + XY + 4Y 2 ist die Normform von
K = Q(

√
−15)/Q zur Basis {1, 1

2
(1 +

√
−15)}. Eine Primzahl p 6= 3, 5 ist so-

mit genau dann durch FK(X, Y ) darstellbar, wenn p im Hilbertklassenkörper
HK = Q(

√
−3,
√

5) zu K voll zerlegt ist. Letzteres ist genau dann der Fall, wenn
p ≡ 1 mod 15 oder ≡ 4 mod 15.2

Wir werden uns in dieser Arbeit mit abelschen Erweiterungen total imaginär
quadratischer Erweiterungen total reeller Zahlkörper, sogenannter CM-Körper,
beschäftigen. In dieser Sitution kommutiert jede Einbettung nach C mit der
komplexen Konjugation, und wir können den Beweis des Kriteriums für ima-
ginär abelsche Zahlkörper, [Gar81], Beweis von Theorem 7.27, unmittelbar auf
CM-Körper übertragen.

Satz 0.0.1. Sei K ein galoisscher CM-Körper vom Grad [K : Q] = n, p ei-
ne rationale Primzahl, die in K nicht verzweigt, und sei FK(X1, . . . , Xn) die
Normform zu K. Es gibt genau dann eine ganzzahlige Lösung der Gleichung
FK(X1, . . . , Xn) = p, wenn p im Hilbertklassenkörper HK voll zerlegt ist.

Beweis. Nach Voraussetzung ist K eine rein imaginär quadratische Erweiterung
eines total reellen Zahlkörpers, die Menge der Einbettungen K ↪→ C ist daher
durch {σ1, . . . , σn/2, σ̄1, . . . , σ̄n/2}, wobei σ̄i :=¯ ◦ σi, gegeben. Die Existenz eines
Tupels t(x1, . . . , xn) ∈ Zn mit p = FK(x1, . . . , xn) ist zur Existenz eines ganzen
α ∈ OK mit Norm NK/Q(α) = p äquivalent. Da

NK/Q(α) =

n/2∏
i=1

σi(α)σ̄i(α) > 0,

ist die letzte Bedingung genau dann erfüllt, wenn die Ideale pZ = NK/Q(α)Z
übereinstimmen, was wiederum zur Existenz eines Primhauptideals p von OK
der Norm p gleichwertig ist. p ist daher vom Trägheitsgrad 1 (p ist unverzweigt
in K). Die Galoisgruppe operiert transitiv auf der Menge aller Primideale von
OK , die p teilen. Folglich stimmen die Trägheitsindizes aller Primteiler von p
überein. Daher ist p = FK(X1, . . . , Xn) dann und nur dann ganzzahlig lösbar,
wenn jeder Primteiler von p Trägheitstgrad und Verzweigungszahl 1 hat und ein
Primhauptideal ist. Ein Primideal p ist genau dann ein Hauptideal, wenn es im
Hilbertklassenkörper HK voll zerlegt ist. Insgesamt ist somit p genau dann durch
die Normform darstellbar, wenn p in HK voll zerlegt ist.

2p = 3 und 5 sind nicht durch FK(X,Y ) darstellbar.
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An die Frage nach der Existenz von Klassenkörpern schließt sich unmittel-
bar der Wunsch nach einer expliziten Beschreibung dieser Erweiterungen an. Im
Grundbereich der rationalen Zahlen wird dieses Verlangen von der Exponential-
funktion gestillt, denn nach dem Theorem von Kronecker und Weber ist jede
abelsche Erweiterung in einem Kreisteilungskörper enthalten, und Kreisteilungs-
körper sind durch Einheitswurzeln, also durch Werte der Funktion f(z) := e2πiz in
rationalen Argumenten, erzeugt. Im nächst schwierigeren Fall der imaginär qua-
dratischen Zahlkörper hatte Kronecker die Idee, daß die elliptische Modulfunktion
j diese Rolle übernimmt, was er als seinen liebsten Jugendtraum bezeichnete. Ist
ein singulärer Modul τ , d.h. ein Punkt der oberen Halbebene, der einen imaginär
quadratischen Körper K erzeugt, gegeben, so ist die Erweiterung K(j(τ))/K
abelsch, und K(j(τ)) ist der Hilbertklassenkörper zu K, wenn Z + τZ ein Ideal
von K ist.3 In beiden Fällen erhalten wir Klassenkörper eines Zahlkörpers durch
Adjunktion von Werten analytischer Funktionen in speziellen Argumenten.4 Die
Ausweitung dieses Prinzips stellte Hilbert der mathematischen Gesellschaft in
seinem berühmten Paris-Vortrag - 20 Jahre vor dem Takagischen Beweis von
Kroneckers Jugendtraum - als Problem 12 als Aufgabe. Man finde analytische
Funktionen, welche für beliebige Grundkörper zur Exponentialfunktion und zur
elliptischen Modulfunktion analoge Eigenschaften aufweisen.5 Es dauerte bis in
die 1950er Jahre ehe André Weil [Wei55], Goro Shimura [Shm55] und Yutaka
Taniyama [Tan55] die prinzipiellen Ideen einer geeigneten Verallgemeinerung der
Theorie der komplexen Multiplikation elliptischer Kurven auf Dimension > 1
entwickeln konnten, die Shimura und Taniyama in [ST61] weiter ausgearbeitet
haben. Sie konnten zeigen, daß Funktionen existieren, die auf dem Modulraum
polarisierter abelscher Varietäten mit einer gewissen Endomorphismenstruktur
leben, die in speziellen Punkten abelsche Erweiterungen von Zahlkörpern, die

3ansonsten ist K(j(τ))/K ein Ringklassenkörper.
4Die rationalen Zahlen besitzen bekanntermaßen keine unverzweigten abelschen Erweite-

rungen, insofern ist es möglicherweise richtiger von K(j(τ)), Z + Zτ ein Ideal des imaginär
quadratischen Zahlkörpers K, als dem geeigneten Substitut für Q zu sprechen. Die maximale
abelsche Erweiterung von K erhalten wir durch zusätzliche Adjunktion von Werten der We-
berfunktionen in Torsionspunkten der entsprechenden elliptischen Kurve an K(j(τ)).

5In Hilberts Rede heißt es
”
... Von der höchsten Bedeutung endlich erscheint mir die Aus-

dehnung des Kroneckerschen Satzes auf den Fall, daß an Stelle des Bereichs der rationalen
Zahlen oder des imaginär quadratischen Zahlenbereichs ein beliebiger algebraischer Zahlkörper
als Rationalitätsbereich zu Grunde gelegt wird; ich halte dies Problem für eines der tiefgehends-
ten und weittragendsten Probleme der Zahlen- und Funktionentheorie. ...“ und später

”
... Wie

wir sehen, treten in dem eben gekennzeichneten Problem die drei grundlegenden Disziplinen
der Mathematik, nämlich Zahlentheorie, Algebra und Funktionentheorie in die innigste gegen-
seitige Berührung und ich bin sicher, daß insbesondere die Theorie der analytischen Funktionen
mehrerer Variablen eine wesentliche Bereicherung erfahren würde, wenn es gelänge, diejenigen
Funktionen aufzufinden und zu diskutieren, die für einen beliebigen algebraischen Zahlkörper die
entsprechende Rolle spielen, wie die Exponentialfunktion für den Körper der rationalen Zahlen
und die elliptische Modulfunktion für den imaginären quadratischen Zahlkörper.“, zitiert nach
[Hil00].



4

wiederum in engem Zusammenhang mit der Endomorphismenstruktur der pa-
rametrisierten Varietät stehen, liefern. Bislang ist es allerdings nur in wenigen
Fällen gelungen, die entsprechenden Modulfunktionen und die damit einherge-
henden Shimuraklassenkörper explizit zu konstruieren.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, Modulfunktionen zweier Kurvenfamilien
vorzustellen, die obige Eigenschaften aufweisen, deren Werte in Parametern von
CM-Kurven also Klassenkörper erzeugen, sowie die auftretenden Körper einge-
hender zu studieren. Dazu werden wir zunächst einige grundlegende Eigenschaf-
ten abelscher Varietäten mit komplexer Multiplikation bereitstellen, was insbe-
sondere der Klärung der Begrifflichkeit dienen soll. Im darauffolgenden Kapi-
tel stellen wir die Konstruktion Picardscher Modulfunktionen zu zwei Kurven-
familien (Picardkurven, eine Familie hyperelliptischer Kurven) dar. Dabei wer-
den wir unser Augenmerk in erster Linie auf die weniger bekannte Konstruktion
der Modulfunktion zur hyperelliptischen Kurvenfamilie legen. Für die Picardsche
Kurvenfamilie geben wir die notwendigen Daten an und verweisen auf die Litera-
tur. In Kapitel 3 werden die auftretenden Grundkörper (Reflexkörper) eingehen-
der untersucht, die, wenn wir der Einfachheit halber galoissch voraussetzen, als
Multiplikationskörper bzw. Endomorphismenalgebren von Jacobischen der Kur-
venfamilien vorkommen. Das Hauptresultat dieses Abschnitts besagt, daß jeder
sextische CM-Körper, der die dritten oder vierten Einheitswurzeln enthält, als
Multiplikationskörper auftritt, und daß jeder solche durch einen singulären Modul
projektiv erzeugt wird. Ausgehend von einem singulären Modul ist es dann nicht
schwer, die Jacobi-Varietät einer CM-Kurve mit vorgegebenem Multiplikations-
typ zu konstruieren und mit Hilfe der Modulfunktion die Gleichung der Kurve an-
zugeben. Im letzten Abschnitt befassen wir uns genauer mit den durch die Werte
der Picardschen Modulfunktionen erzeugten Klassenkörpern. Es ist znächst nicht
klar, daß wir überhaupt echte Erweiterungen der zugrunde liegenden Körper er-
halten, so fällt beispielsweise der Modulkörper einer CM-Kurve mit Gleichung
y2 = 1 − xl, l eine ungerade Primzahl, mit Q zusammen, vgl. [ST61], Chap-
ter IV, 15.4 Example 2), insofern rechtfertigt Beispiel 4.3.3 die vorangegangenen
und weiteren Untersuchungen. Um explizite Resultate zu erhalten, setzen wir im
vierten Kapitel voraus, daß der Endomorphismenring der CM-Varietät isomorph
zur Hauptordnung des Multiplikationskörpers ist. In diesem Fall ist der Shimura-
klassenkörper unverzweigt über dem Reflexkörper, und er ist Klassenkörper zu
einer Idealgruppe, die wir für zyklische Klassengruppen und ungerade Klassen-
zahlen genauer bestimmen können. Es zeigt sich, daß das Haupthindernis zur
Bestimmung der Modulkörper in der Unkenntnis der Wirkung der komplexen
Konjugation auf der Klassengruppe besteht. Abschließend werden wir für kleine
Klassenzahlen dieses Problem lösen und die fraglichen Shimuraklassenkörper bis
zur Klassenzahl 11 bestimmen.
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Kapitel 1

Abelsche Varietäten mit
komplexer Multiplikation

Elliptische Kurven über den komplexen Zahlen lassen sich auf verschiedene Wei-
sen einführen. Beispielsweise können wir eine elliptische Kurve als eindimen-
sionalen komplexen Torus definieren, alternativ können wir elliptische Kurven
als ebene algebraische kubische Kurven (mit einem C-rationalen Punkt) ansehen.
Die Brücke zwischen diesen Auffassungen bildet die Weierstraßsche ℘-Funktion.
Wenn wir uns mit Endomorphismen solcher Kurven beschäftigen, werden wir
über die Interpretation der Kurve als Torus E = C/Λ auf lineare Abbildungen
[α] : C → C, z 7→ αz, also Multiplikationen mit einer komplexen Zahl, geführt,
die das Gitter in sich überführen. Üblicherweise erfüllt α die Eigenschaft [α]Λ ⊂ Λ
nur dann, wenn α eine ganze Zahl ist. Besitzt eine elliptische Kurve E hingegen
Multiplikation mit einem α ∈ C\Z, dann läßt sich aus [α]Λ ⊂ Λ leicht ablei-
ten, daß α eine über R irreduzible ganzzahlige quadratische Gleichung löst und
die Endomorphismenalgebra der Kurve isomorph zum imaginär quadratischen
Zahlkörper Q(α) ist. In diesem Fall hat E komplexe Multiplikation, und wir nen-
nen E eine CM-Kurve. Wie schon in der Einleitung angeklungen ist, haben el-
liptische Kurven wichtige arithmetische Eigenschaften, von denen wir im Verlauf
dieser Arbeit einige auf Kurven vom Geschlecht 3 verallgemeinern werden.

Auf algebraischen Kurven höheren Grades kann allerdings keine algebraische
Gruppenstruktur definiert werden. Die natürliche Verallgemeinerung hiervon sind
algebraische Varietäten mit algebraischer Gruppenstruktur, und sie führt auf den
Begriff der abelschen Varietät. Aus komplex-analytischer Sicht sind abelsche Va-
rietäten höherdimensionale komplexe Tori, die eine projektive Einbettung erlau-
ben. Abelsche Varietäten mit komplexer Multiplikation sind wieder Varietäten
mit größtmöglicher kommutativer Endomorphismenalgebra. Einer algebraischen
Kurve läßt sich auf kanonische Weise eine abelsche Varietät zuordnen, die sog.
Jacobi-Varietät.

Alle Resultate in diesem Kapitel sind wohlbekannt und in der Standardlite-
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ratur über abelsche Varietäten zu finden. Wir orientieren uns bei dieser Zusam-



8 KAPITEL 1. CM-VARIETÄTEN

menstellung in erster Linie an [BL04]. Die Paragraphen über komplexe Multipli-
kation abelscher Varietäten folgen [ST61], siehe auch [Lan83]. Um pathologische
Sonderfälle auszuschließen, setzen wir stets voraus, daß die Dimension der be-
trachteten abelschen Varietäten echt positiv ist.

1.1 Abelsche Varietäten

Eine algebraische Gruppe ist eine algebraische Varietät A zusammen mit einer
Gruppenstruktur, die durch reguläre Abbildungen A × A → A, (g, h) 7→ g + h
und A → A, g 7→ −g, gegebenen ist. Eine abelsche Varietät ist eine projektive
algebraische Gruppe. Die Gruppenstruktur einer abelschen Varietät ist stets kom-
mutativ und durch Auszeichnung eines neutralen Elements eindeutig bestimmt.

Wir betrachten in dieser Arbeit vorrangig abelsche Varietäten, die über den
komplexen Zahlen definiert sind. In dieser Situation ist die Menge A(C) der
C-rationalen Punkte von A eine kompakte, zusammenhängende, komplexe Lie-
Gruppe der Dimension g und als solche isomorph zu einem Torus Cg/Λ, Λ ein
(vollständiges) Gitter in Cg, d.h. ein freier Z-Untermodul von Cg vom Rang 2g.
Den Vektorraum Cg identifizieren wir mit dem Tangentialraum T0A von A an
Null, die Quotientenabbildung Cg → Cg/Λ entspricht der Exponentialabbildung
exp : T0A→ A(C).

Umgekehrt kann aber nicht jeder Torus als abelsche Varietät aufgefaßt werden.
Sei V ein komplexer Vektorraum der Dimension g und Λ ein Gitter in V . Eine po-
sitiv definite hermitesche Form H := S+iE : V ×V → C bzw. ihr Imaginärteilteil
E = Im(H) heißt hermitesche bzw. alternierende Riemannform1 auf X := V/Λ
bzw. auf (V,Λ), falls E : V × V → R eine alternierende R-Bilinearform definiert,
deren Einschränkung auf das Gitter ganzzahlige Werte annimmt.2 Unter einer
rationalen Riemannform verstehen wir ein Vielfaches q · E einer Riemannform
E mit einem positiven rationalen Faktor. Riemannformen, die sich nur um ein
q ∈ Q>0 unterscheiden, sind äquivalent; eine Polarisierung von X ist schließlich
eine Äquivalenzklasse [H] von Riemannformen. In einer Äquivalenzklasse finden
wir stets eine ausgezeichnete, prinzipal3 genannte, Riemannform E, die ganzzah-
lige Werte auf dem Gitter annimmt, für die jedes Vielfache qE, q ∈ (0, 1), diese
Eigenschaft aber verliert.

1H und E bestimmen sich gegenseitig: E ist genau dann eine alternierende Riemannform
auf dem rellen Vektorraum VR := Λ⊗ZR, wenn H(v, w) := E(iv, w)+iE(v, w) eine hermitesche
Riemannform auf V als C-Vektorraum ist.

2Wir betrachten nur nicht ausgeartete Riemannformen und verzichten deshalb auf diesen
Zusatz. Allgemeinener definiert man eine Riemannform als (Imaginärteil einer) positiv se-
midefinite(n) Form H mit ImH(Λ× Λ) ⊂ Z.

3prinzipal ist ein inflationär benutzter Begriff; wir möchten deshalb an dieser Stelle darauf
hinweisen, daß eine prinzipale Riemannform keineswegs eine prinzipale Polarisierung, d.h. eine
Hauptpolarisierung, definiert.
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Nach einem Theorem von Lefschetz, s. [Mum74], I.3, ist die Existenz genügend
vieler meromorpher (Theta-)Funktionen auf X := V/Λ, die eine projektive Ein-
bettung X ↪→ PNC definieren, gleichwertig mit der Existenz einer Riemannform
auf (V,Λ). Das Bild unter dieser Einbettung ist eine analytische Untervarietät
und nach einem Theorem von Chow, s. [Mum74], I.3, algebraisch mit kommuta-
tiver Gruppenstruktur, die durch reguläre Abbildungen gegeben ist. Der Torus
X ist also genau dann eine abelsche Varietät, wenn eine Riemannform auf X
existiert.

Im Verlauf dieser Arbeit verstehen wir unter einer (komplexen) abelschen Va-
rietät einen polarisierbaren Torus. Eine polarisierte abelsche Varietät ist ein Paar
(X, [H]) bestehend aus einem Torus X = V/Λ und einer fixierten Polarisierung
[H] auf X. Wenn keine Mißverständnisse zu befürchten sind, verstehen wir un-
ter einer polarisierten abelschen Varietät ebenfalls ein Paar (A,E) bzw. (A,H)
bestehend aus einer abelschen Varietät A zusammen mit einer Riemannform E
bzw. H. Sei also (X, [H]) eine polarisierte abelsche Varietät und sei H ∈ [H] eine
Riemannform. H ist positiv definit und induziert daher einen Isomorphismus

φH : V → V ∨, φH(v) : w 7→ H(v, w),

in den Raum V ∨ = HomC̄(V,C) der komplex antilinearen Abbildungen f : V →
C. Die Zuordnung f 7→ Im(f) definiert einen R-Vektorraum-Isomorphismus V ∨ ∼=
HomR(V,R). Das Z-Dual

Λ∨ := {f ∈ V ∨ | Im(f)(Λ) ⊂ Z}

ist ein Gitter in V ∨ und

H∨ : V ∨ × V ∨ → C, H∨(f, g) := H(φ−1
H (f), φ−1

H (g)),

eine Riemannform auf dem TorusX∨ := V ∨/Λ∨.X∨ heißt die zuX duale abelsche
Varietät.

Ein Homomorphismus abelscher Varietäten f : X → Y ist eine mit der Grup-
penstruktur verträgliche holomorphe Abbildung X → Y komplexer Mannigfaltig-
keiten. Ein Homomorphismus polarisierter abelscher Varietäten f : (X, [HX ])→
(Y, [HY ]) erfüllt zusätzlich [HX ] = [f ∗HY ]. Endomorphismen der (polarisierten)
abelschen Varietät X bzw. (X, [H]) sind Homomorphismen von X nach X bzw.
von (X, [H]) nach (X, [H]). Entsprechend sind Isomorphismen und Automorphis-
men biholomorphe Homomorphismen und Endomorphismen.

Homomorphismen komplexer Tori X = V/Λ→ X ′ = V ′/Λ′ induzieren lineare
Abbildungen auf den Tangentialräumen V ∼= T0(X) → T0(X ′) ∼= V ′, die die
Gitter ineinander überführen. Da V als universelle Überlagerung von X aufgefaßt
werden kann, bestimmt umgekehrt jede lineare Abbildung F : V → V ′ mit
F (Λ) ⊂ Λ′ einen Homomorphismus X → X ′. Jeder Endomorphismus f : X → X,
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X = V/Λ, führt daher zu einem kommutativen Diagramm mit exakten Zeilen

0 // Λ //

Rf
��

V //

Af
��

X //

f

��

0

0 // Λ // V // X // 0

mit einer C-linearen Abbildung Af und einem Z-Modul-Endomorphismus Rf .
Auf diese Weise erhalten wir zwei Darstellungen der Endomorphismenalgebra

End0(X) := End(X)⊗Z Q :

die komplexe Darstellung

ρC : End0(X)→ EndC(V ) ∼= M(g,C), ρC(f) := Af ,

und die rationale Darstellung

ρQ : End0(X)→ EndQ(Λ⊗Z Q) ∼= M(2g,Q), ρQ(f) := Rf .

Bemerkung 1.1.1. Im Folgenden identifizieren wir ohne ausdrückliche Erwäh-
nung die Endomorphismenalgebra einer komplexen abelschen Varietät der Dimen-
sion g mittels der komplexen Darstellung mit einer Unteralgebra von M(g,C).

Ist [H] eine Polarisierung, so sind die oben definierten Abbildungen φH , H ∈
[H], Isogenien, d.h. surjektive Homomorphismen mit endlichem Kern, auf die
duale abelsche Varietät. Die Polarisierung heißt Hauptpolarisierung, wenn φH :
X → X∨ für ein H ∈ [H] einen Isomorphismus definiert.

Wir fixieren nun eine Basis von V und identifizieren V mit Cg. Nach Wahl
einer Z-Basis α1, . . . , α2g von Λ können wir das Gitter in der Form

Λ = ΠZ2g mit Π := (α1| . . . |α2g) ∈M(g × 2g,C)

schreiben. Die Matrix Π wird Periodenmatrix von X = V/Λ = Cg/ΠZ2g genannt.
Die Frage, welche komplexen Tori algebraisch und somit abelsche Varietäten sind,
beantworten die Riemannschen Periodenrelationen. X ist genau dann eine abel-
sche Varietät, wenn eine alternierende Matrix A ∈M(2g,Z) existiert, so daß

(RR 1) ΠA−1 tΠ = 0, (RR 2) iΠA−1 tΠ̄ > 0

gilt. Die schiefsymmetrische Matrix A ist die Matrix einer alternierenden Form E
auf Λ zur gewählten Gitterbasis, und die erste Bedingung besagt, daß H(u, v) :=
E(iu, v)+ iE(u, v) eine hermitesche Form auf V = Λ⊗R definiert. Die Gramsche
Matrix von H ist 2i(Π̄A−1 tΠ)−1, H ist also genau dann positiv definit, wenn
(RR 2) erfüllt ist.
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Nach einem Lemma von Frobenius können wir eine Z-Modul-Basis
λ1, . . . , λg, µ1, , . . . , µg von Λ, eine symplektische Basis, so wählen, daß das Gitter
die Gestalt

ΛΩ = (D | Ω)Z2g

hat. Hierbei ist D = diag(d1, . . . , dg) eine Diagonalmatrix, deren Diagonalele-
mente di natürliche Zahlen sind, die d1 | d2 | . . . | dg erfüllen, und Ω ∈ GL(g,C)
ist der sogenannte Periodenpunkt von X. Die Riemannschen Periodenrelationen
lesen sich nun wie folgt: Der Torus XΩ := Cg/ΛΩ ist genau dann eine abelsche
Varietät, wenn gilt

tΩ = Ω, Im(Ω) > 0.

Mit anderen Worten parametrisiert das Siegelgebiet vom Grad g

Hg := {Ω ∈M(g;C) | tΩ = Ω, Im(Ω) > 0}

die Menge der polarisierten abelschen Varietäten vom Polarisierungstyp D. Be-
züglich der Basis eν := 1

dν
λν , ν = 1, . . . , g, von V ist durch H = Im(Ω)−1 eine

hermitesche Riemannform auf XΩ gegeben, deren Imaginärteil bzgl. der gewähl-
ten Gitterbasis durch die Matrix

−JD :=
(

0 −D
D 0

)
beschrieben wird. Ist D = Eg die Einheitsmatrix, so ist [H] eine Hauptpolarisie-
rung auf X und mit

J :=
(

0 Eg
−Eg 0

)
ist −J = J−1 die Matrix der alternierenden Riemannform E auf dem R-Vektor-
raum VR = Λ⊗QR. Jede hauptpolarisierte abelsche Varietät ist also isomorph zu
einem Paar (XΩ, [HΩ]) = (C2g/ΛΩ, [(ImΩ)−1]) mit einem Ω ∈ Hg. Wir setzen

αΩ : R2g → Cg, v 7→ (Eg | Ω)v.

Das Gitter ist demnach ΛΩ = αΩ(Z2g). Die Gruppe der symplektischen Transfor-
mationen

Sp(2g,R) := {γ ∈M(2g;R) : tγJγ = J}

operiert durch

( A B
C D ) : αΩ 7→ αΩ ◦

(
tD tB
tC tA

)
= αΩ′ , Ω′ = (AΩ +B)(CΩ +D)−1, (1.1)

auf der Menge solcher Paare (XΩ, [HΩ]) und damit (biholomorph, eigentlich und
transitiv) auf der Siegelschen Halbebene. Ist K der Stabilisator von iEg ∈ Hg

unter dieser Operation, dann ist Sp(2g,R)/K ∼= Hg. Die Siegelsche Modulgruppe

Sp(2g,Z) := {γ ∈M(2g;Z) | tγJγ = J}
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ist eine diskrete Untergruppe der symplektischen Gruppe, und sie wirkt eigent-
lich diskontiniuierlich auf Hg. Zwei hauptpolarisierte abelsche Varietäten XΩ und
XΩ′ sind genau dann isomorph, wenn sie durch einen ganzzahligen symplekti-
schen Basiswechsel, also ein Element von Sp(2g,Z), ineinander überführt werden
können. Daher parametrisiert der Quotientenraum

Ag := Sp(2g,Z)\Hg

die Isomorphieklassen hauptpolarisierter abelscher Varietäten der Dimension g.
Ag bzw. die Satake-Baily-Borel-Kompaktifizierung Âg wird Siegelsche Modul-
varietät genannt; sie trägt die Struktur einer algebraischen Varietät.

1.2 Jacobi-Varietäten

Sei C eine glatte komplexe projektive algebraische Kurve, m.a.W. eine kompakte
Riemannsche Fläche. Das Geschlecht g der Kurve ist per Definition die Dimension
des C-Vektorraums H0(ωC) der holomorphen 1-Formen auf C. Die Paarung

H1(C,Z)×H0(ωC)→ C, (γ, ω) 7→
∫
γ

ω,

induziert einen injektiven Homomorphismus

ι : H1(C,Z)→ H0(ωC)∗ := Hom(H0(ωC),C).

Mit H1(C,Z) ist auch ι(H1(C,Z)) ein freier Z-Modul vom Rang 2g, also ein
Gitter in H0(ωC)∗, das sogenannte Periodengitter. Die Jacobi-Varietät von C ist
der komplexe Torus

Jac(C) := H0(ωC)∗/ι(H1(C,Z)).

Die Schnitt-Paarung auf der Homologiegruppe H1(C,Z) definiert eine alternie-
rende, unimodulare Bilinearform auf dem Periodengitter ι(H1(C,Z)). Wählt man
eine Normalbasis γ1, . . . , γ2g der ersten Homologiegruppe, d.h. eine Basis de-
ren Schnittmatrix die Gestalt J hat, und eine Basis ω1, . . . , ωg von H0(ωC),
also ein Koordinatensystem bezüglich der zu ω1, . . . , ωg dualen Basis l1, . . . , lg
von H0(ωC)∗, dann hat Jac(C) die Gestalt Cg/ΠZ2g mit einer Periodenmatrix

Π =
(∫

γi
ωj

)
. J definiert eine (kanonische) Riemannform und eine Hauptpolari-

sierung auf der Jacobi-Varietät. Jacobi-Varietäten von Kurven vom Geschlecht g
sind somit abelsche Varietäten der Dimension g mit einer kanonischen Hauptpo-
larisierung. Im vorangegangenen Paragraphen hatten wir solche Varietäten durch
den oberen Halbraum Hg parametrisiert und den Modulraum als Quotienten nach
Sp(2g,Z) erkannt. Nach dem Theorem von Torelli sind zwei Kurven isomorph,
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falls ihre Jacobischen als polarisierte abelsche Varietäten isomorph sind. Wir ha-
ben daher eine Einbettung des Modulraums Mg der Kurven vom Geschlecht g
nach Ag.

Die allgemeine lineare Gruppe GL(g,C) wirkt durch Basiswechsel im Raum
der holomorphen 1-Formen auf der Menge der Periodenmatrizen einer Kurve. Ist
insbesondere Π = (Π1|Π2), dann führt Π−1

1 ∈ GL(g,C) mittels

(Π1|Π2) 7→ (Eg|Π−1
1 Π2) 7→ Π−1

1 Π2 ∈ Hg

zu einem Periodenpunkt, der nur noch von der Wahl der Normalbasis abhängt.
Die Wirkung der Siegelschen Modulgruppe auf dem Periodenpunkt entspricht
nun einem Normalbasenwechsel des Gitters H1(C,Z).

Sei O ein fixierter Kurvenpunkt. Die mehrwertige Zuordnung C → H0(ωC)∗,

P 7→ (
∫ P
O

: ω 7→
∫ P
O
ω), läßt sich Z-linear auf die Gruppe Div0(C) der Divisoren

vom Grad 0 fortsetzen, und sie induziert nach dem Theorem von Abel-Jacobi,
vgl. [BL04], 11.1, Theorem 11.1.3, einen einwertigen surjektiven Gruppenhomo-
morphismus Div0(C) → Jac(C), dessen Kern genau aus der Untergruppe P (C)
der Hauptdivisoren besteht. Vermöge der Isomorphie

Pic0(C) := Div0(C)/P (C) ∼= Jac(C) ∼= Cg/ΠZ2g

erbt Pic0(C) die Struktur einer hauptpolarisierten abelschen Varietät.

1.3 CM-Varietäten

Der Endomorphismenring End(A) einer abelschen Varietät A = Cg/Λ ist eine
freie abelsche Gruppe von endlichem Rang, die Endomorphismenalgebra End0(A)
ist eine endlichdimensionale, halbeinfache Q-Algebra.

Eine einfache abelsche Varietät ist eine abelsche Varietät, die keine nichttri-
vialen Untervarietäten besitzt. Aus dem Zerlegungssatz von Poincaré folgt, daß
jede abelsche Varietät isogen zu einem Produkt einfacher abelscher Varietäten
ist. Sei also

∏
Anii die Zerlegung von A in Potenzen paarweise nicht isogener ein-

facher abelscher Varietäten Ai. Die Endomorphismenalgebren der einfachen Ai
sind Schiefkörper Di, die Endomorphismenalgebra End0(A) hat also die Gestalt

End0(A) ∼=
∏

End0(Anii ) ∼=
∏

M(ni, Di).

Sei E = Im(H) eine Riemannform auf A = Cg/Λ. Da E nicht ausgeartet ist,
existiert zu jedem f ∈ End0(A) ein eindeutig bestimmtes Element f ′ ∈ End0(A)
mit der Eigenschaft E(ρQ(f)(λ), µ) = E(λ, ρQ(f ′)(µ)). Die Zuordnung

′ : End0(A)→ End0(A), f 7→ f ′,
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definiert eine Anti-Involution auf End0(A), die Rosati-Involution4 zu E. Bezeich-
net TrQ(f) die Spur der rationalen Darstellung von f , dann ist (f, g) 7→ TrQ(f ′g)
eine positiv definite symmetrische Bilinearform auf dem Q-Vektorraum End0(A);
die Rosati-Involution ist positiv. Die Endomorphismenalgebra einer einfachen
abelschen Varietät ist demnach ein Schiefkörper endlicher Q-Dimension auf dem
eine positive Involution existiert. Algebren mit diesen Eigenschaften wurden von
Albert [Alb61] klassifiziert:

Sei D ein Schiefkörper, F das Zentrum von D und F+ der Fixkörper der
positiven Involution ′ auf D. Es bestehen genau folgende Möglichkeiten (siehe
[Shm63], Proposition 1):

(Typ I) D = F+,

(Typ II) D ist eine total indefinite Quaternionenalgebra über F+,

(Typ III) D ist eine total definite Quaternionenalgebra über F+,

(Typ IV) D ist eine zentraleinfache Algebra über F und F/F+ eine total
imaginär quadratische Erweiterung.

Die Typen I, II und III entsprechen Divisionsalgebren mit Involution erster Art,
d.h. mit einer Involutionen, die auf dem Zentrum F trivial wirkt. In diesen Fällen
ist F = F+ ein total reeller Zahlkörper. Ist (D, ′) vom Typ IV, so wirkt ′ nicht
trivial auf dem Zentrum, (D, ′) ist von zweiter Art. Das Zentrum F ist in diesem
Fall ein CM-Körper, d.h. eine total imaginär quadratische Erweiterung eines total
rellen Zahlkörpers, dem Fixkörper F+ von ′.

Bemerkung 1.3.1. Wir werden unten Jacobi-Varietäten von Kurven vom Ge-
schlecht g = 3 betrachten, deren Endomorphismenalgebren D einen imaginär
quadratischen Zahlkörper K umfassen. Ist die Varietät einfach, dann ist wegen
K ⊂ D, D nicht vom Typ I. Die Typen II und III können nicht auftreten, da
nach [BL04], Prop. 5.5.7, 2[F : Q] ein Teiler von g = 3 sein müßte. D ist daher
eine zentraleinfache F -Algebra vom Typ IV. Wieder nach [BL04], Prop. 5.5.7,
gilt notwendig [F+ : Q][D : F ]2 | 3. Folglich ist D = F , und es ist entweder
F+ = Q, F = K, oder F+ ist ein total reeller kubischer Zahlkörper, F ein sexti-
scher CM-Körper und F/K vom Grad 3.

Analog zum eindimensionalen Fall sind abelsche Varietäten mit komplexer
Multiplikation Varietäten mit größtmöglicher kommutativer Endomorphismenal-
gebra. Sei k ein Zahlkörper. Eine abelsche Varietät A erlaubt Multiplikation mit
k, wenn es eine Q-Algebra-Einbettung ι : k ↪→ End0(A) von k in die Endo-
morphismenalgebra gibt. Ist A einfach mit k-Multiplikation und k vom Grad
[k : Q] = 2 · dimA, dann hat A komplexe Multiplikation mit k, kurz, A ist ei-
ne CM-Varietät. In diesem Fall ist notwendig k ∼= End0(A) ein CM-Körper und
(imaginär) quadratische Erweiterung eines total reellen Zahlkörpers k+, der zum

4Genauer ist f ′ = Φ−1
H ◦ f∨ ◦ ΦH , wobei f∨ die duale Abbildung bezeichnet.
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Fixkörper der Rosati-Involution einer Riemannform auf A isomorph ist. Eine
abelsche Varietät ist vom CM-Typ5, wenn die einfachen Isogeniefaktoren CM-
Varietäten sind.6 Eine Kurve, deren Jacobi-Varietät vom CM-Typ ist, ist eine
CM-Kurve, Periodenpunkte Ω in Hg, die Varietäten vom CM-Typ parametrisie-
ren, heißen CM-Punkte.

Sei A vom CM-Typ, g die Dimension von A, und sei ι : F ↪→ End0(A) die
Einbettung des Multiplikationskörpers vom Grad 2g über Q. Die komplexe Dar-
stellung ρC ◦ ι : F → M(g,C) von F zerfällt in g eindimensionale Darstellungen
ϕi : F → C, i = 1, . . . , g, und ist daher äquivalent zu

DΦ : F →M(g,C), DΦ(f) := diag(ϕ1(f), . . . , ϕg(f)).

Nun ist die direkte Summe ρC⊕ ρ̄C äquivalent zur erweiterten rationalen Darstel-
lung

ρQ ⊗ 1 : End0(A)⊗ C→M(2g,C),

weshalb die Menge Φ := {ϕ1, . . . , ϕg} aus paarweise verschiedenen Q-Homo-
morphismen von F nach C mit der Eigenschaft besteht, daß die vollständige
Menge der Q-Einbettungen von F nach C durch die ϕj und deren komplex-

konjugierten Einbettungen ϕ̄i := ¯◦ϕj : z 7→ ϕj(z), j = 1, . . . , g, gegeben ist. Mit
der Schreibweise Φ̄ := {¯◦ ϕ : ϕ ∈ Φ} ist also

HomQ(F,C) = Φ ∪̇ Φ̄. (1.2)

Wir sagen in diesem Fall, A oder (A, ι) ist vom (Multiplikations-)Typ (F,Φ).
Sei umgekehrt ein total komplexer Zahlkörper F vom Grad [F : Q] = 2g und
eine g-elementige Menge Φ ⊂ HomQ(F,C) mit der Eigenschaft (1.2) vorgegeben.
Das Paar (F,Φ) wird CM-Typ genannt, wenn es eine g-dimensionale abelsche
Varietät von diesem Multiplikationstyp gibt. Ein Typ (F,Φ), F ein CM-Körper
und Φ wie in (1.2), heißt primitiv, wenn er nicht Lift eines echt kleineren Typs
ist, wenn es also keinen Typ (F0,Φ0) mit einem echten CM-Unterkörper F0 von
F gibt, so daß Φ|F0 = Φ0 gilt. Ist (A, ι) eine Varietät vom primitiven Typ (F,Φ)
und hat F/Q den Grad 2 dimA, dann ist A eine einfache abelsche Varietät und
End0(A) = ι(F ).

Bemerkung 1.3.2. Einen CM-Typ Φ = {ϕ1, . . . , ϕg} haben wir als Menge kom-
plexer Einbettungen definiert. Im Folgenden fassen wir Φ ebenfalls als geordnetes
Tupel (ϕ1, . . . , ϕg) wie auch als Abbildung Φ = DΦ auf (vgl. das folgende Beispiel
1.3.3, (ii)). In welcher Interpretation Φ zu sehen ist, sollte aus dem Zusammen-
hang stets klar werden.

5Bei Holzapfel DCM (zerlegte komplexe Multiplikation) genannt.
6Der reduzierte Grad [End0(A) : Q]red einer beliebigen abelschen Varietät A ist durch 2g,

g = dimA, beschränkt. A ist genau dann vom CM-Typ, wenn [End0(A) : Q]red = 2g gilt, siehe
[Mil06], Remark 3.5.
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Beispiel 1.3.3. (i) Für g = 1 sind CM-Körper F genau die imaginär quadrati-
schen Zahlkörper. Der Endomorphismenring der elliptischen Kurve Ea := C/a, a
ein Gitter in F , ist isomorph zur Ordnung O(a) := {f ∈ F : fa ⊂ a} von a, Ea ist
daher eine CM-Kurve vom Typ (F, idF ). Insbesondere tritt jeder imaginär qua-
dratische Zahlkörper als Endomorphismenalgebra einer elliptischen Kurve auf.

(ii) (vgl. [ST61], Chapter II, 6.2., Theorem 3 und Theorem 4). Sei F ein CM-
Körper vom Absolutgrad 2g und (F,Φ) ein primitiver Typ. Weiter sei a ein Gitter
in F . Φ definiert eine R-Vektorraum-Isomorphie

FR := F ⊗ R→ Cg, Φ(f ⊗ x) := DΦ(f) · x = t(ϕ1(f) · x, . . . , ϕg(f) · x),

und eine komplexe Struktur JΦ auf FR. Da a⊗ZR ∼= FR ∼= Cg ist Φ(a) ein Gitter
in Cg und AΦ(a) := Cg/Φ(a) ein Torus. Sei α ∈ F so gewählt, daß Im(ϕ(α)) > 0
für jedes ϕ ∈ Φ und ᾱ = −α. Der Torus AΦ(a) trägt die Struktur einer abelschen
Varietät, denn

E(z, w) :=
∑

ϕj(α)(z̄jwj − zjw̄j)

definiert eine rationale Riemannform auf AΦ(a). Dabei ist für a, b ∈ a

E(Φ(a),Φ(b)) = TrF/Q(αab̄).

Die Ordnung O(a) von a läßt sich mittels ιΦ : f 7→ diag(ϕ1(f), . . . , ϕg(f)) in
End(AΦ(a)) ⊂ M(g,C) einbetten, also ist AΦ(a) eine (einfache) abelsche CM-
Varietät vom Typ (F,Φ). Ist a ein Ideal, dann ist der Ring der ganzen Zahlen
OF = O(a) isomorph zu End(AΦ(a)).

Die Kurven, die wir in den nächsten Kapiteln untersuchen werden, besitzen
einen Automorphismus der Ordnung 3 bzw. 4, der zu einer Einbettung eines
imaginär quadratischen Zahlkörpers in die Endomorphismenalgebra der Jacobi-
schen und zu einer mit der komplexen Darstellung und der Rosati-Involution
verträglichen Darstellung des Zahlkörpers in M(3,C) in folgendem Sinn führt:
Sei D ein Schiefkörper endlicher Q-Dimension mit positiver Anti-Involution ¯
und sei ρ : D → M(g,C) eine Darstellung. Eine polarisierte abelsche Varietät
mit Endomorphismenstruktur vom Typ (D, ,̄ ρ) ist ein Tripel (A,H, ι) bestehend
aus einer abelschen Varietät der Dimension g, einer Riemannform H und einer
Q-Algebra-Einbettung ι : D → End0(A) mit folgenden Eigenschaften:

(a) die Darstellungen ι und ρ sind äquivalent,

(b) die Rosati-Involution ′ von End0(A) zuH setzt die Involution ¯ aufD mittels
ι fort.

Unter einer abelschen Varietät mit imaginär quadratischer Multiplikation vom
Typ (2, 1) verstehen wir eine polarisierte abelsche Varietät der Endomorphismen-
struktur (K, ,̄ ρ) mit einem imaginär quadratischen Zahlkörper K, der komplexen
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Konjugation, also dem nichttrivialen Element von G(K/Q), ¯ : K → K und der
Darstellung ρ : f 7→ diag(f, f, f̄). In diesem Fall ist also mit obigen Bezeichnun-
gen ι(f̄) = ι(f)′ für alle f ∈ K.

Die Werte der elliptischen Modulfunktion in Parametern von CM-Kurven er-
zeugen Klassenkörper des imaginär quadratischen Multiplikationskörpers. Nach
der Verallgemeinerung von Shimura und Taniyama auf abelsche Varietäten erzeu-
gen die Werte geeigneter Modulfunktionen in CM-Punkten wieder Klassenkörper
gewisser, von der Struktur der zugrundeliegenden abelschen Varietät bestimmten,
Zahlkörper, der sogenannten Reflexkörper, zu deren Definition wir nun kommen.
Sei (F,Φ) ein CM-Typ. Typenspur und Typennorm zu (F,Φ) sind definiert als

TrΦ : F → C, TrΦ(f) :=
∑
ϕ∈Φ

ϕ(f) bzw. NΦ : F → C, NΦ(f) :=
∏
ϕ∈Φ

ϕ(f).

Definition 1.3.4. Der Reflexkörper

F ∗ := Q(TrΦ(F ))

zu (F,Φ) ist derjenige Körper, der durch Adjunktion aller Typenspuren von Ele-
menten aus F an Q entsteht.

Für ein Element σ der absoluten Galoisgruppe GQ sei σΦ := {σ ◦ϕ : ϕ ∈ Φ}.
Gilt σΦ = Φ, dann läßt σ die Typenspur eines jeden f ∈ F invariant. Läßt ande-
rerseits σ den Reflexkörper F ∗ elementweise fest, so folgt aus der Unabhängigkeit
der Körperhomomorphismen σΦ = Φ. Der Reflexkörper ist also durch folgende
Eigenschaft charakterisiert:

σ|F ∗ = idF ∗ ⇐⇒ σΦ = Φ. (1.3)

Wie man unmittelbar nachrechnet, gilt σ ◦¯ (TrΦ(f)) = ¯◦ σ(TrΦ(f)) für alle
f ∈ F und σ ∈ GQ. Wegen¯Φ 6= Φ ist F ∗ nicht reell. Der Reflexkörper ist also
ein CM-Körper nach folgendem Kriterium:

Lemma 1.3.5 (siehe [Lan83], p. 6). Ein Zahlkörper k, der nicht reell ist, ist genau
dann ein CM-Körper, wenn die komplexe Konjugation mit jeder Einbettung von
k nach C kommutiert.

Sei N der Galoisabschluß von F/Q und ΦN := {ψ ∈ G(N/Q) : ψ|F ∈ Φ} der
Lift von Φ nach N . Der Reflextyp

Φ∗ := {ψ−1|F ∗ : ψ ∈ ΦN}

ist ein primitiver CM-Typ für F ∗.
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Abschließend definieren wir den Modulkörper einer abelschen Varietät für den
Fall, daß die Varietät über einem Zahlkörper definiert ist. Die Operation

GQ × Q̄[X]→ Q̄[X], (σ,
∑

aIX
α1
1 . . . Xαn

n ) 7→
∑

σ(aI)X
α1
1 . . . Xαn

n ,

führt durch die Wirkung auf den definierenden Gleichungen zu einer Operation

GQ 3 σ : A 7→ Aσ

auf der Menge der über Q̄ definierten abelschen Varietäten A bzw. (A, [H]).7

Diese Operation erhält die Dimension, die CM-Eigenschaft und den Polarisie-
rungstyp. Da jede Isomorphieklasse von abelschen CM-Varietäten einen über ei-
nem Zahlkörper definierten Repräsentanten besitzt, siehe [ST61], 12.4, Prop. 26,
wirkt GQ auf den Isomorphieklassen polarisierter abelscher CM-Varietäten der
Dimension g. Mit (A, [H])σ := (Aσ, [H]σ) bezeichnen wir die σ-Tranformierte
von (A, [H]).

Definition 1.3.6. Sei (A, [H]) eine über einem Zahlkörper definierte polarisierte
abelsche Varietät und

Stab(A, [H]) := {σ ∈ GQ : (A, [H]) ∼= (A, [H])σ}.

Den Modulkörper
M(A) := M(A, [H]) := Q̄Stab(A,[H])

zu A, genauer, zur Isomorphieklasse von (A, [H]), definieren wir als denjenigen
Teilkörper von Q̄, der von Stab(A, [H]) fixiert wird.

[ST61], Ch. I, 4.2, Theorem 2 und Proposition 14, sichert die Existenz und
die Eindeutigkeit des Modulkörpers.8

Bemerkung 1.3.7. Korrekterweise müßten wir zusätzlich fordern, daß die be-
trachteten Homomorphismen mit der Einbettung des Multiplikationskörpers ver-
träglich sind. Da wir uns ausschließlich mit primitiven CM-Typen beschäftigen,
beseitigt [Lan83], Ch. 1, §4, Theorem 4.2, diese Ungenauigkeit: Ist λ : A → B
ein Homomorphismus zweier abelscher Varietäten, und sind (A, ιA), (B, ιB) vom
selben primitiven Typ (F,Φ), so ist ιB(f) ◦ λ = λ ◦ ιA(f) für alle f ∈ F .

7Eine Polarisierung ist durch einen Divisor DH , d.h. durch eine algebraische Teilmenge
der Kodimension 1, repräsentiert. Ist dieser Divisor über einem Zahlkörper definiert, dann ist
Dσ
H durch die σ-transformierten Gleichungen gegeben und repräsentiert eine Polarisierung auf

der σ-Transformierten von A. Ist A über einem Zahlkörper k definiert, dann gibt es in jeder
Polarisierung einen Divisor, der ebenfalls über k definiert ist.

8Allgemeiner läßt sich der Modulkörper M(A) für beliebige abelsche Varietäten A durch
folgende Bedingung charakterisieren:

σ|M(A) = idM(A) ⇐⇒ (A, [H]) ∼= (A, [H])σ



Kapitel 2

Schottky-Taniyama-Formen

In diesem Kapitel werden wir die Konstruktion von Funktionen vorstellen, die auf
dem Parameterraum zweier Kurvenfamilien leben, und die zur elliptischen Mo-
dulfunktion analoge Eigenschaften aufweisen. Insbesondere sind diese Funktionen
aus Modulformen - in [Rie07] Schottky-Taniyama-Formen genannt - aufgebaut,
die zu gegebenem Periodenpunkt eine Gleichung der parametrisierten Kurve lie-
fern (Schottky-Eigenschaft), und deren Werte in CM-Punkten abelsche Erweite-
rungen gewisser Zahlkörper vom Grad 6 erzeugen (kubische Erweiterungen der
Eisenstein- bzw. der Gaußzahlen; Taniyama-Eigenschaft), und sie können explizit
in Termen von Thetakonstanten angegeben werden.

Die Ergebnisse dieses Abschnitts sind bekannt. Die Konstruktion der Picard-
schen Modulfunktion zur Familie der Picardkurven wurde von Holzapfel und
Shiga durchgeführt, siehe [Hol86], Ch. I, [Hol95], Ch. IV, und [Shg88], die Modul-
funktion zur hyperelliptischen Kurvenfamilie fußt auf Resultaten von Matsumoto
[Mat89] und ist in [Rie07] zu finden. Mit den Ergebnissen aus [KS08] läßt sich die
Matsumoto-Theta-Abbildung in etwas handlicherer Gestalt als noch in [Rie07]
darstellen; sie ist im Appendix zu finden.

Vorbild für die Konstruktion der angesprochenen Modulformen sind im klas-
sischen Fall der imaginär quadratischen Zahlkörper die Eisensteinreihen g2, g3 :
H→ C zum Gitter Λτ = Z+ τZ, die definiert sind als

g2(τ) = 60
∑

06=λ∈Λτ

1

λ4
, g3(τ) = 140

∑
0 6=λ∈Λτ

1

λ6
.

Die elliptische Modulfunktion j : H→ C besitzt eine Darstellung als Quotient

j = 123g3
2/∆, ∆ = g3

2 − 27g2
3,

dieser Modulformen, sie induziert eine birationale Abbildung des kompaktifizier-

ten Modulraums Γ̂\H = Γ\(H ∪ Q ∪ {∞}), Γ = SL(2,Z), der Familie der ellip-
tischen Kurven in die projektive, über Q definierte Varietät P1

C, und sie erzeugt

19
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den Körper der meromorphen Funktionen der Riemannschen Fläche Γ̂\H. Ist
ein Periodenpunkt τ in der oberen Halbebene vorgegeben, dann definieren die
Eisensteinreihen eine Kurve Cτ in Weierstraßform

Cτ : y2z = 4x3 − g2(τ)xz2 − g3(τ)z3.

Die Eisensteinreihen sind demnach Schottky-Formen zur elliptischen Modulgrup-
pe Γ = SL(2,Z), und eine Weierstraß-Kurve Cτ ist über dem Körper Q(j(τ))
definiert. Sei nun σ ∈ HomQ(k,C) eine komplexe Einbettung eines Definiti-
onskörpers k von Cτ und bezeichne τ ′ den Parameter der σ-transformierten ellip-
tischen Kurve. Da Cτ genau dann isomorph zu Cτ ′ = Cσ

τ ist, wenn j(τ) = j(τ ′)
gilt, zeigt ein Blick auf die definierende Weierstraßgleichung, daß die j-Invariante
der σ-Transformierten gleich j(τ)σ ist. Die Kurven sind folglich genau dann iso-
morph, wenn σ die j-Invariante fest läßt. Per Definition erhalten wir also den
Modulkörper der Kurve Cτ durch Adjunktion von j(τ) an Q. Nach dem ersten
Hauptsatz der komplexen Multiplikation ist der mit dem Multiplikationskörper
K = Q(τ) erweiterte Modulkörper M(Cτ )K einer CM-Kurve eine abelsche Erwei-
terung des Multiplikationskörpers. Ist also τ ein CM-Punkt, dann ist K(j(τ))/K
ein Klassenkörper, d.h. die Eisensteinreihen besitzen ebenfalls die angesproche-
ne Taniyama-Eigenschaft. Ist das Gitter Z + τZ zusätzlich ein (gebrochenes)
Ideal im imaginär quadratischen Körper K = Q(τ), dann ist das Kompositum
M(Cτ )K = K(j(τ)) der Hilbertklassenkörper zu K, d.h. K(j(τ))/K ist die ma-
ximal unverzweigte abelsche Erweiterung von K.

2.1 Picardsche Modulformen

Die Rolle der elliptischen Modulgruppe übernimmt in höherer Dimension zu-
nächst die symplektische Gruppe Sp(2g,Z), vgl. Kapitel 1.1; die kanonische Ver-
allgemeinerung der Modulformen und -funktionen zu SL(2,Z) in Dimension g > 1
sind die Siegelschen Modulformen bzw. -funktionen.

Definition 2.1.1. Sei g > 1. Eine Siegelsche Modulform vom Gewicht k bzgl.
einer diskreten Untergruppe G von Sp(2g,R) ist eine holomorphe Funktion f :
Hg → C, derart daß

f(γΩ) = det(CΩ +D)kf(Ω) ∀ γ = ( A B
C D ) ∈ G.

Eine Siegelsche Modulfunktion zur Gruppe G ist eine meromorphe Funktion, die
sich als Quotient zweier Modulformen gleichen Gewichts darstellen läßt.

Bemerkung 2.1.2. Für g = 1 fordert man zusätzlich die Holomorphie in ∞,
die aber für höheres Geschlecht nach dem Koecher-Prinzip, siehe z.B. [vdG08],
Theorem 2, automatisch erfüllt ist.
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Das Konzept zur Konstruktion von Funktionen mit Taniyama-Eigenschaft
wurde von Shimura in [Shm68] dargestellt. Dort ist die Existenz einer holomor-
phen Abbildung J : Hg → V in eine Zariski-offene Teilmenge einer über Q
definierten projektiven Varietät V ∗ gesichert, die über den Quotienten Ag :=
Sp(2g,Z)\Hg, den Modulraum der hauptpolarisierten abelschen Varietäten der
Dimension g, faktorisiert und einen biregulären Morphismus Ag → V induziert,
der folgende Eigenschaften besitzt: Angenommen A ist eine über k definierte
hauptpolarisierte abelsche Varietät, und σ : k → C ist eine Einbettung. Seien Ω
und Ωσ Punkte der oberen Halbebene Hg, die A bzw. die σ-transformierte Va-
rietät Aσ parametrisieren. Dann liegen die Koordinaten von J(Ω) in k, und es
gilt J(Ωσ) = J(Ω)σ.

Folglich ist A genau dann isomorph zur σ-Transformierten Aσ, wenn der Peri-
odenpunkt Ωσ in der Bahn von Ω unter der Wirkung der symplektischen Gruppe
Sp(2g,Z) liegt, d.h. wenn J(Ω) = J(Ωσ) = J(Ω)σ gilt. Per Definition erhalten
wir also den Modulkörper M(A) von A durch Adjunktion der Koordinaten von
J(Ω) an Q, also durch Adjunktion von Werten unter der Wirkung der symplekti-
schen Gruppe invarianter Funktionen, d.h. Siegelscher Modulfunktionen. Wie im
eindimensionalen Fall führt der Modulkörper von CM-Varietäten zu abelschen
Erweiterungen gewisser Zahlkörper, nämlich der im ersten Kapitel eingeführten
Reflexkörper, die sich in unserem Fall als zu den Multiplikationskörpern konju-
giert herausstellen werden.

Wir spezialisieren uns nun auf Dimension g = 3 und fordern zusätzlich, daß die
abelschen Varietäten Multiplikation mit einem fixierten imaginär quadratischen
Zahlkörper vom Typ (2, 1) besitzen. Shimura zeigt in seinem Artikel [Shm63],
daß (analytische) Familien polarisierter abelscher Varietäten mit einer derarti-
gen Endomorphismenstruktur durch einen zweidimensionalen komplexen Ball B,
der als symmetrisches Gebiet zu einer unitären Gruppe U(2, 1) auftritt, und ih-
re Isomorphieklassen durch den Quotienten ΓK\B, ΓK = PU((2, 1),OK), para-
metrisiert werden. Für die Jacobischen unserer Kurvenfamilien, die eine solche
Struktur tragen und die dicht im Modulraum der entsprechenden analytischen
Familie liegen, werden wir dieses Ergebnis explizit erhalten.
Sei V = (V, h) ein nicht ausgearteter hermitescher Raum der Dimension 3 über
einem Körper k. Die Gruppe der Isomorphismen, d.h. der bijektiven Isometrien,
dieses Raums ist die unitäre Gruppe

U(V, h) := {γ ∈ GL(V ) : h(γ(v), γ(w)) = h(v, w) ∀v, w ∈ V }.

Die spezielle bzw. die projektive unitäre Gruppe zu (V, h) ist die Gruppe

SU(V, h) := {γ ∈ U(V, h) : det γ = 1}

der Isometrieen der Determinante 1 bzw. die Faktorgruppe

PU(V, h) := U(V, h)/Z(U(V, h))
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nach dem Zentrum. Nach Wahl einer Basis können wir V mit k3 und h mit
einer hermiteschen Matrix H mit der Eigenschaft h(v, w) = tvHw̄ identifizieren.
Ist k = C, oder ist k ein imaginär quadratischer Zahlkörper, dann ist das Paar
(V, h) durch die Signatur (p, q) und die (Klasse der) Determinante von h (in
Q∗/Nk/Q(k∗)) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. In den Fällen, in denen
es allein auf die Signatur (p, q) ankommt, oder wenn klar ist, mit welcher Form
wir arbeiten, schreiben wir auch U((p, q), k), SU((p, q), k) bzw. PU((p, q), k) für
U(V, h), SU(V, h) bzw. PU(V, h).

Sei jetzt (V, h) ein hermitescher C-Vektorraum der Signatur (2, 1), H sei die
Gramsche Matrix von h. Die Operation der unitären Gruppe auf V = C3 induziert
eine Operation

U((2, 1),C)× P2
C → P2

C,

die das zum komplex zweidimensionalen Ball biholomorphe Gebiet1

BH := {τ = Pv ∈ P2
C : tvHv̄ < 0}

stabilisiert und transitiv auf BH operiert. Der Stabilisator eines Ballpunkts τ mit
affinem Repräsentanten v ∈ C3 unter dieser Wirkung ist die maximal kompakte
Untergruppe

U((2, 1),C)τ = U(Cv)× U(Cv⊥) ∼= U(1)× U(2).

BH läßt sich also als Quotient der algebraischen Gruppe U((2, 1),C) nach der
maximal kompakten Untergruppe U((2, 1),C)τ auffassen.

Sei nun K ein imaginär quadratischer Zahlkörper, L sei ein OK-Gitter im
K-Vektorraum V ∼= K3 und h wieder eine hermitesche Form der Signatur (2, 1)
auf V . Setze

ΓL := {γ ∈ U((2, 1), K) : γL ⊂ L}.

Eine Untergruppe Γ′ von U((2, 1), K) ist arithmetisch, wenn sie kommensurabel
zu einer Gruppe ΓL ist, d.h. wenn der Durchschnitt Γ′ ∩ ΓL endlichen Index in
ΓL wie auch in Γ′ hat. Insbesondere ist

Γ := ΓO3
K

= U((2, 1),OK) = U((2, 1), K) ∩M(3,OK)

eine arithmetische Untergruppe. Eine Hauptkongruenzuntergruppe von Γ ist eine
Gruppe der Gestalt

Γ(a) := {γ ∈ Γ : γ ≡ E3 mod a}

mit einem Ideal a ⊂ OK , eine Kongruenzuntergruppe ist eine Untergruppe von Γ,
die eine Hauptkongruenzuntergruppe enthält. Kongruenzuntergruppen Γ′ von Γ,
wie auch SΓ′ = Γ′∩SL(3,C) und das kanonische Bild PΓ′ von Γ′ in PU((2, 1), K)
nennen wir (spezielle/projektive) Picardsche Modulgruppen. Γ selbst - wie auch

1Für v = t(v0, . . . , vn) ∈ Cn+1\{0} setzen wir Pv := (v0 : . . . : vn) ∈ PnC.
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SU((2, 1),OK) oder PU((2, 1),OK) - wird als volle Picardsche Modulgruppe2 be-
zeichnet. Picardsche Modulgruppen sind diskrete Untergruppen der Automor-
phismengruppe Authol(BH) ∼= PU((2, 1),C), die eigentlich diskontinuierlich mit
endlichem Kovolumen auf BH operieren, und sie führen zu lokal-kompakten Quo-
tienten Γ′\BH . Sei ∂KBH := {v ∈ P2

C : tvHv̄ = 0} ∩ P2
C(K). Jede Picard-

sche Modulgruppe Γ′ wirkt auf dem Rand ∂KBH mit nur endlich vielen Bahnen
([BJ06], III.2-III.4). Eine Γ′-Spitze ist eine Γ′-Bahn auf ∂KBH bzw. ein Repräsen-
tant einer Γ′-Bahn. Nach Baily-Borel [BB66] ist Γ′\(BH ∪ ∂KBH) =: X̂Γ′ eine
kompakte algebraische Fläche, die sog. (Satake-)Baily-Borel-Kompaktifizierung
von XΓ′ = Γ′\BH . Unter einer Picardschen Modulfläche verstehen wir einen Quo-
tienten XΓ′ bzw. die Kompaktifizierung X̂Γ′ des Balls BH ∈ P2

C nach einer Pi-
cardschen Modulgruppe. Eine Picardsche Modulform bezüglich Γ′ vom Gewicht
k zum Charakter χ von Γ′ ist nun eine holomorphe Abbildung f : BH → C, die
für alle τ ∈ BH und γ ∈ Γ′ folgende Relation erfüllt

f(γ(τ)) = χ(γ) det

(
∂γ

∂τ
(τ)

)−k
f(τ).

Hier bezeichnet det(∂γ
∂τ

(τ)) die Jacobideterminante von γ : τ 7→ γ(τ). Eine (mero-
morphe) Picardsche Modulfunktion zum Gitter Γ′ ist Quotient zweier Modulfor-
men gleichen Gewichts zum selben Charakter. Damit entsprechen die rationalen
Funktionen auf einer Picardschen Modulfläche umkehrbar eindeutig den Picard-
schen Modulfunktionen, die Quotientenfläche X̂Γ′ können wir als das projektive
Spektrum Proj(R[Γ′]) des Rings R[Γ′] der Γ′-Modulformen auffassen.

2.2 Schottky-Taniyama-Formen

Wir kommen nun zu den versprochenen Modulfunktionen zweier Kurvenfamilien
mit der angedeuteten Schottky-Taniyama-Eigenschaft. Die Konstruktionsprinzi-
pien unterscheiden sich in erster Linie in technischen Aspekten; wir stellen sie
daher für die Familie der hyperelliptischen Kurven etwas ausführlicher dar und
geben für die Picardkurven die später benötigten Daten an. Genauere Ausführun-
gen über Picardkurven findet man in [Hol86], [Hol95] und [Shg88].

2.2.1 Hyperelliptische Kurven

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Ergebnisse gehen wesentlich auf K. Matsu-
motos Darstellung der inversen Periodenabbildung der Kurvenfamilie in Termen
von Thetakonstanten zurück, siehe [Mat89]. Matsumotos Theta-Abbildung defi-
niert eine Projektion des Balls auf den Quotienten nach der Monodromiegruppe
eines Systems hypergeometrischer Differentialgleichungen, der sich als doppelte

2Allgemeiner werden auch die Gruppen PU((n, 1),OK) Picardsche Modulgruppen genannt.
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Überlagerung der projektiven Ebene herausstellt. Der Modulraum der Kurvenfa-
milie ist nach einem Resultat von Piñeiro der Raum P2

C/S3. Um die gewünsch-
ten Schottky-Taniyama-Formen zu erhalten, müssen wir lediglich Matsumotos
Theta-Abbildung mit der Abbildung P2

C → P2
C/S3 verknüpfen. Letzteres wurde

in [Rie07] durchgeführt.

Wir betrachten die Familie F glatter hyperelliptischer Kurven C̃(x, y) vom
Geschlecht 3 mit Modell

C(x, y) : w4 = z2(z − 1)2(z − x)(z − y)

und Parametern

(x, y) ∈M := P1 × P1\� := C2\{(x, y) | xy(x− 1)(y − 1)(x− y) = 0}.

Eine Basis der holomorphen 1-Formen einer Kurve C̃(x, y) aus F ist

η1 := dz/w, η2 = z(z − 1)dz/w3, η3 = z2(z − 1)dz/w3.

Bemerkung 2.2.1. Die Abbildung

f := η1/(η3 − yη2) = w2/z(z − 1)(z − y) : C̃(x, y)→ P1
C

ist eine 2:1-Überlagerung der projektiven Geraden, die Kurven sind also hyperel-
liptisch. Die Berechnung der Verzweigungspunkte der 2:1-Überlagerung führt zu
einem birationalen Modell der hyperelliptischen Kurve mit Gleichung u2 = p(v),
p(v) ein Polynom vom Grad 2g + 1 oder 2g + 2 in v. Der Verzweigungsort der

Überlagerung f in P1
C ist {0,±1,±

√
x
y
,±
√

1−x
1−y ,∞}. Die Kurve C̃(x, y) ist also

birational äquivalent zu

C̃ ′(x, y) : u2 = v(v2 − 1)

(
v2 − x

y

)(
v2 − 1− x

1− y

)
.

Die Periodenabbildung der Kurvenfamilie

Zu einem fixierten Parameter (x0, y0) läßt sich explizit eine Basis b0 := {Aj, Bk :

1 ≤ j, k ≤ 3} der Homologiegruppe H1(C̃(x0, y0),Z) konstruieren, deren Schnitt-
matrix in kanonischer Gestalt J gegeben ist, und auf der der Automorphismus
ρ : (z, w) 7→ (z, iw) ∈ Aut(C̃(x0, y0)) der Ordnung 4 wie folgt operiert:3

ρA1 = A2, ρA2 = −A1, ρA3 = B3,
ρB1 = B2, ρB2 = −B1, ρB3 = −A3.

(2.1)

3Die von Matsumoto angegebenen Relationen (1.6) wie auch die (2.2) entsprechenden (1.9)
sind mit einem Tippfehler ausgestattet.
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Periodenintegrale und Periodenmatrix bezeichnen wir wie folgt

Π =

(∫
Aj

ηk|
∫
Bj

ηk

)
=

a1 a3 a5 a2 a4 a6

b1 b3 b5 b2 b4 b6

c1 c3 c5 c2 c4 c6

 .

Die Relationen (2.1) implizieren folgende Beziehungen zwischen den Periodenin-
tegralen

a3 = −ia1, a4 = −ia2, a6 = −ia5,
b3 = ib1, b4 = ib2, b6 = ib5,
c3 = ic1, c4 = ic2, c6 = ic5,

(2.2)

also ist

Π = (Π1|Π2) =

a1 −ia1 a5 a2 −ia2 −ia5

b1 ib1 b5 b2 ib2 ib5

c1 ic1 c5 c2 ic2 ic5

 . (2.3)

Sei nun (x, y) ein beliebiger Parameter und s ein Weg von (x0, y0) nach (x, y) in

M. Fortsetzung von b0 entlang s liefert eine Basis b von H1(C̃(x, y),Z), auf der ρ
wie in (2.1) operiert. Integration der Differentialformen ηk über die resultierenden
Zykeln führt zu Periodenintegralen, die wieder die Relationen (2.2) erfüllen. Unter
Ausnutzung der Riemannrelationen erhält man als Periodenpunkt

Ω(x, y) = Π−1
1 Π2 =

u+ i
2
v2 −1

2
v2 −iv

−1
2
v2 u− i

2
v2 v

−iv v i

 , u :=
a2

a1

, v :=
a5

a1

. (2.4)

Die Periodenintegrale ak, bk, ck und somit auch die Quotienten u, v hängen dabei
vom Parameter x, y ∈ M und vom gewählten Weg s ab. Insgesamt erhalten wir
eine mehrwertige Abbildung

Ψ :M→ H3, (x, y) 7→ Ω(x, y). (2.5)

Für Parameter (x, y) in M liegen u und v im Gebiet

Baff
H := {(u, v) ∈ C2 : Im(u)− 1

2
|v|2 > 0}

oder, äquivalent hierzu, (a1 : a2 : a5) ∈ BH , wobei

P2
C ⊃ BH := {(z0 : z1 : z2) : tzHz̄ < 0}, H =

(
0 −i 0
i 0 0
0 0 1

)
.

Die Einbettung µ : BH ↪→ H3, gegeben durch

µ(ζ0 : ζ1 : ζ2) :=

u+ i
2
v2 −1

2
v2 −iv

−1
2
v2 u− i

2
v2 v

−iv v i

 , u =
ζ1

ζ0

, v =
ζ2

ζ0

, (2.6)

führt also wegen Ψ(M) ⊂ µ(BH) zur mehrwertigen Periodenabbildung

Ψ̃ := µ−1 ◦Ψ :M→ BH , (x, y) 7→ (µ−1 ◦Ψ)(x, y).
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Bemerkung 2.2.2. Der Automorphismus ρ ∈ Aut(C̃(x, y)) definiert durch ρ :∫ P
Q
η 7→

∫ P
Q
η ◦ ρ einen Endomorphismus der Ordnung 4 von Jac(C̃(x, y)) und

induziert eine Einbettung von K = Q(i) in die Endomorphismenalgebra. Da

η1 ◦ ρ = −iη1, η2 ◦ ρ = iη2, η3 ◦ ρ = iη3

ist diese Einbettung bezüglich der zu η1, η2, η3 dualen Basis durch

Q(i) 3 i 7→ ρ 7→ diag(−i, i, i) ∈ ρC(End0(Jac(C̃(x, y))))

gegeben. Die Jacobischen der Kurvenfamilie sind demnach dreidimensionale abel-
sche Varietäten mit Q(i)-Multiplikation vom Typ (2,1).

Übergang zum Modulraum

Eine rationale Abbildung α : C → C ′ zweier hyperelliptischer Kurven mit 2:1-
Überlagerungen f und f ′ ist genau dann eine Isomorphie, wenn es einen Auto-
morphismus σ von P1

C gibt, so daß folgendes Diagramm kommutiert:

C
α //

f
��

C ′

f ′

��
P1
C σ

// P1
C.

Insbesondere gehen dabei Verzweigungspunkte in Verzweigungspunkte und sin-
guläre Punkte des affinen Modells in singuläre Punkte über. Eine detaillierte
Betrachtung der möglichen projektiven Automorphismen ergibt, daß zwei Kur-
ven unserer Familie genau dann isomorph sind, wenn die Parameter durch ein
Element der durch

k1(x, y) = (y, x), k2(x, y) = (1− x, 1− y), k3(x, y) =

(
1

x
,

1

y

)
erzeugten Untergruppe K ∼= C2 × S3 der Automorphismengruppe von P1

C × P1
C

ineinander überführt werden, siehe [HPV98], Appendix 1. Wir halten fest: Die

Isomorphieklassen der Kurven C̃(λ), λ ∈M, werden durchM/K parametrisiert.

Arithmetische Gruppen und Monodromie

Ein geschlossener Weg δ : [0, 1] → M, δ(0) = δ(1) = (x, y), definiert eine sym-

plektische Transformation von H3 und einen Normalbasenwechsel von C̃(x, y),
also einen biholomorphen Automorphismus des Balls BH . Auf diese Weise erhal-
ten wir eine Darstellung der Fundamentalgruppe

π1(M, (x0, y0))→ PU(H,C) ∼= Authol(BH),
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die die Mehrwertigkeit der Periodenabbildung Ψ̃ beschreibt: Ist Γ′2 das Bild der
Fundamentalgruppe, dann definiert die Periodenabbildung eine einwertige Abbil-
dung von M in den Quotienten Γ′2\BH .

Grundlegende Eigenschaften der Periodenabbildung fußen auf Delignes und
Mostows Untersuchungen von Systemen Fuchsscher Differentialgleichungen. Zu
diesem Zweck erinnern wir an die Beziehungen zwischen Kurven spezieller Glei-
chungstypen mit ParameterraumM und Systemen hypergeometrischer Differen-
tialgleichungen. Beweise und genauere Ausführungen findet man in [DM86] oder
auch [Yos87].

Sei µ = (µ0, µ1, µ2, µ3, µ4) ein Quintupel rationaler Zahlen in (0, 1) mit Summe∑4
j=0 µj = 2 und bezeichne d den Hauptnenner der µj. Wir betrachten glatte

projektive Kurven C̃µ(x, y) mit affinem Modell

Cµ(x, y) : wd = zdµ0(z − 1)dµ1(z − x)dµ2(z − y)dµ3

und Parametern (x, y) ∈M = P1 × P1\�. Auf jeder dieser Kurven definiert

η = dz/w = z−µ0(z − 1)−µ1(z − x)−µ2(z − y)−µ3

eine holomorphe Differentialform. Aufgefaßt als Funktion in x und y genügen
die Periodenintegrale

∫
Z(x,y)

η von Cµ(x, y) dem System F1(a, b, b′, c) partieller

Differentialgleichungen

x(1− x)
∂2u

∂x2
+ y(1− x)

∂2u

∂x∂y
+ (c− (a+ b+ 1)x)

∂u

∂x
− by∂u

∂y
− abu = 0,

y(1− y)
∂2u

∂y2
+ x(1− y)

∂2u

∂y∂x
+ (c− (a+ b′ + 1)y)

∂u

∂y
− b′x∂u

∂x
− ab′u = 0,

wobei µ0 = c− b− b′, µ1 = 1 + a− c, µ2 = b, µ3 = b′.
Ist eine Fundamentallösung für (x, y) ∈ M gegeben - das System ist nicht-

singulär und der Lösungsraum hat Dimension 3 aufM - erreichen wir durch ana-
lytische Fortsetzung entlang Wegen δ ∈ π1(M, (x, y)) eine Darstellung der Funda-
mentalgruppe in GL(V ) ∼= GL3(C). Das Bild von π1(M, (x, y)) unter dieser Dar-
stellung ist die Monodromiegruppe des Systems, die projektive Monodromiegruppe
ist das Bild der Monodromiegruppe unter der Projektion GL(3,C)→ PGL(3,C).

In unserem Fall hat das assoziierte System Werte µ0 = µ1 = µ4 = 1/2 und
µ2 = µ3 = 1/4, und demnach ist F1(a, b, b′, c) = F1(1

2
, 1

4
, 1

4
, 1). Die µj genügen

zusätzlich der Bedingung

(INT) für i 6= j: (1− µi − µj)−1 ∈ Z ∪ {∞}.

Die Periodenpunkte (
∫
A1(x,y)

η1 :
∫
B1(x,y)

η1 :
∫
A3(x,y)

η1) definieren projektive

Lösungen des Systems; nach [DM86], Theorem 11.4 und List 14.4, siehe auch
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[Yos87], PTMD-Theorem, ist die projektive Monodromiegruppe PMon =: Γ′2 ein

arithmetisches Gitter in Aut(BH) und Ψ̃ induziert eine injektive Abbildung von

M nach Γ′2\BH . Bis auf Kompaktifizierung koinzidiert Ψ̃−1 (über die Verzwei-
gung und in die Spitzen fortgesetzt) mit der Quotientenabbildung BH → Γ′2\BH
und führt zu einer biholomorphen Abbildung

Γ′2\BH → P1
C × P1

C\{(0, 0), (1, 1), (∞,∞)}.

Wir identifizieren die letzteren Objekte. Der kompaktifizierte Verzweigungsort

� der Quotientenabbildung BH → Γ′2\BH besteht aus den sieben Geraden x =
0, 1,∞, y = 0, 1,∞, x = y mit Verzweigungszahlen 2 über der Diagonalen und
4 über den verbleibenden Geraden außerhalb der Dreifachpunkte. Wir definieren
eine Gewichtsabbildung

b : P1
C × P1

C −→ N ∪ {∞}

durch b(P ) =∞ für alle P ∈ {(0, 0), (1, 1), (∞,∞)} =:�∞ und b(P ) gleich der

Verzweigungszahl von Ψ̃−1 in Q, Q ∈ BH ein Urbild von P , P 6∈�∞. Das Tripel
(P1
C × P1

C,�, b) ist ein Orbifold, das durch den Ball BH uniformisiert wird, vgl.
[Yos87].

Um explizite Erzeugende der Monodromiegruppe zu berechnen, fixiert Matsu-
moto einen Parameter λ0 und wählt eine Basis der Fundamentalgruppe π1(M, λ0).

Deformation der Kurve C̃(λ0) entlang geschlossener Wege führt zu einer symplek-
tischen Transformation des Siegelgebiets und schließlich zu Ballautomorphismen
γ1, . . . , γ5. Da die Fundamentalgruppe π1(M/K, λ̄0) des Modulraums isomorph
zu π1(M, λ0)/K ist, führt die Wahl dreier Wege von λ0 zu den K-äquivalenten
Punkten kj(λ0), j = 1, 2, 3, zu Automorphismen γ6, γ7, γ8 ∈ Aut(BH) und zu
Erzeugenden der (erweiterten) Monodromie der Abbildung Ψ̄ :M/K → BH . Die

resultierenden Transformationsgruppen bezeichnen wir mit Mon(Ψ̃) und Mon(Ψ̄).
Die Berechnung ergibt (siehe [Mat89], (2.5) und (2.7))4

Mon(Ψ̃) =< γ1, . . . , γ5 > ⊂ Mon(Ψ̄) =< γ1, . . . , γ8 >, wobei

γ1 =

 1 0 0
1 + i 1 1− i
−1− i 0 i

 , γ2 =

2 + i −1− i −1− i
1 + i −i −1− i
1− i −1 + i i

 ,

γ3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 −1

 , γ4 =

i 1− i 1− i
0 i 0
0 −1− i −1

 ,

4Die unten angegebene Matrix γ5 unterscheidet sich von Matsumotos g(δ5). Betrachtet man
die symplektische Matrix N(δ5), siehe [Mat89], (2.4), läßt sich leicht nachrechnen, daß sich in
das dort angegebene g(δ5) ein Tippfehler eingeschlichen hat.
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γ5 =

 2 + i −1− i 1− 1
1 + i −i 1− i
−1− i 1 + i i

 , γ6 =

1 0 0
0 1 0
0 0 i

 ,

γ7 =

1 −1 0
0 1 0
0 0 1

 , γ8 =

−1 0 0
−1 −1 0
0 0 −1

 .

Wir identifizieren die projektive und die spezielle Picardsche Modulgruppe Γ :=
PU(H,Z[i]) = SU(H,Z[i]) der Gaußzahlen. Γ1 := Γ(1 + i) sei die Kongruenzun-
tergruppe zum Ideal (1+i). Die Beziehung zwischen den (erweiterten) projektiven
Monodromiegruppen

Γ′2 := PMon(Ψ̃) ⊂ Γ′1 := P < γ1, . . . , γ6 > ⊂ Γ′ := PMon(Ψ̄)

und den arithmetischen Gruppen

Γ1 := Γ(1 + i) ⊂ Γ = PU(H,Z[i])

können wir unter Verwendung folgender Fakten herstellen.

Satz 2.2.3 (siehe [HV01], Chapter 8 und 9). Die Baily-Borel Kompaktifizierung
X̂Γ1, Γ1 = Γ(1 + i), von Γ1\BH ist P2

C. Der kompaktifizierte Verzweigungsort
der Quotientenabbildung pΓ1 : BH → XΓ1 besteht aus einer ebenen Apollonius
Konfiguration �, d.h. einer Quadrik Ĉ0 und drei Tangenten Ĉj, j = 1, 2, 3.
Γ1 hat drei inäquivalente Spitzen κ1, κ2, κ3 ∈ ∂Q(i)BH , die den Schnittpunkten

Ĉ0 ∩ Ĉj, j = 1, 2, 3 entsprechen.

Außerhalb der Bilder der Spitzen ist das Gewicht der Verzweigungskurven Ĉj
vier, mit der Notation von [HV01] befinden wir uns also in der Situation Apoll-3.
Mit diesen Resultaten können wir die folgende Proposition verifizieren.

Satz 2.2.4 (vgl. [Mat89], Prop. 2.2, [Rie07], Prop. 2.3). Arithmetische Beschrei-
bung der Monodromie.

(i) Γ′1 = Γ1, (ii) Γ′ = Γ, (iii) (Γ1 : Γ′2) = 2.

Beweisweg (vgl. [Rie07]). (i) Man zeigt zunächst durch Betrachtung der Stabi-
lisatorgruppen der Γ1-Spitzen, daß die Projektion π̂1 : X̂Γ′1

→ X̂Γ1 = P2
C lokal

bei den Spitzen unverzweigt ist. Da das Verzweigungsgewicht in glatten Punk-
ten einer irreduziblen Verzweigungskurve konstant ist und eine solche über der
Apolloniuskonfiguration liegt, also eine Spitze trifft, bleibt nur der aus end-
lich vielen Punkten bestehende singuläre Ort Sg(X̂Γ1) als möglicher Verzwei-
gungsort. Entfernen wir endlich viele Punkte aus der projektiven Ebene, dann
bleibt der resultierende Raum einfach zusammenhängend, die Einschränkung
X̂Γ′1
\π̂−1

1 (Sg(X̂Γ1))→ X̂Γ1\Sg(X̂Γ1) ist demnach eine unverzweigte Überlagerung
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Grad von π̂1 sein muß.

(ii) Die Faktorgruppe Γ/Γ1 ist isomorph zur symmetrischen Gruppe S3. Die Un-
tergruppe Γ′/Γ1 wird von zwei Elementen γ7Γ1 6= γ8Γ1 der Ordnung 2 erzeugt,
folglich ist Γ′/Γ1 = Γ/Γ1.

(iii) γ6 6∈ Γ′2, da X̂Γ′2
= P1

C × P1
C → P2

C = X̂Γ1 nicht den Grad 1 haben kann.
Andererseits ist γ2

6 = γ3 ∈ Γ′2, somit ist der Index von Γ′2 in Γ1 gleich 2.

V bezeichne die Segre-Quadrik und B̂H := BH ∪ ∂KBH . Die Sätze 2.2.3 und 2.2.4
führen zu folgendem kommutativen Diagramm

B̂H 99K X̂Γ′2

bir.
99K P1

C × P1
C

bir.
99K V

↓ ↓ ↓
X̂Γ1

bir.
99K (P1

C × P1
C)/<k1>

bir.
99K P2

C
↓ ↓ ↓
X̂Γ

bir.
99K (P1

C × P1
C)/K

bir.
99K P2

C/S3,

(2.7)

wobei 99K (resp.
bir.
99K) eine (bi-)rationale Abbildung bezeichnet.

Bemerkung 2.2.5. Nach [Shm63] ist X̂Γ ebenfalls der Modulraum aller haupt-
polarisierter abelscher Varietäten der Dimension 3 mit Q(i)-Multiplikation vom
Typ (2, 1). Hieraus können wir ableiten, daß jede abelsche Varietät mit dieser En-
domorphismenstruktur, die durch einen Ballpunkt parametrisiert wird, der nicht
über der Konfiguration� liegt, isomorph ist zu einer Jacobi-Varietät der Kurven-
familie. Insbesondere besteht das Urbild der Geradenkonfiguration aus K-Scheiben
(vgl. S. 49) im Ball und parametrisiert keine einfachen abelschen Varietäten.

Die Picardsche Modulfunktion zur Kurvenfamilie

Bis auf eine Konstante läßt sich eine meromorphe Funktion auf einer Riemann-
schen Fläche als rationaler Ausdruck in der Primform ausdrücken (vgl. [Mum83],
Ch. II, §3, Beweis des Theorems von Abel, oder auch Appendix A). Benutzt man

diese Darstellung der Projektion f : C̃(x, y)→ P1
C, (z, w) 7→ z, und vergleicht die

Werte von f mit den Werten dieser Darstellung in den (Urbildern der) Verzwei-

gungspunkten (unter der Singularitätenauflösung C̃(x, y) → C(x, y)), ergeben
sich Ausdrücke der Parameter x und y in Termen von Thetakonstanten, die auf
dem Periodenball BH definiert sind. Nach [Mat89], Theorem 3.4, hat die Inver-
se der Periodenabbildung der Kurvenfamilie, Matsumotos Theta-Abbildung, die
Gestalt

Ψ̃−1 =

(
φ1

φ0

,
φ3

φ2

)
: BH → P1

C × P1
C,

(
φ1

φ0

,
φ3

φ2

)
(u, v) = (x, y)

eines einfach zusammenhängenden Gebiets, daher vom Grad 1, was ebenfalls der
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mit Produkten φj von Thetakonstanten. Genauer:

φ0 :=
(

Θ
[

0 1
2

1
2

0 1
2

1
2

]
Θ
[

1
2

0 0

0 1
2

0

]
Θ
[

0 1
2

1
2

1
2

0 0

]
Θ
[

1
2

0 0

0 1
2

1
2

])2

,

φ1 :=
(

Θ
[

0 1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

]
Θ
[

1
2

0 0
0 0 0

]
Θ
[

1
2

0 0

0 0 1
2

]
Θ
[

0 1
2

1
2

0 0 0

])2

,

φ2 :=
(

Θ
[

0 1
2

1
2

0 1
2

1
2

]
Θ
[

1
2

0 0

0 1
2

0

]
Θ
[

0 1
2

0
1
2

0 1
2

]
Θ
[

1
2

0 1
2

0 1
2

0

])2

,

φ3 :=
(

Θ
[

0 1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

]
Θ
[

1
2

0 0
0 0 0

]
Θ
[

0 1
2

0

0 0 1
2

]
Θ
[

1
2

0 1
2

0 0 0

])2

,

wobei Θ
[
tp
tq

]
:= Θ

[
tp
tq

]
(µ(u, v)) und µ : BH ↪→ H3 die Einbettung aus (2.6) be-

zeichnet.

Auf dem affinen Ball Baff
H = {(u, v) ∈ C2 : Im(u)− |v|2 > 0} operiert U(H,C)

durch

g = (gij) : (u, v) 7→
(
g21 + g22u+ g23v

g11 + g12u+ g13v
,
g31 + g32u+ g33v

g11 + g12u+ g13v

)
.

Wir setzen j(g, τ) := g11 + g12u + g13v, τ = (u, v) ∈ BH .5 Eine Picardsche
Modulform vom Gewicht k zu einer diskreten Untergruppe G von U(H,C) ist
eine holomorphe Funktion φ : BH → C mit folgender Eigenschaft6

φ(g(τ)) = j(g, τ)kφ(τ) ∀ g ∈ G.

Mittels der Transformationsformel für Thetakonstanten zeigt Matsumoto den

Satz 2.2.6 (siehe [Mat89], Theorem 4.1). Die Funktionen φj sind Modulformen
zur Monodromiegruppe vom Gewicht 8.

Schottky-Taniyama-Formen erhalten wir aus diesen Modulformen, indem wir
die Ballquotientenabbildungen in Diagramm (2.7) verfolgen. Nach Satz 2.2.6 ist
die Quotientenabbildung B̂H → P1

C × P1
C durch Modulformen zur Monodromie-

gruppe gegeben. Die Segre-Einbettung

v :

(
x1

x0

,
y1

y0

)
7→ (x0y0 : x0y1 : x1y0 : x1y1)

definiert einen Isomorphismus des Produkts P1
C×P1

C mit der Segre-Quadrik P3
C ⊃

V : Z0Z3 = Z1Z2, also schickt v ◦ Ψ̃−1 : BH → V einen Ballpunkt τ nach
(χ0(τ) : χ1(τ) : χ2(τ) : χ3(τ)) mit

χ0 = φ0φ2, χ1 = φ0φ3, χ2 = φ1φ2, χ3 = φ1φ3.

5j ist ein Automorphiefaktor für U(2, 1), d.h. j(gh, τ) = j(g, h(τ))j(h, τ).
6Diese Definition der Picardschen Modulform unterscheidet sich von der obigen bzgl.

des Gewichts und des Charakters. Wie man direkt nachrechnet ist nämlich det(∂g/∂τ) =
det(g)j(g, τ)−3.
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Da die Aktion des Automorphismus k1 nach Anwendung von v in eine Per-
mutation der zweiten und dritten Koordinate übergeht, definiert die Projektion
pr : (z0 : z1 : z2 : z3) 7→ (z0 : z1 + z2 : z3) der Segre-Quadrik auf P2

C einen
Isomorphismus zwischen P1

C × P1
C/< k1 > und der projektiven Ebene. Nach der

Segre-Einbettung ist die Wirkung von K die kanonische Operation der Gruppe
2Σ3 < PGL(4,C) mit Erzeugern, die durch

S =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 , R =


1 0 0 0
1 −1 0 0
1 0 −1 0
1 −1 −1 1

 , T =


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


repräsentiert sind. Faktorisieren nach der zyklischen Gruppe < k1 > führt zum
Quotienten V/ < S >, der zu P2

C - dem projektiven Spektrum der < S >-
invarianten Formen in C[χ0, χ1, χ2, χ3] =: C[χ] - isomorph ist. Auf C[χ] wirkt S
durch Permutation von χ1 und χ2. Es ist ker(S−id) = (χ1−χ2) und ker(S+id) =
(χ0, χ1 + χ2, χ3). Setzen wir

t0 := χ0, t1 := χ1 + χ2, t2 := χ3,

so erhalten wir

C[χ]<S> = C[t0, t1, t2] und C[χ] = C[t0, t1, t2] + C[t0, t1, t2](χ1 − χ2).

Folglich

pr ◦ v ◦ Ψ̃−1 = (t0 : t1 : t2) : BH −→ P2
C = Proj(C[t0, t1, t2]). (2.8)

Der Verzweigungsort, d.h. das pr ◦ v-Bild der sieben Geraden x = 0, 1,∞, y =
0, 1,∞, x = y, ist eine ebene Apollonius Konfiguration, die aber noch nicht
in S3-Normalform gegeben ist, was bedeutet, daß die Aktion der Modulgruppe
nicht der kanonischen S3-Permutation der projektiven Koordinaten entspricht.
Um dies zu erreichen, transformieren wir die Koordinaten indem wir (t0 : t1 : t2)
auf (t0 : t0 − t1 + t2 : t2) abbilden. Wir setzen

pΓ1 = (g0 : g1 : g2) : BH → P2
C, g0 = t0, g1 = t0 − t1 + t2, g2 = t2.

Insgesamt folgt aus der Konstruktion und den Eigenschaften der Matsumoto-
Theta-Abbildung die

Proposition 2.2.7 (siehe [Rie07], Prop. 3.2). Sei τ ∈ BH außerhalb des Ver-
zweigungsorts von pΓ1.

(i) g0, g1, g2 sind Γ(1 + i) = Γ1-Modulformen vom Gewicht 16;
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(ii) die Kurve C̃τ mit singulärem Modell

Cτ : w4 = z2(z − 1)2

(
z2 − g0(τ)− g1(τ) + g2(τ)

g0(τ)
z +

g2(τ)

g0(τ)

)
wird durch τ parametrisiert, d.h. g0, g1, g2 sind Γ1-Schottky-Formen;

(ii) C̃τ ∼= C̃τ ′ ⇐⇒ (g0(τ ′) : g1(τ ′) : g2(τ ′)) ∼S3 (g0(τ) : g1(τ) : g2(τ)), wobei S3

durch Permutation der homogenen Koordinaten operiert.

Um nachzuweisen, daß die Modulformen die angesprochene Taniyama-Eigen-
schaft besitzen, konstruieren wir eine Modulfunktion als Quotient symmetrischer
Funktionen in diesen Formen, so daß der Modulkörper einer CM-Kurve durch
Adjunktion des Werts des zugehörigen CM-Punkts an Q entsteht.

Dazu definieren wir die homogenen Polynome

H1 := g0g1(g0 + g1) + g0g2(g0 + g2) + g1g2(g1 + g2),
H2 := g0(g0 + g1)(g0 + g2) + g1(g0 + g1)(g1 + g2) + g2(g0 + g2)(g1 + g2),
s3 := g0g1g2

und die korrespondierenden Funktionen

 := (H1 : H2 : s3) : P2
C → P2

C, j := (j1 : j2 : j3) :=  ◦ pΓ1 : BH → P2
C.

j ist (wohl-)definiert außerhalb des Urbilds der Apolloniuskonfiguration, also ins-
besondere in Parametern von CM-Varietäten,7 faktorisiert über P2

C/S3 und indu-

ziert eine birationale Korrespondenz X̂Γ
bir.
99K P2

C/S3.
Angenommen τ 6∈ p−1

Γ1
(�) liegt nicht über der Apolloniuskonfiguration, die

Projektion pΓ1(τ) = (z0 : z1 : z2) außerhalb von L : Z0 +Z1 +Z2 = 0 und Jac(C̃τ )
ist über Q̄ definiert. Betrachte ein beliebiges σ ∈ GQ. Nach dem Theorem von To-

relli (hyperelliptischer Fall, siehe [Mil86]) sind Jac(C̃τ ) und Jac(C̃σ
τ ) = Jac(C̃τ )

σ

genau dann isomorph als hauptpolarisierte Varietäten, wenn die Kurven C̃τ und
C̃σ
τ isomorph sind. Mit H3 := H1 + 2s3 gilt weiter

C̃τ ∼= C̃σ
τ ⇐⇒ σ permutiert z0, z1, z2

⇐⇒ σ fixiert W 3 − H1

s3
(z)W 2 + H2

s3
(z)W − H3

s3
(z) ∈ Q̄[W ]

⇐⇒ σ|Q(j(τ)) = idQ(j(τ)).

Folglich ist Q(j(τ)) der Modulkörper der (Jacobischen) der Kurve. Ist Jac(C̃τ ))
eine CM-Varietät mit Endomorphismenalgebra F , dann ist somit das Komposi-
tum Q(j(τ))F ∗ ein Klassenkörper von F ∗, d.h. die Modulformen g0, g1, g2 sind
Taniyama-Formen.

7Über der Apolloniuskonfiguration liegen keine einfachen abelschen Varietäten, also auch
keine Parameter von CM-Varietäten (siehe [HV01], Chapter 11; genaueres dazu auch im fol-
genden Kapitel).
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Nach einem Theorem von H. Shiga und J. Wolfart, siehe [SW95], Main Theo-
rem, ist eine abelsche Varietät Aτ genau dann vom CM-Typ, wenn die Koordi-
naten von τ und pΓ1(τ) algebraisch sind. In unserer Situation ist Aτ genau dann
eine CM-Varietät, wenn End0(Aτ ) = F eine kubische Erweiterung von Q(i) ist,
vgl. Bemerkung 1.3.1.

Um Parameter von CM-Varietäten und von Varietäten vom CM-Typ zu un-
terscheiden, führen wir folgende Bezeichnung ein. Wir nennen einen CM-Punkt
vom Grad 3, wenn End0(A) ein sextischer CM-Körper ist. CM-Punkte vom Grad
3 sind also genau die Ballpunkte, die CM-Varietäten parametrisieren.

Satz 2.2.8 (vgl. [Rie07], Theorem 3.4). Sei τ ein CM-Punkt vom Grad 3, F =

End0(C̃τ ) und τ 6∈ p−1
Γ1

(L), L : Z0 + Z1 + Z2 = 0. Das Kompositum Q(j(τ))F ∗

ist ein Klassenkörper zu F ∗. Ist zusätzlich End(Jac(C̃τ )) isomorph zum Ring OF
der ganzen Zahlen, dann ist die Erweiterung unverzweigt.

2.2.2 Picardkurven

Die Konstruktion von Schottky-Taniyama-Formen zur Familie der Picardkurven
geht auf Picard [Pic83], Holzapfel [Hol86], [Hol95] und Shiga [Shg88] zurück. Wir
orientieren uns an [Shg88] und [Hol95].

Die Familie P der Picardkurven besteht aus glatten Kurven vom Geschlecht
3 mit Gleichung

C(ξ) : w3 = z(z − ξ0)(z − ξ1)(z − ξ2)

und Parameterraum

M := P2
C\� := {ξ = (ξ0 : ξ1 : ξ2) : ξ0ξ1ξ2(ξ0 − ξ1)(ξ1 − ξ2)(ξ2 − ξ0) 6= 0}.

Die Jacobi-Varietäten der Picardkurven sind abelsche Varietäten der Dimension
3 mit K = Q(

√
−3)-Multiplikation, die vom Automorphismus Aut(C(ξ)) 3 γ :

(z, w) 7→ (z, ζw), ζ eine primitive dritte Einheitswurzel, induziert wird. Eine
Basis der holomorphen 1-Formen einer Picardkurve ist

η1 = dz/w, η2 = dz/w2, η3 = zdz/w2.

Wegen γ∗η1 = dz/ζw = ζ2η1 = ζ̄η1, γ∗η2 = ζη2 und γ∗η3 = ζη3 ist die K-
Multiplikation vom Typ (2,1).

Periodenabbildung

Die explizite Konstruktion des Periodenpunkts (siehe [Shg88], Remark 1-1) führt
zur π1(M)-mehrwertigen Periodenabbildung Φ :M→ H3, ξ 7→ Ω(ξ), wobei

Ω(ξ) =

(u2 + 2ω2v)/(1− ω) ω2u (ωu2 − ω2v)/(1− ω)
ω2u −ω2 u

(ωu2 − ω2v)/(1− ω) u (u2 − 2v)/(ω − ω2)

 , ω = e−2πi/3
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und (u, v) wieder von ξ abhängt. Sei

BH := {(z0 : z1 : z2) : tzHz̄ < 0} ⊂ P2
C, H :=

(
0 1 0
1 0 0
0 0 1

)
und

Baff
H := {(u, v) ∈ C2 : 2Re(v) + |u|2 < 0} ∼= BH .

Mit µ : Baff
H ↪→ H3, (u, v) 7→ Ω(u, v), ist Φ(M) ⊂ µ(Baff

H ), also

Φ̃ := µ−1 ◦ Φ :M→ BH

eine Periodenabbildung in den Ball.
Für eine Untergruppe G < GL(3,C) sei PG die Gruppe der von G induzierten

projektiven Transformationen von P2
C. Wir betrachten die folgenden Picardschen

Modulgruppen

Γ := PU(H,C) ∩ PGL(3,Z[ω]),

Γ1 := Γ(
√
−3) = {g ∈ Γ : g ≡ E3 mod(

√
−3)}.

Zur Kurvenfamilie korrespondiert das System F1(1/3, 1/3, 1/3, 1) hypergeome-
trischer Differentialgleichung mit (projektiver) Monodromiegruppe Γ1. Die lokal
definierte Umkehrabbildung führt zu einer biholomorphen Abbildung

Φ̃−1 : Γ1\BH → P2
C\{P0, P1, P2, P3}

mit
P0 = (1 : 0 : 0), P1 = (0 : 1 : 0), P2 = (0 : 0 : 1), P3 = (1 : 1 : 1)

und nach Kompaktifizierung zu einer Ballquotientenabbildung BH → P2
C, die

über einem vollständigen Vierseit �, d.h. über den 6 Geraden durch die Punkte
Pi und Pj, verzweigt.

Modulraum

Die Permutationen der Punkte Pj definieren Transformationen der projektiven
Ebene und eine Wirkung der symmetrischen Gruppe S4 aufM, P2

C\{P0, . . . , P3}
bzw. P2

C. Zwei Picardkurven sind genau dann isomorph, wenn die Parameter
in einer S4-Bahn liegen (s. [Hol95], Proposition 2.3). Die Isomorphie Γ/Γ1

∼=
S4 ergibt zusammen mit der Periodenabbildung das Diagramm (vgl. [Hol86],
Theorem 3.23 bzw. Diagramm (3.24))

B̂H 99K X̂Γ1

bir.
99K P2

C
↓ ↓
X̂Γ

bir.
99K P2

C/S4.

(2.9)
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Die Picardsche Modulformen zu P

Die klassische Picardsche Modulfunktion ist die inverse Periodenabbildung Φ̃−1,
deren Thetadarstellung von Shiga, [Shg88], Prop. I-3, gefunden wurde, und deren
Koordinatenfunktionen zusammen mit einer Spitzenform den Ring der Modulfor-
men zu Γ1 erzeugen. Die Berechnung der S4-Invarianten [Hol86], I.4-6, [Shg88],
Prop. II-5, führt zu Modulformen G2, G3, G4, wobei

G2 = (ϕ0 − ϕ1 − ϕ2)2 + (−ϕ0 + ϕ1 − ϕ2)2 + (−ϕ0 − ϕ1 + ϕ2)2,

G3 = (ϕ0 − ϕ1 − ϕ2)(−ϕ0 + ϕ1 − ϕ2)(−ϕ0 − ϕ1 + ϕ2),

G4 = (ϕ0 − ϕ1 − ϕ2)2(−ϕ0 + ϕ1 − ϕ2)2

+(−ϕ0 + ϕ1 − ϕ2)2(−ϕ0 − ϕ1 + ϕ2)2

+(−ϕ0 − ϕ1 + ϕ2)2(ϕ0 − ϕ1 − ϕ2)2

und

ϕk = Θ3

[
0 1

6
0

k
3

1
6
k
3

]
.

Die Modulformen sind Schottky-Formen, denn für τ außerhalb des Urbilds des
vollständigen Vierseits hat die Picardkurve

Cτ : w4 = z3 +G2(τ)z2 +G3(τ)z +G4(τ)

Periodenpunkt τ ([Hol86], (6.1.2)). Der Modulkörper von Jac(Cτ ) ist

M(Jac(Cτ )) = Q(G2(τ), G3(τ), G4(τ)),

die Formen besitzen also auch die Taniyama-Eigenschaft.

Satz 2.2.9 (vgl. [Hol95], Main-Theorem 4.41). Sei τ ein CM-Punkt, F der Mul-
tiplikationskörper zu Jac(Cτ ). M(Jac(Cτ ))F

∗ ist eine abelsche Erweiterung des
Reflexkörpers F ∗. Im Fall End(Jac(Cτ )) ∼= OF ist die Erweiterung unverzweigt.



Kapitel 3

Reflexkörper

Um arithmetische Eigenschaften der fraglichen Körper zu studieren, ist es na-
turgemäß wichtig, die Objekte, also Reflex- und Modulkörper, möglichst explizit
zu bestimmen. Im Fall des Reflexkörpers haben wir verschiedene Möglichkeiten
der Beschreibung. Einmal lassen sich die Reflexkörper aus dem reellen kubischen
Teilkörper aufbauen, zum zweiten lassen sie sich durch singuläre Moduln, d.h.
Fixpunkte auf dem Ball unter der unitären Gruppe U((2, 1), K), erzeugen.

Das folgende Lemma besagt, daß wir uns bei der Untersuchung der Re-
flexkörper von CM-Varietäten auf die Multiplikationskörper zurückziehen dürfen.
Sei (F,Φ) ein beliebiger (2, 1)-CM-Typ, also F ein CM-Körper, kubische Er-
weiterung eines imaginär quadratischen Zahlkörpers K = Q(

√
−d) und Φ|K =

{id, id, }̄.

Lemma 3.0.10. Der Reflexkörper F ∗ ist ein zu F konjugierter Körper. Insbe-
sondere ist F ∗ ein CM-Körper vom Absolutgrad 6, der K als Teilkörper enthält.
Der Reflextyp ist ebenfalls ein (2, 1)-Typ.

Beweis. Der Typ (F,Φ) ist primitiv, d.h. nicht Lift eines (1-elementigen) Typs
{σ} auf K. Sei N der Galoisabschluß von F/Q und ΦN ein Lift von Φ zu einem
CM-Typ auf N . Die Menge Φ−1

N := {ϕ−1
N | ϕN ∈ ΦN} definiert einen (2, 1)- bzw.

(4, 2)-Typ auf N , der Lift des primitiven CM-Typs (F ∗,Φ∗), Φ∗ = Φ−1
N |F ∗ , ist. Da

Φ−1
N |K = G(K/Q) kein CM-Typ ist und Φ∗|K = {id|K , id|K ,¯ :

√
−d 7→ −

√
−d}

ist die Behauptung gezeigt.

Das gleiche Resultat erhalten wir, wenn wir explizit geeignete Typenspuren
berechnen und ggf. den Reflexkörper als Fixkörper einer Menge von Galoisauto-
morphismen betrachten.

Zweiter Beweis von Lemma 3.0.10. Sei (F,Φ) wie oben, K = Q(
√
−d), F+ =

Q(α) der total reelle kubische Teilkörper, und seien α2 und α3 die zu α =: α1

konjugierten Elemente.

37
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(i) Sei F/Q galoissch. Dann ist auch F+ galoissch mit Galoisgruppe G(F+/Q) ∼=
A3 = {(1), (12)(13), (13)(12)}. Der Typ (F,Φ) habe die Gestalt1

Φ = {(1), (12)(13), ¯◦ (13)(12)}.

Setze f :=
√
−d(α2 + α3). Für die Typenspur von f erhalten wir TrΦ(f) =

2
√
−dα2. Da α2 6∈ Q und TrΦ(

√
−d) =

√
−d ∈ F ∗, ist F ∗ eine echte Erweiterung

von K. Wegen 3 = [F : K] = [F : F ∗][F ∗ : K] ist [F ∗ : K] = 3, also F = F ∗.

(ii) Sei F/Q nicht galoissch. Die normale Hülle N/Q von F/Q ist ebenfalls ein
CM-Körper mit absolut galoisschem total reellem Teilkörper N+. Die Galois-
gruppe G(N+/Q) ist die symmetrische Gruppe S3, und o.E. ist F+ = N+(23)

der Fixkörper der Transposition, die α2 und α3 vertauscht. Die reellen Einbet-
tungen von F+ sind durch (1), (12), (13) : F+ ↪→ R gegeben. Der CM-Typ2

Φ = {(1), (12), ¯◦ (13)} liftet zum CM-Typ

ΦN = {(1), (12), ¯◦ (13), (23), (123), ¯◦ (132)}

für N . Die Reflexkörper der Typen (N,ΦN) und (F,Φ) stimmen überein, da
TrΦN = TrΦ ◦ TrN/F . Die Typenspur des Elements

√
−dα3 ist TrΦN (

√
−dα3) =

2
√
−dα3 6∈ K, und es ist TrΦN (

√
−d) = 2

√
−d. Folglich ist K echt in N∗ = F ∗

enthalten.
Es bleibt zu zeigen, daß F ∗ ( N gilt. Nach (1.3) ist N∗ = NH∗ , wobei

H∗ = {σ ∈ G(N/Q)| σ ◦ ΦN = ΦN}.

In unserem Fall ist H∗ = {(1), (12)}, also ist F ∗ = N∗ = N (12) ein zu F = N (23)

konjugierter Körper.

Bemerkung 3.0.11. Für [N : F ] = 2 ist

F ∗ =


F, falls Φ = { ,̄ (12), (13)}
K(α2), falls Φ = {(1),¯ ◦ (12), (13)}
K(α3), falls Φ = {(1), (12),¯ ◦ (13)}.

3.1 Konstruktion von CM-Körpern

Sei f(X) ein normiertes rationales Polynom vom Grad 3, welches o.E. die Gestalt
f(X) = X3 + pX + q ∈ Q[X] hat. f(X) ist genau dann irreduzibel und besitzt
drei reelle Nullstellen, wenn die Diskriminante ∆(f) = −4p3 − 27q2 größer als 0
ist (Casus irreducibilis, siehe z.B. [vdW37], VII, §58). Mittels der Cardanoschen
Formel

α :=
3

√
−q

2
+

√
−∆(f)

4 · 27
+

3

√
−q

2
−
√
−∆(f)

4 · 27

1Der zweite Fall Φ = {̄ , (12)(13), (13)(12)} verläuft analog.
2wie in (i) führt Φ = {̄ , (12), (13)} zu keinen neuen Schwierigkeiten.
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mit einer geeigneten Wahl der dritten Wurzeln, lassen sich die Nullstellen von f
berechnen. Sei F+ := Q(α) der durch Adjunktion einer Nullstelle α von f an Q
resultierende Zahlkörper vom Absolutgrad 3 und sei F := F+(

√
−d), d ∈ N qua-

dratfrei. F ist somit eine total imaginär quadratische Erweiterung des total reellen
kubischen Körpers F+. Da andererseits jeder von uns betrachtete CM-Körper ei-
ne kubische Erweiterung von Q(

√
−d) und - per Definition - eine (imaginär)

quadratische Erweiterung eines total reellen kubischen Körpers ist, erhalten wir
auf diese Weise alle solchen CM-Körper. Sei also F wie angegeben konstruiert.
Aufgrund der linearen Disjunktheit von Q(

√
−d) und F+ lassen sich wichtige

Eigenschaften des CM-Körpers an F+ ablesen. So ist beispielsweise F/Q genau
dann galoissch (mit G(F/Q) ∼= A3×C2), wenn F+/Q eine Galoiserweiterung (de-
ren Galoisgruppe isomorph zu A3) ist. Ist im nicht-normalen Fall N+ die normale
Hülle von F+ - folglich [N+ : F+] = 2, G(F/Q) ∼= S3 - so ist N := N+(

√
−d)/Q

der Galois-Abschluß von F/Q - mit [N : F ] = 2, G(N/Q) ∼= C2 × S3. Die
Eigenschaft galoissch läßt sich wiederum im kubischen Fall unmittelbar an der
Diskriminante ablesen: F+/Q ist dann und nur dann galoissch, wenn die Diskri-
minante ein Quadrat ist. Sei {1, δ} eine Ganzheitsbasis von K, also δ =

√
−d

oder δ = 1
2
(−1 +

√
−d) abhängig davon, ob d ≡ 1, 2 oder d ≡ 3 modulo

4. Wenn wir eine Ganzheitsbasis {w1, w2, w3} von F+ konstruiert haben, ist
{w1, w2, w3, δw1, δw2, δw3} eine Ganzheitsbasis von F . Ganzheitsbasen des kubi-
schen Körpers können wir mit dem Verfahren von Voronŏı ermitteln, vgl. [DF64],
Chapter II, §15 - §17. Sei dazu wie eben F+ = Q(α) ein kubischer Körper und
α ganz über Q mit Minimalpolynom f(X) = X3 + pX + q ∈ Z[X]. Es existiert
eine Ganzheitsbasis 1, w1, w2 der Gestalt

w1 =
1

r
(α− t), w2 = sα2 + uα + v

mit r, t ∈ Z, s, u, v ∈ Q und w1 ·w2 ∈ Z. Die Darstellungen von w2
1, w2

2 und w1w2

als ganzzahlige Linearkombination von 1, w1, w2 liefern eine normierte Gleichung

w3
1 + bw2

1 + acw1 + a2d = 0

mit ganzen Koeffizienten a, b, c, d. Vergleich dieser Gleichung mit

0 =
1

r
f(α) =

1

r
f(t+ rw1)

=
1

r

(
f(t) + f ′(t)rw1 +

1

2
f ′′(t)(rw1)2 +

1

6
f (3)(t)(rw1)3

)
= w3

1 +
3t

r
w2

1 +
3t2 + p

r
w1 +

t3 + pt+ q

r3

führt zu den Kongruenzen

3t ≡ 0 mod r, 3t2 + p ≡ 0 mod r2a, t3 + pt+ q ≡ 0 mod r3a2. (3.1)
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Für den Basisvektor w2 erhalten wir aus w1w2 = −ad und der obigen Darstellung
von w1

w2 =
1

r2a
(α2 + tα + t2 + p).

Da (Z[w1] : Z[α]) = r3 und (OF+ : Z[w1]) = a stehen die Diskrimanten in
folgender Beziehung

∆(α) = (OF+ : Z[α])2∆F+ = r6a2∆F+ .

Sind umgekehrt ganze Zahlen a, r, t gegeben, so daß −a/2 < t ≤ a/2, ∆(α) =
r6a2∆F+ und die Kongruenz (3.1) erfüllt ist, dann sind

1, ω1 :=
1

r
(α− t), w2 :=

1

r2a
(α2 + tα + t2 + p)

ganzalgebraisch. Der Index von Z[α] in Z + Zw1 + Zw2 ist r3a, also ist 1, w1, w2

eine Ganzheitsbasis.
Wir setzen nun o.E. voraus, daß es keine ganze Zahl gibt, die quadratisch in
p und kubisch in q aufgeht. Aus der Kongruenz (3.1) folgt sofort, daß t und r
teilerfremd sein müssen und somit ist entweder r = 3 und (α ± 1)/3 ganz, oder
es ist r = 1 und (α ± 1)/3 nicht ganz. Die Zahl (α ± 1)/3 ist genau dann ganz,
wenn

p ≡ 6 mod 9, q ± (p+ 1) ≡ 0 mod 27. (3.2)

Diese Beobachtungen führen zum folgenden Verfahren.

Satz 3.1.1 (Voronŏı, siehe [DF64], Ch. II, §17, Theorem II). Sei F+ = Q(α) ein
kubischer Körper, α eine Wurzel von f(X) = X3 + pX + q ∈ Z[X] und es gebe
keine natürliche Zahl m > 1, so daß m2 | p und m3 | q.
Fall 1: (3.2) ist nicht erfüllt.
Sei a2 der größte quadratische Faktor von ∆(α), so daß

f ′(t) ≡ 0 mod a, f(t) ≡ 0 mod a2

eine Lösung t mit −a/2 < t ≤ a/2 besitzt. Dann ist

1, w1 = α,w2 =
α2 − tα + t2 + p

a

eine Ganzheitsbasis von F+/Q.

Fall 2: (3.2) ist erfüllt.
Sei a2 der größte quadratische Faktor von ∆(α)/36 für den eine Lösung t von

f ′(t) ≡ 0 mod 9a, f(t) ≡ 0 mod 27a2

mit −3a/2 < t ≤ 3a/2 existiert. In diesem Fall ist

1, w1 =
α− t

3a
, w2 =

α2 + tα + t2 + p

9a

eine Ganzheitsbasis.
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Beispiel 3.1.2. (i) f(X) = X3−3X+1. Dann ist ∆(f) = 34 und F+ = Q(ζ9+ζ̄9),
ζ9 = exp(2πi/9), der reelle Teilkörper des Kreisteilungskörpers Q(ζ9). F = F+(i)
ist galoissch mit Klassenzahl hF = 1.

(ii) f(X) = X3 − 4X + 1. Die Diskriminante ∆(f) = 229 ist prim, also sind F+

wie auch F nicht galoissch. Mit den Cardano-Formeln erhalten wir

α =
3

√
−1

2
+

1

2

√
−229

27
+

3

√
−1

2
− 1

2

√
−229

27

als Erzeuger von F+. Da ∆(f) quadratfrei ist, ist {1, α, α2} eine Ganzheitsbasis
von F+ und daher {1, α, α2, i, iα, iα2} eine Ganzheitsbasis von F . Die Klassenzahl
von F ist hF = 2.

(iii) f(X) = X3 − 13X + 13 und ∆(f) = 52 · 132. Es ist F+ = Q(α) mit

α =
3

√
−13

2
+

65

18

√
−3 +

3

√
−13

2
− 65

18

√
−3 .

F+ wie auch F = Q(i, α) sind galoissch und es ist hF = 3 (siehe Proposition
4.3.4). Die Diskriminante der Maximalordnung ist ∆(OF+) = 132, also ist der
Index (OF+ : Z[α]) = 5, und es ist insbesondere {1, α, α2} keine Ganzheitsbasis.
Mit dem Voronŏı-Algorithmus erhält man eine Basis {1, α, ω} von OF+ , wobei
ω := 1

5
(α2 + α− 12), und daher eine Ganzheitsbasis {1, α, ω, i, iα, iω} für F .

3.2 Singuläre Moduln

Die Charakterisierung von CM-Punkten als singuläre Moduln findet sich in einem
Artikel von J. Feustel, siehe [Feu90]. Da die Originalarbeit an einigen Stellen
lückenhaft erscheint, geben wir hier einen vollständigen Beweis, der auf Feustels
Ideen beruht.

Sei h eine hermitesche Form der Signatur (2,1). O.E. gelte a0 6= 0 für jeden
Punkt a = (a0, a1, a2) negativer Norm h(a, a). SeiK wieder ein imaginär quadrati-
scher Zahlkörper und U((2, 1), K) = U(h,K) die zugehörige - bis auf Isomorphie
eindeutig bestimmte - unitäre Gruppe, die wie üblich auf dem Ball Bh = {τ :
h(a, a) < 0} ⊂ P2

C, wobei τ = Pa := (1 : a1 : a2) und a = t(1, a1, a2) ∈ C3, ope-
riert. Ein Ballpunkt τ ist ein K-singulärer Modul, wenn es ein γ ∈ U((2, 1), K)
mit isoliertem Fixpunkt τ gibt. Da die unitäre Gruppe gebrochen linear auf dem
affinen Ball wirkt, entsprechen isolierte Fixpunkte der Transformation γ genau
den Eigenvektoren von γ zu einem einfachen Eigenwert.

Lemma 3.2.1. Sei K := Q(
√
−d), d ∈ N quadratfrei, F/K sei eine Körperer-

weiterung vom Grad ≤ 3 mit einem CM-Körper F . Dann gibt es ein m ∈ F , so
daß mm̄ = 1 und F = K(m).
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Beweis. Sei F+ = Q(α) der total reelle Teilkörper von F , also F = K(α), und
sei

m :=
α +
√
−d

α−
√
−d

.

Da mm̄ = 1, genügt es F = K(m) zu zeigen.
Im Fall [F : K] = 1 ist offenbar F = K = K(1) und die Behauptung gültig.
Sei nun [F : K] ∈ {2, 3}. Angenommen es sei K = K(m). Dann ist

α =
√
−d · m+ 1

m− 1
∈ K (m 6= 1)

im Widerspruch zu F = K(α) 6= K. Daher ist K ( K(m) ⊆ F und nach dem
Gradsatz K(m) = F .

Lemma 3.2.2. Sei (gij)1≤i,j≤3 = γ ∈ U((2, 1), K) und τ = Pa ein isolierter
Fixpunkt von γ, also a Eigenvektor zum einfachen Eigenwert λ und o.E. von der
Gestalt t(1, a1, a2). Dann ist K(λ) = K(a) := K(a1, a2).

Beweis. Es ist γa = λa ⇐⇒

(1) g11 + g12a1 + g13a2 = λ
(2) g21 + g22a1 + g23a2 = λa1 (∗)
(3) g31 + g32a1 + g33a2 = λa2 .

(i) Die Enthaltung K(λ) ⊆ K(a) folgt unmittelbar aus der ersten Zeile des Sys-
tems (∗)

g11 + g12a1 + g13a2 = λ, gij ∈ K.

(ii) Sei σ ∈ Aut(C), σ|K(λ) = id, beliebig fixiert. Es ist γ(aσ) = (γa)σ = λaσ.
Demnach sind a und aσ Eigenvektoren zum einfachen Eigenwert λ und daher
linear abhängig. Aufgrund der Gestalt von a = t(1, a1, a2) bzw. aσ = t(1, aσ1 , a

σ
2 )

fixiert σ die Koordinaten von a, folglich liegen a1, a2 in K(λ).

Satz 3.2.3. Sei τ = Pa = (a0 : a1 : a2) ein Vektor negativer Norm und F =
K(τ) := K(a1/a0, a2/a0) der durch τ projektiv erzeugte Körper. Die normale
Hülle von F über K bezeichenen wir mit N . τ ist genau dann ein K-singulärer
Modul, wenn folgende drei Bedingungen erfüllt sind:

(i) [F : K] ≤ 3,

(ii) F ist ein CM-Körper,

(iii) für alle σ ∈ G(N/K) mit σ |F 6= idF gilt h(a, aσ) = 0.
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Beweis. (⇒) Sei τ isolierter Fixpunkt eines γ ∈ U((2, 1), K), also γa = λa mit
einem einfachen Eigenwert λ von γ.

(i) Das charakteristische Polynom pγ(X) ∈ K[X] ist vom Grad 3 und hat Null-
stelle λ, also ist der Grad von K(λ) und ebenfalls der Grad von F nach Lemma
3.2.2 über K maximal 3.

(ii) Da F nicht reell ist, haben wir nach dem Kriterium in Kapitel 1 (Lemma
1.3.5) zu zeigen, daß jedes σ ∈ G(N/K), σ|F 6= idF , mit der komplexen Konju-
gation kommutiert.

Sei ein solches σ fixiert. aσ ist Eigenvektor zum Eigenwert λσ und daher ist
λσλσ = 1. Folglich λσ = (λσ)−1 = (λ−1)σ = λ̄σ und (ii) ist gezeigt.

(iii) Wir müssen lediglich einsehen, daß a senkrecht auf aσ steht. Aus

h(a, aσ) = h(γa, γaσ) = h(λa, λσaσ) = λλ̄σh(a, aσ)

folgt h(a, aσ) = 0, da λλ̄σ = λ
λσ
6= 1.

(⇐) Sei nun F = K(τ) ein CM-Körper und (iii) von Satz 3.2.3 erfüllt. Wir
unterscheiden drei Fälle.

(a) F = K. Sei γ mit γa = a so gewählt, daß γ|a⊥ = −id. Insbesondere ist
γ ∈M(3, K). Wir betrachten eine orthogonale Basis v1, v2 von a⊥. Wegen

0 = h(a, vi) = h(a,−vi) = h(γa, γvi), 0 = h(−v1,−v2) = h(γv1, γv2)

ist γ ∈ U((2, 1), K).

(b) [F : K] = 2. In diesem Fall ist die Erweiterung F/K normal und die Ga-
loisgruppe G(F/K) durch ein Element σ der Ordnung 2 erzeugt. Nach (iii) gilt
h(a, aσ) = 0. Wir wählen v ∈ K3 orthogonal zu a, aσ und ein - nach Lemma 3.2.1
existentes - λ vom Betrag 1, so daß F = K(λ). Sei γ ∈M(3,C) durch

γa = λa, γaσ = λσaσ, γv = v

definiert. γ ist, wegen 0 = λλ̄σh(a, aσ) = h(γa, γaσ), unitär, und es bleibt zu
zeigen, daß γ ∈ M(3, K) bzw. γσ = γ, was sich sofort explizit auf der Basis
nachprüfen läßt:

γσa = (γaσ)σ = (λσaσ)σ = λa = γa, γσaσ = (γa)σ = λσaσ = γaσ und
γσv = γσvσ = (γv)σ = vσ = v,

da σ2 = id und v ∈ K3.
Insgesamt ist τ ein isolierter Fixpunkt von γ und γ ∈ U((2, 1), K).

(c) [F : K] = 3. Der Grad [N : K] des normalen Abschlusses N von F über K
ist entweder 3 oder 6, somit ist F = N , also F/K galoissch, oder [N : F ] = 2.
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In beiden Fällen existiert ein σ ∈ G(N/K) der Ordnung 3, das F nicht punkt-
weise fixiert. Sei wieder λ auf dem Einheitskreis gegeben, so daß K(λ) = F . Wir
definieren γ ∈M(3,C) durch

γa = λa, γaσ = λσaσ, γaσ
2

= λσ
2

aσ
2

.

Wieder folgt aufgrund der Orthogonalität von a, aσ und aσ
2
, daß die hermitesche

Struktur unter γ erhalten bleibt, und per Konstruktion (analog zu (b)), daß γσ =
γ gilt, daß also γ in U((2, 1), K) liegt.

3.3 Bestimmung der Reflexkörper

In dem Artikel [Hol94] hat Holzapfel abelsche Varietäten mit imaginär quadra-
tischer Multiplikation untersucht. Die Resultate lassen sich speziell auf Jacobi-
Varietäten zu den von uns betrachteten Kurvenfamilien übertragen. Das Prinzip
der Picardmatrizen zur Familie der Picardkurven wurde in [Hol95], Chapter II,
dort typische Periodenmatrizen genannt, im Zusammenhang mit dem effektiven
Schottky-Problem für die Familie der Picardkurven erarbeitet. Im folgenden Ab-
schnitt übertragen wir das Konzept auf die hyperelliptische Kurvenfamilie F , der
Familie der Kurven mit Modell

C(x, y) : w4 = z2(z − 1)2(z − x)(z − y)

und Parametern

(x, y) ∈M = P1 × P1\�

und werden den folgenden Satz beweisen.

Satz 3.3.1. Jeder CM-Körper vom Grad 3 über Q(i) ist isomorph zur Endomor-
phismenalgebra End0(Jac(C̃)) einer Kurve C̃ ∈ F .

Wir werden dabei auf einen direkten Zusammenhang zwischen den singulären
Moduln und den auftretenden Multiplikationskörpern stoßen und schließlich zei-
gen, daß jeder sextische CM-Körper, der einen imaginär quadratischen Zahlkörper
umfaßt, durch einen singulären Modul erzeugt wird. Die entsprechenden Resulta-
te für Picardkurven bzw. CM-Erweiterungen der Eisensteinzahlen, die in [Hol95]
gezeigt wurden, fassen wir im Anschluß zusammen.

3.3.1 Hyperelliptische Kurven

Um Holzapfels Ergebnisse zu übertragen, schreiben wir die Periodenmatrix, die
wir im zweiten Kapitel (2.3) angegeben hatten, geringfügig um. Jede Isomorphie-
klasse von Jacobischen der obigen Kurvenfamilie besitzt einen Repräsentanten
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AΠ := C3/ΠZ6 mit einer Periodenmatrix Π der Gestalt

Π =

a1 −ia1 a5 a2 −ia2 −ia5

b̄1 ib̄1 b̄5 b̄2 ib̄2 ib̄5

c̄1 ic̄1 c̄5 c̄2 ic̄2 ic̄5

 . (3.3)

Der auf den Kurven definierte Automorphismus (z, w) 7→ (z, iw) liefert die bis-
lang betrachtete K-Multiplikation vom Typ (2, 1). Analog induziert (z, w) 7→
(z,−iw) ∈ Aut(C̃(x, y)) eine Einbettung3

ι : Q(i) ↪→ End0(Jac(C̃)), ι(f) =

(
f 0 0
0 f̄ 0
0 0 f̄

)
.

Wir definieren eine Abbildung ∗ : C3 ↪→ C6 durch

t(z1, z2, z3) 7→ t(z1,−iz1, z3, z2,−iz2,−iz3).

Die durch H =
(

0 −i 0
i 0 0
0 0 1

)
definierte Form auf C3 können wir nun in der folgenden

Weise schreiben

h(z, w) := t(∗z)

(
− i

2
J

)
(∗w) = tzHw̄.

Hierbei ist wieder J =
(

0 E3
−E3 0

)
. Den Ball

BH := {τ = Pa : h(a, a) < 0} ⊂ P2
C

identifizieren wir wie in Kapitel 2 mittels

(a1 : a2 : a5) 7→ (u, v) := (a2/a1, a5/a1)

mit dem unbeschränkten Gebiet Baff
H = {(u, v) : Im(u)− 1

2
|v|2 > 0} ⊂ C2.

Definition 3.3.2. Eine Matrix Π := t
(
∗a ∗b ∗c

)
heißt Picardmatrix, wenn

h(a, a) < 0 gilt, also τ = Pa ∈ BH , wenn h(a, b) = h(a, c) = 0 erfüllt ist, und
wenn zusätzlich b und c linear unabhängig sind.

Proposition 3.3.3. Ist Jac(C̃) ∼= C3/ΠZ6, Π wie in (3.3), dann ist Π eine
Picardmatrix.

Beweis. Zunächst gibt es nach (3.3) zu jeder Kurve C̃ ∈ F eine Periodenmatrix
der Gestalt Π = t

(
∗a ∗b ∗c

)
. Jacobische sind kanonisch hauptpolarisiert,

daher genügt Π den Riemannschen Periodenrelationen in der folgenden Form

ΠJ tΠ = 0, iΠJ tΠ̄ > 0.

3bzgl. der Basis η1 = dz/w, η2 = z(z − 1)/w3, η3 = z2(z − 1)dz/w3 der holomorphen Diffe-

rentialformen und der Zuordnung i 7→ ((z, w) 7→ (z,−iw)) ∈ Aut(C̃) ist ι(i) = diag(i,−i,−i).
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ei bezeichne den kanonischen i-ten Basisvektor in C3.

(i) Aus iΠJ tΠ̄ > 0 folgt te1iΠJ
tΠ̄e1 > 0, also

0 > −1

2
te1iΠJ

tΠ̄e1 = t(∗a)
−i
2
J t(∗a) = h(a, a).

(ii) Aus der ersten Riemannrelation folgt die Orthogonalität von a zu b, c

0 = − i
2
te1ΠJ tΠe2 = h(a, b), 0 = − i

2
te1ΠJ tΠe3 = h(a, c).

(iii) Π hat Rang 3, daher sind ∗b, ∗c und somit auch b, c linear unabhängig.

Für Jacobische zur Kurvenfamilie hatten wir in (2.4) mit Hilfe der Riemann-
schen Relationen einen Periodenpunkt bestimmt. Ohne Rückgriff auf die Kurven-
familie - also ohne die Kenntnis, daß die abelschen Varietäten zu einer Picard-
matrix hauptpolarisierbar sind - können wir allein aus den Orthogonalitätsrela-
tionen den zugehörigen Periodenpunkt angeben.

Lemma 3.3.4. Sei τ = Pa ∈ BH und Π = t
(
∗a ∗b ∗c

)
= (Π1|Π2) eine

Picardmatrix. Setze

Ω =

u+ i
2
v2 −1

2
v2 −iv

−1
2
v2 u− i

2
v2 v

−iv v i

 , u :=
a2

a1

, v :=
a5

a1

.

Dann ist Ω ein Punkt in der oberen Halbebene H3 und

AΠ := C3/ΠZ6 ∼= C3/(E3|Ω)Z6 =: Aτ .

Insbesondere hängt Ω und daher die Isomorphieklasse von AΠ nur vom gewählten
Ballpunkt ab.

Beweis. Offenbar ist Ω symmetrisch. Sei u = r + it, v = x+ iy. Dann ist

Im(Ω) =

t+ 1
2
(x2 − y2) −xy −x
−xy t− 1

2
(x2 − y2) y

−x y 1

 .

Falls τ ∈ BH , also Im(u)− 1
2
|v|2 > 0, sind die Hauptabschnittsdeterminanten

t+ 1
2
(x2 − y2) = (Im(u)− 1

2
|v|2) + Re(v)2,

(t+ 1
2
(x2 − y2))(t− 1

2
(x2 − y2))− (xy)2 = (Im(u)− 1

2
|v|2)(Im(u) + 1

2
|v|2),

det Im(Ω) = (Im(u)− 1
2
|v|2)2,

alle größer als 0, d.h. Im(Ω) ist positiv definit und somit Ω ∈ H3.

Unter Ausnutzung von h(a, b) = 0 = h(a, c) rechnet man direkt nach, daß Π1Ω =
Π2 gilt, also Ω = Π−1

1 Π2.
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Wir werden im Folgenden nicht zwischen den durch τ ∈ BH bestimmten
isomorphen Varietäten Aτ und AΠ unterscheiden. Da jeder Ballpunkt, der nicht
im Urbild p−1

Γ1
(�) der Apolloniuskonfiguration liegt, eine Jacobische einer Kurve

C̃ ∈ F parametrisiert, deren Periodenmatrix eine Picardmatrix ist, sind alle
Varietäten Aτ , τ ∈ BH\p−1

Γ1
(�), Jacobi-Varietäten von Kurven der Familie F und

haben daher Multiplikation mit den Gaußzahlen. Die letztgenannte Eigenschaft
kann man sich auch ohne Rückgriff auf die Kurvenfamilie überlegen, was Holzapfel
in [Hol94], Ch. 6 und Ch. 7, für beliebige imaginär quadratische Zahlkörper getan
hat. In unserem Fall sieht man das wie folgt ein. Sei stets K := Q(i), Π eine
Picardmatrix, Λ = ΠZ6 das zugehörige Picard-Gitter und ΛQ := Q ⊗ Λ. Mit
einem Blick auf die Einbettung ι definieren wir eine Skalarmultiplikation ◦ :
C× Cn → Cn und eine (Anti-)Involution ˆ : Cn → Cn

λ ◦ z := diag(λ, λ̄, . . . , λ̄)z, z∧ := t(z1, z̄2, . . . , z̄n).

Für eine Matrix G ∈M(n,C) mit Zeilen g1, . . . , gn sei G∧ die Matrix mit Zeilen
g1, ḡ2, . . . , ḡn. Ist m ∈ Z6, dann ist

Π ·m = (m1 + im2) ◦
( a1
b̄1
c̄1

)
+ (m4 + im5) ◦

( a2
b̄2
c̄2

)
+ (m3 + im6) ◦

( a5
b̄5
c̄5

)
.

Das Gitter Λ können wir demnach in folgender Weise schreiben

Λ = {(t(a, b, c)µ)∧ : µ ∈ Z[i]3}.

Die oben definierte Abbildung ι : K →M(3,C), ι(f) = diag(f, f̄ , f̄), führt wieder
zu einer Einbettung in die Endomorphismenalgebra von Aτ , da

ι(f)(ΛQ) = {f ◦ (t(a, b, c)µ)∧ : µ ∈ K3} = {(t(a, b, c)fµ)∧ : µ ∈ K3} ⊂ ΛQ. (3.4)

Aτ ist somit eine abelsche Varietät mit Q(i)-Multiplikation. Andererseits de-
finiert die komplexe Darstellung C = ρC(ϕ) eines Endomorphismus einen K-
Vektorraumendomorphismus (bzgl. der Skalar-Multiplikation ◦) und daher einen
K-Vektorraumendomorphismus N ∈M(3, K), so daß Ct(a, b̄, c̄) = t(a, b̄, c̄)N und
schließlich ein M ∈M(3, K) mit der Eigenschaft

Ct(a, b, c)
∧

= (t(a, b, c)tM)∧ = t(M(a, b, c))∧. (3.5)

Wir setzen
ρK : End0(Aτ )→M(3, K), ϕ 7→ ρK(ϕ) := M.

Satz 3.3.5 (siehe [Hol94], 7.7 Proposition). Die Einschränkung von ρK auf
den Zentralisator ZEnd0(Aτ )ι(K) von K in der Endomorphismenalgebra induziert
einen Q-Algebra-Isomorphismus

ρK : ZEnd0(Aτ )ι(K)→ EndK(a, a⊥) = {M ∈M(3, K) : Ma ∈ Ca,Ma⊥ ⊂ a⊥}

in die Algebra EndK(a, a⊥). Dabei geht ι(K) in K · id über.
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Der Vollständigkeit halber skizzieren wir den Beweis des Satzes.

Beweis (s. [Hol94], p. 24). Die komplexe Darstellung C = ρC(ϕ) eines Elements
des Zentralisators kommutiert mit allen ι(f) = diag(f, f̄ , f̄), f ∈ K, und ist
daher notwendig von der Form

C =

λ 0 0
0 d11 d12

0 d21 d22

 =: (λ,D) ∈ C×M(2,C).

Nach (3.5) folgt mit M = ρK(ϕ)

t(M(a, b, c))∧ = (λ,D)t(a, b, c)
∧

= ((λ, D̄)t(a, b, c))∧ = t((a, b, c)(λ, tD̄))∧

also
M(a, b, c) = (a, b, c)(λ, tD̄) = (aλ, (b, c)tD̄) ∈ EndK(a, a⊥)

Injektivität und Additivität der Abbildung sind klar, die K-Linearität haben wir
oben schon festgestellt, die Multiplikativität prüft man unmittelbar nach. Bleibt
die Surjektivität zu zeigen. Sei M ∈ EndK(a, a⊥) vorgegeben. Nach Vorausset-
zung ist M(a, b, c) = (λa, (b, c)D) in K ×M(2, K). Die Matrix C := (λ, tD̄) ∈
ZEnd0(Aτ )ι(K) ist ein Urbild von M .

Satz 3.3.6. Sei τ = Pa = (1 : u : v) ∈ BH , K(τ) := K(u, v), N die normale
Hülle von K(τ)/K und gelte h(a, aσ) = 0 für alle σ ∈ G(N/K), σ|F 6= idF .

(i) Ist Aτ eine CM-Varietät, dann ist End0(Aτ ) ∼= K(τ).

(ii) Sei umgekehrt K(τ) ein sextischer CM-Körper. Dann ist Aτ eine CM-Varietät
(mit End0(Aτ ) ∼= K(τ)).

Beweis. (i) Die Endomorphismenalgebra einer CM-Varietät Aτ ist ein Körper
(vom Grad 6 über Q) und damit nach Satz 3.3.5

End0(Aτ ) = ZEnd0(Aτ )ι(K) ∼= EndK(a, a⊥).

Sei K(α) ∼= End0(Aτ ) und γα das Bild von ι(α). Folglich ist EndK(a, a⊥) ∼= K(γα)
vom Grad 3 über K. Insbesondere ist das charakteristische Polynom pγα(t) ∈ K[t]
irreduzibel über K und daher (a ist Eigenvektor von γ für jedes γ ∈ EndK(a, a⊥))
ist a Eigenvektor zu einem einfachen Eigenwert λ von γα. pγα(t) ist das Minimal-
polynom von γα wie auch von λ, daher sind K(α), K(γα) und K(λ) isomorph.
Insgesamt ist mit Lemma 3.2.2

K(τ) ∼= K(λ) ∼= K(γα) ∼= End0(Aτ ).

(ii) Nach den Voraussetzungen an F = K(τ) ist τ ein singulärer Modul (vom
Grad 3), d.h. τ ist isolierter Fixpunkt eines γ ∈ U((2, 1), K) nach Satz 3.2.3. Sei
λ der zugehörige einfache Eigenwert. Mit Lemma 3.2.2 und Satz 3.3.5 folgt

K(τ) = K(λ) ∼= K(γ) ↪→ End0(Aτ ),
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die Varietät ist daher vom CM-Typ. Der (2, 1)-Multiplikationstyp (K(τ),Φ) ist
primitiv, somit ist Aτ einfach und eine CM-Varietät.4

Wir erhalten folgende schwächere Version von Satz 3.3.1 als

Korollar 3.3.7. Jeder sextische CM-Körper F = K(τ), der den Bedingungen
aus Satz 3.3.6 genügt, der also durch einen singulären K-Modul erzeugbar ist,
tritt als Endomorphismenalgebra einer Jacobischen der Kurvenfamilie F auf. In
diesem Fall ist F isomorph zu End0(Jac(C̃τ )).

Beweis. Nach obigem Satz hat die von τ parametrisierte CM-Varietät Aτ F als
Endomorphismenalgebra und ist genau dann Jacobische einer Kurve der Familie,
wenn der Ballpunkt nicht im Urbild p−1

Γ1
(�) der Apolloniuskonfiguration liegt.

p−1
Γ1

(�) = D0 ∪ D1 ∪ D2 ∪ D3 ist Vereinigung von Γ(1 + i)-Spiegelungsscheiben
und damit von K-Scheiben Dj (s. [HV01], Ch. 11) und abelsche Varietäten, die
von Punkten auf K-Scheiben parametrisiert sind, sind nicht einfach ([Hol94], 6.23
Corollary, siehe auch Satz 3.3.8 unten). Folglich liegt τ nicht über der Apollonius-
konfiguration, d.h. Aτ ist isomorph zu einer Jacobischen der Kurvenfamilie.

Wieder aus Gründen der Vollständigkeit zitieren wir den eben genannten Satz
von Holzapfel und geben die wesentlichen Stichpunkte des Beweises an.

Eine Scheibe im Ball ist der Durchschnitt des Balls BH mit einer projektiven
Geraden in P2

C. Sei c ∈ C3, h(c, c) > 0 und Dc := BH ∩Pc⊥. Eine Scheibe D heißt
K-Scheibe, wenn D = Dc für ein c in K3.

Satz 3.3.8 (siehe [Hol94], 6.23 Corollary). Liegt τ auf einer K-Scheibe D, dann
ist Aτ nicht einfach.

Beweisweg (vgl. [Hol94], Ch. 6). Sei a ∈ Dc, c ∈ K3 und

p : C3 → C2, t(z1, z2, z3) 7→ t(z1, z2),

die Projektion. Das Gitter

p(Λτ ) := Λ(a, b̄) = (t(a, b̄)Z[i]3)∧

hat Rang 2,5 also ist C2/Λ(a, b̄) ein zweidimensionaler Torus. Der Kern der indu-
zierten Abbildung p̄ : Aτ → C2/Λ(a, b̄) ist ein eindimensionaler Torus, also eine
echte abelsche Untervarietät von Aτ .

4Ist Aτ vom CM-Typ, so ist Aτ isogen zu Bs mit einer einfachen CM-Varietät B ([Lan83], I,
Theorem 3.1) vom Typ (L,ΦL). Der Multiplikationstyp (F,Φ) von Aτ ist ein Lift von (L,ΦL)
([Lan83], I, Theorem 3.4). Im Fall s 6= 1, also s = 3, ist B eine elliptische Kurve mit L = K-
Multiplikation. Aber (F,Φ) ist kein Lift eines Typs von K, da Φ|K = {id, id}.

5Da a und b linear unabhängig sind, ist die Q-Dimension von Q⊗Λ(a, b̄) entweder 4 oder 6.
Die Dimension ist genau dann = 4, wenn die Spalten von t(a, b̄) über K linear abhängig sind,
was äquivalent ist zur Existenz eines c ∈ K3\{0}, auf dem a und b senkrecht stehen.
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Bemerkung 3.3.9. Holzapfel arbeitet mit dem Standardball B2, der durch die
über K zu H äquivalente Form diag(1, 1,−1) gegeben ist. Z.B. ist

tS−1diag(1, 1,−1)S̄−1 = H mit S =

(
0 0 1

−i/2 1 0
i/2 1 0

)
, S−1 =

(
0 i −i
0 1/2 1/2
1 0 0

)
.

Es ist nicht schwer, einen gegebenen sextischen CM-Körper F , der die vierten
Einheitswurzeln enthält, in der Form K(τ), τ ∈ BH , zu schreiben. Es bleibt die
Frage, ob die zusätzliche Bedingung an τ stets erfüllbar ist. Wir ignorieren das
Problem für den Moment und zeigen den eingangs erwähnten

Satz 3.3.10 (Satz 3.3.1). Jeder CM-Körper vom Grad 6, der Q(i) enthält, tritt
als Endomorphismenalgebra einer Jacobischen der Kurvenfamilie F auf.

Beweis. Zu gegebenem F und (2, 1)-CM-Typ Φ existiert eine hauptpolarisierbare
abelsche Varietät der Dimension 3 von diesem Multiplikationstyp.6 Dreidimensio-
nale hauptpolarisierte abelsche Varietäten mit Q(i)-Multiplikation werden vom
Standardball B2 (= H2,1 in der Notation von [BL04], H(M), mit M ∈ Sp(6,Z),
M2 = −E3, in der Notation von [Run97]) parametrisiert, den wir mit BH vermöge
S identifizieren. Zwei solche Varietäten Aτ,Shim, Aτ ′,Shim sind genau dann iso-
morph, wenn die Parameter in einer Bahn unter der Aktion der Picardschen Mo-
dulgruppe U((2, 1),Z[i]) liegen (siehe z.B. [Run97], Prop.2.3). M.a.W. stimmen
die Modulräume überein und die Identität auf B2 induziert eine Bijektion der Iso-
morphieklassen. D.h. wir haben eine Bijektion des Modulraums, die dem Parame-
ter der Isomorphieklasse einer abelschen Varietät mit Picardmatrix den Parame-
ter einer Isomorphieklasse (Aτ ′,Shim) zuordnet. Ist (Aτ ) das Urbild von (Aτ ′,Shim)
unter dieser Bijektion, dann ist Aτ eine CM-Varietät mit End0(Aτ ) ∼= F . Der
Ballpunkt τ liegt nicht über der Apolloniuskonfiguration, da Aτ einfach ist, also
ist die Varietät Jacobische einer Kurve.

Bemerkung 3.3.11. Ein ähnliches Resultat findet man in [Wen01], Theorem 4.5
und Theorem 5.2. Dort wird mit anderen Methoden gezeigt, daß jede Kurve vom
Geschlecht 3, deren Jacobi-Varietät einfach ist und Q(i)-Multiplikation besitzt,
hyperelliptisch ist und durch eine Gleichung der Form

Cabc : v2 = w(w2 − a)(w2 − b)(w2 − c), a, b, c ∈ C\{0},

gegeben ist. Hieraus ergibt sich, daß jeder sextische CM-Körper, der die Gauß-
zahlen umfaßt, von einer hyperelliptischen Kurven der obigen Gestalt stammt,
sobald er als Endomorphismenalgebra einer hauptpolarisierten abelschen Varietät
auftritt. Es ist nicht schwer einzusehen, daß die Wengsche und die von uns be-
trachtete Kurvenfamilie übereinstimmen.

6z.B. ist AΦ := C3/Φ(a), a ⊂ OK ein Ideal, eine polarisierte Varietät von diesem Typ. AΦ

ist nicht notwendig hauptpolarisiert, aber isogen zu einer solchen, die also den selben Multipli-
kationstyp besitzt. Für eine andere Argumentation vgl. [BL04], Ch. 9.6
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Im zweiten Kapitel, Bemerkung 2.2.1, hatten wir für jede Kurve C̃(x, y) ∈ F
ein Modell mit Gleichung

v2 = w(w2 − 1)

(
w2 − x

y

)(
w2 − 1− x

1− y

)
gefunden, daher treten unsere Kurven als Elemente der Wengfamilie auf. An-
dererseits sind zwei hyperelliptische Kurven, deren Weierstraßpunkte durch einen
Automorphismus ρ von P1

C ineinander überführt werden, isomorph. Seien a, b, c
paarweise verschieden und ungleich 0. Dann ist mit x := b

a
· a−c
b−c , y := a−c

b−c

Cabc ∼= C̃(x, y) ∈ F

vermöge ρ(t) := t√
a
.

Der nächste Satz beantwortet die oben gestellte Frage, ob jeder über K ku-
bische CM-Körper durch einen singulären Modul erzeugt wird.

Satz 3.3.12. Aτ ist genau dann eine CM-Varietät, wenn τ ein K-singulärer
Modul vom Grad 3 über K ist.

Beweis. Sei Aτ durch τ = Pa ∈ BH parametrisiert. Nach Satz 3.3.5 ist Aτ genau
dann eine CM-Varietät, wenn F := End0(Aτ ) ∼= EndK(a, a⊥) eine kubische Er-
weiterung von K ist.

Sei zunächst Aτ eine CM-Varietät und γ ∈ EndK(a, a⊥) ein primitives Element
der kubischen Erweiterung EndK(a, a⊥)/K. Das charakteristische Polynom pγ(X)
von γ ist irreduzibel über K, also ist

EndK(a, a⊥) ∼= K(γ) ∼= K[X]/(pγ(X)) ∼= K(λ),

wobei λ den (einfachen) Eigenwert von γ zum Eigenvektor a bezeichnet. Seien
id, σ, ψ : F → C die drei verschiedenen K-Einbettungen von F . Es ist

γaσ = (γa)σ = (λa)σ = λσaσ sowie γaψ = (γa)ψ = (λa)ψ = λψaψ,

d.h. a, aσ und aψ sind Eigenvektoren von γ zu λ, λσ und λψ. Wegen γ(a⊥) ⊂ a⊥

liegen aσ, aψ im Komplement a⊥:
Sei aσ = αa+ v′, v′ ∈ a⊥. Dann ist

λσαh(a, a) = h(λσαa, a) + h(λσv′, a) = h(λσaσ, a) = h(γaσ, a)

= h(γαa+ γv′, a) = αh(λa, a) = αλh(a, a),

folglich α(λ− λσ) = 0, also α = 0. Ebenso folgt aψ ⊥ a, aσ.
Völlig analog wie im Beweis von Lemma 3.2.2 folgt F = K(τ), also ist τ ein
K-singulärer Modul nach Satz 3.2.3.
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Sei umgekehrt τ = Pa ein K-singulärer Modul und isolierter Fixpunkt des
unitären γ ∈ U((2, 1), K) zum Eigenwert λ. Weiter sei K(τ)/K eine kubische
Erweiterung und HomK(F,C) = {id, σ, ψ}. Nach Satz 3.2.3 wird a⊥ von aσ und
aψ erzeugt, woraus sich unmittelbar γ(a⊥) = a⊥, also γ ∈ EndK(a, a⊥), ergibt.
Da K(τ) ∼= K(λ) ∼= K[γ] Grad 3 über K hat, ist wegen

3 ≥ [End0(Aτ ) : K] = [EndK(a, a⊥) : K] ≥ 3

Aτ eine CM-Varietät.

Bemerkung 3.3.13. (i) Die explizite Konstruktion des Modulraums g-dimen-
sionaler polarisierter abelscher Varietäten einer fixierten Endomorphismenstruk-
tur wurde von Shimura in [Shm63] durchgeführt. Wir adaptieren das Verfahren
für abelsche Varietäten mit K-Multiplikation vom Typ (2, 1) und folgen [BL04],
Chapter 9.6 und 9.8, vgl. auch [Hol94], Chapter 2. Sei dazu das Gitter Z[i]3 in
K3 sowie die schief-hermitesche Matrix T := diag(i, i,−i) in M(3, K) der Signa-
tur (2, 1) fixiert. Die Spur TrK/Q(taT b̄) nimmt für alle Gittervektoren a und b
ganzzahlige Werte an. Betrachte

˜ : C3 → C6, z 7→ t(z, z̄),

und die von τ = (u, v) ∈ B2 abhängende Abbildung

Jτ : C6 → C3, Jτ (z) =

u v 1 0 0 0
0 0 0 1 0 u
0 0 0 0 1 v

 z.

Die abelsche Varietät Aτ := C3/Jτ (˜(Z[i]3)) hat K-Multiplikation vom Typ (2, 1)
und besitzt eine Polarisierung, die durch

Hτ = (1− |u|2 − |v|2)−1

1 0 0
0 1− |v|2 −uv̄
0 −ūv 1− |u|2


definiert ist. Für Gitterpunkte Jτ (

t(a, ā)), Jτ (
t(b, b̄)) erhalten wir

ImHτ (Jτ (
t(a, ā)), Jτ (

t(b, b̄))) = TrC/R(taT b̄).

Jede abelsche Varietät von diesem Endomorphismentyp ist bzgl. einer geeigneten
Polarisierung isomorph zu einer in dieser Weise konstruierten Varietät, siehe
[BL04], Prop. 9.5.4. Zwei durch Ballpunkte τ , τ ′ parametrisierte Varietäten sind
genau dann isomorph, wenn sie in einer Bahn unter der Operation der unitären
Gruppe U((2, 1),Z[i]) liegen.7

7Die Gruppe G in [BL04] ist in unserem Fall genau die unitäre Gruppe U((2, 1),C), die dort
erwähnte Matrix W ist für obiges T die Einheitsmatrix. Mit M = Z[i]3 ist also G(M, T ) =
{γ ∈ U(2, 1) : tγZ[i]3 ⊂ Z[i]3} = U((2, 1),Z[i])
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Mit obigen Notationen können wir das Gitter Jτ (˜(Z[i]3)) umschreiben zu

Jτ (˜(Z[i]3)) =


u v 1 0 0 0

0 0 0 1 0 u
0 0 0 0 1 v

(z
z̄

)
: z ∈ Z[i]3


=

{
z1 ◦

(
u
1
0

)
+ z2 ◦

(
v
0
1

)
+ z3 ◦

(
1
u
v

)
: z1, z2, z3 ∈ Z[i]

}
.

Sei g =
(

1 0 0
0 a b
0 c d

)
∈ GL(3,C). Wegen g ◦ µ = µ ◦ g für alle µ ∈ C ist

gJτ (˜(Z[i]3)) =
{
z1 ◦ g

(
u
1
0

)
+ z2 ◦ g

(
v
0
1

)
+ z3 ◦ g

(
1
u
v

)
: z1, z2, z3 ∈ Z[i]

}
=

a1 −ia1 a5 a2 −ia2 −ia5

b̄1 ib̄1 b̄5 b̄2 ib̄2 ib̄5

c̄1 ic̄1 c̄5 c̄2 ic̄2 ic̄5

Z6,

wobei a1 = u, a2 = v, a5 = 1, b1 = ā, b2 = b̄, b5 = au+ bv, c1 = c̄, c2 = d̄,
c5 = cu+ dv.

(ii) Sei F/K galoissch, G(F/K) =< σ >, F = K(α) mit α ∈ R, so daß α1−σ > 0
gilt und sei

a1 := ασ, a2 := iα, a3 := ασ
2

/m.

Für genügend große m ∈ N liegt τ := Pa = (a1 : a2 : a3) in BH . Betrachte das
Gitter

L :=

(
ασ,−iασ, α

σ2

m
, iα, α,−iα

σ2

m

)
Z

⊂ F

und den (1,2)-Typ Φ = (id, σ̄, σ̄2). Damit ist AΦ(L) = AΠ mit Π = t( ∗ a ∗b ∗c),

b = aσ, c = aσ
2
. Die Varietät ist hauptpolarisiert, wenn Π eine Picardmatrix

ist, wenn also b und c das zu a orthogonale Komplement erzeugen. Letzteres ist
wiederum nach Satz 3.2.3 äquivalent dazu, daß τ ein singulärer K-Modul ist.
Starten wir also mit einem singulären Modul τ = (a1 : a2 : a3), dann besitzt

AΠ Multiplikation mit F und ist die Jacobi-Varietät der CM-Kurve C̃τ aus Satz
2.2.7.

3.3.2 Picardkurven

Sei nun P die Picardsche Kurvenfamilie

C(ξ) : w3 = z(z − ξ0)(z − ξ1)(z − ξ2), ξ ∈ P2
C\�.

Wir definieren eine Einbettung ∗ : C3 → C6,

∗ : t(z1, z2, z3) 7→ t(z1, z2,−ζz1, z3, ζz2, ζ̄z3), ζ = e2πi/3,
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und eine hermitesche Form

h(z, w) := t( ∗ z)
1√
−3

J(∗w) = tz

0 0 ζ
0 1 0
ζ̄ 0 0

w

der Signatur (2, 1) auf C3. Analog zur Definition 3.3.2 sind Picardmatrizen Π =
t
(
∗a ∗b ∗c

)
zu ∗ und h durch folgende Eigenschaften charakterisiert:

(a) h(a, a) < 0,

(b) b und c sind linear unabhängig,

(c) a ⊥ b, c.

Jede Isomorphieklasse von Jacobischen von Picardkurven besitzt einen Repräsen-
tanten C3/ΠZ6 mit einer Picardmatrix Π und umgekehrt sind Tori C3/ΠZ6 nach
Picardgittern ΠZ6 abelsche Varietäten mit K-Multiplikation, K = Q(ζ), vom
Typ (2, 1), die eine Hauptpolarisierung gestatten und deren Isomorphieklasse
nur vom Ballpunkt abhängt, siehe [Hol95], Chapter 2. Eine auf diese Weise durch
τ ∈ Bh parametrisierte abelsche Varietät ist genau dann Jacobi-Varietät einer Pi-
cardkurve, wenn τ nicht im Urbild p−1(�), der Quotientenabbildung p : Bh → P2

C
liegt, [Hol95], Theorem 3.34. Da einfache abelsche Varietäten mit diesen Eigen-
schaften Jacobische von Picarkurven sind, siehe [Hol95], vgl. auch [KW04], Lem-
ma 1, folgt wörtlich wie im Fall der Familie F , daß jeder Zahlköper vom Grad 6,
der die Eisensteinzahlen enthält, als Endomorphismenalgebra einer Picardkurve
auftritt. Für den obigen Beweis, daß CM-Körper der Gestalt F+(i) durch sin-
guläre Moduln erzeugt werden, hatten wir neben Holzapfels Satz 3.3.5, der für
beliebige dreidimensionale abelsche Varietäten mit imaginär quadratischer Multi-
plikation richtig ist, keine Eigenschaften genutzt, die vom imaginär quadratischen
Körper abhängen. Wir erhalten also in der gleichen Weise

Satz 3.3.14. Jeder CM-Körper vom Grad 6, der die dritten Einheitswurzeln
enthält, tritt als Endomorphismenalgebra einer Jacobi-Varietät einer Picardkurve
auf und ist von der Bauart F = Q(ζ, τ) mit einem singulären Modul τ .



Kapitel 4

Modulkörper

Der Modulkörper einer CM-Varietät Aτ definiert einen abelschen Erweiterungs-
körper F ∗(j(τ)) des Reflexkörpers F ∗, einen Shimuraklassenkörper, den wir ex-
plizit aus den Thetakonstanten gewinnen können. Bislang wissen wir aber noch
nicht einmal, ob die Shimuraklassenkörper überhaupt echte Erweiterungen der
Grundkörper sind. Um den Grad der Erweiterung zu bestimmen, könnte man
versuchen, den Grad (der Koordinaten) von j(τ) über dem Reflexkörper zu be-
stimmen, was uns als aussichtslos erscheint.

Wir schlagen einen anderen Weg ein. Eine abelsche Erweiterung ist stets Er-
weiterung zu einer Untergruppe der Idelklassengruppe, die zum Kern der Artin-
Abbildung korrespondiert. Die entsprechenden Gruppen zu den von uns betrach-
teten abelschen Erweiterungen M∗/F ∗ haben Shimura und Taniyama bestimmt.
Wir werden in diesem Kapitel diese Gruppen im unverzweigten Fall, d.h. wenn
die Jacobi-Varietät Multiplikation mit OF hat, bestimmen. Der Modulkörper
ist dann ein Unterkörper des Hilbertschen Klassenkörpers und für Reflexkörper
mit geeigneter Klassenzahl erlaubt die Idealgruppe Rückschlüsse darauf, wie der
Modulkörper im Hilbertklassenkörper eingelagert ist. Vorweg stellen wir einige
Grundbegriffe aus der Klassenkörpertheorie bereit.

4.1 Ein kurzer Abriß der Klassenkörpertheorie

Wir folgen in diesem Paragraphen hauptsächlich den Zusammenstellungen in
[CS08] und [Sil94], Chapter II, §3. Beweise der genannten Theoreme der globalen
Klassenkörpertheorie findet man z.B. in Tates Artikel in [CF67].

4.1.1 Idealtheoretische Klassenkörpertheorie

Sei M/E eine endliche Erweiterung von Zahkörpern, p ⊂ OE sei ein in M/E
unverzweigtes Primideal und P ein über p liegendes Primideal von M . Die Rest-
klassenkörpererweiterung κ(P)/κ(p) ist eine endliche, zyklische Erweiterung, de-

55
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ren Galoisgruppe G(κ(P)/κ(p)) durch σp : x 7→ xq, q = |OE/p| die Absolutnorm
von p, erzeugt ist. Jedes σ aus der Zerlegungsgruppe Z(P | p) induziert ein Ele-
ment σ̄ ∈ G(κ(P)/κ(p)). Da wir p als unverzweigt vorausgesetzt haben, ist die
Trägheitsgruppe T (P | p) trivial, daher induziert die exakte Sequenz

1→ T (P | p)→ Z(P | p)→ G(κ(P)/κ(p))→ 1

einen Isomorphismus Z(P | p)→ G(κ(P)/κ(p)) =< σp >. Der globale Frobenius-
Automorphismus (P,M/E) ist als Urbild von σp in Z(P | p) definiert und ist
das durch die Relation

(P,M/E)(x) = xq mod P für alle x ∈ OM

eindeutig bestimmte Element von G(M/E). Sei Q | p ein weiteres über p lie-
gendes Primideal. G(M/E) wirkt transitiv auf der Menge {P | p} der über p
liegenden Primideale, also existiert ein σ in G(M/E), so daß Q = Pσ. Für das
Frobeniuselement gilt (Q,M/E) = σ(P,M/E)σ−1, d.h. die Frobeniuselemente
zu p bilden eine Konjugationsklasse in G(M/E).

Sei nun M/E eine abelsche Erweiterung. In diesem Fall hängt (p,M/E) :=
(P,M/E) nur von der Erweiterung M/E und dem zugrundeliegenden Primide-
al ab. Bezeichne IE(a) die Gruppe der zu a teilerfremden Ideale, ∆M/E sei die
Relativ-Diskriminante von M/E. Durch multiplikative Fortsetzung

a =
∏

pvp 7→
∏

(p,M/E)vp =: (a,M/E)

definieren wir einen Homomorphismus, die Artin-Abbildung, von IE(∆M/E) in
die Galoisgruppe G(M/E). Die in M/E voll zerlegten Primideale sind genau die
Primideale im Kern der Artin-Abbildung.

Ein Modulus m von E ist ein formales Produkt m := m0m∞ eines ganzen Ideals
m0 ∈ IE mit einer Teilmenge m∞ der reellen Primstellen von E. Wir setzen

x ≡ 1 mod ∗m :⇐⇒ vp(x− 1) > vp(m) ∀ p | m0, σ(x) > 0 ∀ σ ∈ m∞

und definieren die Strahlgruppe mod m

Rm := {(x) : x ≡ 1 mod ∗m} ⊂ IE.

Nach dem Artinschen Reziprozitätsgesetz existiert zu jeder abelschen Erweite-
rung ein Modulus m, so daß die Strahlgruppe Rm im Kern der Artin-Abbildung
enthalten ist, m wird zulässiger Modulus genannt. Die zulässigen Moduli sind
Vielfache eines minimalen Modulus fM/E, dem sogenannten Führer von M/E.
In M verzweigen genau diejenigen Primideale von E, die den Führer teilen. Die
Faktorgruppe

Clm := I(m0)/Rm
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der zum endlichen Part m0 teilerfremden Ideale nach der Strahlgruppe mod m
wird Strahlklassengruppe modulo m genannt. Für jeden zulässigen Modulus indu-
ziert die Artin-Abbildung einen surjektiven Homomorphismus

( ,M/E) : Clm → G(M/E), (a) 7→ (a,M/E) (4.1)

mit Kern ker( ,M/E) = Am/Rm, wobei

Am = NM/E(IM(m0))Rm.

Umgekehrt gibt es zu jedem Modulus m von E einen - in einem fixierten alge-
braischen Abschluß eindeutig bestimmten - Erweiterungskörper Hm, so daß die
Artin-Abbildung (4.1) ein Isomorphismus ist. Der Strahlklassenkörper Hm modu-
lo m ist die maximale abelsche Erweiterung von E, in der alle Primideale der
Strahlgruppe Rm voll zerlegt sind. Ist M/E abelsch und m ein zulässiger Modu-
lus von M/E, dann ist M ein Unterkörper von Hm. Der Hilbertklassenkörper ist
der Strahlklassenkörper HE := H(1) zum Modulus m = (1) und die größte abel-
sche Körpererweiterung von E, die über allen Primstellen unverzweigt ist. Die
Galoisgruppe G(HE/E) ist isomorph zur Klassengruppe ClE und die Primideale
von E, die in HE voll zerlegt sind, sind genau die Primhauptideale in E. Da die
Strahlgruppe Rm in Pm := PE ∩ IE(m) enthalten ist, ist die Strahlklassengruppe
Clm eine Erweiterung von ClE mit Pm/Rm.

4.1.2 Idelische Formulierung der Klassenkörpertheorie

Sei weiterhin E ein Zahlkörper und v eine Primstelle von E. Ev sei die Ver-
vollständigung von E bei v. Für eine endliche Stelle sei Ov der Ring der ganzen
Zahlen von v, für reelle bzw. komplexe archimedische Stellen sei Ov = R bzw. C.
Die Idelgruppe JE von E ist definiert als

JE := {s = (xv) ∈
∏
v

E∗v : xv ∈ O∗v für fast alle v}

und eine topologische Gruppe bezüglich der durch die Umgebungsbasis der 1 ∈ JE
definierten Topologie, die durch folgende Mengen gegeben ist∏

v∈S

Wv ×
∏
v 6∈S

Ov.

Dabei durchläuft S die endlichen Primstellenmengen von E, die alle unendlichen
Stellen umfassen, und Wv ist eine Umgebungsbasis der 1 in E∗v . Wir betten E∗

diagonal (und diskret) in die Idelgruppe ein, d.h.

E∗ → JE, z 7→ s = (xv), wobei xv = z ∀ v,
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und die Komplettierungen Ev vermöge

zv 7→ s = (xw) mit xw =

{
zv, v = w

1, v 6= w.

Das Ideal eines Idels s = (xv) ist

(s) =
∏

p endlich

pordpxp .

Für eine endliche Erweiterung L/E ist die Norm eines Idels durch

NL/E : JL → JE, s = (xw)w 7→ (
∏
w|v

NLw/Ev(xw))v.

gegeben. Eab sei die maximale abelsche Erweiterung von E. Es gibt einen eindeu-
tig bestimmten stetigen (Reziprozitäts-)Homomorphismus

( , E) : JE → G(Eab/E), s 7→ (s, E),

mit folgender Eigenschaft: Ist M/E endlich und abelsch, s ein Idel, dessen Ideal
von keiner verzweigten Primstelle geteilt wird, dann ist

(s, E)|M = ((s),M/E)

die Artin-Abbildung des Ideals zu s. Der Reziprozitätsmorphismus ist surjektiv,
faktorisiert über die Idelklassengruppe CE := JE/E

∗, und es gilt

(s,M)|Eab = (NM/E(s), E) ∀ s ∈ JM .

Ist p ein in M/E unverzweigtes Primideal von E mit lokalem Parameter πp ∈
E∗p ⊂ JE, dann ist (πp, Ep) = (p,M/E), der Frobeniusautomorphismus von p. Sei
nun Hm der Strahlklassenkörper zum Ideal m ⊂ OE. Wir setzen

Um := {s ∈ JE : xv ∈ O∗v, xv ≡ 1 mod mOv ∀ v}.

E∗Um ist eine Untergruppe von endlichem Index in JE. Die Reziprozitätsabbil-
dung ( , E) induziert einen Isomorphismus

JE/E
∗Um
∼= G(Hm, E),

m.a.W. (s, E) operiert genau dann trivial auf Hm, wenn s in E∗Um liegt. Un-
ten werden wir die Äquivarianz der Artin-Abbildung ausnutzen (Theorem 11.5
in Tates Artikel in [CF67]). Für uns ist folgende Version ausreichend: Ist E/Q
galoissch, HE der Hilbertklassenkörper zu E und σ̃ ∈ G(HE/Q) eine Fortsetzung
von σ ∈ G(E/Q). Dann ist für jede Idelklasse [s] ∈ CE

([s]σ, HE/E) = σ̃([s], HE/E)σ̃−1.
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4.2 Der erste Hauptsatz der komplexen Multi-

plikation

Der Modulkörper einer CM-Varietät ist zunächst als Fixkörper unter der Grup-
pe der Automorphismen σ ∈ GQ̄, die die Isomorphieklasse ((Aτ , E)) fest las-
sen, definiert. Wie wir im letzten Paragraphen gesehen haben, korrespondiert
er andererseits als abelsche Erweiterung zu einer Idealgruppe, dem Kern der
Artin-Abbildung. Im unverzweigten Fall werden wir in den letzten Paragraphen
diese Gruppe genauer studieren. Ziel dieses Abschnitts ist es, den Weg zur klas-
senkörpertheoretischen Beschreibung des Modulkörpers in groben Zügen zu skiz-
zieren. Die genauen Ausführungen sind wieder bei Shimura und Taniyama zu
finden, [ST61], II.7, III.13, IV.14 -15, insb. Beweis des ersten Hauptsatzes der
komplexen Multiplikation (Main Theorem I).
Wir formulieren Teil- wie Endergebnisse nur für den uns vorliegenden Fall abel-
scher Varietäten der Dimension 3 mit imaginär quadratischer Multiplikation.
Sei also stets (F,Φ) ein (2, 1)-CM-Typ, F ein CM-Körper vom Grad 3 über
K = Q(

√
−d), d = 1 oder d = 3, und Φ∗ := {ψ1, ψ2, ψ3} sei der Reflextyp

zu Φ = {ϕ1, ϕ2, ϕ3} für F ∗. Eine CM-Varietät (A,E) vom Typ (F,Φ) ist prinzi-
pal (erlaubt OF -Multiplikation), wenn der Endomorphismenring isomorph zu OF
ist. In den verbleibenden Abschnitten dieser Arbeit betrachten wir ausschließlich
prinzipale CM-Varietäten. Mit M∗ := M(A)∗ := M(A)F ∗ bezeichnen wir den
(F ∗-erweiterten) Modulkörper. Wir erinnern uns an Beispiel 1.3.3, (ii), aus dem
ersten Kapitel. Zu jedem Gitter Λ in F = Λ⊗Z Q definiert Φ mittels

Φ : f ⊗ z 7→ t(fϕ1z, fϕ2z, fϕ3z)

einen (R-Vektorraum-)Isomorphismus FR = F ⊗Q R ∼= C3 und eine komplexe
Struktur JΦ auf FR. Da ΛR isomorph zu FR und daher zu C3 ist, ist Φ(Λ) ein
Gitter in C3. Um eine Riemann-Form auf dem Torus zu erhalten, wählen wir ein
rein imaginäres ζ ∈ F mit der Eigenschaft Im(ζϕ) > 0 für alle ϕ ∈ Φ, so daß
TrF/Q(aζb̄) für Gitterpunkte a, b ∈ Λ ganzzahlig ist. Für z, w ∈ C3 = FR setzen

wir Eζ(z, w) :=
∑3

j=1 ζ
ϕj(zjw̄j − z̄jwj). Eζ( , ) definiert eine nicht-ausgeartete

Riemann-Form auf C3/Φ(Λ) für die gilt

Eζ(z,Φ(ξ)w) = Eζ(Φ(ξ̄)z, w) ∀ ξ ∈ F. (4.2)

A(Λ) := C3/Φ(Λ) ist somit eine abelsche Varietät vom Typ (F,Φ). Die von
der Riemann-Form Eζ induzierte Rosati-Involution stabilisiert F und fixiert F+,
entspricht daher dem nichttrivialen Automorphismus ρ ∈ G(F/F+). Nach unserer
Definition hat also A(Λ) imaginär quadratische Multiplikation vom Typ (2, 1).1

Umgekehrt ist jede nicht ausgeartete Riemann-Form auf A(Λ), die (4.2) erfüllt,

1A(Λ) ist von der Endomorphismenstruktur (K, ,̄ ρ), ρ(f) = diag(f̄ , f, f), K der imaginär
quadratische Teilkörper von F .
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von der Bauart Eζ( , ) für ein geeignetes ζ ∈ F mit ζ̄ = −ζ und Im(ζϕ) > 0 ∀ϕ ∈
Φ. Insbesondere ist also jede abelsche Varietät vom CM-Typ (F,Φ) isogen zu
einem Torus C3/Φ(Λ) mit einem Gitter Λ in F . Oben hatten wir gefordert, daß
(A(Λ), Eζ) prinzipal ist, was, wegen End(A(Λ)) ∼= O(Λ), bedeutet, daß Λ = a ein
Ideal von F ist.

Sei k ein über F ∗ normaler Definitionskörper von A = A(a) endlichen Grades
und sei Y ein Basisdivisor der Polarisierung Eζ , derart daß

(i) für alle σ ∈ G(k/F ∗) jedes λ ∈ Hom(A,Aσ) über k definiert ist,

(ii) Y rational über k ist.

Nach Definition des Modulkörpers, der in k enthalten ist, ist σ|M , σ ∈ G(k/F ∗),
genau dann die Identität, wenn die polarisierten Varietäten (A(a), Eζ)

σ und
(A(a), Eζ) isomorph sind. Der Typ der σ-transformierten Varietät ist (F, σΦ).
Da nach Voraussetzung σ auf F ∗ die Identität ist, ist σΦ = Φ nach dem Kriteri-
um (1.3), also sind die Varietäten vom selben Typ.

Definition 4.2.1. Sei (A,E) eine prinzipale CM-Varietät mit F -Multiplikation
und b ein ganzes Ideal von F . Ein surjektiver Homomorphismus λ : A→ B heißt
b-Multiplikation, wenn

(i) zu jedem b ∈ b ein µb ∈ F existiert, so daß µb ◦ λ = b gilt, und wenn

(ii) zu jedem weiteren Homomorphismus λ′ : A → C, der (i) genügt, ein Ho-
momorphismus α′ : C → B existiert, so daß α ◦ λ′ = λ.

Eine b-Transformierte ist das Bild einer b-Multiplikation.2

Zwei prinzipale abelsche Varietäten von einem Typ lassen sich stets durch
Idealmultiplikationen ineinander transformieren. Ist B eine b-Transformierte von
A(a) = C3/Φ(a), dann ist B isomorph zu C3/Φ(ab−1). Als unpolarisierte Va-
rietäten sind A(a) und A(ab−1) genau dann isomorph, wenn b ein Hauptideal ist,
[Lan83], Corollary 2.7.

Angenommen wir hätten schon geklärt, daß M∗/F ∗ tatsächlich eine unver-
zweigte abelsche Erweiterung ist. Sei H0 der Kern der Artin-Abbildung und sei
σ|M∗ = (p,M∗/F ∗) der Frobeniusautomorphismus zum unverzweigten Primide-
al p von F ∗. Weiter habe A(a) gute Reduktion bei P für jedes über p liegende
Primideal P von k. s sei das Idel, das σ induziert. M∗ ist der Klassenkörper über
F ∗ zu H0, also

p ∈ H0 ⇐⇒ p ist voll zerlegt in M∗/F ∗

⇐⇒ σ|M∗ = id|M∗

⇐⇒ (A(a), [E]) ∼= (A(a), [E])σ.

2Den Beweis der Äquivalenz dieser Definition der Idealmultiplikation bzw. Idealtransfor-
mierten zur ursprünglich von Shimura und Taniyama, [ST61], II.7, gegebenen findet man in
[Mil06], II.7, Remark 7.21.
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Die σ-Transformation entspricht einer NΦ∗(p)-Multiplikation, die Riemannform
Eζ geht dabei in Eζ′ , ζ

′ = N(s)ζ über, N(s) die Absolutnorm des Idels s, also

A(a)σ ∼= A(aNΦ∗(p)−1) und E(p,M∗/F ∗) = N(s)−1E. (4.3)

Da zwei Polarisierungen äquivalent sind, wenn sie sich um eine positive rationale
Zahl unterscheiden, und da N(s) = NΦ∗(p)NΦ∗(p), führt (4.3) zu

p ∈ H0 ⇐⇒ A(a) ∼= A(aNΦ∗(p)−1), N(s) > 0

⇐⇒ NΦ∗(p)−1 = (µ) ∈ PF , N(p)−1 = µµ̄.

Ebenso rudimentär argumentieren wir für die Klassenkörpereigenschaft wie die
Unverzweigtheit der Erweiterung M∗/F ∗. Die zu A = C3/Φ(a) duale Varietät ist
von der Gestalt A∨ = C3/Φ(a∨) mit

a∨ = {β ∈ F : TrF/Q(βāa) ⊂ Z} = (∂F/Qā)−1,

∂F/Q die Differente von F/Q. Korrespondiert ζ zur Riemannfom Eζ , dann re-
präsentiert DΦ(ζ) die Eζ entsprechende Isogenie φζ : A → A∨ und ist eine
ζ∂F/Qaā-Multiplikation. Das Ideal ζ∂F/Qaā läßt sich in der Gestalt f0OF mit einem
Ideal f0 von F schreiben, und wir bezeichnen in diesem Fall (F,Φ; f0) als (erweiter-
ten) Typ der polarisierten Varietät. Definiert ζ ′ eine weitere Polarisierung auf A
vom selben Typ, so ist ζ−1ζ ′ zwingend ein total positives Element von F+. Sei nun
λ : A → B eine c-Multiplikation und seien φA bzw. φB die durch die Riemann-
formen definierten Isogenien. Dann ist φ−1

A λ∨φBλ ein Element von End0(A) und
somit von der Gestalt DΦ(f(λ)) mit einem f(λ) ∈ F . Sind die polarisierten Va-
rietäten vom selben Typ (F,Φ; f0), dann ist λ∨ : B∨ → A∨ eine c̄-Multiplikation
und DΦ(f(λ)) repräsentiert die cc̄-Multiplikation φ−1

A λ∨φBλ ∈ End0(A). Folg-
lich ist cc̄ = (f(λ)) ein von einem total positiven Element f(λ) von F+ erzeug-
tes Hauptideal. Jedes Tripel ((A, ζA), (B, ζB), λ) bestehend aus zwei polarisierten
abelschen Varietäten eines fixierten Typs (F,Φ; f0) und einer Idealmultiplikation
λ : A→ B bestimmt also ein Paar (c, α) mit cc̄ = (α) und α ∈ F+ total positiv.
Auf der Menge solcher Paare definieren wir folgende Äquivalenzrelation:

(a, α) ∼ (b, β) ⇐⇒ ∃ µ ∈ F : aµ = b, αµµ̄ = β.

Komponentenweise definierte Multiplikation auf den Repräsentanten macht die
Menge

C(F ) = {(a, α) : aā = (α), α ∈ F+ total positiv}/ ∼

der Äquivalenzklassen [(a, α)] zu einer abelschen Gruppe mit neutralem Element
[(OF , 1)]. Die Klasse, die vom Tripel ((A, ζA), (B, ζB), λ) bestimmt wird, hängt
nun nicht mehr von der Wahl von λ ab. Ist σ ∈ G(k/F ∗), so ist mit (A,E)
auch (A,E)σ vom Typ (F,Φ; f0) und bestimmt daher ein (eindeutiges) Element
[σ] ∈ C(F ). Die Zuordnung σ 7→ [σ] ist ein Gruppenhomomorphismus mit Kern
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U = {σ : (A,E) ∼= (A,E)σ}. Der Modulkörper M∗ ist also der Fixkörper kU und
wegen der Injektivität von

G(M∗/F ∗) ∼= G(k/F ∗)/U ↪→ C(F )

ein über F ∗ abelscher Körper.
Sei nun S diejenige (endliche) Menge von Primidealen von F ∗, die ein Primideal
p genau dann enthält, wenn eine der beiden folgenden Eigenschaften erfüllt ist:

(i) über p liegt eine Stelle P von k, bei der A schlechte Reduktion hat,

(ii) p verzweigt in M∗/F ∗.

Definiere den Modulus m :=
∏

q∈S q. Sei jetzt p ein zu m teilerfremdes Primide-
al. Shimura und Taniyama zeigen durch Betrachtung des N(p)-Frobeniushomo-
morphismus π : A mod P → A(p,M∗/F ∗) mod P = (A mod P)N(p) der modulo P
reduzierten Varietäten, daß A(p,M∗/F ∗) eine NΦ∗(p)-Multiplikation λ mit f(λ) =
N(p) ist. M.a.W. bestimmen (A,E) und (p,M∗/F ∗) ein Paar (NΦ∗(p), N(p)),
dessen Klasse in C(F ) liegt. Durch multiplikative Fortsetzung erhalten wir einen
Homomorphismus

I(m)→ G(M∗/F ∗)→ C(F ).

Setze
H0 := {a ∈ IF ∗ : NΦ∗ = (µ), N(a) = µµ̄ für ein µ ∈ F}.

H0 umfaßt die Hauptideale von F ∗ und der Kern der Abbildung I(m)→ C(F ) -
der aufgrund der Injektivität von G(M∗/F ∗) → C(F ) mit dem Kern der Artin-
Abbildung übereinstimmt - ist genau H0∩ I(m). Daher ist die M∗/F ∗ der unver-
zweigte Klassenkörper zu H0.

Satz 4.2.2 ([ST61], IV, 15.3, Main Theorem 1). Das Kompositum M∗ = MF ∗

des Modulkörpers und des Reflexkörpers einer polarisierten CM-Varietät (A,E)
vom primitiven CM-Typ (F,Φ) mit OF -Multiplikation ist der unverzweigte Klas-
senkörper über F ∗ zu

H0 := {a ∈ IF ∗ | es ex. µ ∈ F :
∏
ψ∈Φ∗

aψ = (µ), N(a) = µµ̄}.

Dabei ist (F ∗,Φ∗) der Reflextyp zu (F,Φ).

4.3 Shimuraklassenkörper

Wir setzen in diesem Abschnitt stets F/Q als normal voraus und wählen einen

Ballpunkt τ so, daß F = End0(Jac(C̃τ )).
3 Um zu gewährleisten, daß die Erwei-

terung M/F , M := M∗ := F (j(τ)) der Shimuraklassenkörper zu F , nicht ver-

zweigt, fordern wir zusätzlich, daß die Jacobi-Varietät Jac(C̃τ ) prinzipal ist, d.h.

3C̃τ ∈ P oder C̃τ ∈ F , je nachdem, ob F die Eisentsein- oder die Gaußzahlen enthält.
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daß der Endomorphismenring isomorph zum Ring OF der ganzen Zahlen ist. Da
End(Jac(C̃τ )) eine Ordnung in F definiert, ist die Varietät genau dann prinzipal,

wenn ein Ideal a von F existiert, so daß Jac(C̃τ ) zu C3/Φ(a) isomorph ist. Nach
obigem Satz und den angenommenen Prämissen ist M derjenige Unterkörper des
Hilbertklassenkörpers HF , der zur Idealgruppe H0 korrespondiert.

Die Galoisgruppe von F über Q operiert auf der Idealklassengruppe von F
und auf der Galoisgruppe der Erweiterung HF/F .4 Es ist evident, daß wir aus der
Kenntnis der Operation der Galoisgruppe Eigenschaften der Reflextypennorm,
die wir als Endomorphismus der Klassengruppe auffassen, gewinnen und damit
Aussagen über H0 und schlußendlich den Modulkörper treffen können. Insbeson-
dere werden wir feststellen, daß die Wirkung der komplexen Konjugation eine
zentrale Rolle einnimmt. Die folgende Proposition 4.3.1 bringt für Erweiterungen
mit absolut abelschem Hilbertklassenkörper den Shimuraklassenkörper mit dem
Geschlechterkörper zusammen.

Als direktes Produkt der Gruppen G(K/Q) und G(F+/Q) ist

G(F/Q) ∼= C2 × C3 =< ρ > × < τ >

mit Galoisautomorphismen ρ, τ der Ordnung ord(ρ) = 2 bzw. ord(τ) = 3. Die
Operation von G(F/Q) auf ClF und somit auf G(HF/F ) ∼= ClF induziert einen
Homomorphismus G(F/Q)→ Aut(ClF ). Mit A = G(HF/F ), E = G(HF/Q) und
G = G(F/Q) ist

1→ A→ E → G→ 1

eine Gruppenerweiterung der zyklischen Faktorgruppe G, somit ist E genau dann
kommutativ, wenn G trivial auf A operiert. Aus dieser gruppentheoretischen
Tatsache ergibt sich die folgende Äquivalenz.

Proposition 4.3.1. G(HF/Q) ist genau dann abelsch, wenn G(F/Q) trivial auf
G(HF/F ) operiert.

Der Geschlechterkörper (im engeren Sinn) GF zu F ist der maximale über
allen (endlichen) Stellen von F unverzweigte und über Q abelsche Erweiterungs-
körper von F . Da F total komplex ist, ist der Geschlechterkörper im engeren
Sinn auch über den unendlichen Stellen unverzweigt, also gleich dem Geschlech-
terkörper und ein Unterkörper des Hilbertklassenkörpers. Wir erhalten folgendes
Korollar zur Proposition 4.3.1.

Korollar 4.3.2. Geschlechterkörper und Hilbertklassenkörper eines sextischen
zyklischen CM-Körpers stimmen genau dann überein, wenn die Galoisgruppe tri-
vial auf der Klassengruppe operiert.

4Die Artinabbildung ist G(F/Q)-äquivariant.
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Beispiel 4.3.3. Wir kommen auf das in 3.1.2, (iii), behandelte Beispiel zurück.
Wir zeigen, daß in diesem Fall die oben in (ii) erwähnte Gruppe H0 die Gruppe
der Hauptideale von F ist. Der Modulkörper ist folglich gleich dem Hilbertklas-
senkörper. Bevor wir uns diesem Beispiel genauer zuwenden, schicken wir eini-
ge Überlegungen zur Berechnung von Klassenzahlen zyklischer sextischer CM-
Körper voraus.

Sei also F = F+K, K = Q(i), ein zyklischer sextischer CM-Körper mit Führer
f , der somit im Kreisteilungskörper Q(ζf ), ζf eine primitive f -te Einheitswurzel,
enthalten ist. Wir identifizieren die Einheitengruppe (Z/fZ)∗ mit G(Q(ζf )/Q)
mittels k + fZ 7→ (σk : ζf 7→ ζkf ). Zu F korrespondiert eine Gruppe X von
Dirichletcharakteren, d.h. F ist Fixkörper des Durchschnitts der Kerne der χ ∈
X:

F = Q(ζf )
∩χ∈X ker(χ).

Nach unseren Voraussetzungen ist X =< χ > zyklisch der Ordnung 6 und der
Erzeuger χ von der Form χ = χ2χ3 mit dem ungeraden Charakter χ2 vom Führer
f2 = 4 und einem geraden Charakter χ3 der Ordnung 3. Für die relative Klas-
senzahl h−F := hF/hF+ eines CM-Körpers gilt nach [Was97], Theorem 4.17,

h−F = QwF
∏

ψ∈X ungerade

(−1

2
B1,ψ),

wobei wF die Anzahl der Einheitswurzeln in F , Q = (O∗F : wFO∗F+) und

B1,ψ :=
1

fψ

fψ−1∑
x=1

xψ(x)

die verallgemeinerte Bernoullizahl (vom Grad 1 zum Charakter ψ) bezeichnet.
Die ungeraden Charaktere in X sind

χ2, χ = χ2χ3, χ̄ = χ2χ
2
3.

Nach [Has85], Satz 24, ist in unserem Fall Q = 1. Mit τ(χ) := 1
2
B1,χ ist τ(χ) =

1
2
B1,χ̄ und wegen wF = 4 folgt (vgl. [Lou98], Gleichung (1))

h−F = wF

(
−1

2

1

f2

f2−1∑
x=1

xχ(x)

)(
−1

2
B1,χ

)(
−1

2
B1,χ̄

)
= 4

(
− 1

2 · 4
(1 · 1 + 3 · (−1))

)
τ(χ)τ(χ)

= |τ(χ)|2.

Sei nun F+ = Q(α) mit einer Nullstelle α von f(X) = X3 − 13X + 13, F =
F+(i). F/Q ist galoissch, also F = F ∗. Die Diskriminanten sind ∆(OF+) = 132,
∆(OF ) = −26 · 134, und der Führer von F ist f = 4 · 13 = 52.
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Proposition 4.3.4. F hat Klassenzahl hF = 3.

Beweis. F+ hat Klassenzahl 1 ([Has48]), daher ist die relative Klassenzahl h−F =
hF
hF+

= hF gleich der Klassenzahl von F . Nach der obigen Formel genügt es, die

Gaußsche Summe τχ = 1
2·f
∑f−1

x=1 xχ(x) zum sextischen Charakter χ zu berechnen.
χ ist Produkt eines Charakters modulo 4 und eines kubischen Charakters modulo
13:

χ = χ2 × χ3 : (Z/52Z)∗ ∼= (Z/4Z)∗ × (Z/13Z)∗ −→ C∗,

wobei χ2 : (Z/4Z)∗ → C∗, χ(−1) = −1, und χ3 : (Z/13Z)∗ → C∗, χ3(−1) = 1.
2 ist eine Primitivwurzel modulo 13, und somit ist χ3(2) = exp(±2πi/3). Unter
Verwendung der Indextafel

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2k 2 4 8 3 6 12 11 9 5 10 7 1

ergibt sich χ3(k) = 1, k = 1, 5, 8, 12, χ3(k) = χ3(2), k = 2, 3, 10, 11 und χ3(k) =
χ3(2)2 für k = 4, 6, 7, 9. Mit χ2(4n+ 1) = 1, χ2(4n+ 3) = −1, berechnet sich die
Gaußsche Summe zu

τχ =
1

104

51∑
x=1

xχ2(x)χ3(x) = −3

2
± 1

2

√
−3.

Folglich ist hF = |τχ|2 = 3.

Da die Klassenzahl von F gleich 3 ist, ist Aut(ClF ) ∼= Aut(Z/3Z) ∼= Z/2Z,
also ordAut(ClF )(τ) = 1. τ wirkt daher trivial auf ClF . Sei nun Φ∗ = {ψ1, ψ2, ρ◦ψ3}
mit ψk|Q(i) = idQ(i). Für die Reflextypennorm gilt NΦ∗((a)) = (a)2(ā). Wir zeigen:

• G(HF/Q) ist nicht abelsch.

Der Geschlechterkörper GF ist ein Unterkörper des Hilbertklassenkörpers. Ande-
rerseits ist GF ein Unterkörper des zyklotomischen Körpers Q(ζfχ), fχ = 52. An-
genommen der Hilbertklassenkörper wäre abelsch über Q. Dann wäre HF = GF

ein Unterkörper von Q(ζ52) und folglich müsste [HF : Q] = hF · 6 = 18 den Grad
[Q(ζ52) : Q] = 24 teilen. Widerspruch! �

Nach Proposition 4.3.1 wirkt also ρ nichttrivial, d.h. es gilt (a)ρ = (a)2 für alle
(a) ∈ ClF . Somit ist NΦ∗((a)) = (a), d.h. die Reflextypennorm ist nur dann ein
Hauptideal, wenn das Ideal schon eines ist. Daher ist H0 = PF , also Hilbert-
gleich Shimuraklassenkörper.

Zurück zum allgemeinen Fall. Die Aktion σ : (a) 7→ (a)σ der Galoisgruppe
G := G(F/Q) von F macht ClF durch

Z[G]× ClF → ClF ,
(∑

mσσ, (a)
)
7→
∏
σ

(a)σ
mσ
,
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zu einem G-Modul, d.h. zu einem Modul über dem Gruppenring Z[G]. Wir setzen

H ′0 := {a | ∃µ ∈ F : NΦ∗(a) = aψ1+ψ2+ψ3 = (µ)}.

Um die Gruppe H ′0 zu bestimmen, genügt es, das Bild

NΦ∗ : ClF → ClF , (a) 7→ (a)ψ1+ψ2+ψ3 ,

der Reflextypennorm unter dem Homomorphismus Z[G]→ End(ClF ) zu kennen.
So ist beispielsweise H ′0 = PF , wenn das Bild der Reflextypennorm in der Au-
tomorphismengruppe liegt, und es ist H ′0 = IF , wenn NΦ∗((a)) = (OF ) für alle
Idealklassen (a). Hieraus folgt wegen PF < H0 < H ′0 unmittelbar

Lemma 4.3.5. Der Shimuraklassenkörper ist gleich dem Hilbertklassenkörper,
wenn NΦ∗ einen Automorphismus von ClF definiert.

Wir bestimmen die Gruppe H ′0 und damit - im Vorgriff auf Satz 4.3.12, dessen
Beweis wir unten nachreichen werden - ebenfalls H0 für einige Fälle genauer.

Lemma 4.3.6. Stimmen Geschlechter- und Hilbertklassenkörper überein, dann
auch Grundkörper und Shimuraklassenkörper.

Beweis. Die Operation der Galoisgruppe von F/Q ist im Fall GF = HF nach
Korollar 4.3.2 trivial, damit ist also NΦ∗((a)) = (a)3. Die Klassenzahl von F ist
eine reine Potenz von 3, denn [Lou98], Proposition 4, besagt in unserer Situation,5

gF = hF = 3s−1,

daher ist NΦ∗ kein Automorphismus sowie H0 = H ′0 nach Satz 4.3.12. Nach
[Lou98], Table 1, gibt es nur endlich viele zyklische CM-Körper vom Grad 6, de-
ren Geschlechterkörper mit dem Hilbertklassenkörper zusammenfällt, und diese
haben Klassenzahl ≤ 6. Ist F eine kubische Erweiterung von K = Q(i) oder
Q(
√
−3), dann tritt der Fall GF = HF nur für Körper mit Klassenzahl 1 (ins-

gesamt 6 Körper) bzw. Klassenzahl 3 (3 Erweiterungen von K = Q(
√
−3)) auf.

In diesen Fällen ist NΦ∗((a)) = (a)3 = (OF ), und somit ist H0/PF = H ′0/PF =
ClF .

Bleibt die Situation HF 6= GF zu untersuchen. Die drei (2, 1)-(Reflex-)CM-
Typen auf F , sind Φ∗k = {τ i, τ j, ρ ◦ τ k}, {i, j, k} = {1, 2, 3}. Ihre Typennormen
identifizieren wir mit NΦ∗k

= τ i + τ j +ρ◦ τ k := Φ∗ ∈ Z[G]. Das Bild von σ ∈ Z[G]
in End(ClF ) bezeichnen wir mit nσ.

5Ist GF = HF , F = F+Q(
√
−d) ein sextischer zyklischer CM-Körper und wie oben F =

Q(ζf )kerχ mit einem Dirichletcharakter χ vom Führer f , dann ist χ = χ2χ3 mit Charakteren χ2

vom Führer f2 und χ3 vom Führer f3, und es gilt Q(
√
−d) = Q(ζf )kerχ2 , F+ = Q(ζf )kerχ3 . Für

d = 1, 3 besagt [Lou98], Proposition 4, daß der Geschlechterkörper Absolutgrad gF = 203s−1 =
3s−1 hat.
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Lemma 4.3.7. Sei HF 6= GF . Falls ρ trivial operiert, ist H ′0/PF echt in der
Klassengruppe enthalten. Ist ClF zusätzlich zyklisch, dann ist ihre Ordnung hF
durch 9 teilbar, oder hF besitzt einen Primteiler p ≡ 1 mod 3.

Beweis. Sei nρ = 1. Nach Korollar 4.3.2 ist nτ 6= 1 und hat demnach Ordnung 3
in Aut(ClF ). Wegen

nΦ∗(nτ − 1) = (1 + nτ + n2
τ )(nτ − 1) = 0

ist nΦ∗ entweder = 0 oder ein Nullteiler, in jedem Fall kein Automorphismus
und die erste Aussage bewiesen. Sei nun zusätzlich ClF ∼= Ch zyklisch, also
Aut(ClF ) ∼= C∗h. Genau dann ist 3 ein Teiler von ϕ(h) = |C∗h|, wenn h durch
9 teilbar ist, oder wenn h einen Primteiler p mit 3 | p− 1 besitzt.

Wirkt ρ durch Inversenbildung und τ als Identität, dann ist nΦ∗ = 1+1−1 = 1
eine Einheit, daher gilt der folgende Hilfssatz.

Lemma 4.3.8. Ist nρ = −1 und nτ = 1, dann ist MF = HF .

Ist nρ = −1, nτ 6= 1 und nτ + n2
τ + 1 kein Nullteiler, folgt

nΦ∗k
= nτ i + nτ j + nρnτk = nkτ (n

i−k
τ + nj−kτ − 1) = −2nkτ .

In diesem Fall ist genau dann nΦ∗ ∈ Aut(ClF ), wenn die Klassenzahl ungerade
ist (somit ist HF = MF ). Offen bleibt der Fall, daß nρ Ordnung 2 hat, aber nicht
durch Inversenbildung operiert, der aber für zyklische Gruppen von Primzahlpo-
tenzordnung pk, p 6= 2, nicht eintreten kann.6 Zusammenfassend erhalten wir für
zyklische Klassengruppen von Primzahlpotenzordnung die

Proposition 4.3.9. Ist die Klassengruppe von F zyklisch der Ordnung h = pk,
p 6= 2, 3, p 6≡ 1 mod 3, dann ist der Shimuraklassenkörper gleich dem Hilbertklas-
senkörper. Die Aussage gilt ebenfalls für Klassenzahl 3 und Q(i) ⊂ F .

Beweis. Das einzige Element der Ordnung 2 in C∗
pk

, p 6= 2, ist −1, also ist nρ =

±1. Der Fall nρ = nτ = 1 tritt nicht ein (Lemma 4.3.6), da 3 - pk. nτ 6= 1 kann
nicht gelten, da wir zusätzlich p 6≡ 1 mod 3 gefordert haben. Die Behauptung folgt
mit Lemma 4.3.8. Ist h = 3 und Q(i) ⊂ F , dann ist HF 6= GF ([Lou98], Table 1)
und es folgt wieder nρ = −1, nτ = 1, d.h. NΦ∗ ist ein Automorphismus.

Bei obigen Untersuchungen fällt auf, daß die Operation der Konjugation auf
der Klassengruppe eine tragende Rolle einnimmt. In unserer Situation induziert
ein Resultat der klassischen Klassenkörpertheorie (Satz 4.3.10 unten), das wir

6Hat a Ordnung 2 in C∗pk , dann ist a2 = 1 +mpk, folglich ist a2 − 1 = (a− 1)(a+ 1) durch

pk teilbar. p teilt nicht zugleich a− 1 und a+ 1, daher teilt pk entweder a− 1 oder a+ 1 und
somit ist a ≡ ±1 mod pk.
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bei Chevalley, [Che33], p. 402-406, finden, daß die Faktorgruppe der Ideale kon-
jugationsinvarianter Klassen nach Klassen unter Konjugation invarianter Ideale
eine Gruppe vom Exponenten ≤ 2 ist. Für ungerade Klassenzahlen können wir
hieraus folgern, daß die H0 von H ′0 unterscheidende Normbedingung N(a) = µµ̄
schon aus NΦ∗(a) = (µ) folgt (Satz 4.3.12).

Sei F/k eine zyklische Erweiterung von Zahlkörpern vom Grad n und ρ ein
erzeugendes Element der Galoisgruppe G(F/k). Mit

I(F/k) := {a ∈ IF : a1−ρ ∈ PF}

bezeichnen wir die Menge der ambigen Ideale,

I0(F/k) := {a : a1−ρ = (1)}

sei der Kern des Homomorphismus 1 − ρ : IF → IF , a 7→ a1−ρ. Für eine Unter-
gruppe U von IF bzw. F ∗ sei U1−ρ = {x1−ρ : x ∈ U} das Bild.7 Der Kern der
Abbildung I(F/F+)→ I(F/k)1−ρ/P 1−ρ

F ist I0(F/k)PF , also ist

I(F/k)/I0(F/k)PF ∼= I(F/k)1−ρ/P 1−ρ
F .

I(F/k)1−ρ ist eine Untergruppe der Hauptideale von F . Wir setzen

Θ := {α ∈ F : ∃ a mit a1−ρ = (α)}.

Damit folgt
I(F/k)1−ρ/P 1−ρ

F
∼= Θ/F ∗

1−ρ
UF

Nach Satz 90 von Hilbert sind die Elemente von F ∗
1−ρ

genau diejenigen mit
Relativnorm NF/k(α) = 1. Die Norm induziert somit die Isomorphie

Θ/F ∗
1−ρ
UF ∼= NF/k(Θ)/NF/k(UF ).

Die Relativnorm von jedem α ∈ Θ ist wegen NF/k((α)) = NF/k(a
1−ρ) = (1) eine

Einheit von k. Insgesamt ist daher I(F/k)/I0(F/k)PF isomorph zu Untergruppe
NF/k(Θ)/NF/k(UF ) von Uk ∩ NF/k(F )/NF/k(UF ). Ist andererseits ε ∈ Uk Norm
eines α ∈ F , so hat das von α erzeugte Hauptideal Norm (1). Wir setzen

c0 := (1), ck := (α)1+...+ρk−1

für k = 1, . . . , n− 1 und b :=
n−1∑
j=0

cj.

Dann ist (vgl. z.B. Beweis von Satz 1 in [Deu68], VII, §7) (α)bρ = b, also Uk ∩
NF/k(F ) ⊂ N(Θ) und schließlich

Satz 4.3.10 (siehe [Che33], p. 404, vgl. auch [Shm77], Proposition A.1).

I(F/k)/I0(F/k)PF ∼= Uk ∩NF/k(F )/NF/k(UF ).

7Hier bezeichnet F ∗ natürlich nicht den Reflexkörper, sondern steht für F\{0}.
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Bemerkung 4.3.11. Für zyklische Erweiterungen und jedes Ideal der Relativ-
norm (1) definiert ca : G := G(F/k) → IF , ca(σ

l) := a1+σ+...+σl−1
, einen 1-

Kozykel und die Zuordnung a 7→ ca einen Isomorphismus der Kohomologiegrup-
pen H−1(G, IF ) und H1(G, IF ), vgl. z.B. [Neu69], Teil I, (6.1) Satz. Die letztere
Gruppe ist nach der Noetherschen Variante des Hilbertschen Satz 90 trivial, siehe
z.B. [Deu68], VII, §7, Satz 1, S.127. Die Konstruktion des 1-Korands zu einem
vorgegebenen 1-Kozykel entspricht genau der oben angegebenen Konstruktion des
ambigen Ideals b zum Hauptideal (α).

In unserem Fall ist k = F+ und F/F+ eine (zyklische) Erweiterung vom Grad
2, erzeugt durch die Konjugation ρ.

Satz 4.3.12. Ist die Klassenzahl von F ungerade, dann ist H ′0 = H0.

Beweis. Sei a ∈ H ′0 ein ganzes Ideal mit Reflextypennorm NΦ∗(a) = (µ). Aus

NF/Q(a)OF = (NF/Q(α) : α ∈ a)OF = (NΦ∗(α)NΦ∗(α) : α ∈ a)OF

= NΦ∗(a) ·NΦ∗(a) = (µµ̄)OF

folgt
N(a)Z = NF/Q(a) = (µµ̄)Z und NF/Q(a)OF = (µµ̄)OF ,

d.h. es gibt ε ∈ UF+ , so daß ε = N(a)/µµ̄. Die Einheit ε ist total positiv, denn
ist σ̃ eine Fortsetzung von σ ∈ G(F+/Q) auf F , dann

σ̃(ε) = σ(N(a))(σ̃(µ)σ̃(µ̄))−1 =
F CM

σ(N(a))(σ̃(µ)σ̃(µ))−1 > 0.

Es bleibt zu zeigen, daß ε Norm einer Einheit ist. Falls nämlich ε = ηη̄, η ∈ UF ,
gilt, haben wir

NΦ∗(a) = (ηµ) und N(a) = ηµ · ηµ.
Schritt 1. ε liegt im Bild der Norm NF/F+ : F → F+.

Nach Voraussetzung ist N(a) = εµµ̄ und NF+/Q(ε) = 1. Daraus folgt

N(a)3 = NF+/Q(N(a)) = NF+/Q(εµµ̄) = NF+/Q(µµ̄) = µµσ̃µσ̃
2

µ̄µ̄σ̃µ̄σ̃
2

,

weshalb

ε =
N(a)

µµ̄
=
µσ̃µσ̃

2

N(a)
· µ̄

σ̃µ̄σ̃
2

N(a)
=
µσ̃µσ̃

2

N(a)
· µ

σ̃µσ̃2

N(a)
= NF/F+(η)

mit η := µσ̃µσ̃
2

N(a)
.8

Schritt 2. ε ist Norm einer Einheit.

Für ε ∈ UF+ ∩NF/F+(F ) gilt offenbar ε2 = NF/F+(ε) ∈ NF/F+(UF ). Die Gruppe

8η hängt von der Wahl der Fortsetzung ab.
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UF+ ∩ NF/F+(F )/NF/F+(UF ) ist daher vom Exponenten 1 oder 2. Andererseits
ist nach Satz 4.3.10 UF+ ∩NF/F+(F )/NF/F+(UF ) isomorph zu einer Untergruppe
der Klassengruppe ClF , der Exponent teilt also die Klassenzahl. Für ungerade
Klassenzahl hF folgt

UF+ ∩NF/F+(F ) = NF/F+(UF ),

d.h. ε ist Norm einer Einheit η ∈ UF .

4.4 Shimuraklassenkörper zu CM-Körpern mit

Klassenzahl ≤ 11

Abschließend bestimmen wir die Shimuraklassenkörper zu CM-Körpern mit klei-
ner Klassenzahl. Wir greifen dabei auf die Liste der imaginär abelschen sextischen
Körper der Klassenzahl ≤ 11 zurück, die in [PK97] zu finden ist. Aus dieser Lis-
te und den Überlegungen des vorangegangenen Paragraphen erhalten wir sofort
folgende

Proposition 4.4.1. Sei F ein sextischer normaler CM-Körper mit Klassen-
zahl h ≤ 11, der die 4-ten oder die 6-ten Einheitswurzeln enthält. Weiter sei
G(F/F+) =< ρ > und G(F/Q) =< ρ > × < τ > mit einem Galoisautomorphis-
mus τ der Ordnung 3. Dann stimmen Shimura- und Hilbertklassenkörper überein
mit folgenden möglichen Ausnahmen:

(i) ist F ⊃ Q(
√
−3), h = 3 und GF = HF , so ist F = MF ,

(ii) h = 4, ClF ∼= C2 × C2 und τ wirkt nichttrivial,

(iii) ist h = 7 und wirkt ρ trivial auf ClF , dann ist MF = F ,

(iv) ist h = 9, ClF zyklisch und wirkt ρ trivial, dann ist F 6= MF 6= HF ,

(v) h = 9, ClF ∼= C3 × C3 und ρ wirkt nicht durch Inversenbildung auf ClF .
In diesem Fall ist MF = F , wenn ρ trivial operiert, und MF ist ein ech-
ter Zwischenkörper (vom Grad 3 über F ) der Erweiterung HF/F in den
verbleibenden Fällen.

Beweis. Als Erweiterungen der Gauß- bzw. Eisensteinzahlen treten die Klassen-
zahlen 1, 3, 4, 7 und 9 auf, siehe [PK97]. Nach Louboutin [Lou98] ist der Hil-
bertklassenkörper nur für 3 Erweiterungen der Eisensteinzahlen, die unter (i)
fallen, absolut abelsch. Für diese Körper ist MF = F nach Lemma 4.3.6. Sei nun
HF/Q nicht abelsch. Proposition 4.3.9 impliziert die Aussage für Klassenzahl 3.
Die zyklische Gruppe C4 besitzt nur die Involution −1 : C4 → C4. Da τ als Iden-
tität operiert, ist wieder nΦ∗ = 1 und die Reflextypennorm ein Automorphismus.
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Ist ClF also zyklisch der Ordnung 4, dann stimmen Shimuraklassenkörper und
Hilbertklassenkörper überein. Sei nun ClF isomorph zur Kleinschen Vierergrup-
pe C2 × C2. Die Automorphismengruppe von C2 × C2 ist GL(2,F2). Operiert
nτ = E2 als Identität, dann ist nΦ∗ = nρ ∈ GL(2,F2) und daher MF = HF .9

Ist die Klassenzahl 7, ist der Fall nρ = 1 denkbar, da τ nicht notwendig trivi-
al operiert. Hieraus folgt nΦ∗ = 0, also H0 = H ′0 = IF

10 und somit MF = F .
Bleibt der Fall h = 9. Im zyklischen Fall besitzt die Automorphismengruppe
C∗9 ein Element der Ordnung 2 und zwei Elemente der Ordnung 3 (4 bzw. 7).
Für nρ = 1 ist nΦ∗ = 1 + 4 + 7 = 3, also ist PF < H0 = H ′0 < IF eine ech-
te Zwischengruppe. Im Fall nρ = −1 ist die Reflextypennorm nΦ∗ Element von
{1, 5}, also eine Einheit, d.h. MF = HF . Sei nun ClF ∼= C3 × C3 und damit
Aut(ClF ) ∼= GL(2,F3). Für jedes γ ∈ GL(2,F3) mit γ3 = E2 gilt γ + γ2 = −E2,
daher ist nΦ∗ = nτ i + nτ j + nρτk = nkτ (nρ − E2), {i, j, k} = {1, 2, 3}. Für jedes
Element γ 6= −E2 der Ordnung 2 in GL(2,F3) hat γ−E2 den Rang 1, somit folgt

[HF : MF ] =


9, nρ = E2

1, nρ = −E2

3, sonst.

Um die Untersuchung der sextischen CM-Körper mit Klassenzahl kleiner 12
abzuschließen, greifen wir nochmals auf die Park-Kwon-Liste zurück. Aus dem
Führer f+ des total reellen Teilkörpers können wir das Polynom des kubischen
Körpers F+ bestimmen, siehe [Has48], und hieraus das sextische Polynom g(X)
mit F ∼= Q[X]/(g(X)) berechnen. Die expliziten Rechnungen haben wir mit
dem Computerprogramm Kant [Kan05] durchgeführt, mit dessen Hilfe wir in den
Fällen h = 4 und h = 9 ebenfalls den Isomorphietyp der Klassengruppe bestimmt
haben. In der nachfolgenden Tabelle bezeichnen f+ bzw. h+ den Führer bzw.
die Klassenzahl des total reellen kubischen Teilkörpers F+ von F . Der imaginär
quadratische Teilkörper von F sei Q(

√
−d).

9Hat nτ Ordnung 3 in GL(2,F2), so ist nΦ∗ = nkτ (nρ + E2), also = 0, wenn nρ identisch
operiert oder vom Rang 1, wenn ρ durch (a) 7→ (a)−1 wirkt. Die Gruppe H ′0 ist also entweder
= IF , oder es ist PF � H ′0 � IF .

10Die Elemente der Ordnung 3 in C∗7 sind 2 und 7, daher ist nΦ∗ = 1 + 2 + 4 = 0.
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h = 3

Nr. f+ d h+ definierendes Polynom
1 13 1 1 X6 − 23X4 + 26X3 + 172X2 − 415X + 365
2 19 3 1 X6 + 5X5 − 33X3 − 19X2 + 112X + 151
3 37 1 1 X6 + 2X5 − 20X4 + 2X3 + 171X2 − 352X + 269
4 37 3 1 X6 + 5X5 − 12X4 − 33X3 + 143X2 − 170X + 103
5 61 1 1 X6 + 2X5 − 36X4 − 54X3 + 387X2 + 376X + 541
6 63 3 3 X6 + 3X5 − 36X4 − 7X3 + 489X2 − 1152X + 883
7 63 3 3 X6 + 3X5 − 36X4 − 133X3 + 300X2 + 1683X + 1891
8 73 1 1 X6 + 2X5 − 44X4 − 98X3 + 527X2 + 1412X + 1409
9 109 3 1 X6 + 5X5 − 60X4 − 207X3 + 1076X2 + 1453X + 1471
10 117 3 3 X6 + 3X5 − 72X4 − 97X3 + 1488X2 − 621X + 1171
11 127 3 1 X6 + 5X5 − 72X4 − 75X3 + 1928X2 − 5195X + 4567

h = 4

Nr. f+ d h+ definierendes Polynom
12 31 1 1 X6 + 2X5 − 16X4 − 32X3 + 89X2 + 190X + 202
13 43 1 1 X6 + 2X5 − 24X4 − 8X3 + 217X2 − 298X + 274
14 61 3 1 X6 + 5X5 − 28X4 − 121X3 + 251X2 + 689X + 691
15 67 3 1 X6 + 5X5 − 32X4 − 105X3 + 393X2 + 180X + 387

In allen vier Fällen ist G(F/Q) ∼= C2 × C2.

h = 7

Nr. f+ d h+ definierendes Polynom
16 67 1 1 X6 + 2X5 − 40X4 − 30X3 + 499X2 − 292X + 545
17 79 3 1 X6 + 5X5 − 40X4 − 57X3 + 741X2 − 1592X + 1171
18 151 1 1 X6 + 2X5 − 96X4 − 342X3 + 2259X2 + 12940X + 17977
19 157 3 1 X6 + 5X5 − 92X4 − 167X3 + 2728X2 − 4215X + 3283
20 229 3 1 X6 + 5X5 − 140X4 − 863X3 + 4276X2 + 37917X + 67471
21 457 3 1 X6 + 5X5 − 292X4 − 1335X3 + 21108X2 + 89605X + 105607

h = 9

Nr. f+ d h+ definierendes Polynom
22 91 1 3 X6 − 2X5 − 56X4 + 2X3 + 959X2 + 1840X + 1637
23 91 3 3 X6 +X5 − 58X4 + 69X3 + 966X2 − 3199X + 3073
24 97 1 1 X6 + 2X5 − 60X4 − 218X3 + 871X2 + 5468X + 7489
25 133 3 3 X6 +X5 − 86X4 + 41X3 + 2002X2 − 3927X + 3241
26 171 3 3 X6 + 3X5 − 108X4 − 259X3 + 3027X2 + 5418X + 4789
27 171 3 3 X6 + 3X5 − 108X4 + 83X3 + 3540X2 − 14589X + 17443
28 193 1 1 X6 + 2X5 − 124X4 + 162X3 + 4387X2 − 19288X + 24389
29 199 3 1 X6 + 5X5 − 120X4 − 261X3 + 4271X2 − 3746X + 3769
30 333 3 3 X6 + 3X5 − 216X4 − 1177X3 + 10884X2 + 95463X + 191143

In allen neun Fällen ist G(F/Q) ∼= C3 × C3.
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Um in den fraglichen Fällen die Wirkung des Automorphismus ρ auf der Klassen-
gruppe zu bestimmen, haben wir mit dem Computeralgebraprogramm Magma
[Mag02] zunächst Repräsentanten c = (α, γ) mit α ∈ Z, γ ∈ OF , der Erzeugen-
den der Idealklassengruppe berechnet. Anschließend haben wir ρ(γ) berechnet
und das konjugierte Ideal c̄ = (α, ρ(γ)) gebildet. Um die Wirkung von ρ auf der
Idealklassengruppe offen zu legen, haben wir schließlich im Fall

• ClF ∼= C2 ×C2 nachgerechnet, daß für beide Erzeugende c = c̄ gilt, folglich
die komplexe Konjugation als Identität auf der Klassengruppe operiert;

• ClF ∼= C7 nachgerechnet, daß für die erzeugende Klasse (c) das Produkt
c̄c ein Hauptideal ist, die komplexe Konjugation somit durch (a) 7→ (a) =
(a)−1 operiert;

• ClF ∼= C3 × C3 überprüft, ob für beide Repräsentanten der erzeugenden
Idealklassen die Produkte c̄c Hauptideale sind (genau dann operiert ρ durch
Inversenbildung, dieser Fall tritt für die Körper mit Nummer 24, 28 und 29
ein), und ob jeweils c̄c2 Hauptideale sind (genau dann op. ρ trivial, dieser
Fall tritt nicht ein). In allen anderen Fällen operiert ρ als Involution 6= ±1.

Um die errechneten Ergebnisse auch ohne die Lektüre der Magma-Dokumentation
nachprüfbar zu gestalten, haben wir die relevanten Befehle in Appendix B an-
geführt.

Korollar 4.4.2. Für die oben aufgeführten zyklischen sextischen CM-Körper und
Klassenzahl 3, 7 und 9 stimmen Shimura- und Hilbertklassenkörper bis auf fol-
gende Ausnahmen überein:

h = 3: Für die Körper mit Ordnungszahl 6, 7 und 10 ist MF = F ;

h = 9: Für die Körper mit Nummer 22, 23, 25, 26, 27 und 30 ist MF ein echter
Zwischenkörper der Erweiterung HF/F .





Anhang A

Die Modulformen in
Thetakonstanten

Der Weg von einer meromorphen Funktion auf einer Riemannschen Fläche zu ei-
nem Ausdruck der Funktion in Termen von Thetakonstanten (Thetanullwerten)
ist wohlbekannt, vgl. z.B. [Mum83], Chapter II.

Die Riemannsche Thetafunktion

Θ : Cg ×Hg → C, (z,Ω) 7→
∑
n∈Zg

exp(πitnΩn+ 2πitnz),

ist eine holomorphe Funktion, die als Funktion in z bezüglich des Gitters LΩ :=
Zg + ΩZg quasi-periodisch ist, d.h. die für Verschiebungen des Arguments um
Gitterpunkte Θ(z + w,Ω) = eΩ(z, w)Θ(z, w), w ∈ LΩ, mit einem einfachen mul-
tiplikativen Faktor eΩ(z, w) erfüllt. Genauer ist dieser Faktor

eΩ(z, w) = exp(−πitmΩm− 2πitmz), w = n+ Ωm.

Eine Verallgemeinerung der Riemannschen Thetafunktion ist die Thetafunktion

mit Charakteristik
[
tp
tq

]
, p, q ∈ Qg, die definiert ist durch

Θ
[
tp
tq

]
(z,Ω) :=

∑
n∈Zg exp(πi t(n+ p)Ω(n+ p) + 2πi t(n+ p)(z + q)

= exp(πitpΩp+ 2πitp(z + q))Θ(z + Ωp+ q,Ω).
(A.1)

Addition ganzzahliger Vektoren a, b zu den Charakteristiken hat den folgenden
Effekt

Θ
[
t(p+a)
t(q+b)

]
(z,Ω) = exp(2πitpb)Θ

[
tp
tq

]
(z,Ω). (A.2)

Thetacharakteristiken sind LΩ-quasi-periodisch mit Faktor

ẽΩ(z, w) = exp(2πitpn) exp(−2πitqm)eΩ(z, w), w = n+ Ωm.
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Unter einer Thetakonstanten verstehen wir schließlich eine Thetacharakteristik
an der Stelle z = 0, also eine Funktion

Θ
[
tp
tq

]
: Hg → C, Θ

[
tp
tq

]
(Ω) := Θ

[
tp
tq

]
(0,Ω).

(A.1) an der Stelle z = 0 bringt die Thetafunktion mit Thetakonstanten in fol-
gende Beziehung

Θ(Ωp+ q,Ω) = exp(−πtpΩp− 2πitpq)Θ
[
tp
tq

]
(Ω). (A.3)

In Geschlecht g = 3 lassen sich Thetakonstanten auf dem Ball mittels der oben
definierten Einbettungen µ : B ↪→ H3 auf folgende Weise erklären

Θ
[
tp
tq

]
(τ) := Θ

[
tp
tq

]
(µ(τ)).

Sei X eine Riemannschen Fläche vom Geschlecht g, {Ai, Bj} eine symplektische
Basis der Homologie, ω = t(ω1, . . . , ωg) mit einer Basis ω1, . . . , ωg der holomor-
phen Differentialformen, so daß die Periodenmatrix die Gestalt (

∫
Ai
ωj|
∫
Bi
ωj) =

(Eg|Ω), Ω ∈ Hg, hat. Weiter sei Jac(X) = Cg/LΩ, LΩ = Zg + ΩZg, die Jacobi-
sche, und P0 ∈ X sei ein fixierter Basispunkt. Die Beziehung der meromorphen
Funktionen auf X zu den Thetakonstanten erhalten wir durch folgenden Satz.

Satz A.0.3 (siehe [Mum83], Chapter II, §3, Beweis des Theorems von Abel). Sei
f eine meromorphe Funktion auf X mit Divisor (f) =

∑d
i=1 Pi−

∑d
i=1Qi. Wähle

ein e ∈ Cg mit folgenden Eigenschaften

(i) Θ(e,Ω) = 0,

(ii) die Abbildung

Ee(R, . ) : P 7→ Θ(e+

∫ P

R

ω,Ω)

ist nicht die Nullabbildung für alle R ∈ {Pi, Qi}.1

Weiter seien σi bzw. τi Wege von P0 nach Pi bzw. Qi, so daß

d∑
i=1

∫
σi

ω =
d∑
i=1

∫
τi

ω.

Der Divisor der Funktion

g(P ) :=

∏d
i=1 Ee(Pi, P )∏d
i=1Ee(Qi, P )

(A.4)

1Die lokal einwertige und global mehrwertige Abbildung Ee(P,Q) := Θ(e +
∫ Q
P
ω,Ω) wird

Primform genannt.
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ist

(g) =
d∑
i=1

Pi −
d∑
i=1

Qi = (f),

wobei wir in allen Termen ein und denselben Integrationsweg von P nach P0

gewählt haben. Insbesondere ist cef = g mit einer nur von e abhängigen Kon-
stanten ce.

Sei nun X = C̃(x, y) eine Kurve der Familie F und f : C̃(x, y)→ P1
C, (z, w) 7→

z, die Projektion auf die erste Koordinate. Als Basispunkt wählt Matsumoto Py =
(y, 0). Nach einer geeigneten Wahl der Basen und Integrationswege und Einsetzen
der über 1, x und y liegenden Punkte lassen sich cex = cef((x, 0)), cey = cef(Py)
und die Konstante ce als Produkt von Funktionen Ee(Py, P ) ausdrücken, wobei
P die Verzweigungspunkte von f durchläuft. Die Argumente der entsprechenden
Thetafunktionen hängen allein von Halbperioden und der Wahl von e ab. Die
Halbperioden lassen sich nun jeweils in der Form q + Ωp mit halbganzen p, q ∈
(1

2
Z)3 schreiben. Nach geeigneter Wahl von e erhalten wir wegen (A.3) Ausdrücke

von ce wie der Parameter x und y in Thetakonstanten. Die Beziehung (A.2) besagt
in dieser Situation, daß wir die Charakteristiken p und q in (1

2
Z/Z)3 wählen

dürfen. Auf diese Weise erhält Matsumoto eine explizite Darstellung der inversen
Periodenabbildung in Termen von Thetakonstanten, siehe [Mat89], Theorem 3.4.

Koike und Shiga haben in [KS08] die Matsumoto Theta-Abbildung Ψ̃−1 : B →
P1
C × P1

C vereinfacht und wie folgt dargestellt:

Ψ̃−1(u, v) =

(
φ1(u, v)

φ0(u, v)
,
φ3(u, v)

φ2(u, v)

)
mit

φ0(u, v) := Θ4
[

1
2

0 0

0 1
2

1
2

]
(µ(u, v)), φ1(u, v) := Θ4

[
1
2

0 0

0 0 1
2

]
(µ(u, v)),

φ2(u, v) := Θ4
[

0 1
2

0
1
2

0 1
2

]
(µ(u, v)), φ3(u, v) := Θ4

[
0 1

2
0

0 0 1
2

]
(µ(u, v)).

Dabei ist µ : B ↪→ H3 wieder die Einbettung

µ

(
z1

z0

,
z2

z0

)
= µ(u, v) :=

u+ i
2
v2 −1

2
v2 −iv

−1
2
v2 u− i

2
v2 v

−iv v i

 .

Die Theta-Abbildung liefert sofort den uniformisierenden Morphismus

pΓ1 = (g0 : g1 : g2) : B −→ P2
C
∼= Γ̂1\B

mit Γ1 := Γ(1 + i)-Modulformen

g0 = φ0φ2, g1 = φ0φ2 − (φ1φ2 + φ0φ3) + φ1φ3, g2 = φ1φ3.
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Zwei Kurven der Familie sind genau dann isomorph, wenn die Koordinaten der
Bildpunkte der Periodenpunkte S3-äquivalent sind.2 Definiere H1, H2, s3 als sym-
metrische Funktionen wie in Kapitel 2 und

j1 := H1/s3, j2 := H2/s3, j := (j1, j2) : B −→ P2
C.

Unter Ausnutzung von Koike und Shigas Darstellung der Matsumoto-Theta-
Abbildung erhalten wir in Termen von Thetakonstanten (mit der Schreibweise[
tp
tq

]
:= Θ4

[
tp
tq

]
) die im Vergleich zu [Rie07] handlichere Version der Modulfunk-

tion:

H1 = 7

([
1
2

0 0

0 1
2

1
2

]2[ 1
2

0 0

0 0 1
2

][
0 1

2
0

1
2

0 1
2

]2[
0 1

2
0

0 0 1
2

]
+
[

1
2

0 0

0 1
2

1
2

][
1
2

0 0

0 0 1
2

]2[
0 1

2
0

1
2

0 1
2

][
0 1

2
0

0 0 1
2

]2
)

+ 2

([
1
2

0 0

0 1
2

1
2

]3[
0 1

2
0

1
2

0 1
2

]3

+
[

1
2

0 0

0 0 1
2

]3[
0 1

2
0

0 0 1
2

]3
)

+
[

1
2

0 0

0 0 1
2

]3[
0 1

2
0

1
2

0 1
2

]2[
0 1

2
0

0 0 1
2

]
+
[

1
2

0 0

0 1
2

1
2

]2[ 1
2

0 0

0 0 1
2

][
0 1

2
0

0 0 1
2

]3

+
[

1
2

0 0

0 1
2

1
2

][
1
2

0 0

0 0 1
2

]2[
0 1

2
0

1
2

0 1
2

]3

+
[

1
2

0 0

0 1
2

1
2

]3[
0 1

2
0

1
2

0 1
2

][
0 1

2
0

0 0 1
2

]2

− 3

([
1
2

0 0

0 1
2

1
2

]2[ 1
2

0 0

0 0 1
2

][
0 1

2
0

1
2

0 1
2

]3

+
[

1
2

0 0

0 1
2

1
2

]3[
0 1

2
0

1
2

0 1
2

]2[
0 1

2
0

0 0 1
2

])
− 3

([
1
2

0 0

0 0 1
2

]3[
0 1

2
0

1
2

0 1
2

][
0 1

2
0

0 0 1
2

]2

+
[

1
2

0 0

0 1
2

1
2

][
1
2

0 0

0 0 1
2

]2[
0 1

2
0

0 0 1
2

]3
)

− 4

([
1
2

0 0

0 1
2

1
2

][
1
2

0 0

0 0 1
2

]2[
0 1

2
0

1
2

0 1
2

]2[
0 1

2
0

0 0 1
2

]
+
[

1
2

0 0

0 1
2

1
2

]2[ 1
2

0 0

0 0 1
2

][
0 1

2
0

1
2

0 1
2

][
0 1

2
0

0 0 1
2

]2
)

H2 = 17

([
1
2

0 0

0 1
2

1
2

]2[ 1
2

0 0

0 0 1
2

][
0 1

2
0

1
2

0 1
2

]2[
0 1

2
0

0 0 1
2

]
+
[

1
2

0 0

0 1
2

1
2

][
1
2

0 0

0 0 1
2

]2[
0 1

2
0

1
2

0 1
2

][
0 1

2
0

0 0 1
2

]2
)

+ 4

([
1
2

0 0

0 1
2

1
2

]3[
0 1

2
0

1
2

0 1
2

]3

+
[

1
2

0 0

0 0 1
2

]3[
0 1

2
0

0 0 1
2

]3
)

+ 4

([
1
2

0 0

0 1
2

1
2

][
1
2

0 0

0 0 1
2

]2[
0 1

2
0

1
2

0 1
2

]3

+
[

1
2

0 0

0 1
2

1
2

]3[
0 1

2
0

1
2

0 1
2

][
0 1

2
0

0 0 1
2

]2
)

+ 4

([
1
2

0 0

0 0 1
2

]3[
0 1

2
0

1
2

0 1
2

]2[
0 1

2
0

0 0 1
2

]
+
[

1
2

0 0

0 1
2

1
2

]2[ 1
2

0 0

0 0 1
2

][
0 1

2
0

0 0 1
2

]3
)

−
([

1
2

0 0

0 0 1
2

]3[
0 1

2
0

1
2

0 1
2

]3

+
[

1
2

0 0

0 1
2

1
2

]3[
0 1

2
0

0 0 1
2

]3
)

− 6

([
1
2

0 0

0 1
2

1
2

]2[ 1
2

0 0

0 0 1
2

][
0 1

2
0

1
2

0 1
2

]3

+
[

1
2

0 0

0 1
2

1
2

]3[
0 1

2
0

1
2

0 1
2

]2[
0 1

2
0

0 0 1
2

])
− 6

([
1
2

0 0

0 0 1
2

]3[
0 1

2
0

1
2

0 1
2

][
0 1

2
0

0 0 1
2

]2

+
[

1
2

0 0

0 1
2

1
2

][
1
2

0 0

0 0 1
2

]2[
0 1

2
0

0 0 1
2

]3
)

− 14

([
1
2

0 0

0 1
2

1
2

][
1
2

0 0

0 0 1
2

]2[
0 1

2
0

1
2

0 1
2

]2[
0 1

2
0

0 0 1
2

]
+
[

1
2

0 0

0 1
2

1
2

]2[ 1
2

0 0

0 0 1
2

][
0 1

2
0

1
2

0 1
2

][
0 1

2
0

0 0 1
2

]2
)

2für Periodenpunkte außerhalb des Verzweigungsorts von pΓ1
.
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s3 =
[

1
2

0 0

0 1
2

1
2

]2[ 1
2

0 0

0 0 1
2

][
0 1

2
0

1
2

0 1
2

]2[
0 1

2
0

0 0 1
2

]
−
[

1
2

0 0

0 1
2

1
2

][
1
2

0 0

0 0 1
2

]2[
0 1

2
0

1
2

0 1
2

]2[
0 1

2
0

0 0 1
2

]
−
[

1
2

0 0

0 1
2

1
2

]2[ 1
2

0 0

0 0 1
2

][
0 1

2
0

1
2

0 1
2

][
0 1

2
0

0 0 1
2

]2

+
[

1
2

0 0

0 1
2

1
2

][
1
2

0 0

0 0 1
2

]2[
0 1

2
0

1
2

0 1
2

][
0 1

2
0

0 0 1
2

]2

.





Anhang B

Quellcode zur Berechnung der
komplexen Konjugation

Wir berechnen zunächst die Struktur der Klassengruppe des durch x6 +
∑5

i=1 aix
i

definierten CM-Körpers durch die Eingabe

>R<x> := PolynomialRing(Integers());

>K<y> := NumberField(x^6-a_5*x^5-a_4*x^4+a_3*x^3+a_2*x^2+a_1*x+a_0);

>O := MaximalOrder(K);

>F<a, b, c, d, e> := FieldOfFractions(O);

>C,m := ClassGroup(O);

>C;

In einigen Fällen mußte die Klassengruppe schrittweise wie im folgenden Ablauf
berechnet werden

>R<x> := PolynomialRing(Integers());

>f := x^6-a_5*x^5-a_4*x^4+a_3*x^3+a_2*x^2+a_1*x+a_0;

>K<y> := NumberField(f);

>o_f := EquationOrder(f);

>O := MaximalOrder(o_f);

>O;

>C,m := ClassGroup(O);

>C;

Im nächsten Schritt lassen wir k Erzeugende der Klassengruppe errechnen (hier
für k = 2)

>m(C.1);

>m(C.2);

Als Ausgabe erhalten wir je zwei ganzzahlige 6-Tupel [f1, . . . , f6], [g1, . . . , g6]
und [r1, . . . , r6], [s1, . . . , s6] für die beiden Erzeuger (Koeffizienten der Basis eines

81



82 ANHANG B. QUELLCODE ZUR BERECHNUNG VON ¯

Ideals der Klasse bzgl. einer Q-Vektorraumbasis von F ). Wir bilden die Ideale
im Eingabefeld und konjugieren die Basiselemente der Ideale (für jedes ausgege-
bene Ideal liegt der erstgenannte Erzeuger in Z). Anschließend lassen wir die zu
m(C.k) konjugierten Ideale I und J berechnen.

>f := F![f_1,...,f_6];

>g := F![g_1,..., g_6];

>r := F![r_1,..., r_6];

>s := F![s_1,...,s_6];

>h := ComplexConjugate(g);

>t := ComplexConjugate(s);

>I := ideal< O | f, h >;

>J := ideal< O | s, t >;

In welcher Weise die komplexe Konjugation ¯ operiert, beantworten die folgenden
Anfragen:

Für h = 4 ist ClF isomorph zur Kleinschen Vierergruppe. Wir überprüfen I =
m(C.1) und J = m(C.2)

>I eq m(C.1);

>J eq m(C.2);

In allen Fällen erhalten wir die Antwort true, d.h. ¯ wirkt als Identität.

Für h = 7 fragen wir, ob m(C.1) ·m(C.1) ein Hauptideal ist,

>IsPrincipal(I*m(C.1));

was in allen Fällen bejaht wird; ¯ wirkt durch (a) 7→ (a)−1.

Für h=9 ist ClF ∼= C3 × C3

>IsPrincipal(I*m(C.1));

>IsPrincipal(J*m(C.2));

>IsPrincipal(I*m(C.1)*m(C.1));

>IsPrincipal(J*m(C.2)*m(C.2));

Lautet die Antwort auf die ersten zwei Anfragen true, wirkt ¯ durch Inversenbil-
dung, werden die dritte und vierte Frage bejaht, wirkt ¯ trivial, in allen anderen
Fällen operiert ¯ als Involution 6= ±1.
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