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Zusammenfassung
Wir betrachten die bekannte Methode der kleinsten Quadrate auf einem äquidis-
tanten Gitter mit N + 1 Stützstellen auf dem Intervall [−1, 1] mit dem Ziel der
Approximation einer Funktion f ∈ C [−1, 1] durch ein Polynom n-ten Grades. Wir
untersuchen das folgende Problem:
Für welches Verhältnis N/n und welche Funktionen konvergiert die zugehörige Ope-
ratorfolge LSN

n : C [−1, 1] → Pn der Methode der kleinsten Quadrate? Dabei gehen
wir sowohl auf punktweise als auch auf gleichmäßige Konvergenz ein.
Wir untersuchen die obige Fragestellung bezogen auf eine diskrete Gewichtung vom
Jacobi-Typ. Dementsprechend analysieren wir zunächst die Beziehung zwischen den
Jacobi-Polynomen P α,β

k und den Hahn-Polynomen Qk (·; α, β, N). Hierzu drücken
wir den Operator LSN

n durch eine abgebrochene Reihenentwicklung einer Funktion
durch Hahn-Polynome aus.
Ohne zusätzliche Voraussetzungen an Funktionen f ∈ C [−1, 1] kann keine gleichmä-
ßige Konvergenz garantiert werden. Wir können jedoch für α = β unter zusätzlichen
Bedingungen an f und (Nn)n∈N

Konvergenz garantieren und beweisen folgende Er-
gebnisse:
Die Reihenentwicklung ∑n

k=0 f̂kQk einer Funktion f ∈ C [−1, 1] ∩ BV [−1, 1] durch
Hahn-Polynome Qk konvergiert für α ≥ 0 punktweise, wenn die Reihenentwicklung∑n

k=0 f̂kPk der Funktion f durch Jacobi-Polynome Pk punktweise konvergiert und
wenn n3+α+max {1,α}/N → 0 für n, N → ∞ gilt.
Hieraus folgt unter anderem folgendes Resultat:
Sei f ∈ {g ∈ C1 [−1, 1] : g′ ∈ BV [−1, 1]} und sei (Nn)n eine Folge von natürlichen
Zahlen mit n4/Nn → 0. Dann konvergiert für α = 0 die Methode der kleinsten
Quadrate LSNn

n [f ] für jedes x ∈ [−1, 1].
Bezüglich der gleichmäßigen Konvergenz beweisen wir folgendes Resultat:

Für fest gewähltes α ≥ 0 sei f ∈
{

g ∈ C∞ [−1, 1] : lim
n→∞ sup

x∈[−1,1]

∣∣∣g(n)(x)
∣∣∣nα+1/2

2nn! = 0
}

und sei (Nn)n eine Folge natürlicher Zahlen mit Nn ≥ 2n(n + 1). Dann konvergiert
die Methode der kleinsten Quadrate LSNn

n [f ] gleichmäßig auf [−1, 1].

— 1 —
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1 Einleitung
Vor über 200 Jahren haben unter anderem Legendre und Gauß begonnen mit der
Methode der kleinsten Quadrate zu arbeiten (vgl., z.B., [57]). Seitdem wird diese
Methode in vielen Gebieten der Mathematik verwendet und ist heutzutage ein Stan-
dardwerkzeug der Angewandten Mathematik (vgl., z.B., [1], [6], [14], [35], [71]). In
dieser Arbeit untersuchen wir Approximationseigenschaften dieser Methode.
Die Methode der kleinsten Quadrate ist folgendermaßen definiert (vgl., z.B., [35, S.
59], [34, S. 217], [58, S. 291]):
Seien xμ ∈ [a, b] paarweise verschiedene Stützstellen für μ = 0, . . . , N . Weiter sei
ω : [a, b] → R eine auf {xμ}N

μ=0 positive Funktion, die sogenannte Gewichtsfunktion.
Für ein n ≤ N sei U ein Unterraum von C [a, b] mit dim U = n + 1 auf {xμ}N

μ=0.
Der Operator der Methode der kleinsten Quadrate LSN

n : C [a, b] → U ist eindeutig
definiert durch die Eigenschaft

N∑
μ=0

(
LSN

n [f ] (xμ) − f (xμ)
)2

ω (xμ) = min
ϕ∈U

N∑
μ=0

(ϕ (xμ) − f (xμ))2 ω (xμ). (1.1)

In dieser Arbeit untersuchen wir den folgenden Fall:

• U = Pn ist der Raum der Polynome vom Höchstgrad n,

• {x0, . . . , xN} ist ein äquidistantes Gitter mit N + 1 Stützstellen auf dem In-
tervall [−1, 1], d. h. xμ = −1 + 2μ/N für μ = 0, . . . , N .

Diese Situation tritt in der Praxis häufig auf: Polynome sind seit Jahrhunderten
eine bewährte und intensiv untersuchte Funktionenklasse zur Approximation. Zu-
dem lassen sie sich sehr effektiv auf Computern einsetzen, da für jede Berechnung
nur die elementaren Operationen Addition und Multiplikation verwendet werden.
Äquidistant erhobene Informationen liegen häufig vor, insbesondere bedingt durch
Datenerhebung auf großen (oftmals mehrdimensionalen) äquidistanten Gittern.
Ohne Beschränkung der Allgemeinheit sei in dieser Arbeit das Intervall [a, b] auf das
Standardintervall [−1, 1] normiert.
Wir untersuchen folgendes Problem:
Für welche Funktionen f ∈ K ⊂ C [−1, 1] und welches Verhältnis N/n konvergiert
die Folge

(
LSN

n [f ]
)
? Dabei betrachten wir sowohl punktweise als auch gleichmäßige

Konvergenz.
Um dieses Problem zu untersuchen, drücken wir den Operator LSN

n in Abschnitt 4.3
durch eine abgebrochene Reihenentwicklung einer Funktion durch Hahn-Polynome

— 3 —
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1 Einleitung

Qk (·; α, β, N) aus. Die Hahn-Polynome Qk ≡ Qk (·; α, β, N) sind klassische diskrete
orthogonale Polynome auf dem Intervall I = [0, N ] vom Grad k. Sie sind orthogonal
auf I bezüglich des Skalarprodukts

〈f, g〉ω :=
N∑

i=0
f(i)g(i)ω(i), (1.2)

wobei die Gewichtsfunktion ω gegeben ist durch

ω(x) :=
(

α + x

x

)(
β + N − x

N − x

)
. (1.3)

Sie sind durch

〈Qk(·; α, β, N), Qk(·; α, β, N)〉ω = (−1)k(k + α + β + 1)N+1(β + 1)kk!
(2k + α + β + 1)(α + 1)k(−N)kN ! (1.4)

normiert (vgl., z.B., [47, S. 204]). Weitere Eigenschaften der Hahn-Polynome disku-
tieren wir in Abschnitt 3.2 über diskrete orthogonale Polynome.
Es ist bekannt, dass der Operator der Methode der kleinsten Quadrate LSN

n durch
die Verwendung von Hahn-Polynomen folgendermaßen repräsentiert werden kann
(vgl., z.B., [35, S. 62-63], [58, S. 270], [77, S. 218-232]):

LSN
n [f ] =

n∑
k=0

〈
f
(

2
N

(·) − 1
)

, Qk

〉
ω

〈Qk, Qk〉ω

Qk

(
N

2 (1 + ·)
)

, (1.5)

mit f ∈ C [−1, 1].
Wir merken zunächst in Kapitel 5 an, dass wir ohne eine zusätzliche Voraussetzung
an die Funktionen f ∈ C [−1, 1] keine gleichmäßige Konvergenz der Folge

(
LSN

n [f ]
)

garantieren können.
Bezogen auf unser oben genanntes Problem ist es also vollkommen egal welches Ver-
hältnis N/n wir zwischen der Anzahl der Stützstellen N + 1 und dem Polynomgrad
n wählen: Es gibt zu jedem Verhältnis N/n eine stetige Funktion f ∈ C [−1, 1],
sodass die Methode der kleinsten Quadrate LSN

n [f ] nicht gleichmäßig gegen f kon-
vergiert. Um die gleichmäßige Konvergenz garantieren zu können, müssen wir also
die Funktionenklasse verkleinern. Dies untersuchen wir in Kapitel 7.
Wir beschäftigen uns zuvor in Kapitel 6 mit der punktweisen Konvergenz und
stellen dazu einen Vergleich zum kontinuierlichen Fall an. Hierbei untersuchen wir
die Beziehung zwischen den Jacobi-Polynomen P α,β

k und den Hahn-Polynomen
Qk (·; α, β, N). Die Jacobi-Polynome behandeln wir genauer in Abschnitt 3.1 über
stetige orthogonale Polynome. Die folgende Beziehung zwischen den Hahn-
Polynomen Qk und den Jacobi-Polynomen Pk ≡ P α,β

k ist bereits bekannt. Es gilt

lim
N→∞

(−1)k

(
k + α

k

)
Qk

(
N

2 (1 + x); α, β, N
)

= P β,α
k (x), (1.6)

— 4 —
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für jedes x ∈ [−1, 1] (vgl., z.B., [60, S. 45]). Hier, wie auch in der gesamten Ar-
beit, sind bei asymptotischen Aussagen die Parameter α und β fest gewählt. Die
Jacobi-Polynome P α,β

k sind orthogonal auf dem Intervall I = [−1, 1] bezüglich des
Skalarprodukts

(f, g)� :=
1∫

−1

f(x)g(x)�(x)dx, (1.7)

wobei

�(x) := (1 − x)α(1 + x)β (1.8)

die Gewichtsfunktion ist. Sie sind normiert durch
(
P α,β

k , P α,β
k

)
�

= 2α+β+1Γ(k + α + 1)Γ(k + β + 1)
(2k + α + β + 1)k!Γ(k + α + β + 1) (1.9)

(vgl., z.B., [47, S. 217]). Aufgrund von Gleichung (1.6) können die Hahn-Polynome
als das diskrete Analogon der Jacobi-Polynome gesehen werden. Die Entwicklung ei-
ner Funktion f in Jacobi-Polynomen ist gut untersucht und wird zur Approximation
der Funktion f häufig verwendet (vgl., z.B., [3], [8], [10], [17], [42], [50], [64]). Ana-
log zur Darstellung der abgebrochenen Reihenentwicklung durch Hahn-Polynome in
Gleichung (1.5) hat die Entwicklung in Jacobi-Polynomen die Form:

LSn[f ] =
n∑

k=0

(f, Pk)�

(Pk, Pk)�

Pk. (1.10)

Bezogen auf diese beiden Reihenentwicklungen beweisen wir in Kapitel 6 folgende,
neue Abschätzung:
Sei α ≥ 0 und sei für N ∈ N

n(α, N) := 1
2 − α + 1

2
√

(2α + 1)(2α + 2N + 1). (1.11)

Für jedes f ∈ C [−1, 1] ∩ BV [−1, 1] gilt
∣∣∣∣∣f(x) −

n∑
k=0

〈f, Qk〉ω

〈Qk, Qk〉ω

Qk

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣f(x) −

n∑
k=0

(f, Pk)�

(Pk, Pk)�

Pk(x)
∣∣∣∣∣+ O

(
n3+α+max {1,α}

N

)
,

(1.12)

mit n ≤ n(α, N), für jedes x ∈ [−1, 1].
Hier, wie auch bei allen anderen in dieser Arbeit von uns erzielten Approximations-
resultaten, betrachten wir den wichtigen symmetrischen (sogenannten ultrasphäri-
schen) Fall α = β. Aus (1.12) erhalten wir bezüglich der punktweisen Konvergenz
folgendes Ergebnis:

— 5 —
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1 Einleitung

Die Reihenentwicklung ∑n
k=0 f̂kQk einer Funktion f durch Hahn-Polynome Qk kon-

vergiert punktweise, wenn die Reihenentwicklung ∑n
k=0 f̂kPk der Funktion f durch

Jacobi-Polynome Pk punktweise konvergiert und wenn n3+α+max {1,α}/N → 0 für
n, N → ∞ gilt. Als Beispiel für die vielfältigen Anwendungsmöglichkeiten sei hier
das folgende Ergebnis für den wichtigen Spezialfall α = 0 genannt:
Sei f ∈ K := {g ∈ C1 [−1, 1] : g′ ∈ BV [−1, 1]} und sei (Nn)n∈N eine Folge von
natürlichen Zahlen mit

lim
n→∞

n4

Nn

= 0. (1.13)

Dann konvergiert die Methode der kleinsten Quadrate LSNn
n [f ] mit α = 0 für jedes

x ∈ [−1, 1].
Es gibt viele weitere Anwendungen der obigen Abschätzung bei denen wir die punkt-
weise Konvergenz erhalten. Denn für etliche Klassen von Funktionen wurde in den
letzten Jahrzehnten die Konvergenz der zugehörigen Reihenentwicklungen in Jacobi-
Polynomen gezeigt. Dies ist in Kapitel 6 ausführlich dargestellt.
In diesem engen Zusammenhang zwischen der Entwicklung einer Funktion nach
Jacobi-Polynomen, vgl. (1.10), und der Entwicklung nach Hahn-Polynomen, vgl.
(1.5), liegt die für mich grundlegende Motivation zu meinen hier vorgestellten,
von Thomas Sonar und Tom Koornwinder angeregten, Untersuchungen: Die Ent-
wicklung nach Jacobi-Polynomen ist seit Jahrzehnten eine bewährte Methode zur
Modellierung insbesondere techno-mathematischer Fragestellungen, da hier viele
physikalisch-technische Eigenschaften bei der Modellierung mit erfasst werden kön-
nen. Allerdings müssen zur Ermittlung der Koeffizienten in (1.10) Integrale ausge-
wertet werden. Dies geschieht üblicherweise durch Diskretisierung mit Hilfe quadra-
turtheoretischer Methoden. Da hier also bei der Integralapproximation sowieso dis-
kretisiert werden muss, ist die Frage naheliegend, ob man auf dem direkten Weg (also
ohne Berechnung von Integralen) mit Hilfe diskreter Orthogonalpolynome gleichwer-
tige Ergebnisse erzielen kann. In dieser Hinsicht untersuchen wir in Kapitel 7 die
Methode der kleinsten Quadrate auf gleichmäßige Konvergenz. Das Hauptergebnis
lautet:
Sei α > −1

2 und sei für N ∈ N

n(α, N) := 1
2 − α + 1

2
√

(2α + 1)(2α + 2N + 1). (1.14)

Weiter sei

Dn,N := 2n+1Γ (n + 2α + 2) Γ (n + α + 2)
(n + 1)!Γ (2n + 2α + 3) Γ (α + 1)

N !
Nn+1(N − n − 1)! . (1.15)

Dann gilt für jedes f ∈ Cn+1 [−1, 1] mit n + 1 ≤ n(α, N)

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

〈f, Qk〉ω

〈Qk, Qk〉ω

Qk

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣ ≤ Dn,N sup

x∈[−1,1]

∣∣∣f (n+1)(x)
∣∣∣. (1.16)
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Diese Abschätzung ist unverbesserbar in dem Sinn, dass unter obigen Vorausset-
zungen die Konstante Dn,N in Ungleichung (1.16) durch keine kleinere Zahl ersetzt
werden kann.
Hiermit eröffnet sich nun eine direkte Vergleichsmöglichkeit zwischen dem diskre-
ten Ansatz und der klassischen (stetigen) Vorgehensweise durch Betrachtung des
Maximalfehlers („worst case“) in den Funktionenklassen

Kn+1 :=
{

f ∈ Cn+1 [−1, 1] : sup
x∈[−1,1]

∣∣∣f (n+1)(x)
∣∣∣ ≤ 1

}
. (1.17)

Dieser Maximalfehler ist gemäß (1.16) der Wert Dn,N und dieser ist überraschen-
derweise (zumindest für mich) für n + 1 ≤ 1

2 − α + 1
2

√
(2α + 1)(2α + 2N + 1) für

jedes so gewählte Verhältnis N/n kleiner als im entsprechenden klassischen Fall,
man vergleiche hierzu Abschnitt 7.3.
Als Beispiel für die vielfältigen weiteren Anwendungsmöglichkeiten des obigen
Hauptergebnisses aus Kapitel 7 sei hier das folgende Ergebnis genannt:
Sei α ≥ 0, sei

f ∈ K :=
⎧⎨
⎩g ∈ C∞ [−1, 1] : lim

n→∞ sup
x∈[−1,1]

∣∣∣g(n)(x)
∣∣∣nα+ 1

2

2nn! = 0
⎫⎬
⎭ (1.18)

und sei (Nn)n∈N eine Folge mit Nn ≥ 2n(n + 1). Dann konvergiert die Methode der
kleinsten Quadrate LSNn

n [f ] gleichmäßig auf dem Intervall [−1, 1].
Wir erhalten aus dem obigen Resultat weitere Abschätzungen, welche wir in Kapitel
7 darstellen und diskutieren. Anschließend vergleichen wir unsere Approximationsre-
sultate mit entsprechenden Resultaten bekannter Approximationsmethoden, welche
wir in Kapitel 4 ausführlich darstellen.
In Kapitel 8 präsentieren wir beispielhaft numerische Resultate zur Methode der
kleinsten Quadrate. Zunächst vergleichen wir numerisch den diskreten mit dem
kontinuierlichen Fall der Methode der kleinsten Quadrate. Außerdem vergleichen
wir die Methode im diskreten Fall mit anderen in Kapitel 4 vorgestellten Appro-
ximationsmethoden. Weiterhin untersuchen wir, basierend auf unseren Ergebnissen
in den vorherigen Kapiteln, numerisch für ausgewählte Testfunktionen bei welchem
Verhältnis N/n der Maximalfehler bei wachsenden n und N ansteigt.
Im letzten Kapitel 9 geben wir einen Ausblick auf eine mögliche Anwendung der Me-
thode der kleinsten Quadrate im diskreten Fall bei Spektralen-Differenzen-Verfahren
zur Lösung hyperbolischer Erhaltungsgleichungen, die seit vielen Jahren in der
Braunschweiger Forschungsgruppe von Thomas Sonar, Martina Wirz, Philipp Öffner
und weiteren Mitgliedern höchst erfolgreich untersucht werden.
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2 Vorbereitende Grundlagen
In diesem Kapitel stellen wir vorbereitende Grundlagen zusammen, welche wir für
die weiteren Kapitel dieser Arbeit benötigen.
Wir beginnen mit der Einführung einiger wichtiger Funktionenklassen, wie beispiels-
weise die Klasse der Funktionen von beschränkter Variation.
Insbesondere beschäftigen wir uns mit den sogenannten „Speziellen Funktionen“,
deren Studium ein eigenes mathematisches Teilgebiet ist. Wir stellen insbesondere
Eigenschaften der Gammafunktion und der verallgemeinerten hypergeometrischen
Funktion bereit.
Im Anschluss behandeln wir in Hinsicht auf die Kapitel 4 und 5 die Theorie der
linearen Operatoren.
Abschließend stellen wir ausgewählte Grundlagen der Quadraturtheorie zusammen,
die in Kapitel 6 benötigt werden.

2.1 Funktionenklassen

2.1.1 Analytische Funktionen
Im Folgenden definieren wir die Klasse der analytischen Funktionen, die aus der
Funktionentheorie wohlbekannt sind. Wir kommen später in dieser Arbeit auf diese
Funktionenklasse zurück.

Definition 2.1 (vgl., z.B., [33, S. 45]). Sei D ⊂ C offen. Weiter sei eine Funktion
f : D → C gegeben. Dann heißt f analytisch, falls f in jedem Punkt a ∈ D
komplex differenzierbar ist. Weiterhin heißt f im Punkt a analytisch, falls es eine
Umgebung U ⊂ D von a ∈ U gibt, sodass f auf U analytisch ist.

Satz 2.2 (vgl., z.B., [33, S. 106]). Sei D ⊂ C offen. Weiter sei eine analytische
Funktion f : D → C gegeben. Dann ist f auf jeder in D enthaltenden Kreisscheibe
BR(a) := {z ∈ C : |z − a| < R} ⊂ D in eine Potenzreihe entwickelbar und es gilt

f(z) =
∞∑

n=0

f (n)(a)
n! (z − a)n, für alle z ∈ BR(a). (2.1)

2.1.2 Funktionen von beschränkter Variation
In diesem Unterabschnitt beschäftigen wir uns mit der Klasse der Funktionen von
beschränkter Variation. Diese Klasse spielt besonders in Kapitel 6, in welchem wir

— 9 —

Dieses Werk ist copyrightgeschützt und darf in keiner Form vervielfältigt werden noch an Dritte weitergegeben werden. 
Es gilt nur für den persönlichen Gebrauch.



2 Vorbereitende Grundlagen

uns mit der punktweisen Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate auseinan-
dersetzen, eine wichtige Rolle. Um diese Klasse zu definieren, benötigen wir zunächst
die folgende Definition der totalen Variation:

Definition 2.3 (vgl., z.B., [41, S. 493]). Die totale Variation einer reellwertigen
Funktion f : [a, b] → R ist definiert durch

Vb
a [f ] = sup

P ∈P

n−1∑
i=0

|f (xi+1) − f (xi)|, (2.2)

wobei das Supremum auf der Menge

P = {P = {x0, . . . , xn} : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b, n ∈ N} (2.3)

über alle Partitionen des Intervalls [a, b] gebildet wird. Der Kürze halber schreiben
wir V [f ] ≡ V1

−1 [f ].

Wir können nun die Klasse von Funktionen von beschränkter Variation definieren.

Definition 2.4 (vgl., z.B., [41, S. 493]). Eine reellwertige Funktion f : [a, b] →
R ist von beschränkter Variation, wenn ihre totale Variation endlich ist. Wir
definieren die Klasse von Funktionen von beschränkter Variation auf dem Intervall
[a, b] durch

BV [a, b] =
{
f : [a, b] → R : ∃C > 0 : Vb

a [f ] < C
}

. (2.4)

Es stellt sich die Frage, wie man Funktionen von beschränkter Variation charak-
terisieren kann. Zudem ist es interessant, welche gängigen Funktionenklassen Teil
der Klasse von Funktionen von beschränkter Variation sind und welche nicht. Wir
fassen einige wichtige Eigenschaften zusammen (vgl., z.B., [41, S. 496-499]):

• Die Menge BV [a, b] enthält alle Treppenfunktionen sowie alle monotonen oder
Lipschitz-stetigen Funktionen. Insbesondere enthält BV [a, b] also auch alle
stetig differenzierbaren Funktionen f ∈ C1 [a, b] mit beschränkter Ableitung
f ′ auf [a, b].

• Es existieren stetige Funktionen f ∈ C [a, b], die nicht von beschränkter Va-
riation sind. Ein Beispiel dafür ist die bekannte Funktion f : [0, 1] → R, die
durch

f(x) :=
⎧⎨
⎩x cos

(
π
x

)
für x = 0,

0 für x = 0
(2.5)

definiert ist.

• Seien f ∈ BV [a, b] und c ∈ (a, b) gegeben. Dann gilt

Vb
a [f ] = Vc

a [f ] + Vb
c [f ] . (2.6)
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2.1 Funktionenklassen

Funktionen von beschränkter Variation können folgendermaßen charakterisiert wer-
den:

Satz 2.5 (vgl., z.B., [41, S. 498]). Eine Funktion f : [a, b] → R ist genau dann von
beschränkter Variation, wenn sie als Differenz zweier monoton steigender Funktio-
nen dargestellt werden kann:

f ∈ BV [a, b] ⇐⇒ ∃f1, f2 : [a, b] → R monoton steigend : f = f1 − f2. (2.7)

Insbesondere gilt für stetige Funktionen, dass sie genau dann von beschränkter Va-
riation sind, wenn sie sich als Differenz zweier stetiger und monoton steigender
Funktionen darstellen lassen.

Daraus lässt sich unmittelbar für eine Funktion von beschränkter Variation f ∈
BV [a, b] folgern (vgl., z.B., [41, S. 498]):

• Für alle x0 ∈ [a, b] existieren die links- und rechtsseitigen Grenzwerte

lim
x→x+

0

f(x) und lim
x→x−

0

f(x). (2.8)

• Es existieren höchstens abzählbar viele Stellen {xi}i∈I ⊂ [a, b] an denen f
unstetig ist.

• f ist Riemann-integrierbar.

Unser Hauptergebnis Theorem 6.25 aus Kapitel 6 beweist eine Fehlerabschätzung
für Funktionen der Klasse C [−1, 1] ∩ BV [−1, 1]. Mit Hilfe der soeben zusammenge-
stellten Eigenschaften lassen sich leicht Funktionen dieser Klasse angeben, auf die
wir Theorem 6.25 anwenden können.

2.1.3 Stetigkeitsmodul
In diesem Unterabschnitt betrachten wir das Stetigkeitsmodul einer stetigen Funkti-
on. Das Stetigkeitsmodul wurde erstmals von H. Lebesgue im Jahr 1910 eingeführt
(vgl. [52]). Wir benötigen es in Abschnitt 6.2, in welchem wir das Hauptergebnis
zur punktweisen Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate genauer diskutie-
ren. Mit Hilfe des Stetigkeitsmoduls lässt sich die Klasse der stetigen Funktionen
differenzierter betrachten.

Definition 2.6 (vgl., z.B., [63, S. 116]). Für f ∈ C [a, b] heißt die durch

ω (f, [a, b] , δ) = sup {|f(x) − f(t)| : x, t ∈ [a, b] und |x − t| ≤ δ} , (2.9)

definierte Funktion ω (f, [a, b] , ·) : R+ → R
+ Stetigkeitsmodul von f auf [a, b].

Mit Hilfe des Stetigkeitsmoduls lassen sich gleichmäßig stetige Funktionen wie folgt
charakterisieren:
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2 Vorbereitende Grundlagen

Satz 2.7 (vgl., z.B., [63, S. 117]). Eine Funktion f ist im Intervall [a, b] genau dann
gleichmäßig stetig, wenn

lim
δ→0

ω (f, [a, b] , δ) = 0. (2.10)

Wir fassen im Folgenden einige Eigenschaften des Stetigkeitsmoduls einer Funktion
f ∈ C [a, b] zusammen (vgl., z.B., [70, S. 179]):

• Die Funktion ω (f, [a, b] , ·) ist monoton steigend, d. h. für alle δ1 ≤ δ2 gilt

ω (f, [a, b] , δ1) ≤ ω (f, [a, b] , δ2) . (2.11)

• Die Funktion ω (f, [a, b] , ·) ist subadditiv, d. h. für alle δ1, δ2 ≥ 0 gilt

ω (f, [a, b] , δ1 + δ2) ≤ ω (f, [a, b] , δ1) + ω (f, [a, b] , δ2) . (2.12)

• Für alle m ∈ N0 gilt

ω (f, [a, b] , mδ) ≤ mω (f, [a, b] , δ) . (2.13)

• Für alle λ ≥ 0 gilt

ω (f, [a, b] , λδ) ≤ (λ + 1)ω (f, [a, b] , δ) . (2.14)

• Die Funktion ω (f, [a, b] , ·) ist stetig.

2.2 Spezielle Funktionen
In den folgenden Unterabschnitten stellen wir für die Beweise unserer Theoreme
wichtige Eigenschaften der Gammafunktion und der verallgemeinerten hypergeome-
trischen Funktion bereit. Diese gehören zu den sogenannten „Speziellen Funktio-
nen“, die nicht nur in der Analysis, sondern auch in vielen Anwendungsbereichen
eine wichtige Rolle spielen.

2.2.1 Gammafunktion
Die Gammafunktion, im Folgenden mit Γ-Funktion abgekürzt, ist eine „Spezielle
Funktion“, von der wir im Folgenden wesentliche Eigenschaften zusammenfassen.
Die Γ-Funktion ist auf der rechten Halbebene der komplexen Zahlen definiert und
wurde erstmals von L. Euler 1729/30 eingeführt:
Definition 2.8 (vgl., z.B., [33, S. 194]). Die Funktion

Γ : {z ∈ C : Re(z) > 0} → C, (2.15)

definiert durch

Γ(z) :=
∞∫

0

tz−1 e−t dt (2.16)

heißt Γ-Funktion. Dabei ist tz−1 := e(z−1) log(t), mit log(t) ∈ R.
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2.2 Spezielle Funktionen

Anmerkung 2.9 (vgl., z.B., [33, S. 195]). Das sogenannte Gammaintegral

Γ(z) =
∞∫

0

tz−1 e−t dt (2.17)

konvergiert in der Halbebene {z ∈ C : Re(z) > 0} absolut, d. h. Γ(z) ist für jedes
z ∈ C mit Re(z) > 0 wohldefiniert. Insbesondere stellt die Γ-Funktion in der rechten
Halbebene eine analytische Funktion dar.

Außerdem sind von der Γ-Funktion viele weitere interessante Eigenschaften bekannt.
Einige für uns hier wichtige sind im Folgenden aufgeführt (vgl., z.B., [33, S. 194-
209]):

• Die Γ-Funktion lässt sich auf C\ {0, −1, −2, −3, . . . } eindeutig analytisch fort-
setzen.

• Die Γ-Funktion genügt der Funktionalgleichung

Γ(z + 1) = zΓ(z) für alle z ∈ C\ {0, −1, −2, −3, . . . } . (2.18)

• Man kann die Γ-Funktion als Erweiterung der Fakultät auffassen, denn es gilt

Γ(n + 1) = n! für alle n ∈ N0. (2.19)

• (Gauß’sche Produktentwicklung) Es gilt für alle z ∈ C

1
Γ(z) = lim

n→∞
n−z

n! z(z + 1)(z + 2) · . . . · (z + n). (2.20)

• Die Γ-Funktion besitzt keine Nullstellen.

• (Ergänzungssatz, L. Euler, 1749) Für alle z ∈ C\Z gilt

Γ(z)Γ(1 − z) = π

sin πz
. (2.21)

Darüber hinaus genügt die Γ-Funktion der folgenden asymptotischen Eigenschaft,
welche wir sehr häufig verwenden:

Lemma 2.10 (vgl., z.B., [2, S. 257]). Für a, b > 0 gilt

N b−a Γ(N + a)
Γ(N + b) = 1 + (a − b)(a + b − 1)

2N
+ O

( 1
N2

)
. (2.22)

Im Folgenden definieren wir weitere Funktionen, die sich aus Termen von Gamma-
funktionen zusammensetzen und die im Verlauf dieser Arbeit noch benötigt werden.
Zunächst definieren wir das Pochhammer-Symbol, welches in der Definition der ver-
allgemeinerten hypergeometrischen Funktion verwendet wird.
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2 Vorbereitende Grundlagen

Definition 2.11 (vgl., z.B., [47, S. 4]). Für beliebige z ∈ C setzen wir

(z)0 := 1 und (z)k :=
k∏

i=1
(z + i − 1) für alle k ∈ N. (2.23)

Die für alle k ∈ N0 definierten (z)k heißen Pochhammer-Symbole.

Anmerkung 2.12. Aufgrund der Funktionalgleichung (2.18) der Γ-Funktion lässt
sich das Pochhammer-Symbol auch folgendermaßen darstellen (vgl., z.B., [2, S.
256]):

(z)k = Γ(z + k)
Γ(z) für alle k ∈ N. (2.24)

Weiterhin gilt der interessante Spezialfall (vgl., z.B., [47, S. 4])

(1)k = k! für alle k ∈ N0. (2.25)

Nun definieren wir den verallgemeinerten Binomialkoeffizienten. Diesen benötigen
wir unter anderem bei der Definition der Hahn-Polynome.

Definition 2.13 (vgl., z.B., [47, S. 4]). Für beliebige α ∈ C\ {−1, −2, −3, . . . } und
β ∈ C ist der Binomialkoeffizient

(
α
β

)
definiert durch

(
α

β

)
:= Γ(α + 1)

Γ(β + 1)Γ(α − β + 1) . (2.26)

Anmerkung 2.14. Insbesondere gilt für n, k ∈ N0 mit n ≥ k der bekannte Spezial-
fall (vgl., z.B., [47, S. 4])

(
n

k

)
= n!

k!(n − k)! , (2.27)

der unmittelbar aus der Beziehung (2.19) folgt.

Anmerkung 2.15. Für n ∈ N0 und für α > −1 gilt die asymptotische Eigenschaft
(

n + α

n

)
= O (nα) , (2.28)

die unmittelbar aus Gleichung (2.22) folgt.

2.2.2 Verallgemeinerte hypergeometrische Funktion
In diesem Unterabschnitt betrachten wir die verallgemeinerte hypergeometrische
Funktion. Wir benötigen sie später im Zusammenhang mit orthogonalen Polynomen.
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2.2 Spezielle Funktionen

Definition 2.16 (vgl., z.B., [47, S. 5]). Für beliebige r, s ∈ N0 definieren wir die
Funktion rFs durch

rFs

(
a1, . . . , ar

b1, . . . , bs
; z

)
:=

∞∑
k=0

(a1)k · . . . · (ar)k

(b1)k · . . . · (bs)k

zk

k! . (2.29)

Die Funktion rFs heißt verallgemeinerte hypergeometrische Funktion. Die
zugehörige Reihe

∞∑
k=0

(a1)k · . . . · (ar)k

(b1)k · . . . · (bs)k

zk

k! (2.30)

heißt hypergeometrische Reihe.

Anmerkung 2.17. Die Parameter ai, bj sollten so gewählt werden, dass die ein-
zelnen Faktoren in den Nennern der Terme der hypergeometrischen Reihe von null
verschieden sind. Ansonsten divergiert die Reihe. Beispielsweise sind in der Reihe

1F1

(
1

−1; z

)
=

∞∑
k=0

(1)k

(−1)k

zk

k! =
∞∑

k=0

zk

(−1)k

(2.31)

die Nenner (−1)k für alle k ≥ 2 null. Denn es gilt

(−1)k =
k∏

i=1
(−1 + i − 1) = −1 · 0 · 1 · . . . · (k − 2) = 0. (2.32)

Ist andererseits ein Parameter ai des Zählers gegeben durch ai = −n, wobei n ∈ N0,
so ist die hypergeometrische Funktion rFs ein Polynom n-ten Grades in z (vgl., z.B.,
[47, S. 5]). Denn dann gilt für alle k > n

(−n)k = −n · (−n + 1) · . . . · (−n + (n + 1) − 1) · . . . · (−n + k − 1) = 0 (2.33)

und man erhält

rFs

(
a1, . . . , ar

b1, . . . , bs
; z

)
=

n∑
k=0

(a1)k · . . . · (ar)k

(b1)k · . . . · (bs)k

zk

k! . (2.34)

Trifft weder der eine noch der andere oben genannte Fall zu, so ist der Konvergenz-
radius R der hypergeometrischen Reihe gegeben durch

R =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∞ für r < s + 1,

1 für r = s + 1,

0 für r > s + 1
(2.35)

(vgl., z.B., [47, S. 5]).
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2 Vorbereitende Grundlagen

Der Begriff „hypergeometrisch“ ist zum ersten Mal von J. Wallis in seiner Arbeit
„Arithmetica Infinitorum“ im Jahr 1655 verwendet worden (vgl. [72, S. 1]). Er un-
tersuchte dabei Verallgemeinerungen der gewöhnlichen geometrischen Reihe

∞∑
k=0

qk = 1 + q + q2 + q3 + . . . (2.36)

Insbesondere beschäftigte er sich dabei genauer mit der Reihe
∞∑

k=0
(a)k = 1 + a + a(a + 1) + a(a + 1)(a + 2) + . . . (2.37)

(vgl. [72, S. 1]). In den darauf folgenden 150 Jahren haben sich viele weitere Ma-
thematiker, darunter Euler und Gauß, mit ähnlichen Reihen auseinandergesetzt.
Zentraler Gegenstand war dabei die Gauß Reihe, die auch als gewöhnliche hyper-
geometrische Reihe bezeichnet wird. Sie ist ein Spezialfall der verallgemeinerten
hypergeometrischen Funktion und ist durch

2F1 [a, b; c; z] :=
∞∑

k=0

(a)k (b)k

(c)k

zk

k! = 2F1

(
a, b

c
; z

)
(2.38)

definiert (vgl., z.B., [72, S. 1]).

2.3 Lineare Operatoren
In diesem Abschnitt stellen wir einige grundlegende Aussagen über lineare Opera-
toren in normierten Räumen bereit, die wir zur Untersuchung der Divergenz der
Methode der kleinsten Quadrate in Kapitel 5 benötigen.

Definition 2.18 (vgl., z.B., [77, S. 45]). Seien (X, ‖·‖X) und (Y, ‖·‖Y ) normierte
Vektorräume über K = R oder K = C. Eine Abbildung T : X → Y heißt linearer
Operator, falls für alle x, y ∈ X und λ ∈ K die Eigenschaften

• T (λx) = λT (x),

• T (x + y) = T (x) + T (y)

gelten.

Eine fundamentale Klassifizierung von linearen Operatoren ist die Unterscheidung
zwischen beschränkten und unbeschränkten linearen Operatoren. Die Beschränkt-
heit ist dabei äquivalent zur Stetigkeit der Operatoren (vgl., z.B., [77, S. 46]).

Definition 2.19 (vgl., z.B., [77, S. 46]). Seien (X, ‖·‖X) und (Y, ‖·‖Y ) normierte
Vektorräume über K = R oder K = C. Ein linearer Operator T : X → Y heißt
beschränkt, falls es eine Konstante M ≥ 0 gibt, sodass für alle x ∈ X die Unglei-
chung

‖T (x)‖Y ≤ M ‖x‖X (2.39)
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2.4 Quadratur

erfüllt ist. Mit L (X, Y ) wird der folgende Raum bezeichnet:
L (X, Y ) := {T : X → Y : T ist linear und beschränkt} . (2.40)

Der Raum L (X, Y ) der linearen beschränkten Operatoren ist in folgendem Sinn
selbst ein normierter Vektorraum:
Satz 2.20 (vgl., z.B., [77, S. 47]). Seien (X, ‖·‖X) und (Y, ‖·‖Y ) normierte Vektor-
räume über K = R oder K = C. Dann wird durch

‖T‖ := sup
‖x‖X≤1

‖T (x)‖Y , (2.41)

für alle T ∈ L (X, Y ), eine Operatornorm
‖·‖ : L (X, Y ) → R (2.42)

definiert.
Die Norm ‖T‖ eines Operators T ∈ L (X, Y ) entspricht also der kleinstmöglichen
Konstante M ≥ 0 aus Definition 2.19, d. h. es gilt

‖T‖ = inf {M ≥ 0 : ‖T (x)‖Y ≤ M ‖x‖X ∀x ∈ X} (2.43)
(vgl., z.B., [77, S. 46]).
Des Weiteren benötigen wir den Begriff der Projektion, welchen wir im Folgenden
definieren:
Definition 2.21 (vgl., z.B., [77, S. 161]). Sei (X, ‖·‖X) ein normierter Vektorraum
über K = R oder K = C. Weiter sei U ein Untervektorraum von X. Eine Abbildung
P : X → U heißt Projektion, oder auch Projektionsoperator, falls

P ◦ P = P und P (U) = U. (2.44)
Für Kapitel 4 stellen wir abschließend den Begriff des positiven Operators auf dem
Raum der stetigen Funktionen C[a, b] bereit:
Definition 2.22 (vgl., z.B., [63, S. 249]). Ein linearer Operator T : C[a, b] → C[c, d]
heißt positiv, falls aus f ≥ 0 stets T (f) ≥ 0 folgt.

2.4 Quadratur
In diesem Abschnitt stellen wir in Bezug auf Kapitel 6 ausgewählte Grundlagen
der Quadraturtheorie bereit. Quadraturverfahren gehören zu den wichtigsten nu-
merischen Grundlagen-Methoden. Unter anderem sucht und analysiert man in der
Quadraturtheorie Verfahren, die zur Auswertung des Integrals

b∫
a

f(x)dx (2.45)

über einer stetigen Funktion f ∈ C[a, b] dienen (vgl., z.B., [18, S. 9]). Denn nur
selten ist es möglich zu einer Funktion f ∈ C[a, b] eine Stammfunktion F explizit zu
bestimmen, mit deren Hilfe sich das obige Integral einfach berechnen ließe.
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2 Vorbereitende Grundlagen

Definition 2.23 (vgl., z.B., [18, S. 12-13]). Sei ein Intervall [a, b] ⊂ R und ein
n ∈ N gegeben. Weiter seien Werte xk ∈ [a, b] und ak ∈ R, für k = 1, . . . , n gegeben.
Dann heißt ein lineares Funktional Qn : C [a, b] → R, welches durch

Qn [f ] =
n∑

k=1
akf (xk), (2.46)

für alle f ∈ C[a, b] definiert ist, Quadraturformel n-ter Ordnung auf dem Grund-
intervall [a, b]. Die ak heißen Gewichte der Quadraturformel und die xk heißen
Stützstellen der Quadraturformel. Eine Folge von Quadraturformeln wachsender
Ordnung zum gleichen Grundintervall heißt Quadraturverfahren.

Quadraturverfahren werden vor allem nach den Kriterien Konvergenz, Genauigkeit,
Einfachheit, Zugänglichkeit der Restabschätzung, Fehlerfortpflanzung und Stützstel-
lenwahl untersucht (vgl., z.B., [18, S. 15-16]). Wir gehen im Folgenden näher auf das
in Kapitel 6 benötigte, sogenannte Trapezverfahren ein.

Definition 2.24 (vgl., z.B., [18, S. 20]). Das durch

QT r
n+1 [f ] := b − a

n

[
1
2f(a) +

n∑
k=2

f

(
a + (k − 1)b − a

n

)
+ 1

2f(b)
]

(2.47)

definierte Quadraturverfahren, heißt Trapezverfahren.

Anmerkung 2.25. Das Trapezverfahren QT r
n+1 basiert auf der sogenannten ele-

mentaren Trapezregel

QT r
2 [f ] := b − a

2 [f(a) + f(b)] (2.48)

für das Intervall [a, b]. Transformation dieser elementaren Trapezregel auf die Inter-
valle [

a + (k − 1)b − a

n
, a + k

b − a

n

]
(2.49)

für k = 1, . . . , n und anschließende Addition ergibt das Trapezverfahren QT r
n+1.

Man findet in der Literatur zahlreiche Fehlerabschätzungen zum Trapezverfahren,
siehe dazu beispielsweise [21]. Wir benötigen insbesondere in Kapitel 6 die folgende
Abschätzung:

Satz 2.26 (vgl., z.B., [21, S. 218, (7.14)]). Für jedes f ∈ C [a, b] ∩ BV [a, b] und alle
n ∈ N gilt

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)dx − QT r
n+1 [f ]

∣∣∣∣∣∣ ≤ b − a

2n
V [f ] . (2.50)

— 18 —

Dieses Werk ist copyrightgeschützt und darf in keiner Form vervielfältigt werden noch an Dritte weitergegeben werden. 
Es gilt nur für den persönlichen Gebrauch.



3 Orthogonale Polynome
In diesem Kapitel betrachten wir orthogonale Polynome und ihre Eigenschaften.
Orthogonale Polynome sind seit Ende des 19. Jahrhunderts vor allem in der Ana-
lysis ein wichtiger Bestandteil, sowohl vieler tiefliegender theoretischer Ergebnisse
wie auch zahlreicher praktischer Anwendungen. Sie weisen Verbindungen zu trigo-
nometrischen, hypergeometrischen, Bessel und elliptischen Funktionen auf. Darüber
hinaus spielen sie in den Bereichen Approximation und Quadratur häufig eine sehr
entscheidende Rolle. Zudem sind sie in der Theorie der Differential- und Integral-
gleichungen ein unverzichtbares Hilfsmittel. Für weitere Anwendungsgebiete sei etwa
auf [47], [60], [73] verwiesen. Für uns ist im Wesentlichen der Zusammenhang zur
Methode der kleinsten Quadrate von Bedeutung. Dabei stellen wir den Operator
der Methode der kleinsten Quadrate durch eine abgebrochene Reihenentwicklung
in orthogonalen Polynomen dar. Hierbei beschäftigen wir uns insbesondere mit den
Jacobi-Polynomen und den Hahn-Polynomen. Wir unterscheiden im Folgenden zwi-
schen stetigen orthogonalen Polynomen und diskreten orthogonalen Polynomen, in
Abhängigkeit von dem jeweiligen inneren Produkt.

3.1 Stetige orthogonale Polynome
3.1.1 Definition und Eigenschaften
Definition 3.1 (vgl., z.B., [47, S. 1]). Sei ein Intervall (a, b) mit a, b ∈ R∪{∞} gege-
ben. Weiter sei eine stetige, stückweise stetige oder Riemann-integrierbare Funktion
ω : (a, b) → (0, ∞) gegeben, sodass

0 <

b∫
a

x2nω(x)dx < ∞ für alle n ∈ N0 (3.1)

gilt. Ein System {pn}n∈N0
von Polynomen, wobei für jedes n ∈ N0 das Polynom pn

den Polynomgrad n hat, heißt orthogonal auf dem Intervall (a, b) bezüglich ω, falls
b∫

a

pn(x)pm(x)ω(x)dx = 0 für alle n, m ∈ N0, mit n = m (3.2)

gilt. Die Funktion ω heißt dann Gewichtsfunktion.
Anmerkung 3.2. Bei Systemen {pn}n∈N0

, die die Voraussetzungen aus Definition
3.1 erfüllen, sprechen wir, zur Unterscheidung von den später definierten diskreten
orthogonalen Polynomen, auch von stetigen orthogonalen Polynomen (vgl.,
z.B., [47, S. 2]).
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3 Orthogonale Polynome

Anmerkung 3.3. In diesem Zusammenhang sprechen wir auch von Orthogonalität
bezüglich des durch

(f, g) :=
b∫

a

f(x)g(x)ω(x)dx (3.3)

definierten Skalarprodukts.

Durch die Gleichung (3.2) werden die jeweiligen Systeme von orthogonalen Polyno-
men bis auf konstante Faktoren festgelegt (vgl., z.B., [47, S. 2]).
Wir wollen in der folgenden Anmerkung einige für uns wichtige Eigenschaften von
stetigen orthogonalen Polynomen zusammenfassen.

Anmerkung 3.4. Sei ein System {pn}n∈N0
aus orthogonalen Polynomen gegeben,

welches orthogonal auf dem Intervall (a, b) bezüglich des Skalarprodukts

(f, g) :=
b∫

a

f(x)g(x)ω(x)dx (3.4)

ist. Dann gelten folgende Eigenschaften (vgl., z.B., [60, S. 11-15]):

• Jedes Polynom q n-ten Grades lässt sich eindeutig darstellen durch

q =
n∑

k=0

(q, pk)
(pk, pk)pk. (3.5)

• Die orthogonalen Polynome pn erfüllen eine Rekursionsgleichung der Form

xpn(x) = αnpn+1(x) + βnpn(x) + γnpn−1(x), (3.6)

wobei αn, βn und γn Konstanten sind.

• Die Nullstellen der Polynome pn sind alle einfach und liegen im Intervall (a, b).

Von besonderer Bedeutung sind orthogonale Polynome, die eine Gleichung vom hy-
pergeometrischen Typ erfüllen. Dies ist eine gewöhnliche Differentialgleichung, wel-
che wir im Folgenden definieren:

Definition 3.5 (vgl., z.B., [60, S. 2]). Eine Differentialgleichung der Form

σy′′ + τy′ + λy = 0, (3.7)

wobei σ ein Polynom höchstens zweiten Grades, τ ein Polynom höchstens ersten
Grades und λ eine Konstante ist, heißt Gleichung vom hypergeometrischen
Typ. Lösungen einer solchen Gleichung heißen Funktionen vom hypergeome-
trischen Typ. Sind diese Lösungen Polynome, so heißen diese Polynome vom
hypergeometrischen Typ.
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3.1 Stetige orthogonale Polynome

Viele Probleme der Angewandten Mathematik sowie der Mathematischen Physik
führen zu Gleichungen vom hypergeometrischen Typ. Gleichung (3.7) lässt sich
durch Multiplikation einer Funktion � in folgende selbstadjungierte Form bringen:

(σ�y′)′ + λ�y = 0, (3.8)

wobei � der Differentialgleichung

(σ�)′ = τ� (3.9)

genügen muss. Die einfachsten Lösungen dieser Gleichungen sind Polynome. Wir
betrachten die Lösungen auf einem Intervall (a, b) mit a, b ∈ R ∪ {∞}. Erfüllt die
Funktion � die Randbedingungen

lim
x→a

σ(x)�(x)xk = 0 und lim
x→b

σ(x)�(x)xk = 0 für alle k ∈ N0, (3.10)

so sind die zugehörigen Polynome vom hypergeometrischen Typ orthogonal auf dem
Intervall (a, b) bezüglich �. Sie heißen klassische orthogonale Polynome (vgl.,
z.B., [60, S. 7]). Dies sind die Jacobi-Polynome, Hermite-Polynome und Laguerre-
Polynome. Sie sind, bis auf lineare Transformationen des Arguments x, die einzigen
Klassen von orthogonalen Polynomen, welche eine Gleichung vom hypergeometri-
schen Typ lösen (vgl., z.B., [60, S. 8-9]). Wir interessieren uns besonders für die
Jacobi-Polynome und behandeln diese in Unterabschnitt 3.1.2. Bevor wir jedoch zu
den Jacobi-Polynomen kommen, betrachten wir in der folgenden Anmerkung eine
explizite Formel zur Bestimmung von Polynomen vom hypergeometrischen Typ:

Anmerkung 3.6. Die Polynome vom hypergeometrischen Typ erfüllen die soge-
nannte Rodrigues-Formel. Für ein Polynom pn vom hypergeometrischen Typ n-
ten Grades gilt

pn(x) = Bn

�(x)
dn

dxn
[σn(x)�(x)] , (3.11)

wobei Bn konstant ist (vgl., z.B., [60, S. 4]).

3.1.2 Jacobi-Polynome
Die Jacobi-Polynome Pn ≡ P α,β

n sind klassische orthogonale Polynome auf dem
Intervall I = [−1, 1] vom Grad n. Sie können mit Hilfe der hypergeometrischen
Funktion folgendermaßen definiert werden:

Definition 3.7 (vgl., z.B., [47, S. 216]). Seien α, β > −1. Dann heißen die durch

P α,β
n (x) = (α + 1)n

n! 2F1

(
−n, n + α + β + 1

α + 1 ; 1 − x

2

)

= (α + 1)n

n!

n∑
k=0

(−n)k (n + α + β + 1)k

(α + 1)k

(1 − x)k

2kk! ,

(3.12)

für alle n ∈ N0 definierten Polynome Pn ≡ P α,β
n , Jacobi-Polynome.
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3 Orthogonale Polynome

Die Jacobi-Polynome P α,β
n sind orthogonal auf dem Intervall I = [−1, 1] bezüglich

des Skalarprodukts

(f, g)� :=
1∫

−1

f(x)g(x)�(x)dx, (3.13)

wobei

�(x) := (1 − x)α(1 + x)β (3.14)

die Gewichtsfunktion ist. Sie sind normiert durch
(
P α,β

n , P α,β
n

)
�

= 2α+β+1Γ(n + α + 1)Γ(n + β + 1)
(2n + α + β + 1)n!Γ(n + α + β + 1) (3.15)

(vgl., z.B., [47, S. 217]).
Wir fassen im Folgenden einige Eigenschaften der Jacobi-Polynome zusammen (vgl.,
z.B., [47, S. 217-218]):

• Die Jacobi-Polynome erfüllen die folgende Rekursionsgleichung

xP α,β
n (x) = αnP α,β

n+1(x) + βnP α,β
n (x) + γnP α,β

n−1(x), für x ∈ [−1, 1] (3.16)

mit den Konstanten

αn = 2(n + 1)(n + α + β + 1)
(2n + α + β + 1)(2n + α + β + 2) , (3.17)

βn = β2 − α2

(2n + α + β)(2n + α + β + 2) , (3.18)

γn = 2(n + α)(n + β)
(2n + α + β)(2n + α + β + 1) . (3.19)

• Die Jacobi-Polynome y(x) = P α,β
n (x) sind Lösungen folgender Gleichung vom

hypergeometrischen Typ(
1 − x2

)
y′′(x) + [β − α − (α + β + 2) x] y′(x) + n (n + α + β + 1) y(x) = 0.

(3.20)

• Die Jacobi-Polynome erfüllen folgende Rodrigues-Formel

(1 − x)α(1 + x)βP α,β
n (x) = (−1)n

2nn!
dn

dxn

[
(1 − x)n+α(1 + x)n+β

]
. (3.21)

• Die Jacobi-Polynome genügen der Gleichung

d
dx

P α,β
n (x) = n + α + β + 1

2 P α+1,β+1
n−1 (x). (3.22)
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3.1 Stetige orthogonale Polynome

Darüber hinaus sind die Jacobi-Polynome auf dem Intervall [−1, 1] folgendermaßen
beschränkt:

Satz 3.8 (vgl., z.B., [2, S. 786]). Seien α, β > −1 mit max {α, β} ≥ −1
2 . Dann gilt

max
x∈[−1,1]

∣∣∣P α,β
n (x)

∣∣∣ =
(

n + max {α, β}
n

)
. (3.23)

Wichtige Spezialfälle der Jabobi-Polynome sind für α = β die Gegenbauer-
Polynome, die auch ultrasphärische Polynome genannt werden, für α = β = −1

2
die Tschebyscheff-Polynome erster Art, für α = β = 1

2 die Tschebyscheff-Polynome
zweiter Art und für α = β = 0 die Legendre-Polynome. Aus historischen Gründen
werden hier andere Normierungen verwendet:

Definition 3.9 (vgl., z.B., [73, S. 59-60]). • Sei λ > −1
2 , λ = 0. Dann heißen

die durch

P λ
n (x) :=

Γ
(
λ + 1

2

)
Γ (n + 2λ)

Γ (2λ) Γ
(
n + λ + 1

2

)P
λ− 1

2 ,λ− 1
2

n (x), (3.24)

für alle n ∈ N0 definierten Polynome P λ
n , Gegenbauer-Polynome.

• Die durch

Tn(x) := P
− 1

2 ,− 1
2

n (x)
P

− 1
2 ,− 1

2
n (1)

, (3.25)

für alle n ∈ N0 definierten Polynome Tn, heißen Tschebyscheff-Polynome
erster Art.

• Die durch

Un(x) := (n + 1)P
1
2 , 1

2
n (x)

P
1
2 , 1

2
n (1)

, (3.26)

für alle n ∈ N0 definierten Polynome Un, heißen Tschebyscheff-Polynome
zweiter Art.

• Die durch

Pn(x) := P 0,0
n (x), (3.27)

für alle n ∈ N0 definierten Polynome Pn, heißen Legendre-Polynome.
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3 Orthogonale Polynome

3.2 Diskrete orthogonale Polynome
3.2.1 Definition und Eigenschaften
Definition 3.10 (vgl., z.B., [47, S. 1]). Sei X ⊂ R eine nichtleere, höchstens abzähl-
bare Teilmenge der reellen Zahlen. Falls X endlich ist, setze N := |X| − 1. Weiter
seien positive Werte ωx > 0 für alle x ∈ X gegeben, sodass

0 <
∑
x∈X

x2nωx < ∞ für alle n ∈ N0 (3.28)

gilt.

• Falls X endlich ist, heißt ein System {pn}N
n=0 von Polynomen, wobei für jedes

n = 0, . . . , N das Polynom pn den Polynomgrad n hat, orthogonal auf X
bezüglich der ωx, x ∈ X, falls∑

x∈X

pn(x)pm(x)ωx = 0 für alle n, m = 0, . . . , N, mit n = m (3.29)

gilt.

• Falls X nicht endlich ist, heißt ein System {pn}n∈N0
von Polynomen, wobei

für jedes n ∈ N0 das Polynom pn den Polynomgrad n hat, orthogonal auf X
bezüglich der ωx, x ∈ X, falls∑

x∈X

pn(x)pm(x)ωx = 0 für alle n, m ∈ N0, mit n = m (3.30)

gilt.

Die Werte ωx heißen dann Gewichte.

Anmerkung 3.11. Bei Systemen {pn}n∈N0
beziehungsweise {pn}N

n=0, die die Vo-
raussetzungen aus Definition 3.10 erfüllen, sprechen wir, zur Unterscheidung von
den schon definierten stetigen orthogonalen Polynomen, auch von diskreten or-
thogonalen Polynomen (vgl., z.B., [47, S. 2]).

Anmerkung 3.12. In diesem Zusammenhang sprechen wir auch von Orthogonalität
bezüglich des durch

〈f, g〉 :=
∑
x∈X

f(x)g(x)ωx (3.31)

definierten Skalarprodukts.

Durch die Gleichungen (3.29) und (3.30) werden die jeweiligen Systeme von ortho-
gonalen Polynomen bis auf konstante Faktoren festgelegt (vgl., z.B., [47, S. 2]).
Wir wollen in der folgenden Anmerkung einige für uns wichtige Eigenschaften von
diskreten orthogonalen Polynomen zusammenfassen, die analog auch schon die ste-
tigen orthogonalen Polynome erfüllt haben.

— 24 —

Dieses Werk ist copyrightgeschützt und darf in keiner Form vervielfältigt werden noch an Dritte weitergegeben werden. 
Es gilt nur für den persönlichen Gebrauch.



3.2 Diskrete orthogonale Polynome

Anmerkung 3.13. Sei X ⊂ R eine nichtleere, höchstens abzählbare Teilmenge der
reellen Zahlen. Falls X endlich ist, setze N := |X|−1 und es sei N = {0, 1, . . . , N},
ansonsten sei N = N0. Weiter sei ein System {pn}n∈N aus orthogonalen Polynomen
gegeben, welches orthogonal auf X bezüglich des Skalarprodukts

〈f, g〉 :=
∑
x∈X

f(x)g(x)ωx (3.32)

ist. Dann gelten folgende Eigenschaften (vgl., z.B., [24], [79]):

• Jedes Polynom q n-ten Grades, mit n ≤ N lässt sich eindeutig darstellen durch

q =
n∑

k=0

〈q, pk〉
〈pk, pk〉pk. (3.33)

• Besteht X aus isolierten Punkten, erfüllen die orthogonalen Polynome pn eine
Rekursionsgleichung der Form

xpn(x) = αnpn+1(x) + βnpn(x) + γnpn−1(x), (3.34)

wobei αn, βn und γn Konstanten sind.

• Die Nullstellen der Polynome pn sind alle einfach und liegen im Intervall
[inf X, max X].

Wir beschäftigen uns nun mit diskreten orthogonalen Polynomen auf einem äquidis-
tanten Gitter, d. h. wir betrachten den Fall X ⊂ Z. In diesem Fall lassen sich viele
wichtige Eigenschaften der stetigen orthogonalen Polynome übertragen. Zunächst
benötigen wir die Differenzenoperatoren:

Δf(x) = f(x + 1) − f(x), (3.35)
∇f(x) = f(x) − f(x − 1). (3.36)

Damit können wir eine diskrete Formulierung der hypergeometrischen Gleichung
(3.7) definieren:

Definition 3.14 (vgl., z.B., [60, S. 19]). Eine Differenzengleichung der Form

σ(x)Δ∇y(x) + τ(x)Δy(x) + λy(x) = 0, (3.37)

wobei σ ein Polynom höchstens zweiten Grades, τ ein Polynom höchstens ersten
Grades und λ eine Konstante ist, heißt Differenzengleichung vom hypergeo-
metrischen Typ.

Mit den Identitäten

σ(x) ≡ σ̃(x) − 1
2 τ̃(x) und τ(x) ≡ τ̃(x) (3.38)
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3 Orthogonale Polynome

ist Gleichung (3.37) eine Diskretisierung der Gleichung vom hypergeometrischen Typ
σ̃y′′ + τ̃ y′ + λy = 0, (3.39)

(vgl., z.B., [47, S. 19]).
Wie schon im kontinuierlichen Fall lässt sich auch hier Gleichung (3.37) durch Mul-
tiplikation einer Funktion � in folgende selbstadjungierte Form bringen:

Δ [σ(x)�(x)∇y(x)] + λ�(x)y(x) = 0, (3.40)
wobei � der Differenzengleichung

Δ [σ(x)�(x)] = τ(x)�(x) (3.41)
genügen muss. Die einfachsten Lösungen dieser Gleichungen sind Polynome. Wir
betrachten die Lösungen auf einem Intervall (a, b) mit a, b ∈ Z ∪ {∞}. Erfüllt die
Funktion � die Randbedingungen

lim
x→a

σ(x)�(x)xk = 0 und lim
x→b

σ(x)�(x)xk = 0 für alle k ∈ N0, (3.42)

so sind die zugehörigen Polynome, die Gleichung (3.37) lösen, orthogonal auf dem
Intervall (a, b − 1) bezüglich der �(i), a ≤ i ≤ b − 1. Sie heißen klassische diskre-
te orthogonale Polynome (vgl., z.B., [60, S. 27]). Dies sind die Hahn-Polynome,
Meixner-Polynome, Kravchuk-Polynome und Charlier-Polynome (vgl., z.B., [60, S.
30-39]). Wir interessieren uns besonders für die Hahn-Polynome und behandeln die-
se in Unterabschnitt 3.2.2. Sie lassen sich als Diskretisierung der Jacobi-Polynome
auffassen. Bevor wir jedoch zu den Hahn-Polynomen kommen, betrachten wir in der
folgenden Anmerkung die diskrete Rodrigues-Formel:
Anmerkung 3.15. Polynome, die Gleichung (3.37) lösen, erfüllen die sogenannte
diskrete Rodrigues-Formel. Für ein solches Polynom pn n-ten Grades gilt

pn(x) = Bn

�(x)Δn

[
�(x)

n−1∏
k=0

σ(x − k)
]

, (3.43)

wobei Bn konstant ist (vgl., z.B., [60, S. 24]).

3.2.2 Hahn-Polynome
Die Hahn-Polynome Qn ≡ Qn (·; α, β, N) sind klassische diskrete orthogonale Poly-
nome auf dem Intervall I = [0, N ] vom Grad n. Sie können mit Hilfe der hypergeo-
metrischen Funktion folgendermaßen definiert werden:
Definition 3.16 (vgl., z.B., [47, S. 204]). Seien α, β > −1 und N ∈ N0. Dann
heißen die durch

Qn (x; α, β, N) = 3F2

(
−n, n + α + β + 1, −x

α + 1, −N
; 1
)

=
n∑

k=0

(−n)k (n + α + β + 1)k (−x)k

(α + 1)k (−N)k

1
k! ,

(3.44)

für alle n = 0, . . . , N definierten Polynome Qn ≡ Qn (·; α, β, N), Hahn-Polynome.
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3.2 Diskrete orthogonale Polynome

Die Hahn-Polynome sind orthogonal auf I bezüglich des Skalarprodukts

〈f, g〉ω :=
N∑

i=0
f(i)g(i)ω(i), (3.45)

wobei die Gewichtsfunktion ω gegeben ist durch

ω(x) :=
(

α + x

x

)(
β + N − x

N − x

)
. (3.46)

Sie sind durch

〈Qn(·; α, β, N), Qn(·; α, β, N)〉ω = (−1)n(n + α + β + 1)N+1(β + 1)nn!
(2n + α + β + 1)(α + 1)n(−N)nN ! (3.47)

normiert (vgl., z.B., [47, S. 204]).
Wir fassen im Folgenden einige Eigenschaften der Hahn-Polynome zusammen (vgl.,
z.B., [47, S. 204-206]):

• Die Hahn-Polynome erfüllen die folgende Rekursionsgleichung

−xQn(x) = AnQn+1(x) − (An + Cn) Qn(x) + CnQn−1(x), für x ∈ [0, N ]
(3.48)

mit den Konstanten

An = (n + α + β + 1)(n + α + 1)(N − n)
(2n + α + β + 1)(2n + α + β + 2) , (3.49)

Cn = n(n + α + β + N + 1)(n + β)
(2n + α + β)(2n + α + β + 1) . (3.50)

• Die Hahn-Polynome y(x) = Qn(x) sind Lösungen folgender Differenzenglei-
chung vom hypergeometrischen Typ

n (n + α + β + 1) y(x) = B(x)y(x + 1) − [B(x) + D(x)] y(x) + D(x)y(x − 1),
(3.51)

mit

B(x) = (x + α + 1) (x − N) , (3.52)
D(x) = x (x − β − N − 1) . (3.53)

• Die Hahn-Polynome erfüllen folgende diskrete Rodrigues-Formel

ω(x)Qn (x; α, β, N) = (−1)n (β + 1)n

(−N)n

∇n

[(
α + n + x

x

)(
β + N − x

N − n − x

)]
.

(3.54)
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3 Orthogonale Polynome

• Die Hahn-Polynome genügen der Gleichung

ΔQn (x; α, β, N) = −n (n + α + β + 1)
(α + 1) N

Qn−1 (x; α + 1, β + 1, N − 1) . (3.55)

Die Hahn-Polynome Qn (·; α, β, N) können als Diskretisierung der Jacobi-Polynome
P α,β

n verstanden werden. Denn es gilt für fest gewähltes n folgende Grenzwertbezie-
hung zwischen den Hahn-Polynomen und den Jacobi-Polynomen:

lim
N→∞

(−1)n

(
n + α

n

)
Qn

(
N

2 (1 + x); α, β, N
)

= P β,α
n (x), (3.56)

für jedes x ∈ [−1, 1] (vgl., z.B., [60, S. 45]).
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4 Approximation mit Polynomen
In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit der Approximation von Funktionen mit
Polynomen. Wir definieren für jedes n ∈ N0 die Menge der Polynome höchstens
n-ten Grades durch

Pn :=
⎧⎨
⎩p ≡ p(x) =

n∑
μ=0

aμxμ : aμ ∈ R, μ = 0, . . . , n

⎫⎬
⎭ . (4.1)

Polynome lassen sich nur durch die elementaren Operationen Addition und Multi-
plikation sehr einfach berechnen. Sie werden daher seit langem zur Approximation
verwendet. Eine Begründung, Funktionen durch Polynome anzunähern, ist der fol-
gende bekannte Weierstraßsche Approximationssatz:

Satz 4.1 (vgl., z.B., [63, S. 87]). Sei eine stetige Funktion f ∈ C [a, b] gegeben. Dann
existiert zu jedem ε > 0 ein Polynom p, sodass für alle x ∈ [a, b]

|f(x) − p(x)| < ε (4.2)

gilt.

Dieser Satz geht auf die Arbeit [76] aus dem Jahr 1885 von K. Weierstraß zurück.

In den folgenden Abschnitten stellen wir einige häufig verwendete Approximations-
methoden vor, die auf Polynomen beruhen. Wir fassen grundlegende Eigenschaften
dieser Methoden zusammen und stellen die jeweiligen Vor- und Nachteile gegenüber.
Dies ermöglicht uns, dass wir später in Kapitel 7 die Approximationseigenschaften
der vorgestellten Methoden (Polynominterpolation, Approximation mit Bernstein-
polynomen, Polynome bester Approximation), mit unseren Ergebnissen zur Methode
der kleinsten Quadrate vergleichen können.

4.1 Polynominterpolation
In diesem Abschnitt stellen wir alle für uns wichtigen Grundbegriffe und Aussagen
über die Interpolation mit Polynomen zusammen. Das zugehörige Interpolations-
problem ist folgendermaßen definiert:

Definition 4.2 (vgl., z.B., [69, S. 51]). Sei eine Funktion f : [a, b] → R gegeben.
Weiter seien xμ ∈ [a, b] paarweise verschiedene Stützstellen für μ = 0, . . . , n. Ge-
sucht ist ein Polynom pn ∈ Pn, sodass pn (xμ) = f (xμ) für jedes μ = 0, . . . , n gilt.
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4 Approximation mit Polynomen

Hier stellen sich die Fragen nach der Existenz und Eindeutigkeit, welche sich mit
dem folgenden bekannten Satz sofort beantworten lassen:

Satz 4.3 (vgl., z.B., [69, S. 52]). Sei eine Funktion f : [a, b] → R gegeben. Weiter
seien xμ ∈ [a, b] paarweise verschiedene Stützstellen für μ = 0, . . . , n. Dann existiert
ein eindeutig bestimmtes Polynom pn ∈ Pn, sodass pn (xμ) = f (xμ) für jedes μ =
0, . . . , n gilt.

Definition 4.4 (vgl., z.B., [69, S. 52]). Sei eine Funktion f : [a, b] → R gegeben.
Weiter seien xμ ∈ [a, b] paarweise verschiedene Stützstellen für μ = 0, . . . , n. Dann
heißt das eindeutig bestimmte Polynom pn ∈ Pn aus Satz 4.3, Interpolationspo-
lynom zu {(xμ, f (xμ))}n

μ=0.

Sind eine Funktion f : [a, b] → R sowie paarweise verschiedene Stützstellen xμ ∈
[a, b] gegeben, so lässt sich das zugehörige Interpolationspolynom

pn(x) =
n∑

μ=0
aμxμ (4.3)

durch Lösen des Gleichungssystems

pn (xμ) = f (xμ) , μ = 0, . . . , n (4.4)

bestimmen (vgl., z.B., [69, S. 52]). (4.4) ist ein lineares Gleichungssystem, welches
sich mit Hilfe der Vandermonde-Matrix durch⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 x0 x2
0 . . . xn

0
1 x1 x2

1 . . . xn
1

1 x2 x2
2 . . . xn

2
... ... ... . . . ...
1 xn x2

n . . . xn
n

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

·

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a0
a1
a2
...

an

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

f (x0)
f (x1)
f (x2)

...
f (xn)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(4.5)

darstellen lässt. Unter der Voraussetzung paarweiser verschiedener Stützstellen xμ,
hat die Vandermonde-Matrix vollen Rang und (4.5) lässt sich eindeutig lösen (vgl.,
z.B., [69, S. 28,52]).
Weitere bekannte Möglichkeiten das Interpolationspolynom zu bestimmen, sind die
Lagrange-Interpolation und die Newton-Interpolation (vgl., z.B., [71, S. 95-98]). Im
Folgenden beschreiben wir kurz die Lagrange-Interpolation:
Dazu seien für jedes ν = 0, . . . , n die sogenannten Lagrange-Polynome definiert:

Lν,n(x) =
n∏

μ=0
μ �=ν

x − xμ

xν − xμ

. (4.6)

Es gilt für alle μ, ν = 0, . . . , n

Lν,n (xμ) = δμν =
⎧⎨
⎩1 für μ = ν,

0 für μ = ν.
(4.7)
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4.1 Polynominterpolation

Das Lagrange-Polynom Lν,n verschwindet also für μ = ν an den Stützstellen xμ und
hat an der Stelle xν den Wert Eins. Dadurch ergibt sich folgende Darstellung für
das Interpolationspolynom (vgl., z.B., [71, S. 95]):

pn(x) =
n∑

μ=0
f (xμ) Lμ,n (x). (4.8)

Diese Darstellung des Interpolationspolynoms wird häufig für theoretische Untersu-
chungen verwendet. Für große Werte von n ist diese Methode numerisch instabil.
Zudem hat die Lagrange-Interpolation den Nachteil, dass bei Hinzunahme weiterer
Stützstellen die Berechnung in wesentlichen Teilen wiederholt werden muss. In der
Praxis wird daher meist die Newton-Interpolation verwendet. Diese Berechnungsme-
thode basiert auf der Grundidee, bei Hinzunahme einer weiteren Stützstelle, einen
entsprechenden Korrekturterm zum vorher berechneten Interpolationspolynom zu
addieren (vgl., z.B., [35, S. 93-97], [69, S. 54-59], [71, S. 94-98]).
Der folgende Satz von G. Faber aus dem Jahr 1914 beschäftigt sich mit der Frage
der Approximierbarkeit stetiger Funktionen durch Interpolationspolynome:

Satz 4.5 (vgl., z.B., [48, S. 277]). Zu jeder Folge (Xn)n∈N0
, bestehend aus beliebigen

Verteilungen von Stützstellen

Xn = {xμ,n ∈ [a, b] : μ = 0, 1, . . . , n} , (4.9)

existiert eine stetige Funktion f ∈ C [a, b], sodass die zugehörige Folge von Interpo-
lationspolynomen pn ∈ Pn auf dem Intervall [a, b] nicht gleichmäßig gegen f konver-
giert.

Es existiert also keine Verteilung von Stützstellen gemäß (4.9), sodass für alle steti-
gen Funktionen die gleichmäßige Konvergenz der zugehörigen Folge von Interpola-
tionspolynomen garantiert werden kann.
Wir sind besonders an Fehlerabschätzungen interessiert, um sie mit unseren neuen
Abschätzungen bei der Methode der kleinsten Quadrate in Kapitel 7 vergleichen zu
können. Dazu betrachten wir die folgende bekannte Fehlerdarstellung:

Satz 4.6 (vgl., z.B., [35, S. 78]). Sei eine Funktion f ∈ Cn+1 [a, b] gegeben. Weiter
seien xμ ∈ [a, b] paarweise verschiedene Stützstellen für μ = 0, . . . , n und sei pn ∈ Pn

das zugehörige Interpolationspolynom. Dann existiert für jedes x ∈ [a, b] ein ξx ∈
[a, b], sodass

f(x) − pn(x) = f (n+1) (ξx)
(n + 1)!

n∏
μ=0

(x − xμ). (4.10)

Entscheidend für die Qualität der Approximation in der Klasse der (n+1)-mal stetig
differenzierbaren Funktionen ist also die Wahl der Stützstellen, wie man dem Term

n∏
μ=0

(x − xμ) (4.11)
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4 Approximation mit Polynomen

aus Gleichung (4.10) entnimmt.
Insbesondere lässt sich Gleichung (4.10) für die Funktion f(x) = xn+1 anwenden.
Mit f (n+1) (x) = (n + 1)! ergibt sich in diesem Fall

f(x) − pn(x) = f (n+1) (ξx)
(n + 1)!

n∏
μ=0

(x − xμ) =
n∏

μ=0
(x − xμ) (4.12)

für jedes x ∈ [a, b]. Man erhält daraus unmittelbar die Unverbesserbarkeit der fol-
genden, aus Gleichung (4.10) resultierenden Abschätzung:

Korollar 4.7 (vgl., z.B., [35, S. 78]). Sei eine Funktion f ∈ Cn+1 [a, b] gegeben.
Weiter seien xμ ∈ [a, b] paarweise verschiedene Stützstellen für μ = 0, . . . , n und sei
pn ∈ Pn das zugehörige Interpolationspolynom. Des Weiteren sei

In := 1
(n + 1)! sup

x∈[a,b]

∣∣∣∣∣∣
n∏

μ=0
(x − xμ)

∣∣∣∣∣∣. (4.13)

Dann gilt

sup
x∈[a,b]

|f(x) − pn(x)| ≤ In sup
x∈[a,b]

∣∣∣f (n+1) (x)
∣∣∣. (4.14)

Diese Abschätzung ist unverbesserbar in dem Sinn, dass unter obigen Voraussetzun-
gen die Konstante In in Ungleichung (4.14) durch keine kleinere Zahl ersetzt werden
kann.

Die Frage, mit welcher Stützstellenwahl der Wert In minimiert werden kann, wird
in Unterabschnitt 4.1.2 bei der Untersuchung der Interpolation in den Nullstellen
der Tschebyscheff-Polynome behandelt.

4.1.1 Polynominterpolation in äquidistanten Stützstellen
In diesem Unterabschnitt beschäftigen wir uns mit der Polynominterpolation un-
ter Verwendung von n + 1 äquidistanten Stützstellen. Diese sind im Intervall [a, b]
gegeben durch die Menge

XA
n =

{
xμ = a + μ

b − a

n
: μ = 0, 1, . . . , n

}
. (4.15)

Die Abstände zwischen zwei benachbarten Stützstellen sind also immer gleich. Dies
macht sie für Rechnungen besonders handlich und damit sind sie auch für Anwen-
dungen sehr interessant. Leider treten jedoch bei der Polynominterpolation in äqui-
distanten Stützstellen Probleme auf, die so erheblich sind, dass die Polynominter-
polation in diesen Stützstellen als Approximationsmethode für sehr große Stützstel-
lenanzahlen kaum verwendbar ist. Welche Probleme auftreten wollen wir nun in
Hinsicht auf unsere späteren Untersuchungen diskutieren.
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4.1 Polynominterpolation

Als einer der Ersten ist C. Runge im Jahr 1901 für äquidistante Stützstellen der
Frage nachgegangen, wie sich die Interpolationspolynome pn vom Grad n verhalten,
wenn n ansteigt (vgl. [68]). Er hat festgestellt, dass die Interpolationspolynome in
der Nähe der Intervallgrenzen sehr stark oszillieren können. Dieses Verhalten wurde
nach ihm benannt und wird als Runges Phänomen bezeichnet. Dazu betrachten wir
die, in diesem Zusammenhang ebenfalls nach ihm benannte, Runge-Funktion

f(x) := 1
1 + 25x2 , x ∈ [−1, 1] (4.16)

(vgl., z.B., [30]). Also gilt f ∈ C∞[−1, 1] und zudem lässt sich diese Funktion auf
eine in C offene Menge D ⊂ C, mit [−1, 1] ⊂ D und −i

5 , i
5 /∈ D analytisch durch

f̃(z) := 1
1 + 25z2 , z ∈ D (4.17)

fortsetzen. Trotzdem konvergiert die Folge (pn)n der zugehörigen Interpolationspo-
lynome in äquidistanten Stützstellen nicht gleichmäßig gegen f , d. h. es gilt

lim sup
n→∞

sup
x∈[−1,1]

|pn(x) − f(x)| = 0 (4.18)

(vgl., z.B., [30]). Genauer gilt Folgendes (vgl., z.B., [35, S. 84]):

lim
n→∞ |pn(x) − f(x)| =

⎧⎨
⎩0 für |x| < 0.7266,

∞ für |x| > 0.7267.
(4.19)

In Abbildung 4.1 sind die Runge-Funktion f sowie die zugehörigen Interpolations-
polynome in äquidistanten Stützstellen für n = 10 und n = 20 dargestellt.

Abbildung 4.1: Die Runge-Funktion - Interpolation in äquidistanten Stützstellen.

Dieses Beispiel zeigt uns, dass man selbst für die Klasse der analytischen Funktio-
nen im Allgemeinen keine gleichmäßige Konvergenz bei der Polynominterpolation in
äquidistanten Stützstellen garantieren kann.

— 33 —

Dieses Werk ist copyrightgeschützt und darf in keiner Form vervielfältigt werden noch an Dritte weitergegeben werden. 
Es gilt nur für den persönlichen Gebrauch.



4 Approximation mit Polynomen

Ebenfalls ungünstig ist das Ergebnis bei der Betragsfunktion

g(x) := |x| , x ∈ [−1, 1]. (4.20)

Im Jahr 1912 hat S. Bernstein gezeigt, dass die zugehörige Folge von Interpolati-
onspolynomen pn in äquidistanten Stützstellen in allen Punkten x ∈ (−1, 1), x = 0
divergiert. Genauer zeigte er, dass für jedes x ∈ (−1, 1), x = 0 gilt:

lim
n→∞ |pn(x) − g(x)| = ∞ (4.21)

(vgl. [13]). In Abbildung 4.2 sind die Betragsfunktion g sowie die zugehörigen Inter-
polationspolynome in äquidistanten Stützstellen für n = 10 und n = 20 dargestellt.

Abbildung 4.2: Die Betragsfunktion - Interpolation in äquidistanten Stützstellen.

4.1.2 Polynominterpolation in Tschebyscheff-Stützstellen
In diesem Unterabschnitt beschäftigen wir uns mit der Polynominterpolation in
Tschebyscheff-Stützstellen:

Anmerkung 4.8 (vgl., z.B., [35, S. 87]). Für jedes n ∈ N sind die Nullstellen der
Tschebyscheff-Polynome erster Art

Tn(x) = P
− 1

2 ,− 1
2

n (x)
P

− 1
2 ,− 1

2
n (1)

(4.22)

aus Definition 3.9, gegeben durch die Menge

XT
n =

{
x

(n)
k = cos

(
2k − 1

2n
π

)
: k = 1, 2, . . . , n

}
. (4.23)
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4.1 Polynominterpolation

Die Werte x
(n)
k = cos

(
2k−1

2n
π
)
, k = 1, 2, . . . , n heißen Tschebyscheff-Stützstellen.

Weiterhin erfüllen die Tschebyscheff-Polynome die folgende Rekursionsgleichung

Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x), für n ∈ N, (4.24)

mit

T0(x) = 1 und T1(x) = x. (4.25)

Bevor wir wie angekündigt zur Fehlerabschätzung (4.14) kommen, betrachten wir
zunächst das folgende von S. Bernstein im Jahr 1912 bewiesene Resultat. Dabei
verwenden wir das Stetigkeitsmodul ω gemäß Definition 2.6.
Satz 4.9 (vgl. [13]). Sei eine Funktion f ∈ C [−1, 1] mit der Eigenschaft

lim
δ→0

ω (f, [−1, 1] , δ) ln(δ) = 0 (4.26)

gegeben. Weiter seien für alle n ∈ N0 die Tschebyscheff-Stützstellen durch x
(n+1)
k =

cos
(

2k−1
2n+2π

)
für k = 1, 2, . . . , n + 1 sowie die zugehörigen Interpolationspolynome

pn ∈ Pn gegeben. Dann konvergiert die Folge der Interpolationspolynome (pn)n auf
dem Intervall [−1, 1] gleichmäßig gegen f .
Die Eigenschaft (4.26) wird auch als Dini-Lipschitz-Bedingung bezeichnet. Zum
Vergleich: Offensichtlich gilt für eine Lipschitz-stetige Funktion f : [−1, 1] → R, mit
der Lipschitz-Konstanten

L := sup
x,t∈[−1,1]

|f(x) − f(t)|
|x − t| (4.27)

(vgl., z.B., [71, S. 186]), die Abschätzung ω (f, [−1, 1] , δ) ≤ Lδ. Also ist für jede
Lipschitz-stetige Funktion f und jede Nullfolge (δn)n, δn > 0 die Folge(

ω (f, [−1, 1] , δn) 1
δn

)
n

(4.28)

beschränkt, womit f die Bedingung (4.26) erfüllt.
Insbesondere genügen offensichtlich die Runge-Funktion f(x) = 1

1+25x2 und die Be-
tragsfunktion g(x) = |x| der Bedingung (4.26), da sie Lipschitz-stetig sind. Damit
konvergieren die jeweiligen Folgen der Interpolationspolynome nach Satz 4.9 gleich-
mäßig gegen f beziehungsweise g. Im Fall von äquidistanten Stützstellen sind die
Folgen der Interpolationspolynome für die Funktionen f und g in einzelnen Teilin-
tervallen divergent, siehe Unterabschnitt 4.1.1.
Wie schon oben angedeutet, betrachten wir nun die Ungleichung (4.14) beziehungs-
weise den Wert In aus (4.13). Zunächst lassen sich nach Anmerkung 4.8 die
Tschebyscheff-Polynome Tn für alle n ∈ N durch

Tn(x) = 2n−1
n∏

k=1

(
x − x

(n)
k

)
(4.29)

darstellen. Insbesondere minimieren die Tschebyscheff-Stützstellen den Wert In aus
(4.13) im Fall a = −1 und b = 1:
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4 Approximation mit Polynomen

Satz 4.10 (vgl., z.B., [35, S. 88]). Seien xμ ∈ [−1, 1] paarweise verschiedene Stütz-
stellen für μ = 1, . . . , n. Weiter seien für k = 1, 2, . . . , n die Tschebyscheff-Stützstel-
len gegeben durch x

(n)
k = cos

(
2k−1

2n
π
)
. Dann gilt für jedes n ∈ N

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣∣
n∏

μ=1
(x − xμ)

∣∣∣∣∣∣ ≥ sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣
n∏

k=1

(
x − x

(n)
k

)∣∣∣∣∣ = 1
2n−1 sup

x∈[−1,1]
|Tn(x)| = 1

2n−1 .

(4.30)

Die Gleichheit in (4.30) gilt nur für xk = x
(n)
k für k = 1, . . . , n.

In Abbildung 4.3 ist das Tschebyscheff-Polynom T10 dargestellt.

Abbildung 4.3: Das Tschebyscheff-Polynom T10.

Damit sind die Tschebyscheff-Stützstellen x
(n)
k im Fall a = −1 und b = 1 gemäß

unverbesserbarer Abschätzung (4.14) die optimalen Stützstellen bei der Polynomin-
terpolation in der Klasse der (n + 1)-mal stetig differenzierbaren Funktionen. Ist
[a, b] = [−1, 1], so muss nur eine lineare Transformation zwischen den Intervallen
[−1, 1] und [a, b] durchgeführt werden. Man erhält aus Korollar 4.7 und Satz 4.10
folgende bekannte Fehlerabschätzung:
Korollar 4.11 (vgl., z.B., [35, S. 90]). Sei eine Funktion f ∈ Cn+1 [−1, 1] gegeben.
Weiter seien für k = 1, 2, . . . , n + 1 die Tschebyscheff-Stützstellen gegeben durch
x

(n+1)
k = cos

(
2k−1
2n+2π

)
und sei pn ∈ Pn das zugehörige Interpolationspolynom. Dann

gilt für jedes n ∈ N

sup
x∈[−1,1]

|f(x) − pn(x)| ≤ sup
x∈[−1,1]

∣∣∣f (n+1) (x)
∣∣∣ 1
(n + 1)!2n

. (4.31)

Diese Abschätzung ist unverbesserbar in dem Sinn, dass unter obigen Voraussetzun-
gen die Konstante 1

(n+1)!2n in Ungleichung (4.31) durch keine kleinere Zahl ersetzt
werden kann.
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4.2 Approximation mit Bernsteinpolynomen

Die hier dargestellten Ergebnisse zur Interpolation in Tschebyscheff-Stützstellen sind
ein erster Hinweis, warum diese Wahl von Stützstellen häufig in der Praxis ange-
wendet wird. Allerdings setzt dies voraus, dass Messdaten gemäß dieser Stützstel-
lenverteilung erhoben werden (können).
Zur Einordnung unserer Approximationsergebnisse bei der Methode der kleinsten
Quadrate aus Kapitel 7 vergleichen wir diese Ergebnisse mit der Fehlerabschätzung
aus dem vorherigen Korollar 4.11 in Abschnitt 7.4.

4.2 Approximation mit Bernsteinpolynomen
In diesem Abschnitt betrachten wir die Approximation mit Bernsteinpolynomen.
Dies ist eine Approximationsmethode, die auf äquidistanten Stützstellen basiert. Im
vorherigen Abschnitt 4.1 haben wir festgestellt, dass äquidistante Stützstellen bei
der Polynominterpolation zu erheblichen Problemen führen können. Diese Probleme
treten bei der Approximation mit Bernsteinpolynomen zwar nicht mehr auf, jedoch
ist die Konvergenzordnung gering. Gewisse formerhaltende Eigenschaften sprechen
allerdings für die Approximation mit Bernsteinpolynomen.
Wir vergleichen unsere Abschätzungen bei der Methode der kleinsten Quadrate mit
Ergebnissen bei der Approximation mit Bernsteinpolynomen in Abschnitt 7.5.
Definition 4.12 (vgl., z.B., [63, S. 247-248]). Zu jedem n ∈ N sei der Operator

Bn : C [0, 1] → Pn, (4.32)

definiert durch

Bn[f ](x) :=
n∑

ν=0
f
(

ν

n

)(
n

ν

)
xν(1 − x)n−ν , f ∈ C [0, 1] , x ∈ [0, 1]. (4.33)

Bn heißt Bernstein-Operator. Das zu einem f ∈ C [0, 1] definierte Polynom Bn[f ]
heißt n-tes Bernsteinpolynom der Funktion f .
Im Jahr 1912 hat S. Bernstein folgendes Resultat bezüglich der Approximation ste-
tiger Funktionen gezeigt:
Satz 4.13 (vgl. [12]). Sei eine Funktion f ∈ C [0, 1] gegeben. Dann gilt

lim
n→∞ sup

x∈[0,1]
|f(x) − Bn[f ](x)| = 0. (4.34)

Die Folge der Bernsteinpolynome Bn[f ] der Funktion f konvergiert damit auf dem
Intervall [0, 1] gleichmäßig gegen f . Insbesondere folgt aus diesem Resultat sofort
der Weierstraßsche Approximationssatz, siehe Satz 4.1.
Über die Approximationsgüte lässt sich folgende Aussage treffen:
Satz 4.14 (vgl., z.B., [54, S. 22]). Sei eine Funktion f ∈ C2 [0, 1] gegeben. Dann gilt
für jedes x ∈ [0, 1]

lim
n→∞ n (f(x) − Bn[f ](x)) = −x(1 − x)

2 f ′′(x). (4.35)
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4 Approximation mit Polynomen

Wenn insbesondere für ein x ∈ [0, 1] die zweite Ableitung f ′′(x) = 0 nicht verschwin-
det, dann ist der Fehler f(x) − Bn[f ](x) exakt von der Ordnung n−1. Ist also f eine
zweimal stetig differenzierbare Funktion mit beschränkter zweiter Ableitung und f
kein Polynom vom Höchstgrad 1, so ist der Maximalfehler

sup
x∈[0,1]

|f(x) − Bn[f ](x)| (4.36)

exakt von der Ordnung n−1.
Die Bernsteinpolynome erfüllen viele formerhaltende Eigenschaften, weshalb sie für
einige Anwendungen besonders interessant sind. In der folgenden Anmerkung fassen
wir einige von ihnen zusammen:
Anmerkung 4.15. Die Bernstein-Operatoren Bn sind positive Operatoren nach
Definition 2.22. D. h. es gelten die Eigenschaften (vgl., z.B., [63, S. 248-249]):

• Linearität: Bn (λf + μg) = λBn[f ] + μBn[g], λ, μ ∈ R, f, g ∈ C[0, 1].

• Positivität: Aus f ≥ 0 folgt stets Bn[f ] ≥ 0.
Es gilt für zwei Konstanten m, M ∈ R die folgende Eigenschaft (vgl., z.B., [63, S.
249]):

m ≤ f ≤ M ⇒ m ≤ Bn[f ] ≤ M. (4.37)

Weiter gilt am Rand für alle f ∈ C[0, 1] (vgl., z.B., [63, S. 248]):

Bn[f ](0) = f(0) und Bn[f ](1) = f(1). (4.38)

Ist f ∈ C[0, 1] eine konvexe Funktion, d. h. ist

λf (x1) + (1 − λ)f (x2) ≥ f (λx1 + (1 − λ)x2) (4.39)

für alle λ, x1, x2 ∈ [0, 1], so gelten (vgl., z.B., [63, S. 260]):
• Bn[f ](x) ≥ f(x) für alle x ∈ [0, 1] und für alle n ≥ 1.

• Bn−1[f ](x) ≥ Bn[f ](x) für alle x ∈ [0, 1] und für alle n ≥ 2.
Für ein f ∈ C[0, 1] ist die totale Variation von Bn[f ] höchstens so groß wie die totale
Variation von f , d. h. es gilt (vgl., z.B., [63, S. 281]):

V1
0 [Bn[f ]] ≤ V1

0 [f ] . (4.40)

Ist ein f ∈ C[0, 1] monoton steigend beziehungsweise monoton fallend, so ist Bn[f ]
ebenfalls monoton steigend beziehungsweise monoton fallend (vgl., z.B., [63, S. 287]).
Die großen Vorteile der Bernsteinpolynome liegen in ihrer Einfachheit der Darstel-
lung und Berechnung, in den vielen formerhaltenden Eigenschaften sowie in der
Verwendung von äquidistanten Stützstellen. Nachteilig ist, dass der Maximalfehler
für f /∈ P1 nur von der Ordnung n−1 ist.
Zur Einordnung unserer Approximationsergebnisse bei der Methode der kleinsten
Quadrate aus Kapitel 7 vergleichen wir diese Ergebnisse mit der Fehlerabschätzung
aus dem Satz 4.14 in Abschnitt 7.5.
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4.3 Die Methode der kleinsten Quadrate

4.3 Die Methode der kleinsten Quadrate
In diesem Abschnitt betrachten wir die Methode der kleinsten Quadrate. Schon vor
über 200 Jahren haben unter anderem Legendre und Gauß begonnen mit der Metho-
de der kleinsten Quadrate zu arbeiten (vgl., z.B., [57]). Seitdem wird diese Methode
in vielen Gebieten der Mathematik sowie in anderen Wissenschaften verwendet (vgl.,
z.B., [1], [6], [14], [35], [71]). In den Kapiteln 5, 6 und 7 untersuchen wir die Appro-
ximationseigenschaften dieser Methode. In diesem Abschnitt stellen wir alle für uns
wichtigen Grundbegriffe und Aussagen über die Methode der kleinsten Quadrate
zusammen.
Bei der Methode der kleinsten Quadrate handelt es sich um die bestmögliche Ap-
proximation bezüglich einer Norm ‖·‖, die durch ein Skalarprodukt 〈·, ·〉 induziert
ist, d. h. es ist ‖f‖ := 〈f, f〉

1
2 .

Wir beschränken uns auf den Vektorraum der stetigen Funktionen C[a, b] und un-
terscheiden zwischen einem kontinuierlichen und einem diskreten Maß.

4.3.1 Der kontinuierliche Fall
Wir betrachten folgende Problemstellung (vgl., z.B., [35, S. 55-59], [34, S. 217], [58,
S. 291]):
Sei U ein Unterraum von C [a, b] mit dim U = n + 1. Weiter sei ω : [a, b] → R

eine nichtnegative, fast überall positive, integrierbare Funktion, die sogenannte Ge-
wichtsfunktion. Zu einer Funktion f ∈ C [a, b] ist eine Funktion ϕ̂ ∈ U gesucht,
die für alle ϕ ∈ U die Ungleichung

b∫
a

(ϕ̂(x) − f(x))2 ω(x)dx ≤
b∫

a

(ϕ(x) − f(x))2 ω(x)dx (4.41)

erfüllt. Betrachtet man das folgende Skalarprodukt

(f, g)ω :=
b∫

a

f(x)g(x)ω(x)dx, (4.42)

so lässt sich durch dessen induzierte Norm

‖f‖ω,C :=
⎛
⎝ b∫

a

|f(x)|2 ω(x)dx

⎞
⎠

1
2

, (4.43)

die Ungleichung (4.41) darstellen durch

‖ϕ̂ − f‖ω,C ≤ ‖ϕ − f‖ω,C . (4.44)

Zunächst können wir bezüglich der Fragen zur Existenz und Eindeutigkeit eines
solchen ϕ̂ ∈ U , folgende bekannte Antwort liefern:
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4 Approximation mit Polynomen

Satz 4.16 (vgl., z.B., [35, S. 62]). Seien eine stetige Funktion f ∈ C [a, b] und ein
Unterraum U von C [a, b] mit dim U = n + 1 gegeben. Weiter sei ω : [a, b] → R

eine integrierbare, nichtnegative und fast überall positive Gewichtsfunktion. Dann
existiert ein eindeutig bestimmtes ϕ̂ ∈ U , welches für alle ϕ ∈ U die Ungleichung
(4.41) erfüllt.

Nach Satz 4.16 sind die Existenz und Eindeutigkeit eines ϕ̂ ∈ U gesichert, welches
der Ungleichung (4.41) genügt. Damit lässt sich folgendermaßen der Operator der
Methode der kleinsten Quadrate im kontinuierlichen Fall definieren:

Definition 4.17 (vgl., z.B., [35, S. 62]). Sei U ein Unterraum von C [a, b] mit
dim U = n + 1. Weiter sei ω : [a, b] → R eine nichtnegative, fast überall positi-
ve, integrierbare Gewichtsfunktion. Der Operator der Methode der kleinsten
Quadrate LSn : C [a, b] → U ist definiert durch die Eigenschaft

b∫
a

(LSn[f ](x) − f(x))2 ω(x) = min
ϕ∈U

b∫
a

(ϕ(x) − f(x))2 ω(x). (4.45)

Anmerkung 4.18. Der Operator LSn ist nach Definition 2.21 eine Projektion.
Denn für jedes f ∈ U gilt die Ungleichung

0 =
b∫

a

(f(x) − f(x))2 ω(x)dx ≤
b∫

a

(ϕ(x) − f(x))2 ω(x)dx (4.46)

für alle ϕ ∈ U . Nach Satz 4.16 ist diese Lösung eindeutig, womit LSn[f ] = f für
jedes f ∈ U gilt.

Um zu einer Funktion f ∈ C [a, b] die entsprechende Funktion LSn[f ] ∈ U zu bestim-
men, benötigt man eine Basis {ϕν}n

ν=0 von U . LSn[f ] besitzt dann eine eindeutige
Darstellung

LSn[f ] =
n∑

ν=0
aνϕν , (4.47)

mit entsprechenden Koeffizienten a0, . . . , an.
Sind eine Funktion f ∈ C [a, b] sowie eine Basis {ϕν}n

ν=0 von U gegeben, so lässt sich
die zugehörige Lösung LSn[f ] der Methode der kleinsten Quadrate durch Lösen des
linearen Gleichungssystems

n∑
ν=0

aν (ϕμ, ϕν)ω = (f, ϕμ)ω , μ = 0, . . . , n (4.48)

bestimmen (vgl., z.B., [35, S. 61]). Dieses Gleichungssystem besteht aus den so-
genannten Normalengleichungen. Dessen eindeutige Lösung {aν}n

ν=0 ergibt die
zugehörige Lösung

LSn[f ] =
n∑

ν=0
aνϕν (4.49)
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4.3 Die Methode der kleinsten Quadrate

der Methode der kleinsten Quadrate.

Beim Lösen der Normalengleichungen können folgende Probleme auftreten:
Zum einen sind die Koeffizienten a0, . . . , an alle abhängig von n, sodass man bei der
Erhöhung von n das entsprechende Gleichungssystem vollständig neu lösen muss.
Zum anderen können bei der Berechnung der Lösung erhebliche numerische Proble-
me auftreten, wenn beispielsweise die zugehörige Matrix

(
(ϕμ, ϕν)ω

)
μ,ν=0,...,n

schlecht
konditioniert ist (vgl., z.B., [35, S. 62-63]).
Es lässt sich jedoch Abhilfe schaffen, wenn das System {ϕν}n

ν=0 orthogonal auf [a, b]
bezüglich des Skalarprodukts (f, g)ω gemäß (4.42) ist, d. h. wenn

(ϕμ, ϕν)ω = 0 für alle μ = ν und (ϕμ, ϕμ)ω > 0 für alle μ = 0, . . . , n (4.50)

gilt. Dann vereinfacht sich die Matrix
(
(ϕμ, ϕν)ω

)
μ,ν=0,...,n

zu einer Diagonalmatrix
und der Operator der Methode der kleinsten Quadrate lässt sich darstellen durch

LSn[f ] =
n∑

ν=0

(f, ϕν)ω

(ϕν , ϕν)ω

ϕν (4.51)

(vgl., z.B., [35, S. 63]).

In dieser Arbeit betrachten wir folgenden, in der Praxis wichtigen, Standardfall

• [a, b] = [−1, 1],

• U = Pn ist der Raum der Polynome vom Höchstgrad n,

• ω(x) := �(x) = (1 − x)α(1 + x)β mit α, β > −1.

Das Orthogonalsystem besteht dann aus den in Unterabschnitt 3.1.2 untersuchten
Jacobi-Polynomen P α,β

n . In diesem Fall hat der Operator der Methode der kleinsten
Quadrate die Gestalt

LSn[f ] =
n∑

k=0

(
P α,β

k , f
)

�(
P α,β

k , P α,β
k

)
�

P α,β
k . (4.52)

Die Approximationseigenschaften dieser Methode untersuchen wir ausführlich in den
folgenden Kapiteln 5, 6 und 7. Sie dient uns vor allem zum Vergleich mit der Methode
im diskreten Fall, welche wir im folgenden Unterabschnitt 4.3.2 diskutieren.

4.3.2 Der diskrete Fall
Die Vorgehensweise in diesem Unterabschnitt ist häufig formal analog mit der Vor-
gehensweise in Unterabschnitt 4.3.1. Zum Komfort der Leserin und des Lesers stellen
wir trotzdem die einzelnen Definitionen und Gleichungen für spätere Kapitel explizit
bereit.
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4 Approximation mit Polynomen

Wir betrachten folgende Problemstellung (vgl., z.B., [35, S. 55-59], [34, S. 217], [58,
S. 291]):
Seien xμ ∈ [a, b] paarweise verschiedene Stützstellen für μ = 0, . . . , N . Weiter sei ω :
[a, b] → R eine auf {xμ}N

μ=0 positive Funktion, die sogenannte Gewichtsfunktion.
Für ein n ≤ N sei U ein Unterraum von C [a, b] mit dim U = n + 1 auf {xμ}N

μ=0. D.
h. jede Basis {ϕν}n

ν=0 von U genügt folgender Eigenschaft:
n∑

ν=0
cνϕν (xμ) = 0, μ = 0, . . . , N ⇒ c0 = · · · = cn = 0. (4.53)

Zu einer Funktion f ∈ C [a, b] ist eine Funktion ϕ̂ ∈ U gesucht, die für alle ϕ ∈ U
die Ungleichung

N∑
μ=0

(ϕ̂ (xμ) − f (xμ))2 ω (xμ) ≤
N∑

μ=0
(ϕ (xμ) − f (xμ))2 ω (xμ) (4.54)

erfüllt. Betrachtet man das folgende Skalarprodukt

〈f, g〉ω :=
N∑

μ=0
f (xμ) g (xμ) ω (xμ), (4.55)

so lässt sich durch dessen induzierte Norm

‖f‖ω,D :=
⎛
⎝ N∑

μ=0
|f (xμ)|2 ω (xμ)

⎞
⎠

1
2

, (4.56)

die Ungleichung (4.54) darstellen durch

‖ϕ̂ − f‖ω,D ≤ ‖ϕ − f‖ω,D . (4.57)

Zunächst präsentieren wir bezüglich der Fragen zur Existenz und Eindeutigkeit eines
solchen ϕ̂ ∈ U , ähnlich wie im kontinuierlichen Fall, folgende bekannte Ergebnisse:

Satz 4.19 (vgl., z.B., [35, S. 62]). Sei eine stetige Funktion f ∈ C [a, b] gegeben.
Seien xμ ∈ [a, b] paarweise verschiedene Stützstellen für μ = 0, . . . , N . Weiter sei
ω : [a, b] → R eine auf {xμ}N

μ=0 positive Gewichtsfunktion. Für ein n ≤ N sei U ein
Unterraum von C [a, b] mit dim U = n + 1 auf {xμ}N

μ=0. Dann existiert ein eindeutig
bestimmtes ϕ̂ ∈ U , welches für alle ϕ ∈ U die Ungleichung (4.54) erfüllt.

Nach Satz 4.19 sind die Existenz und Eindeutigkeit eines ϕ̂ ∈ U gesichert, welches
der Ungleichung (4.54) genügt. Damit lässt sich folgendermaßen der Operator der
Methode der kleinsten Quadrate im diskreten Fall definieren:

Definition 4.20 (vgl., z.B., [35, S. 62]). Seien xμ ∈ [a, b] paarweise verschiedene
Stützstellen für μ = 0, . . . , N . Weiter sei ω : [a, b] → R eine auf {xμ}N

μ=0 positive
Gewichtsfunktion. Für ein n ≤ N sei U ein Unterraum von C [a, b] mit dim U =
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4.3 Die Methode der kleinsten Quadrate

n+1 auf {xμ}N
μ=0. Der Operator der Methode der kleinsten Quadrate LSN

n :
C [a, b] → U ist definiert durch die Eigenschaft

N∑
μ=0

(
LSN

n [f ] (xμ) − f (xμ)
)2

ω (xμ) = min
ϕ∈U

N∑
μ=0

(ϕ (xμ) − f (xμ))2 ω (xμ). (4.58)

Anmerkung 4.21. Der Operator LSN
n ist nach Definition 2.21 eine Projektion.

Denn für jedes f ∈ U gilt die Ungleichung

0 =
N∑

μ=0
(f (xμ) − f (xμ))2 ω (xμ) ≤

N∑
μ=0

(ϕ (xμ) − f (xμ))2 ω (xμ) (4.59)

für alle ϕ ∈ U . Nach Satz 4.19 ist diese Lösung eindeutig, womit LSN
n [f ] = f für

jedes f ∈ U gilt.

Anmerkung 4.22 (vgl., z.B., [35, S. 57]). Im Spezialfall für N = n und U = Pn ent-
spricht die Methode der kleinsten Quadrate der Polynominterpolation aus Abschnitt
4.1. D. h. für jede stetige Funktion f ∈ C [a, b] entspricht das Interpolationspolynom
pn[f ] zu {(xμ, f (xμ))}n

μ=0 dem Polynom LSn
n[f ]. Also gilt pn[f ] = LSn

n[f ].

Um zu einer Funktion f ∈ C [a, b] die entsprechende Funktion LSN
n [f ] ∈ U zu bestim-

men, benötigt man eine Basis {ϕν}n
ν=0 von U . LSN

n [f ] besitzt dann eine eindeutige
Darstellung

LSN
n [f ] =

n∑
ν=0

aνϕν , (4.60)

mit entsprechenden Koeffizienten a0, . . . , an.
Sind eine Funktion f ∈ C [a, b] sowie eine Basis {ϕν}n

ν=0 von U gegeben, so lässt
sich, analog zum kontinuierlichen Fall, die zugehörige Lösung LSN

n [f ] der Methode
der kleinsten Quadrate durch Lösen des linearen Gleichungssystems

n∑
ν=0

aν 〈ϕλ, ϕν〉ω = 〈f, ϕλ〉ω , λ = 0, . . . , n (4.61)

bestimmen (vgl., z.B., [35, S. 61]). Dieses Gleichungssystem besteht aus den so-
genannten Normalengleichungen. Dessen eindeutige Lösung {aν}n

ν=0 ergibt die
zugehörige Lösung

LSN
n [f ] =

n∑
ν=0

aνϕν (4.62)

der Methode der kleinsten Quadrate.
Beim Lösen der Normalengleichungen können folgende Probleme auftreten:
Zum einen sind die Koeffizienten a0, . . . , an alle abhängig von n und N , sodass man
bei der Erhöhung von n beziehungsweise N das entsprechende Gleichungssystem
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4 Approximation mit Polynomen

vollständig neu lösen muss. Zum anderen können, genau wie im kontinuierlichen Fall,
bei der Berechnung der Lösung erhebliche numerische Probleme auftreten, wenn
beispielsweise die zugehörige Matrix (〈ϕλ, ϕν〉ω)λ,ν=0,...,n schlecht konditioniert ist
(vgl., z.B., [35, S. 62-63]).
Auch im diskreten Fall lässt sich jedoch Abhilfe schaffen, wenn das System {ϕν}n

ν=0
orthogonal auf {xμ}N

μ=0 bezüglich des Skalarprodukts 〈f, g〉ω gemäß (4.55) ist, d. h.
wenn

〈ϕλ, ϕν〉ω = 0 für alle λ = ν und 〈ϕλ, ϕλ〉ω > 0 für alle λ = 0, . . . , n (4.63)

gilt. Dann vereinfacht sich die Matrix (〈ϕλ, ϕν〉ω)λ,ν=0,...,n zu einer Diagonalmatrix
und der Operator der Methode der kleinsten Quadrate lässt sich darstellen durch

LSN
n [f ] =

n∑
ν=0

〈f, ϕν〉ω

〈ϕν , ϕν〉ω

ϕν (4.64)

(vgl., z.B., [35, S. 63]).
In dieser Arbeit betrachten wir folgenden, in der Praxis wichtigen, Standardfall

• [a, b] = [−1, 1],

• U = Pn ist der Raum der Polynome vom Höchstgrad n,

• {x0, . . . , xN} ist ein äquidistantes Gitter auf dem Intervall [−1, 1], d. h. xμ =
−1 + 2μ/N für μ = 0, . . . , N ,

• ω(x) =
(

α+x
x

)(
β+N−x

N−x

)
mit α, β > −1.

Das Orthogonalsystem besteht dann aus den in Unterabschnitt 3.2.2 untersuchten
Hahn-Polynomen Qn (·; α, β, N). In diesem Fall hat der Operator der Methode der
kleinsten Quadrate die Gestalt

LSN
n [f ] =

n∑
k=0

〈
Qk(·, α, β, N), f

(
2
N

(·) − 1
)〉

ω

〈Qk(·, α, β, N), Qk(·, α, β, N)〉ω

Qk

(
N

2 (1 + ·), α, β, N
)

. (4.65)

Man beachte dabei die lineare Transformation x �→ N
2 (1+x) des Intervalls [−1, 1] auf

das Intervall [0, N ], da die Hahn-Polynome Qn (·; α, β, N) auf dem Intervall [0, N ]
definiert sind, siehe dazu Unterabschnitt 3.2.2.
Die Approximationseigenschaften dieser Methode untersuchen wir ausführlich in den
folgenden Kapiteln 5, 6 und 7. Dabei vergleichen wir diese Methode auch mit allen
anderen in diesem Kapitel vorgestellten Approximationsmethoden.

4.4 Polynome bester Approximation
Abschließend geben wir einen kurzen Einblick in die Bestapproximation durch Poly-
nome. Bei der Bestapproximation handelt es sich um die bestmögliche Approximati-
on bezüglich der Supremumsnorm. Aus diesem Grund kann sie sehr gut als Maßstab
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4.4 Polynome bester Approximation

Wir vergleichen unsere Abschätzungen bei der Methode der kleinsten Quadrate mit
einer Abschätzung bei der Bestapproximation in Abschnitt 7.7.

Definition 4.23 (vgl., z.B., [65, S. 113]). Sei eine Funktion f ∈ C [a, b] gegeben. Ein
Polynom pn ∈ Pn höchstens n-ten Grades heißt Polynom bester Approximation
von f , wenn es der Beziehung

sup
x∈[a,b]

|f(x) − pn(x)| = inf
p∈Pn

sup
x∈[a,b]

|f(x) − p(x)| (4.66)

genügt.
Es ergeben sich sofort folgende Fragen:

• Gibt es für jedes n ∈ N0 ein Polynom bester Approximation pn ∈ Pn von f?

• Ist ein Polynom bester Approximation immer eindeutig?

• Wie lässt sich ein Polynom bester Approximation bestimmen?

• Wie gut ist die Approximation bezüglich der Supremumsnorm?

Die ersten beiden Fragen lassen sich durch das sogenannte Tschebyscheff-Theorem
beantworten:

Satz 4.24 (vgl., z.B., [65, S. 113]). Sei eine Funktion f ∈ C [a, b] gegeben. Dann
existiert für jedes n ∈ N0 das Polynom bester Approximation pn ∈ Pn von f und ist
eindeutig.
Wäre die Bestimmung des Polynoms bester Approximation einfach und schnell mög-
lich, so wäre diese Approximationsmethode in den meisten Fällen anderen Approxi-
mationsmethoden vorzuziehen. Doch genau hierin besteht das Problem. Das Poly-
nom bester Approximation lässt sich zwar durch den sogenannten Remez-
Algorithmus annähern, dieser ist jedoch sehr aufwendig und für die Praxis nur selten
verwendbar (vgl., z.B., [7]). Aus diesem Grund gehen wir nicht weiter auf ihn ein.
Seit den grundlegenden Untersuchungen über Bestapproximation von D. Jackson zu
Beginn des 20. Jahrhunderts (vgl. [42]), sind zahlreiche Ergebnisse über Polynome
bester Approximation publiziert worden (vgl., z.B., [25], [42], [53], [59], [74]).
Hier beschränken wir uns für die Diskussion unserer Ergebnisse in Abschnitt 7.7 auf
die folgende unverbesserbare Abschätzung:

Satz 4.25 (vgl., z.B., [56, S. 78]). Sei f ∈ Cn+1 [−1, 1] gegeben und sei pn ∈ Pn das
Polynom bester Approximation von f . Dann gilt

sup
x∈[−1,1]

|f(x) − pn(x)| ≤ sup
x∈[−1,1]

∣∣∣f (n+1)(x)
∣∣∣ 1
(n + 1)!2n

. (4.67)

Diese Abschätzung ist unverbesserbar in dem Sinn, dass unter obigen Voraussetzun-
gen die Konstante 1

(n+1)!2n in Ungleichung (4.67) durch keine kleinere Zahl ersetzt
werden kann.
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5 Divergenz der Methode der
kleinsten Quadrate

Bezüglich der in dieser Arbeit zu untersuchenden Operatoren LSN
n gemäß (4.65)

zeigen wir hier auf, dass nur unter Voraussetzung der Stetigkeit der zu approxi-
mierenden Funktion für keine Folge

(
LSN

n

)
n

Konvergenz in C [−1, 1] gewährleistet
werden kann.

In den letzten 60 Jahren wurden in der Theorie der Orthogonalreihen Divergenzer-
gebnisse meist dadurch erzielt, dass man die Divergenz der zugehörigen Operator-
normen nachwies. Grundlegend hierfür war das Resultat [11] von D. Berman:

Satz 5.1 (vgl. [11] sowie z.B. [59, S. 189]). Für jedes n ∈ N gilt für die Norm eines
beschränkten linearen Projektionsoperators

Ln : (C2π, ‖·‖∞) → (Tn, ‖·‖∞) (5.1)

die Ungleichung

‖Ln‖ ≥ ‖Sn‖ = 4
π2 ln n + O(1). (5.2)

Hierbei ist C2π die Menge der 2π-periodischen stetigen Funktionen, Tn die Menge der
trigonometrischen Ausdrücke n-ter Ordnung und Sn der n-te Fourier-Teilsummen
Operator.

Die Operatornorm ‖·‖ ist dabei gemäß Satz 2.20 definiert und ‖·‖∞ bezeichnet die
Supremumsnorm. Den Begriff des Projektionsoperators verwenden wir gemäß Defi-
nition 2.21.

Im periodischen Fall ist Sn also die sogenannte „Minimal-Projektion“. Für den Fall,
dass der Bildraum von Ln nicht wie in (5.1), sondern die Menge Pn der Polynome
vom Höchstgrad n ist, kennt man bisher noch keine Minimal-Projektion. Die Diver-
genz der Normen jeder Folge (Ln)n beschränkter linearer Projektionsoperatoren

Ln : (C [a, b] , ‖·‖∞) → (Pn [a, b] , ‖·‖∞) (5.3)

haben schon 1948 Harsiladze und Lozinskii bewiesen (vgl., z.B., [59, S. 194]). Das
asymptotisch korrekte Ergebnis bezüglich der Minimal-Projektion im Polynomfall
hat K. Petras 1988 erzielt:
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5 Divergenz der Methode der kleinsten Quadrate

Satz 5.2 (vgl. [62]). Für jedes n ≥ 2 gilt für die Norm eines beschränkten linearen
Projektionsoperators

Ln : (C [a, b] , ‖·‖∞) → (Pn [a, b] , ‖·‖∞) (5.4)

die Ungleichung

‖Ln‖ ≥ 4
π2 (ln n − ln ln n) . (5.5)

Unter obigen Voraussetzungen kann in (5.5) die Konstante 4
π2 durch keine kleinere

Zahl ersetzt werden.

Aus dem obigen Divergenzergebnis erhält man das folgende Korollar:

Korollar 5.3 (vgl. [70, S. 106, Satz 4.10]). Es gibt keine Folge beschränkter linearer
Projektionsoperatoren

Ln : (C [a, b] , ‖·‖∞) → (Pn [a, b] , ‖·‖∞) (5.6)

mit ‖Lnf − f‖∞ → 0 für alle f ∈ C [a, b].

Für eine Folge von Projektionsoperatoren (Ln)n des Typs (5.6) reicht also der Nach-
weis der Linearität und Beschränktheit aus, um die Existenz einer stetigen Funktion
f nachzuweisen, für die diese Folge (Lnf)n nicht gleichmäßig konvergiert. Diese Vor-
gehensweise ist bei der Methode der kleinsten Quadrate, sowohl im kontinuierlichen
Fall als auch im diskreten Fall, leicht durchzuführen. Für den kontinuierlichen Fall
sind zahlreiche tiefliegende Divergenzergebnisse bekannt, man vgl. z.B. die Ausfüh-
rungen in [4], [8], [46], [55]. Für den diskreten Fall scheint ein Korollar 5.3 entspre-
chendes Ergebnis in der Literatur nicht explizit genannt zu sein. Wir führen daher
im Folgenden kurz den einfachen Nachweis durch, dass die Operatoren der Methode
der kleinsten Quadrate aus Gleichung (4.65) beschränkte lineare Projektionen sind.

Lemma 5.4. Seien α, β > −1 und N, n ∈ N mit n ≤ N . Dann ist

LSN
n : (C [−1, 1] , ‖·‖∞) → (Pn [−1, 1] , ‖·‖∞) (5.7)

definiert durch

LSN
n [f ] =

n∑
k=0

〈
Qk(·, α, β, N), f

(
2
N

(·) − 1
)〉

ω

〈Qk(·, α, β, N), Qk(·, α, β, N)〉ω

Qk

(
N

2 (1 + ·), α, β, N
)

, (5.8)

für alle f ∈ C [−1, 1], ein linearer beschränkter Projektionsoperator.
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Beweis. Zur Linearität: Seien λ1, λ2 ∈ R und f1, f2 ∈ C [−1, 1] gegeben. Dann gilt
mit der Linearität des Skalarprodukts

LSN
n [λ1f1 + λ2f2]

=
n∑

k=0

〈
Qk(·, α, β, N), (λ1f1 + λ2f2)

(
2
N

(·) − 1
)〉

ω

〈Qk(·, α, β, N), Qk(·, α, β, N)〉ω

Qk

(
N

2 (1 + ·), α, β, N
)

=λ1

n∑
k=0

〈
Qk(·, α, β, N), f1

(
2
N

(·) − 1
)〉

ω

〈Qk(·, α, β, N), Qk(·, α, β, N)〉ω

Qk

(
N

2 (1 + ·), α, β, N
)

+λ2

n∑
k=0

〈
Qk(·, α, β, N), f2

(
2
N

(·) − 1
)〉

ω

〈Qk(·, α, β, N), Qk(·, α, β, N)〉ω

Qk

(
N

2 (1 + ·), α, β, N
)

=λ1LSN
n [f1] + λ2LSN

n [f2] .

(5.9)

Somit ist die Linearität gezeigt.
Zur Beschränktheit: Sei nun ein f ∈ C [−1, 1] mit ‖f‖∞ ≤ 1 gegeben. Dann gilt

∥∥∥LSN
n [f ]

∥∥∥∞ ≤
n∑

k=0

∣∣∣〈Qk(·, α, β, N), f
(

2
N

(·) − 1
)〉

ω

∣∣∣
〈Qk(·, α, β, N), Qk(·, α, β, N)〉ω

∥∥∥∥Qk

(
N

2 (1 + ·), α, β, N
)∥∥∥∥∞

≤
n∑

k=0

‖Qk(·, α, β, N)‖ω ·
∥∥∥f ( 2

N
(·) − 1

)∥∥∥
ω

〈Qk(·, α, β, N), Qk(·, α, β, N)〉ω

∥∥∥∥Qk

(
N

2 (1 + ·), α, β, N
)∥∥∥∥∞

=
n∑

k=0

∥∥∥f ( 2
N

(·) − 1
)∥∥∥

ω

‖Qk(·, α, β, N)‖ω

∥∥∥∥Qk

(
N

2 (1 + ·), α, β, N
)∥∥∥∥∞

≤
n∑

k=0

‖1‖ω

‖Qk(·, α, β, N)‖ω

∥∥∥∥Qk

(
N

2 (1 + ·), α, β, N
)∥∥∥∥∞

=: C (n, N, α, β) < ∞,

(5.10)

woraus die Beschränktheit von LSN
n folgt. Denn die Konstante C (n, N, α, β) ist

unabhängig von f .
Die Projektionseigenschaft entnehmen wir der Anmerkung 4.21 und damit folgt die
Behauptung.

Wir sind nun in der Lage Korollar 5.3 anzuwenden. Damit erhalten wir folgendes
Resultat bezüglich der Divergenz der Methode der kleinsten Quadrate im diskreten
Fall.

Satz 5.5 (zur Methode vgl., z.B., [4], [46, S. 293 ff.], [59, S. 178 ff.]). Seien α, β > −1
und eine Folge (Nn)n∈N

mit Nn ≥ n für alle n ∈ N gegeben. Weiter seien LSNn
n die

Operatoren der Methode der kleinsten Quadrate wie in Lemma 5.4 definiert. Dann
existiert eine stetige Funktion f ∈ C [−1, 1], sodass LSNn

n [f ] nicht gleichmäßig gegen
f konvergiert, d. h. es gilt

lim sup
n→∞

∥∥∥LSNn
n [f ] − f

∥∥∥∞ = 0. (5.11)
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5 Divergenz der Methode der kleinsten Quadrate

Wir halten an dieser Stelle also fest, dass es im Fall von äquidistanten Stützstellen
kein Verhältnis N/n zwischen der Anzahl der Stützstellen N + 1 und dem Polynom-
grad n geben kann, sodass die Methode der kleinsten Quadrate LSN

n [f ] für jedes
stetige f ∈ C [−1, 1] gleichmäßig gegen f konvergiert. Um Konvergenz garantieren zu
können, müssen wir also die Funktionenklasse verkleinern. Untersuchungen hierzu
stellen wir in den folgenden Kapiteln 6 und 7 an.
Dass es allerdings häufig nicht zufriedenstellend ist, nur die Funktionenklasse zu ver-
kleinern, sei an dieser Stelle kurz ausgeführt. In Unterabschnitt 4.3.2 ist in Anmer-
kung 4.22 dargestellt, dass die Methode der kleinsten Quadrate im Spezialfall N = n
der Polynominterpolation in N + 1 Stützstellen entspricht. Im Fall von äquidistan-
ten Stützstellen haben wir in Unterabschnitt 4.1.1 für zwei ausgewählte Funktionen
die Divergenz der Polynominterpolation dargestellt: Zum einen für die analytisch
fortsetzbare Runge-Funktion (4.16), zum anderen für die elementare Betragsfunk-
tion (4.20). Diese beiden Beispiele zeigen uns, dass man selbst für die Klasse der
analytischen Funktionen keine gleichmäßige Konvergenz der Methode der kleinsten
Quadrate im diskreten Fall für äquidistante Stützstellen garantieren kann. Es liegt
daher nahe, sich mit der Stützstellenanzahl N + 1 im Verhältnis zum Polynomgrad
n zu beschäftigen. Dies wird in den folgenden Kapiteln 6 und 7 untersucht.
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6 Punktweise Konvergenz der
Methode der kleinsten Quadrate

In diesem Kapitel diskutieren wir die Frage, unter welchen Bedingungen die Metho-
de der kleinsten Quadrate punktweise konvergiert. Dabei gehen wir insbesondere auf
den in Unterabschnitt 4.3.2 erläuterten diskreten Fall ein. Das Hauptergebnis dieses
Kapitels ist Theorem 6.25. Dieses Ergebnis stellt eine Abschätzung der Methode auf
einem äquidistanten Gitter mit N + 1 Stützstellen auf dem Intervall [−1, 1] für die
Menge der dort stetigen Funktionen von beschränkter Variation bereit. Der Fehler
im diskreten Fall wird hierbei durch den Fehler im kontinuierlichen Fall und einem
zusätzlichen Term abgeschätzt. Dazu verwenden wir die Operatoren der Methode
der kleinsten Quadrate LSn beziehungsweise LSN

n gemäß Gleichung (4.52) bezie-
hungsweise (4.65). Unsere Resultate erzielen wir für den symmetrischen Fall α = β.
Wir untersuchen folgendes Problem: Für welche Funktionen f ∈ K ⊂ C [−1, 1] und
welches Verhältnis N/n konvergiert die Folge

(
LSN

n [f ]
)

punktweise?

6.1 Hauptergebnis zur punktweisen Konvergenz
In diesem Abschnitt beweisen wir unser Hauptergebnis zur punktweisen Konver-
genz der Methode der kleinsten Quadrate. Als ersten Schritt untersuchen wir die
Beschränktheit der Hahn-Polynome in Abhängigkeit vom Verhältnis N/n. Darüber
gibt folgendes Lemma Aufschluss:

Lemma 6.1. Sei α > −1
2 und sei für N ∈ N

n(α, N) := 1
2 − α + 1

2
√

(2α + 1)(2α + 2N + 1). (6.1)

Dann gilt für beliebiges n ≤ n(α, N)

max
x∈[0,N ]

|Qn(x; α, α, N)| = 1. (6.2)

Dieses Resultat folgt unmittelbar aus dem folgenden von H. Dette bewiesenen Er-
gebnis, durch das Setzen von α = β:

Satz 6.2 (vgl. [26]). Seien α + β > −1 und

n(α, β, N) := −1
2

(
α + β − 1 −

√
(α + β + 1)(α + β + 2N + 1)

)
. (6.3)
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6 Punktweise Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

Dann erfüllen die Hahn-Polynome die Ungleichungen

|Qn(x; α, β, N)| ≤ max
{

1,
(β + 1)n

(α + 1)n

}
= max {|Qn(0; α, β, N)| , |Qn(N ; α, β, N)|} ,

(6.4)

für alle x ∈ [0, N ] und alle n ≤ n(α, β, N).

In Theorem 6.25 wird der Fehler der Methode der kleinsten Quadrate im diskreten
Fall durch den Fehler im kontinuierlichen Fall abgeschätzt. Dazu untersuchen wir im
Folgenden den Zusammenhang zwischen den Jacobi-Polynomen P α,β

n und den Hahn-
Polynomen Qn (·; α, β, N). Die folgende Beziehung zwischen den Hahn-Polynomen
Qn und den Jacobi-Polynomen Pn ≡ P α,β

n ist bereits bekannt, siehe Gleichung (3.56).
Es gilt für fest gewähltes n

lim
N→∞

(−1)n

(
n + α

n

)
Qn

(
N

2 (1 + x); α, β, N
)

= P β,α
n (x), (6.5)

für jedes x ∈ [−1, 1]. Wir untersuchen nun in Bezug auf Gleichung (6.5) folgende,
allgemeinere Situation: Der Polynomgrad n sei im Folgenden nicht länger fest ge-
wählt, sondern wir interessieren uns für den Fall, dass n in Abhängigkeit von N
wächst. Um diesbezüglich die Verbindung zwischen den Jacobi-Polynomen und den
Hahn-Polynomen genauer zu untersuchen, betrachten wir die Rekursionsgleichun-
gen (3.16) beziehungsweise (3.48), welche die Jacobi-Polynome beziehungsweise die
Hahn-Polynome erfüllen. Dabei formen wir diese Gleichungen so um, dass wir an-
schließend die Koeffizienten miteinander vergleichen können. Aufgrund der Eindeu-
tigkeit der Lösungen der Rekursionsgleichungen erhalten wir auf diese Weise ein
Verhältnis N/n für die Konvergenz der Hahn-Polynome gegen die Jacobi-Polynome.

Der Kürze halber schreiben wir

Q̃n(x) := (−1)n

(
n + α

n

)
Qn

(
N

2 (1 + x); α, α, N
)

. (6.6)

Durch Substitution in der Rekursionsgleichung (3.48) erhalten wir für Q̃n mit x ∈
[−1, 1] die Rekursion

N

2 (1 + x)Q̃n(x)

=An

(
n+α

n

)
(

n+1+α
n+1

)Q̃n+1(x) + (An + Cn) Q̃n(x) + Cn

(
n+α

n

)
(

n−1+α
n−1

)Q̃n−1(x)

=An
n + 1

n + 1 + α
Q̃n+1(x) + (An + Cn) Q̃n(x) + Cn

n + α

n
Q̃n−1(x).

(6.7)

Einfache Umformungen der Gleichung ergeben mit den Konstanten An und Cn aus
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6.1 Hauptergebnis zur punktweisen Konvergenz

xQ̃n(x)

= 2
N

An
n + 1

n + 1 + α
Q̃n+1(x) + 2

N
(An + Cn) Q̃n(x) − Q̃n(x) + 2

N
Cn

n + α

n
Q̃n−1(x)

= n + 1
n + 1 + α

n + 2α + 1
2n + 2α + 1

(
1 − n

N

)
Q̃n+1(x) + n + α

n

n(n + 2α + N + 1)
N(2n + 2α + 1) Q̃n−1(x)

=αn

(
1 − n

N

)
Q̃n+1(x) + γn

(
1 + n + 2α + 1

N

)
Q̃n−1(x).

(6.8)

Wir können nun mit Verwendung von Lemma 6.1 und der Gleichung (6.5) den
folgenden Satz beweisen:

Satz 6.3. Sei α > −1
2 und sei für N ∈ N

n(α, N) := 1
2 − α + 1

2
√

(2α + 1)(2α + 2N + 1). (6.9)

Dann gelten die beiden folgenden Beziehungen:

(−1)n

(
n + α

n

)
Qn

(
N

2 (1 + x); α, α, N
)

= P α,α
n (x) + O

(
n2

N

)
, (6.10)

mit n ≤ n(α, N), für x ∈ [−1, 1] und −1
2 < α < 1.

(−1)n

(
n + α

n

)
Qn

(
N

2 (1 + x); α, α, N
)

= P α,α
n (x) + O

(
n1+α

N

)
, (6.11)

mit n ≤ n(α, N), für x ∈ [−1, 1] und 1 ≤ α.

Beweis. Aus den Gleichungen (3.16) - (3.19) und (6.8) erhalten wir die Rekursions-
gleichungen

xP α,α
n (x) = αnP α,α

n+1(x) + βnP α,α
n (x) + γnP α,α

n−1(x) (6.12)

sowie

xQ̃n(x) = αn

(
1 − n

N

)
Q̃n+1(x) + γn

(
1 + n + 2α + 1

N

)
Q̃n−1(x), (6.13)

mit den Konstanten

αn = (n + 1)(n + 2α + 1)
(2n + 2α + 1)(n + α + 1) , (6.14)

βn = 0, (6.15)

γn = n + α

2n + 2α + 1 . (6.16)
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6 Punktweise Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

Vergleicht man die beiden Rekursionsgleichungen, so ergibt sich der zusätzliche Term

−αn
n

N
Q̃n+1(x) + γn

n + 2α + 1
N

Q̃n−1(x). (6.17)

Wir untersuchen nun für welches Verhältnis N/n dieser verschwindet. Zunächst gel-
ten

|αn| =
∣∣∣∣∣ (n + 1)(n + 2α + 1)
(2n + 2α + 1)(n + α + 1)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ n + 1
n + α + 1

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ n + 1
n + 1/2

∣∣∣∣∣ ≤ 2, (6.18)

und

|γn| =
∣∣∣∣ n + α

2n + 2α + 1

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ n

2n + 2α + 1

∣∣∣∣+
∣∣∣∣ α

2n + 2α + 1

∣∣∣∣ ≤ 1
2 + |α|

2α + 1 . (6.19)

Weiterhin gilt mit Lemma 6.1

max
x∈[−1,1]

∣∣∣Q̃n(x)
∣∣∣ ≤

(
n + α

n

)
max

x∈[−1,1]

∣∣∣∣Qn

(
N

2 (1 + x); α, α, N
)∣∣∣∣ ≤

(
n + α

n

)
(6.20)

und mit Anmerkung 2.15 folgt

max
x∈[−1,1]

∣∣∣Q̃n(x)
∣∣∣ = O (nα) . (6.21)

Wir erhalten insgesamt für den untersuchten zusätzliche Term (6.17)

max
x∈[−1,1]

∣∣∣∣−αn
n

N
Q̃n+1(x) + γn

n + 2α + 1
N

Q̃n−1(x)
∣∣∣∣ = O

(
n1+α

N

)
. (6.22)

Aufgrund der Eindeutigkeit der Lösungen der Rekursionsgleichungen ergibt sich die
Behauptung.

Anmerkung 6.4. Vergleichen wir diese Aussage nochmals mit Gleichung (6.5),
in der n fest war, so haben wir nun ein Verhältnis N/n für die Konvergenz der
Hahn-Polynome zu den Jacobi-Polynomen gefunden.

• Im Fall −1
2 < α < 1 können wir die Konvergenz garantieren, wenn die Anzahl

der Stützstellen N + 1 schneller als n2 wächst.

• Im Fall 1 ≤ α können wir die Konvergenz garantieren, wenn die Anzahl der
Stützstellen N + 1 schneller als n1+α wächst.

Im Folgenden beweisen wir mit den Lemmata, Sätzen und Korollaren 6.5 - 6.15
Resultate, die eher von technischer Natur sind und die uns wichtige Eigenschaften
der Jacobi-Polynome und Hahn-Polynome für den Beweis unseres Hauptergebnisses
bereitstellen.
Das nächste Lemma gibt zunächst das Normierungsverhältnis der Polynome an.
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6.1 Hauptergebnis zur punktweisen Konvergenz

Lemma 6.5. Es gilt
〈Qn(·; α, β, N), Qn(·; α, β, N)〉ω

= n!n!Γ(n + α + β + 2 + N)Γ(α + 1)(N − n)!
Γ(β + 1)Γ(1 + α + n)Γ(1 + α + n)N !N !2α+β+1

(
P α,β

n , P α,β
n

)
�

.
(6.23)

Beweis. Mit den Gleichungen (3.15) und (3.47) gilt
〈Qn(·; α, β, N), Qn(·; α, β, N)〉ω(

P α,β
n , P α,β

n

)
�

=(−1)n(n + α + β + 1)N+1(β + 1)nn!
(2n + α + β + 1)(α + 1)n(−N)nN ! · (2n + α + β + 1)n!Γ(n + α + β + 1)

2α+β+1Γ(n + α + 1)Γ(n + β + 1)

= n!n!Γ(n + α + β + 2 + N)Γ(α + 1)(N − n)!
Γ(β + 1)Γ(1 + α + n)Γ(1 + α + n)N !N !2α+β+1 .

(6.24)

Nun ermitteln wir das Verhältnis zwischen den Gewichtsfunktionen ω und �.
Lemma 6.6. Für α = β gilt

ω
(

N

2 (1 + x)
)

= N2α

22αΓ(α + 1)Γ(α + 1)

(
1 + O

( 1
N

))
�(x), (6.25)

für x ∈ [−1, 1].
Beweis. Sei α = β. Dann gilt für jedes x ∈ [−1, 1]

ω
(

N
2 (1 + x)

)
�(x)

=
(

α + N
2 (1 + x)

N
2 (1 + x)

)(
α + N − N

2 (1 + x)
N − N

2 (1 + x)

)
(1 − x)−α(1 + x)−α

=
Γ
(
α + N

2 (1 + x) + 1
)

Γ
(
α + N − N

2 (1 + x) + 1
)

(1 − x)−α(1 + x)−α

Γ
(

N
2 (1 + x) + 1

)
Γ (α + 1) Γ

(
N − N

2 (1 + x) + 1
)

Γ (α + 1)

=
Γ
(
α + 1 + N

2 (1 + x)
)

Γ
(
α + 1 + N

2 (1 − x)
)

Γ
(

N
2 (1 + x) + 1

)
Γ (α + 1) Γ

(
N
2 (1 − x) + 1

)
Γ (α + 1) (1 − x)α(1 + x)α

.

(6.26)

Mit Lemma 2.10 folgt

ω
(

N
2 (1 + x)

)
�(x)

(2.22)=

(
N
2 (1 + x)

)α (
N
2 (1 − x)

)α

Γ (α + 1) Γ (α + 1) (1 − x)α(1 + x)α

(
1 + O

( 1
N

))

= N2α

22αΓ(α + 1)Γ(α + 1)

(
1 + O

( 1
N

))
.

(6.27)
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6 Punktweise Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

Im nächsten Lemma verwenden wir die totale Variation einer reellwertigen Funktion
f : [a, b] → R gemäß Definition 2.3. Das Lemma gibt uns eine Abschätzung der
totalen Variation der Jacobi-Polynome P α,α

n .

Lemma 6.7. Für α ≥ 0 gilt

V [P α,α
n ] ≤ 2n

(
n + α

n

)
. (6.28)

Beweis. Sei α ≥ 0. Dann gilt für die Ableitung

d
dx

P α,α
n (x) = 2α + n + 1

2 P α+1,α+1
n−1 (x), (6.29)

siehe Gleichung (3.22). Das Polynom P α+1,α+1
n−1 hat nach Anmerkung 3.4 genau n−1

einfache Nullstellen zi, i = 1, . . . , n − 1 in dem Intervall (−1, 1). Damit hat das
Polynom P α,α

n genau n − 1 lokale Extrema in dem Intervall (−1, 1). Also ist P α,α
n

jeweils auf den n Teilintervallen [−1, z1], [zi, zi+1], i = 1, . . . , n − 2 und [zn−1, 1]
monoton. Seien nun z0 := −1 und zn := 1. Mit Satz 3.8 folgt dann

max
x∈[−1,1]

|P α,α
n (x)| =

(
n + α

n

)
(6.30)

und daraus erhalten wir

V [P α,α
n ] ≤

n−1∑
i=0

V
[
P α,α

n |[zi,zi+1]
]

≤
n−1∑
i=0

|P α,α
n (zi+1) − P α,α

n (zi)|

≤
n−1∑
i=0

|P α,α
n (zi+1)| + |P α,α

n (zi)|

≤
n−1∑
i=0

2 max
x∈[−1,1]

|P α,α
n (x)|

≤ 2n max
x∈[−1,1]

|P α,α
n (x)|

≤ 2n

(
n + α

n

)
.

(6.31)

Durch das folgende Lemma ergibt sich eine weitere wichtige Abschätzung der totalen
Variation der Produkte der Jacobi-Polynome P α,α

n mit deren zugehöriger Gewichts-
funktion �.

Lemma 6.8. Für α > 0 gilt

V [P α,α
n �] ≤ 2(n + 1) max

x∈[−1,1]
|P α,α

n (x)�(x)|. (6.32)
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6.1 Hauptergebnis zur punktweisen Konvergenz

Beweis. Sei α > 0. Dann gilt nach Gleichung (3.22) für die Ableitung:

d
dx

[P α,α
n �] (x)

=
(
1 − x2

)α d
dx

P α,α
n (x) + P α,α

n (x) d
dx

(
1 − x2

)α

=
(
1 − x2

)α 2α + n + 1
2 P α+1,α+1

n−1 (x) − P α,α
n (x)2xα

(
1 − x2

)α−1

=
(
1 − x2

)α−1
[2α + n + 1

2
(
1 − x2

)
P α+1,α+1

n−1 (x) − 2xαP α,α
n (x)

]

=:
(
1 − x2

)α−1
P̃ (x).

(6.33)

Da P̃ ∈ Pn+1 ein Polynom von höchstens dem Grad n + 1 ist, besitzt es höchstens
k ≤ n + 1 Nullstellen zi, i = 1, . . . , k in dem Intervall (−1, 1). Dadurch hat P α,α

n �
höchstens l ≤ k ≤ n + 1 lokale Extrema im Intervall (−1, 1). Also ist P α,α

n � jeweils
auf den l + 1 Teilintervallen [−1, z1], [zi, zi+1], i = 1, . . . , l − 1 und [zl, 1] monoton.
Seien nun z0 := −1 und zl+1 := 1. Dann gilt

V [P α,α
n �] ≤

l∑
i=0

V
[
P α,α

n �|[zi,zi+1]
]

≤
l∑

i=0
|P α,α

n (zi+1)�(zi+1) − P α,α
n (zi)�(zi)|

≤
l∑

i=0
|P α,α

n (zi+1)�(zi+1)| + |P α,α
n (zi)�(zi)|

≤ |P α,α
n (z0)�(z0)| + |P α,α

n (zl+1)�(zl+1)| +
l∑

i=1
2 |P α,α

n (zi)�(zi)|

≤ |P α,α
n (−1)�(−1)| + |P α,α

n (1)�(1)| +
l∑

i=1
2 max

x∈[−1,1]
|P α,α

n (x)�(x)|

≤
l∑

i=1
2 max

x∈[−1,1]
|P α,α

n (x)�(x)|

≤ 2l max
x∈[−1,1]

|P α,α
n (x)�(x)|

≤ 2(n + 1) max
x∈[−1,1]

|P α,α
n (x)�(x)|.

(6.34)

Der folgende Satz stellt scharfe Abschätzungen für die Maxima der Produkte der
Jacobi-Polynome P α,α

n mit deren zugehöriger Gewichtsfunktion � bereit.

Satz 6.9 (vgl. auch [27, S. 362-363]). Für α ≥ 1
2 gilt

max
x∈[−1,1]

|P α,α
n (x)�(x)| ≤

∣∣∣∣∣∣
Γ (2α + 1) Γ (n + α + 1) Γ

(
n
2 + α + 1

2

)
Γ (α + 1) Γ

(
α + 1

2

)
Γ (n + 2α + 1) Γ

(
n
2 + 1

)
∣∣∣∣∣∣ . (6.35)
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6 Punktweise Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

Für 1
2 ≥ α > 0 gilt

max
x∈[−1,1]

|P α,α
n (x)�(x)| ≤

∣∣∣∣∣∣
Γ (α) Γ (2α + 1) Γ (n + α + 1)

√
πΓ
(
α + 1

2

)
Γ (α + 1) Γ (n + 2α + 1)

∣∣∣∣∣∣ . (6.36)

Beweis. Im Folgenden benötigen wir die Gegenbauer-Polynome

P λ
n (x) :=

Γ
(
λ + 1

2

)
Γ (n + 2λ)

Γ (2λ) Γ
(
n + λ + 1

2

)P
λ− 1

2 ,λ− 1
2

n (x), (6.37)

aus Definition 3.9 und die Abschätzungen

[
P λ

n (x)
]2

≤
(
1 − x2

)1−2λ

⎡
⎣ Γ

(
n
2 + λ

)
Γ(λ)Γ

(
n
2 + 1

)
⎤
⎦

2

, für λ ≥ 1, (6.38)

und

[
P λ

n (x)
]2

≤ 1
π

⎡
⎣Γ
(
λ − 1

2

)
Γ(λ)

⎤
⎦

2 (
1 − x2

)1−2λ
, für 1

2 < λ ≤ 1, (6.39)

(vgl., z.B., [27, S. 362-363]). Weitere Ergebnisse dieser Form findet man in [32]. Seien
zunächst α ≥ 1

2 und λ := α + 1
2 gegeben. Dann ist λ ≥ 1. Weiter sei x ∈ [−1, 1],

dann gilt

|P α,α
n (x)�(x)| =

∣∣∣∣P λ− 1
2 ,λ− 1

2
n (x)

(
1 − x2

)λ− 1
2
∣∣∣∣

(6.37)=
∣∣∣∣∣∣
Γ (2λ) Γ

(
n + λ + 1

2

)
Γ
(
λ + 1

2

)
Γ (n + 2λ)

P λ
n (x)

(
1 − x2

)λ− 1
2

∣∣∣∣∣∣
(6.38)
≤

∣∣∣∣∣∣
Γ (2λ) Γ

(
n + λ + 1

2

)
Γ
(
λ + 1

2

)
Γ (n + 2λ)

Γ
(

n
2 + λ

)
Γ(λ)Γ

(
n
2 + 1

)
∣∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣∣
Γ (2α + 1) Γ (n + α + 1)
Γ (α + 1) Γ (n + 2α + 1)

Γ
(

n
2 + α + 1

2

)
Γ
(
α + 1

2

)
Γ
(

n
2 + 1

)
∣∣∣∣∣∣ .

(6.40)

Die rechte Seite dieser Ungleichungskette ist unabhängig von x, damit erhalten wir
(6.35).

Nun seien 1
2 ≥ α > 0 und λ := α+ 1

2 gegeben. Dann ist 1
2 < λ ≤ 1. Weiter sei wieder

x ∈ [−1, 1], dann gilt
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6.1 Hauptergebnis zur punktweisen Konvergenz

|P α,α
n (x)�(x)| =

∣∣∣∣P λ− 1
2 ,λ− 1

2
n (x)

(
1 − x2

)λ− 1
2
∣∣∣∣

(6.37)=
∣∣∣∣∣∣
Γ (2λ) Γ

(
n + λ + 1

2

)
Γ
(
λ + 1

2

)
Γ (n + 2λ)

P λ
n (x)

(
1 − x2

)λ− 1
2

∣∣∣∣∣∣
(6.39)
≤

∣∣∣∣∣∣
Γ (2λ) Γ

(
n + λ + 1

2

)
Γ
(
λ + 1

2

)
Γ (n + 2λ)

1√
π

Γ
(
λ − 1

2

)
Γ(λ)

∣∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∣∣
Γ (2α + 1) Γ (n + α + 1)
Γ (α + 1) Γ (n + 2α + 1)

1√
π

Γ (α)
Γ
(
α + 1

2

)
∣∣∣∣∣∣ .

(6.41)

Die rechte Seite dieser Ungleichungskette ist wieder unabhängig von x, damit erhal-
ten wir (6.36).

Aus den vorherigen Ergebnissen lassen sich scharfe Abschätzungen entnehmen, die
wir später anwenden. Allerdings sind diese für spätere Betrachtungen teilweise sehr
unhandlich und wir benötigen zum Teil nur das asymptotische Verhalten. Die fol-
genden Korollare geben Aufschluss über das asymptotische Verhalten der Abschät-
zungen.
Im ersten Fall erhalten wir als Folgerung aus Satz 6.9:
Korollar 6.10. Für α ≥ 1

2 gilt

max
x∈[−1,1]

|P α,α
n (x)�(x)| = O

(
n− 1

2
)

. (6.42)

Für 1
2 ≥ α > 0 gilt

max
x∈[−1,1]

|P α,α
n (x)�(x)| = O

(
n−α

)
. (6.43)

Beweis. Sei zunächst α ≥ 1
2 . Mit Satz 6.9 gilt

max
x∈[−1,1]

|P α,α
n (x)�(x)| ≤

∣∣∣∣∣∣
Γ (2α + 1) Γ (n + α + 1) Γ

(
n
2 + α + 1

2

)
Γ (α + 1) Γ

(
α + 1

2

)
Γ (n + 2α + 1) Γ

(
n
2 + 1

)
∣∣∣∣∣∣ . (6.44)

Wir wenden Lemma 2.10 auf die Quotienten∣∣∣∣∣ Γ (n + α + 1)
Γ (n + 2α + 1)

∣∣∣∣∣ und
∣∣∣∣∣∣
Γ
(

n
2 + α + 1

2

)
Γ
(

n
2 + 1

)
∣∣∣∣∣∣ (6.45)

an und erhalten

max
x∈[−1,1]

|P α,α
n (x)�(x)| ≤

∣∣∣∣∣∣
Γ (2α + 1) Γ (n + α + 1) Γ

(
n
2 + α + 1

2

)
Γ (α + 1) Γ

(
α + 1

2

)
Γ (n + 2α + 1) Γ

(
n
2 + 1

)
∣∣∣∣∣∣

(2.22)= O
(
nα+1−(2α+1)

)
O
((

n

2

)α+ 1
2 −1
)

= O
(
n− 1

2
)

.

(6.46)
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6 Punktweise Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

Nun sei 1
2 ≥ α > 0. Dann gilt mit Satz 6.9

max
x∈[−1,1]

|P α,α
n (x)�(x)| ≤

∣∣∣∣∣∣
Γ (α) Γ (2α + 1) Γ (n + α + 1)

√
πΓ
(
α + 1

2

)
Γ (α + 1) Γ (n + 2α + 1)

∣∣∣∣∣∣ . (6.47)

Auch hier wenden wir Lemma 2.10 auf den Quotienten∣∣∣∣∣ Γ (n + α + 1)
Γ (n + 2α + 1)

∣∣∣∣∣ (6.48)

an und erhalten

max
x∈[−1,1]

|P α,α
n (x)�(x)| ≤

∣∣∣∣∣∣
Γ (α) Γ (2α + 1) Γ (n + α + 1)

√
πΓ
(
α + 1

2

)
Γ (α + 1) Γ (n + 2α + 1)

∣∣∣∣∣∣
(2.22)= O

(
nα+1−(2α+1)

)
= O

(
n−α

)
.

(6.49)

Im zweiten Fall erhalten wir als Folgerung aus Lemma 6.8:

Korollar 6.11. Für α ≥ 1
2 gilt

V [P α,α
n �] = O

(
n

1
2
)

. (6.50)

Für 1
2 ≥ α > 0 gilt

V [P α,α
n �] = O

(
n1−α

)
. (6.51)

Beweis. Sei zunächst α ≥ 1
2 . Mit Lemma 6.8 folgt

V [P α,α
n �] ≤ 2(n + 1) max

x∈[−1,1]
|P α,α

n (x)�(x)|. (6.52)

Somit folgt mit Korollar 6.10

max
x∈[−1,1]

|P α,α
n (x)�(x)| = O

(
n− 1

2
)

. (6.53)

Daraus erhalten wir (6.50).
Sei nun 1

2 ≥ α > 0. Mit Lemma 6.8 folgt in diesem Fall

V [P α,α
n �] ≤ 2(n + 1) max

x∈[−1,1]
|P α,α

n (x)�(x)|. (6.54)

Schließlich folgt mit Korollar 6.10

max
x∈[−1,1]

|P α,α
n (x)�(x)| = O

(
n−α

)
. (6.55)

Wir erhalten (6.51).
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6.1 Hauptergebnis zur punktweisen Konvergenz

Wir fahren nun mit einem Lemma fort, welches wir für kommende Berechnungen
zur Verfügung stellen.

Lemma 6.12. Für n ≤ N
2 gilt

∣∣∣∣∣1 − N !N !N
Γ(n + 2 + N)(N − n)!

∣∣∣∣∣ ≤ 1 + 2n2

N + 1 . (6.56)

Beweis. Der Fall n = 0 ist trivial. Für beliebiges 1 ≤ n ≤ N
2 gilt

∣∣∣∣∣1 − N !N !N
Γ(n + 2 + N)(N − n)!

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣1 − N

N + 1
N !(N + 1)!

(n + 1 + N)!(N − n)!

∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣1 − N

N + 1

n−1∏
k=0

N − k

N + k + 2

∣∣∣∣∣
= 1 − N

N + 1

n−1∏
k=0

N − k

N + k + 2

≤ 1 − N

N + 1

n−1∏
k=0

N − n + 1
N + n + 1

= 1 − N

N + 1

(
N − n + 1
N + n + 1

)n

≤ 1 − N

N + 1

(
N − 2n

N

)n

= 1 − N

N + 1

(
1 + −2n

N

)n

.

(6.57)

Wir verwenden nun die Bernoulli-Ungleichung:

(1 + x)m ≥ 1 + mx, (6.58)

für alle m ∈ N und x ≥ −1 (vgl., z.B., [41, S. 62]). Für x := −2n
N

gilt x ≥ −1, da
laut Voraussetzung n ≤ N

2 ist. Nach der Bernoulli-Ungleichung ergibt dies
(

1 + −2n

N

)n

≥ 1 + n
−2n

N
. (6.59)

Wir erhalten insgesamt
∣∣∣∣∣1 − N !N !N

Γ(n + 2 + N)(N − n)!

∣∣∣∣∣ ≤ 1 − N

N + 1

(
1 + n

−2n

N

)

= 1
N + 1 + 2 n2

N + 1 .

(6.60)

Unmittelbar aus diesem Lemma erhält man folgende Aussage:
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6 Punktweise Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

Lemma 6.13. Für n ≤ N
2 gilt

N !N !N
Γ(n + 2 + N)(N − n)! = 1 + O

(
n2

N

)
. (6.61)

Beweis. Nach Lemma 6.12 gilt für beliebiges n ≤ N
2∣∣∣∣∣1 − N !N !N

Γ(n + 2 + N)(N − n)!

∣∣∣∣∣ ≤ 1 + 2n2

N + 1 = O
(

n2

N

)
. (6.62)

Das folgende elementare Lemma benötigen wir ebenfalls für spätere Betrachtun-
gen. Es ist eine Rechenregel in Bezug auf die totale Variation des Produkts zweier
reellwertiger Funktionen von beschränkter Variation.

Lemma 6.14. Für alle Funktionen f, g ∈ BV [−1, 1] gilt

V [fg] ≤ max
x∈[−1,1]

|f(x)|V [g] + max
x∈[−1,1]

|g(x)|V [f ] . (6.63)

Beweis. Seien f, g ∈ BV [−1, 1]. Weiter sei {x1, . . . , xK} eine Zerlegung des Intervalls
[−1, 1], d. h. es ist

−1 = x1 < x2 < · · · < xi < xi+1 < · · · < xK−1 < xK = 1. (6.64)

Dann gilt für jedes i ∈ {1, . . . , K − 1}

|f (xi+1) g (xi+1) − f (xi) g (xi)|
≤ |f (xi+1) g (xi+1) − f (xi+1) g (xi)| + |f (xi+1) g (xi) − f (xi) g (xi)|
≤ max

x∈[−1,1]
|f(x)| |g (xi+1) − g (xi)| + max

x∈[−1,1]
|g(x)| |f (xi+1) − f (xi)| .

(6.65)

Die Summation über i = 1, . . . , K − 1 auf der linken und rechten Seite der Unglei-
chungskette führt zu

K−1∑
i=1

|f (xi+1) g (xi+1) − f (xi) g (xi)|

≤ max
x∈[−1,1]

|f(x)|
K−1∑
i=1

|g (xi+1) − g (xi)| + max
x∈[−1,1]

|g(x)|
K−1∑
i=1

|f (xi+1) − f (xi)|

≤ max
x∈[−1,1]

|f(x)|V [g] + max
x∈[−1,1]

|g(x)|V [f ] .

(6.66)

Da die Zerlegung beliebig gewählt war, folgt die Behauptung.

Dem folgenden Lemma entnehmen wir eine Fehlerabschätzung für das Trapezverfah-
ren, welches wir in Definition 2.24 eingeführt haben. Das Lemma folgt unmittelbar
aus Satz 2.26 durch das Setzen von a = −1 und b = 1. Diese Fehlerabschätzung
wenden wir in kommenden Berechnungen an.
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6.1 Hauptergebnis zur punktweisen Konvergenz

Lemma 6.15 (vgl., z.B., [21, S. 218, (7.14)]). Für jedes f ∈ C [−1, 1] ∩ BV [−1, 1]
und alle N ∈ N gilt

∣∣∣∣∣∣
1∫

−1

f(x)dx − 2
N

N−1∑
i=1

f
(2i

N
− 1

)
− 1

N
f(−1) − 1

N
f(1)

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1
N

V [f ] . (6.67)

Bis hierhin haben wir einige Resultate bereitgestellt, die eher von technischer Natur
sind. Sie stellen unter anderem wichtige Eigenschaften der Jacobi-Polynome und
Hahn-Polynome zusammen.

Im Folgenden betrachten wir zunächst den Fall α = β = 0 und im Anschluss den
Fall α = β > 0. An einigen Stellen unterscheiden sich diese beiden Fälle im Beweis.

Wir betrachten zuerst den Fall α = β = 0 und schreiben der Einfachheit halber kurz
Pn ≡ P 0,0

n sowie Qn(x) ≡ Qn (x, 0, 0, N). Die Gewichtsfunktionen sind in diesem Fall
� ≡ 1 und ω ≡ 1. Wir schreiben also auch für die inneren Produkte (·, ·)� und 〈·, ·〉ω

nur kurz (·, ·) und 〈·, ·〉. Um die einzelnen Berechnungen einfacher nachvollziehen
zu können, schreiben wir darüber hinaus 〈f, g〉 für innere Produkte der Gestalt〈
f
(

2
N

(·) − 1
)

, g
(

2
N

(·) − 1
)〉

zwischen zwei Funktionen f : [−1, 1] → R und g :
[−1, 1] → R.

Im Folgenden sei

An,N := (−1)nN !N !2
Γ(n + 2 + N)(N − n)! . (6.68)

Lemma 6.16. Sei für N ∈ N

n(N) := 1
2 + 1

2
√

(2N + 1). (6.69)

Für jedes f ∈ BV [−1, 1] gilt

∣∣∣∣ 2
N

〈f, Pn〉 Qn

(
N

2 (1 + x)
)

− 〈f, Qn〉 Qn

(
N

2 (1 + x)
)

An,N

∣∣∣∣ = O
(

n2

N

)
, (6.70)

mit n ≤ n(N), für jedes x ∈ [−1, 1].

Beweis. Sei f ∈ BV [−1, 1] und sei x ∈ [−1, 1]. Dann gilt für beliebiges n ≤ n(N)

∣∣∣∣ 2
N

〈f, Pn〉 Qn

(
N

2 (1 + x)
)

− 〈f, Qn〉 Qn

(
N

2 (1 + x)
)

An,N

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣Qn

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 2
N

〈f, Pn〉 − 〈f, Qn〉 (−1)nN !N !2
Γ(n + 2 + N)(N − n)!

∣∣∣∣∣ .
(6.71)
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6 Punktweise Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

Mit Lemma 6.1 folgt
∣∣∣∣ 2
N

〈f, Pn〉 Qn

(
N

2 (1 + x)
)

− 〈f, Qn〉 Qn

(
N

2 (1 + x)
)

An,N

∣∣∣∣
(6.2)
≤
∣∣∣∣∣ 2
N

〈f, Pn〉 − 〈f, Qn〉 (−1)nN !N !2
Γ(n + 2 + N)(N − n)!

∣∣∣∣∣
≤ 2

N

∣∣∣∣∣〈f, Pn〉 − 〈f, (−1)nQn〉 N !N !N
Γ(n + 2 + N)(N − n)!

∣∣∣∣∣
≤ 2

N

∣∣∣∣∣〈f, Pn − (−1)nQn〉 − 〈f, (−1)nQn〉
(

N !N !N
Γ(n + 2 + N)(N − n)! − 1

)∣∣∣∣∣
≤ max

x∈[−1,1]
|f(x)| 2

N

[
〈1, |Pn − (−1)nQn|〉 + 〈1, |(−1)nQn|〉

∣∣∣∣(−1)n N

2 An,N − 1
∣∣∣∣
]

.

(6.72)

Wir wenden nun Lemma 6.13 und anschließend Satz 6.3 an und erhalten
∣∣∣∣ 2
N

〈f, Pn〉 Qn

(
N

2 (1 + x)
)

− 〈f, Qn〉 Qn

(
N

2 (1 + x)
)

An,N

∣∣∣∣
(6.61)
≤ max

x∈[−1,1]
|f(x)| 2

N

[
〈1, |Pn − (−1)nQn|〉 + 〈1, 1〉 O

(
n2

N

)]

(6.10)
≤ max

x∈[−1,1]
|f(x)| 2

N

[
O
(

n2

N

)
〈1, 1〉 + 〈1, 1〉 O

(
n2

N

)]

≤ max
x∈[−1,1]

|f(x)| 2
N

[
O
(

n2

N

)
(N + 1) + (N + 1)O

(
n2

N

)]

≤O
(

n2

N

)
.

(6.73)

Lemma 6.17. Sei für N ∈ N

n(N) := 1
2 + 1

2
√

(2N + 1). (6.74)

Für jedes f ∈ C [−1, 1] ∩ BV [−1, 1] gilt

∣∣∣∣(f, Pn) Pn(x) − 2
N

〈f, Pn〉 (−1)nQn

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣ = O

(
n2

N

)
, (6.75)

mit n ≤ n(N), für jedes x ∈ [−1, 1].

Beweis. Sei f ∈ C [−1, 1] ∩ BV [−1, 1] und sei x ∈ [−1, 1]. Dann gilt für beliebiges
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6.1 Hauptergebnis zur punktweisen Konvergenz

n ≤ n(N)∣∣∣∣(f, Pn) Pn(x) − 2
N

〈f, Pn〉 (−1)nQn

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣(f, Pn) Pn(x) − 2

N
〈f, Pn〉 Pn(x)

∣∣∣∣
+
∣∣∣∣ 2
N

〈f, Pn〉 Pn(x) − 2
N

〈f, Pn〉 (−1)nQn

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣

(3.23)
≤

∣∣∣∣(f, Pn) − 2
N

〈f, Pn〉
∣∣∣∣+ 2

N
|〈f, Pn〉|

∣∣∣∣Pn(x) − (−1)nQn

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣

(6.10)
≤

∣∣∣∣∣(f, Pn) − 2
N

N∑
i=0

f
(2i

N
− 1

)
Pn

(2i

N
− 1

)∣∣∣∣∣+ 2(N + 1)
N

max
x∈[−1,1]

|f(x)|O
(

n2

N

)

≤
∣∣∣∣∣(f, Pn) − 2

N

N−1∑
i=1

f
(2i

N
− 1

)
Pn

(2i

N
− 1

)
− 1

N
f(−1)Pn(−1) − 1

N
f(1)Pn(1)

∣∣∣∣∣
+
∣∣∣∣ 1
N

f(−1)Pn(−1)
∣∣∣∣+

∣∣∣∣ 1
N

f(1)Pn(1)
∣∣∣∣+ O

(
n2

N

)
.

(6.76)

Mit Lemma 6.15 folgt∣∣∣∣(f, Pn) Pn(x) − 2
N

〈f, Pn〉 (−1)nQn

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣

(6.67)
≤ 1

N
V [fPn] + O

( 1
N

)
+ O

( 1
N

)
+ O

(
n2

N

)

(6.63)
≤ 1

N

[
max

x∈[−1,1]
|f(x)|V [Pn] + max

x∈[−1,1]
|Pn(x)|V [f ]

]
+ O

(
n2

N

)

(6.28)
≤ 1

N

[
max

x∈[−1,1]
|f(x)|2n + V [f ]

]
+ O

(
n2

N

)

≤O
(

n

N

)
+ O

(
n2

N

)

≤O
(

n2

N

)
.

(6.77)

Lemma 6.18. Sei für N ∈ N

n(N) := 1
2 + 1

2
√

(2N + 1). (6.78)

Für jedes f ∈ C [−1, 1] ∩ BV [−1, 1] gilt∣∣∣∣∣ (f, Pn)
(Pn, Pn)Pn(x) − 〈f, Qn〉

〈Qn, Qn〉Qn

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣ = O

(
n3

N

)
, (6.79)

mit n ≤ n(N), für jedes x ∈ [−1, 1].
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6 Punktweise Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

Beweis. Sei f ∈ C [−1, 1] ∩ BV [−1, 1] und sei x ∈ [−1, 1]. Dann gilt für beliebiges
n ≤ n(N)∣∣∣∣∣ (f, Pn)

(Pn, Pn)Pn(x) − 〈f, Qn〉
〈Qn, Qn〉Qn

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

(6.23)= 1
|(Pn, Pn)|

∣∣∣∣(f, Pn) Pn(x) − 〈f, Qn〉 Qn

(
N

2 (1 + x)
)

(−1)nAn,N

∣∣∣∣
≤ 1

|(Pn, Pn)|

∣∣∣∣(f, Pn) Pn(x) − 2
N

〈f, Pn〉 (−1)nQn

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣

+ 1
|(Pn, Pn)|

∣∣∣∣ 2
N

〈f, Pn〉 Qn

(
N

2 (1 + x)
)

− 〈f, Qn〉 Qn

(
N

2 (1 + x)
)

An,N

∣∣∣∣ .

(6.80)

Wir wenden Lemma 6.16 an und erhalten∣∣∣∣∣ (f, Pn)
(Pn, Pn)Pn(x) − 〈f, Qn〉

〈Qn, Qn〉Qn

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

(6.70)
≤ 1

|(Pn, Pn)|

∣∣∣∣(f, Pn) Pn(x) − 2
N

〈f, Pn〉 (−1)nQn

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣

+ 1
|(Pn, Pn)|O

(
n2

N

)
.

(6.81)

Schließlich ergibt sich mit Hilfe von Lemma 6.17∣∣∣∣∣ (f, Pn)
(Pn, Pn)Pn(x) − 〈f, Qn〉

〈Qn, Qn〉Qn

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

(6.75)
≤ 1

|(Pn, Pn)|O
(

n2

N

)
+ 1

|(Pn, Pn)|O
(

n2

N

)

(3.15)
≤ 2n + 1

2 O
(

n2

N

)

≤O
(

n3

N

)
.

(6.82)

Wir können nun das angekündigte Hauptergebnis für den Fall α = 0 beweisen.
Satz 6.19. Sei für N ∈ N

n(N) := 1
2 + 1

2
√

(2N + 1). (6.83)

Für jedes f ∈ C [−1, 1] ∩ BV [−1, 1] gilt∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

〈f, Qk〉
〈Qk, Qk〉Qk

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣f(x) −

n∑
k=0

(f, Pk)
(Pk, Pk)Pk(x)

∣∣∣∣∣+ O
(

n4

N

)
,

(6.84)

mit n ≤ n(N), für jedes x ∈ [−1, 1].
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6.1 Hauptergebnis zur punktweisen Konvergenz

Beweis. Sei f ∈ C [−1, 1] ∩ BV [−1, 1] und sei x ∈ [−1, 1]. Dann gilt für beliebiges
n ≤ n(N)

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

〈f, Qk〉
〈Qk, Qk〉Qk

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣f(x) −

n∑
k=0

(f, Pk)
(Pk, Pk)Pk(x)

∣∣∣∣∣
+
∣∣∣∣∣

n∑
k=0

(f, Pk)
(Pk, Pk)Pk(x) −

n∑
k=0

〈f, Qk〉
〈Qk, Qk〉Qk

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣f(x) −

n∑
k=0

(f, Pk)
(Pk, Pk)Pk(x)

∣∣∣∣∣
+

n∑
k=0

∣∣∣∣∣ (f, Pk)
(Pk, Pk)Pk(x) − 〈f, Qk〉

〈Qk, Qk〉Qk

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣.

(6.85)

Lemma 6.18 ergibt

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

〈f, Qk〉
〈Qk, Qk〉Qk

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

(6.79)
≤

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

(f, Pk)
(Pk, Pk)Pk(x)

∣∣∣∣∣+
n∑

k=0
O
(

k3

N

)

≤
∣∣∣∣∣f(x) −

n∑
k=0

(f, Pk)
(Pk, Pk)Pk(x)

∣∣∣∣∣+ O
(

n4

N

)
.

(6.86)

Wir behandeln im Folgenden nun den Fall α = β > 0. Auch hier schreiben wir zur
Vereinfachung kurz Pn ≡ P α,α

n und Qn(x) ≡ Qn (x, α, α, N). Des Weiteren nutzen
wir folgende Abkürzung

Q̃n(x) := (−1)n

(
n + α

n

)
Qn

(
N

2 (1 + x); α, α, N
)

, (6.87)

aus Gleichung (6.6).

Lemma 6.20. Sei α > 0. Für jedes n ≤ N
2 gilt

N2αN !N !N
Γ(n + 2α + 2 + N)(N − n)! = 1 + O

(
n2

N

)
. (6.88)
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6 Punktweise Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

Beweis. Sei α > 0. Für jedes n ≤ N
2 gilt

∣∣∣∣∣1 − N2αΓ(n + 2 + N)
Γ(n + 2α + 2 + N)

∣∣∣∣∣ = 1 − N2αΓ(n + 2 + N)
Γ(n + 2α + 2 + N)

= 1 − N2α

(n + 2 + N)2α

Γ(n + 2 + N)(n + 2 + N)2α

Γ(n + 2α + 2 + N)
(2.22)= 1 −

(
1 + O

(
n2

N

))(
1 + O

( 1
n + N

))

= O
(

n2

N

)
.

(6.89)

Mit Lemma 6.12 folgt für jedes n ≤ N
2

N2αN !N !N
Γ(n + 2α + 2 + N)(N − n)! = N2αΓ(n + 2 + N)

Γ(n + 2α + 2 + N)
N !N !N

Γ(n + 2 + N)(N − n)!

=
(

1 + O
(

n2

N

))(
1 + O

(
n2

N

))

= 1 + O
(

n2

N

)
.

(6.90)

Nun sei im Folgenden

Aα
n,N := (−1)nN !N !22α+1

Γ(n + 2α + 2 + N)(N − n)! . (6.91)

Lemma 6.21. Sei α > 0 und sei für N ∈ N

n(α, N) := 1
2 − α + 1

2
√

(2α + 1)(2α + 2N + 1). (6.92)

Für jedes f ∈ BV [−1, 1] gilt

∣∣∣∣∣Qn

(
N

2 (1 + x)
) [ 2

N
〈f, Pn〉�

(
n + α

n

)
− 〈f, Qn〉ω

Γ2(α + 1 + n)
n!n! Aα

n,N

]∣∣∣∣∣
=O

(
n1+α+max {1,α}

N

)
,

(6.93)

mit n ≤ n(α, N), für jedes x ∈ [−1, 1].
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6.1 Hauptergebnis zur punktweisen Konvergenz

Beweis. Sei f ∈ BV [−1, 1] und sei x ∈ [−1, 1]. Dann gilt für beliebiges n ≤ n(α, N)∣∣∣∣∣Qn

(
N

2 (1 + x)
) [ 2

N
〈f, Pn〉�

(
n + α

n

)
− 〈f, Qn〉ω

Γ2(α + 1 + n)
n!n! Aα

n,N

]∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣Qn

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ 2
N

〈f, Pn〉�

(
n + α

n

)
− 〈f, Qn〉ω

Γ2(α + 1 + n)
n!n! Aα

n,N

∣∣∣∣∣
(6.2)
≤
(

n + α

n

) ∣∣∣∣∣ 2
N

〈f, Pn〉� − 〈f, Qn〉ω

Γ(α + 1 + n)Γ(α + 1)
n! Aα

n,N

∣∣∣∣∣
(6.25)
≤
(

n + α

n

) ∣∣∣∣∣∣
2
N

〈f, Pn〉� − 〈f, Qn〉�

N2α
(
1 + O

(
1
N

))
22αΓ(α + 1)

Γ(α + 1 + n)
n! Aα

n,N

∣∣∣∣∣∣
≤
(

n + α

n

) ∣∣∣∣∣∣
2
N

〈f, Pn〉� − 2
N

〈
f, Q̃n

〉
�

N2αN !N !N
(
1 + O

(
1
N

))
Γ(n + 2α + 2 + N)(N − n)!

∣∣∣∣∣∣ .

(6.94)

Mit Lemma 6.20 folgt∣∣∣∣∣Qn

(
N

2 (1 + x)
) [ 2

N
〈f, Pn〉�

(
n + α

n

)
− 〈f, Qn〉ω

Γ2(α + 1 + n)
n!n! Aα

n,N

]∣∣∣∣∣
(6.88)
≤
(

n + α

n

) ∣∣∣∣∣ 2
N

〈f, Pn〉� − 2
N

〈
f, Q̃n

〉
�

(
1 + O

(
n2

N

))(
1 + O

( 1
N

))∣∣∣∣∣
≤
(

n + α

n

) ∣∣∣∣∣ 2
N

〈f, Pn〉� + 2
N

〈
f, Pn − Q̃n − Pn

〉
�

(
1 + O

(
n2

N

))∣∣∣∣∣
≤ 2

N

(
n + α

n

)[∣∣∣〈f, Pn〉�

∣∣∣O
(

n2

N

)
+
∣∣∣∣〈f, Pn − Q̃n

〉
�

∣∣∣∣
(

1 + O
(

n2

N

))]
.

(6.95)

Wir erhalten mit Satz 6.3∣∣∣∣∣Qn

(
N

2 (1 + x)
) [ 2

N
〈f, Pn〉�

(
n + α

n

)
− 〈f, Qn〉ω

Γ2(α + 1 + n)
n!n! Aα

n,N

]∣∣∣∣∣
(6.10)
(6.11)
≤ 2

N

(
n + α

n

) ∣∣∣〈f, Pn〉�

∣∣∣O
(

n2

N

)

+ 2
N

(
n + α

n

)
max

x∈[−1,1]
|f(x)�(x)|O

(
n1+max {1,α}

N

)
〈1, 1〉1

(
1 + O

(
n2

N

))

≤ 2
N

(
n + α

n

) ∣∣∣〈f, Pn〉�

∣∣∣O
(

n2

N

)
+ O

(
n1+α+max {1,α}

N

)

≤ 2
N

(
n + α

n

)
max

x∈[−1,1]
|f(x)| max

x∈[−1,1]
|Pn(x)�(x)| 〈1, 1〉1 O

(
n2

N

)

+O
(

n1+α+max {1,α}

N

)

≤ max
x∈[−1,1]

|Pn(x)�(x)|O
(

n2+α

N

)
+ O

(
n1+α+max {1,α}

N

)
.

(6.96)

Mit Korollar 6.10 folgt die Behauptung.
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6 Punktweise Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

Lemma 6.22. Sei α > −1
2 und sei für N ∈ N

n(α, N) := 1
2 − α + 1

2
√

(2α + 1)(2α + 2N + 1). (6.97)

Für jedes f ∈ C [−1, 1] ∩ BV [−1, 1] und 1
2 ≥ α > 0 gilt

∣∣∣∣(f, Pn)� Pn(x) − 2
N

〈f, Pn〉� Q̃n(x)
∣∣∣∣ = O

(
n2−α

N

)
, (6.98)

mit n ≤ n(α, N), für jedes x ∈ [−1, 1].

Für jedes f ∈ C [−1, 1] ∩ BV [−1, 1] und α ≥ 1
2 gilt

∣∣∣∣(f, Pn)� Pn(x) − 2
N

〈f, Pn〉� Q̃n(x)
∣∣∣∣ = O

⎛
⎝n

1
2 +max {1,α}

N

⎞
⎠ , (6.99)

mit n ≤ n(α, N), für jedes x ∈ [−1, 1].

Beweis. Sei α > 0. Weiter sei f ∈ C [−1, 1] ∩ BV [−1, 1] und sei x ∈ [−1, 1]. Dann
gilt für beliebiges n ≤ n(α, N)

∣∣∣∣(f, Pn)� Pn(x) − 2
N

〈f, Pn〉� Q̃n(x)
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣(f, Pn)� Pn(x) − 2

N
〈f, Pn〉� Pn(x)

∣∣∣∣
+
∣∣∣∣ 2
N

〈f, Pn〉� Pn(x) − 2
N

〈f, Pn〉� Q̃n(x)
∣∣∣∣

(3.23)
≤
(

n + α

n

) ∣∣∣∣(f, Pn)� − 2
N

〈f, Pn〉�

∣∣∣∣+ 2
N

∣∣∣〈f, Pn〉�

∣∣∣ ∣∣∣Pn(x) − Q̃n(x)
∣∣∣

(6.67)
≤
(

n + α

n

)
1
N

V [fPn�] + 2
N

∣∣∣〈f, Pn〉�

∣∣∣ ∣∣∣Pn(x) − Q̃n(x)
∣∣∣ .

(6.100)

Mit Satz 6.3 folgt

∣∣∣∣(f, Pn)� Pn(x) − 2
N

〈f, Pn〉� Q̃n(x)
∣∣∣∣

(6.10)
(6.11)
≤
(

n + α

n

)
1
N

V [fPn�]

+2(N + 1)
N

max
x∈[−1,1]

|f(x)| max
x∈[−1,1]

|Pn(x)�(x)|O
(

n1+max {1,α}

N

)
.

(6.101)
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6.1 Hauptergebnis zur punktweisen Konvergenz

Die Anwendung von Lemma 6.14 ergibt∣∣∣∣(f, Pn)� Pn(x) − 2
N

〈f, Pn〉� Q̃n(x)
∣∣∣∣

(6.63)
≤
(

n + α

n

)
1
N

[
max

x∈[−1,1]
|f(x)|V [Pn�] + max

x∈[−1,1]
|Pn(x)�(x)|V [f ]

]

+ max
x∈[−1,1]

|Pn(x)�(x)|O
(

n1+max {1,α}

N

)

≤
[
V [Pn�] + max

x∈[−1,1]
|Pn(x)�(x)|

]
O
(

nα

N

)

+ max
x∈[−1,1]

|Pn(x)�(x)|O
(

n1+max {1,α}

N

)

≤V [Pn�] O
(

nα

N

)
+ max

x∈[−1,1]
|Pn(x)�(x)|O

(
n1+max {1,α}

N

)
.

(6.102)

Damit folgt insbesondere für 1
2 ≥ α > 0∣∣∣∣(f, Pn)� Pn(x) − 2

N
〈f, Pn〉� Q̃n(x)

∣∣∣∣
≤V [Pn�] O

(
nα

N

)
+ max

x∈[−1,1]
|Pn(x)�(x)|O

(
n1+max {1,α}

N

)

(6.43)
(6.51)
≤ O

(
n1−α

)
O
(

nα

N

)
+ O

(
n−α

)
O
(

n1+max {1,α}

N

)

≤O
(

n2−α

N

)
.

(6.103)

Außerdem folgt insbesondere für α ≥ 1
2∣∣∣∣(f, Pn)� Pn(x) − 2

N
〈f, Pn〉� Q̃n(x)

∣∣∣∣
≤V [Pn�] O

(
nα

N

)
+ max

x∈[−1,1]
|Pn(x)�(x)|O

(
n1+max {1,α}

N

)

(6.42)
(6.50)
≤ O

(
n

1
2
)

O
(

nα

N

)
+ O

(
n− 1

2
)

O
(

n1+max {1,α}

N

)

≤O
⎛
⎝n

1
2 +max {1,α}

N

⎞
⎠ .

(6.104)

Lemma 6.23. Sei α > 0 und sei für N ∈ N

n(α, N) := 1
2 − α + 1

2
√

(2α + 1)(2α + 2N + 1). (6.105)
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6 Punktweise Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

Für jedes f ∈ C [−1, 1] ∩ BV [−1, 1] gilt
∣∣∣∣∣

(f, Pn)�

(Pn, Pn)�

Pn(x) − 〈f, Qn〉ω

〈Qn, Qn〉ω

Qn

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣ = O

(
n2+α+max {1,α}

N

)
, (6.106)

mit n ≤ n(α, N), für jedes x ∈ [−1, 1].

Beweis. Sei f ∈ C [−1, 1] ∩ BV [−1, 1] und sei x ∈ [−1, 1]. Dann gilt für beliebiges
n ≤ n(α, N)

∣∣∣∣∣
(f, Pn)�

(Pn, Pn)�

Pn(x) − 〈f, Qn〉ω

〈Qn, Qn〉ω

Qn

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

(6.23)= 1∣∣∣(Pn, Pn)�

∣∣∣
∣∣∣∣∣(f, Pn)� Pn(x) − 〈f, Qn〉ω Q̃n(x)Γ(α + 1 + n)Γ(α + 1)

n! Aα
n,N

∣∣∣∣∣
≤ 1∣∣∣(Pn, Pn)�

∣∣∣
∣∣∣∣(f, Pn)� Pn(x) − 2

N
〈f, Pn〉� Q̃n(x)

∣∣∣∣
+ 1∣∣∣(Pn, Pn)�

∣∣∣
∣∣∣∣∣Q̃n(x)

[
2
N

〈f, Pn〉� − 〈f, Qn〉ω

Γ(α + 1 + n)Γ(α + 1)
n! Aα

n,N

]∣∣∣∣∣ .
(6.107)

Wir wenden Lemma 6.21 an und erhalten∣∣∣∣∣
(f, Pn)�

(Pn, Pn)�

Pn(x) − 〈f, Qn〉ω

〈Qn, Qn〉ω

Qn

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

(6.93)
≤ 1∣∣∣(Pn, Pn)�

∣∣∣
∣∣∣∣(f, Pn)� Pn(x) − 2

N
〈f, Pn〉� Q̃n(x)

∣∣∣∣
+ 1∣∣∣(Pn, Pn)�

∣∣∣O
(

n1+α+max {1,α}

N

)
.

(6.108)

Schließlich ergibt sich mit Hilfe von Lemma 6.22
∣∣∣∣∣

(f, Pn)�

(Pn, Pn)�

Pn(x) − 〈f, Qn〉ω

〈Qn, Qn〉ω

Qn

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

(6.98)
(6.99)
≤ 1∣∣∣(Pn, Pn)�

∣∣∣O
(

n1+max {1,α}

N

)
+ 1∣∣∣(Pn, Pn)�

∣∣∣O
(

n1+α+max {1,α}

N

)

(3.15)
≤ (2n + 2α + 1)n!Γ(n + 2α + 1)

22α+1Γ(n + α + 1)Γ(n + α + 1)O
(

n1+α+max {1,α}

N

)

(2.22)
≤ O

(
n2+α+max {1,α}

N

)
.

(6.109)
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6.1 Hauptergebnis zur punktweisen Konvergenz

Wir können nun das angekündigte Hauptergebnis für den Fall α > 0 beweisen.

Satz 6.24. Sei α > 0 und sei für N ∈ N

n(α, N) := 1
2 − α + 1

2
√

(2α + 1)(2α + 2N + 1). (6.110)

Für jedes f ∈ C [−1, 1] ∩ BV [−1, 1] gilt
∣∣∣∣∣f(x) −

n∑
k=0

〈f, Qk〉ω

〈Qk, Qk〉ω

Qk

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣f(x) −

n∑
k=0

(f, Pk)�

(Pk, Pk)�

Pk(x)
∣∣∣∣∣+ O

(
n3+α+max {1,α}

N

)
,

(6.111)

mit n ≤ n(α, N), für jedes x ∈ [−1, 1].

Beweis. Sei f ∈ C [−1, 1] ∩ BV [−1, 1] und sei x ∈ [−1, 1]. Dann gilt für beliebiges
n ≤ n(α, N)

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

〈f, Qk〉ω

〈Qk, Qk〉ω

Qk

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣f(x) −

n∑
k=0

(f, Pk)�

(Pk, Pk)�

Pk(x)
∣∣∣∣∣

+
∣∣∣∣∣

n∑
k=0

(f, Pk)�

(Pk, Pk)�

Pk(x) −
n∑

k=0

〈f, Qk〉ω

〈Qk, Qk〉ω

Qk

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣f(x) −

n∑
k=0

(f, Pk)�

(Pk, Pk)�

Pk(x)
∣∣∣∣∣

+
n∑

k=0

∣∣∣∣∣
(f, Pk)�

(Pk, Pk)�

Pk(x) − 〈f, Qk〉ω

〈Qk, Qk〉ω

Qk

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣.

(6.112)

Lemma 6.23 ergibt
∣∣∣∣∣f(x) −

n∑
k=0

〈f, Qk〉ω

〈Qk, Qk〉ω

Qk

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

(6.106)
≤

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

(f, Pk)�

(Pk, Pk)�

Pk(x)
∣∣∣∣∣+

n∑
k=0

O
(

k2+α+max {1,α}

N

)

≤
∣∣∣∣∣f(x) −

n∑
k=0

(f, Pk)�

(Pk, Pk)�

Pk(x)
∣∣∣∣∣+ O

(
n3+α+max {1,α}

N

)
.

(6.113)

Wir fassen nun die Sätze 6.19 und 6.24 als unser Hauptergebnis zusammen:
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6 Punktweise Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

Theorem 6.25. Sei α ≥ 0 und sei für N ∈ N

n(α, N) := 1
2 − α + 1

2
√

(2α + 1)(2α + 2N + 1). (6.114)

Für jedes f ∈ C [−1, 1] ∩ BV [−1, 1] gilt
∣∣∣∣∣f(x) −

n∑
k=0

〈f, Qk〉ω

〈Qk, Qk〉ω

Qk

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣f(x) −

n∑
k=0

(f, Pk)�

(Pk, Pk)�

Pk(x)
∣∣∣∣∣+ O

(
n3+α+max {1,α}

N

)
,

(6.115)

mit n ≤ n(α, N), für jedes x ∈ [−1, 1].

6.2 Folgerungen aus dem Hauptergebnis
Im Folgenden stellen wir einige Resultate dar, die sich aus der Anwendung von
Theorem 6.25 ergeben. Insbesondere diskutieren wir also verschiedene Fälle, in denen
wir die punktweise Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate erhalten.

Korollar 6.26. Sei α ≥ 0. Für jedes f ∈ C [−1, 1] ∩ BV [−1, 1] und jede Folge
(Nn)n∈N mit N−1

n n3+α+max {1,α} → 0, konvergiert die Methode der kleinsten Quadrate

LSNn
n [f ](x) =

n∑
k=0

〈f, Qk〉ω

〈Qk, Qk〉ω

Qk

(
Nn

2 (1 + x)
)

→ f(x), n → ∞ (6.116)

für jedes x ∈ [−1, 1], falls die Reihenentwicklung durch Jacobi-Polynome punktweise
gegen f(x) konvergiert, d. h.

n∑
k=0

(f, Pk)�

(Pk, Pk)�

Pk(x) → f(x), n → ∞ (6.117)

für jedes x ∈ [−1, 1].

Die Reihenentwicklung ∑n
k=0 f̂kQk von einer Funktion f durch Hahn-Polynome Qk

konvergiert also punktweise, wenn die Reihenentwicklung ∑n
k=0 f̂kPk von der Funk-

tion f durch Jacobi-Polynome Pk punktweise konvergiert und wenn
n3+α+max {1,α}/N → 0 für n, N → ∞ gilt. Für etliche Klassen von Funktionen wurde
in den letzten Jahrzehnten die Konvergenz der zugehörigen Reihenentwicklungen
in Jacobi-Polynomen gezeigt. Wir geben diesbezüglich einige Anwendungsbeispiele
für Theorem 6.25 an. Im Folgenden verwenden wir das Stetigkeitsmodul ω gemäß
Definition 2.6.

S. Agakhanov und G. Natanson zeigten 1966 folgendes Resultat:
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6.2 Folgerungen aus dem Hauptergebnis

Satz 6.27 (vgl. [3]). Seien α, β > −1
2 . Für jede Funktion f ∈ C [−1, 1], mit

lim
n→∞ ω

(
f, [−1, 1] ,

1
n

)
nmax {α,β}+1/2 = 0, (6.118)

konvergiert die Reihenentwicklung in Jacobi-Polynomen auf dem Intervall [−1, 1]
gleichmäßig gegen f .

Unmittelbar aus Satz 6.27 und unserem Korollar 6.26 folgt:

Korollar 6.28. Sei α ≥ 0, sei

f ∈ K :=
{

g ∈ C [−1, 1] : lim
n→∞ ω

(
g, [−1, 1] ,

1
n

)
nα+1/2 = 0

}
(6.119)

und sei (Nn)n∈N eine Folge mit

lim
n→∞

n3+α+max {1,α}

Nn

= 0. (6.120)

Dann konvergiert die Methode der kleinsten Quadrate LSNn
n [f ] für jedes x ∈ [−1, 1].

Anmerkung 6.29. Offenbar gilt für eine Lipschitz-stetige Funktion f : [−1, 1] → R,
mit der Lipschitz-Konstanten

L := sup
x,t∈[−1,1]

|f(x) − f(t)|
|x − t| (6.121)

(vgl., z.B., [71, S. 186]), die Abschätzung ω (f, [−1, 1] , δ) ≤ Lδ. Also ist für jede
Lipschitz-stetige Funktion f die Folge

(
ω
(
f, [−1, 1] , 1

n

)
n
)

n
beschränkt. Damit er-

füllt jede Lipschitz-stetige Funktion f : [−1, 1] → R im Fall 0 ≤ α < 1
2 die Vo-

raussetzung aus Korollar 6.28.

V. Badkov bewies 1968 folgendes Ergebnis:

Satz 6.30 (vgl. [8]). Seien −1 < α ≤ −1
2 und −1 < β ≤ −1

2 . Für jede Funktion
f ∈ C [−1, 1], mit

lim
n→∞ ω

(
f, [−1, 1] ,

1
n

)
ln(n) = 0, (6.122)

konvergiert die Reihenentwicklung in Jacobi-Polynomen auf dem Intervall [−1, 1]
gleichmäßig gegen f .

A. Belen’kii hat 1989 folgendes Ergebnis nachgewiesen:

Satz 6.31 (vgl. [10]). Sei α, β > −1. Für jede Funktion f ∈ C [−1, 1], mit

lim
n→∞ ω

(
f, [−1, 1] ,

1
n

)
ln(n) = 0 (6.123)
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6 Punktweise Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

und einer am Rand von [−1, 1] konvergenten Folge
(

n∑
k=0

(f, Pk)�

(Pk, Pk)�

Pk(±1)
)

n

, (6.124)

konvergiert die Reihenentwicklung in Jacobi-Polynomen auf dem Intervall [−1, 1]
gleichmäßig gegen f .

Aus Satz 6.31 und unserem Korollar 6.26 erhalten wir:

Korollar 6.32. Sei α ≥ 0 und seien

K1 :=
{

g ∈ C [−1, 1] : lim
n→∞ ω

(
g, [−1, 1] ,

1
n

)
ln(n) = 0

}
, (6.125)

K2 :=
⎧⎨
⎩g ∈ C [−1, 1] :

(
n∑

k=0

(g, Pk)�

(Pk, Pk)�

Pk(±1)
)

n

konvergiert
⎫⎬
⎭ . (6.126)

Sei f ∈ K := K1 ∩ K2 und sei (Nn)n∈N eine Folge mit

lim
n→∞

n3+α+max {1,α}

Nn

= 0. (6.127)

Dann konvergiert die Methode der kleinsten Quadrate LSNn
n [f ] für jedes x ∈ [−1, 1].

Im Spezialfall α = β = 0 reduzieren sich die Jacobi-Polynome zu den Legendre-
Polynomen, siehe dazu Definition 3.9. In diesem Fall können wir Jackson’s Theorem
verwenden:

Satz 6.33 (vgl. [42]). Für jede Funktion f ∈ C1 [−1, 1], mit f ′ ∈ BV [−1, 1], konver-
giert die Reihenentwicklung in Legendre-Polynomen auf dem Intervall [−1, 1] gleich-
mäßig gegen f .

Mit Anwendung von Satz 6.33 und unserem Korollar 6.26 ergibt sich:

Korollar 6.34. Sei f ∈ K := {g ∈ C1 [−1, 1] : g′ ∈ BV [−1, 1]} und sei (Nn)n∈N

eine Folge mit

lim
n→∞

n4

Nn

= 0. (6.128)

Dann konvergiert für α = 0 die Methode der kleinsten Quadrate LSNn
n [f ] für jedes

x ∈ [−1, 1].

Die Klasse von Funktionen wird größer, wenn man nur das offene Intervall (−1, 1)
betrachtet. M. Powierska bewies 2007 das Folgende:

Satz 6.35 (vgl. [64]). Für jede Funktion f ∈ C [−1, 1] ∩ BV [−1, 1], konvergiert
die Reihenentwicklung in Legendre-Polynomen auf dem Intervall (−1, 1) punktweise
gegen f .
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6.2 Folgerungen aus dem Hauptergebnis

Schließlich ergibt sich aus Satz 6.35 und unserem Korollar 6.26:

Korollar 6.36. Sei f ∈ K := C [−1, 1] ∩ BV [−1, 1] und sei (Nn)n∈N eine Folge mit

lim
n→∞

n4

Nn

= 0. (6.129)

Dann konvergiert für α = 0 die Methode der kleinsten Quadrate LSNn
n [f ] für jedes

x ∈ (−1, 1).

Weitere Ergebnisse, auf die sich Theorem 6.25 anwenden lässt, findet man z.B. in
[17], [50], [61], [64].
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7 Gleichmäßige Konvergenz der
Methode der kleinsten Quadrate

In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit der Frage nach der gleichmäßigen Kon-
vergenz der Methode der kleinsten Quadrate. Dabei gehen wir insbesondere auf den
in Unterabschnitt 4.3.2 erläuterten diskreten Fall ein. Den kontinuierlichen Fall aus
Unterabschnitt 4.3.1 behandeln wir in Abschnitt 7.3 und vergleichen dort auch bei-
de Fälle. Das Hauptergebnis dieses Kapitels ist Theorem 7.7. Dieses Ergebnis stellt
eine unverbesserbare Abschätzung der Methode auf einem äquidistanten Gitter mit
N + 1 Stützstellen auf dem Intervall [−1, 1] für die Menge der dort (n + 1)-mal
stetig differenzierbaren Funktionen bereit. Dazu gehen wir wieder von der gleichen
Ausgangssituation wie im vorherigen Kapitel 6 aus und beschreiben den Operator
der Methode der kleinsten Quadrate LSN

n wieder gemäß Gleichung (4.65), für den
symmetrischen Fall α = β.
Wir untersuchen folgendes Problem: Für welche Funktionen f ∈ K ⊂ C [−1, 1] und
welches Verhältnis N/n konvergiert die Folge

(
LSN

n [f ]
)

gleichmäßig? Anschließend
vergleichen wir unsere Approximationsresultate mit entsprechenden Resultaten be-
kannter Approximationsmethoden.

7.1 Hauptergebnis zur gleichmäßigen Konvergenz
Grundlegend für unsere Untersuchungen ist das folgende von H. Brass bewiesene
Resultat:

Satz 7.1 (vgl. [20]). Sei dσ eine Distribution auf [−1, 1] und sei

{qk : k = 0, . . . , n + 1} (7.1)

eine Familie von Orthogonalpolynomen, die orthogonal bezüglich des inneren Pro-
dukts

(f, g)σ :=
1∫

−1

f(x)g(x)dσ(x) (7.2)

sind. Weiterhin seien diese durch (qk, qk)σ = 1 normiert. Sei die Distribution dσ so
definiert, dass die folgenden Eigenschaften gelten:

• ∫ 1
−1 f(x)dσ(x) =

∫ 1
−1 f(−x)dσ(x) für jedes f ∈ C [−1, 1],
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7 Gleichmäßige Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

• sup
x∈[−1,1]

|qk(x)| = qk(1) für jedes k = 0, . . . , n + 1.

Sei

Cn :=
sup

x∈[−1,1]
|qn+1(x)|

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣q(n+1)
n+1 (x)

∣∣∣ . (7.3)

Dann gilt für jedes f ∈ Cn+1 [−1, 1]

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0
(f, qk)σ qk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ Cn sup
x∈[−1,1]

∣∣∣f (n+1)(x)
∣∣∣. (7.4)

Diese Abschätzung ist unverbesserbar in dem Sinn, dass unter obigen Voraussetzun-
gen die Konstante Cn in Ungleichung (7.4) durch keine kleinere Zahl ersetzt werden
kann.

Um dieses Ergebnis anwenden zu können, müssen wir im Folgenden eine entspre-
chende Distribution und die passende Familie von Orthogonalpolynomen definieren.
Als erstes verwenden wir dafür die Darstellung der Hahn-Polynome durch hypergeo-
metrische Reihen gemäß Definition 3.16. Das erste Lemma gibt uns ein Verhältnis
N/n für die Beschränktheit der Hahn-Polynome. Des Weiteren sehen wir, dass die
Maxima am Rand angenommen werden.

Lemma 7.2. Sei α > −1
2 und sei für N ∈ N

n(α, N) := 1
2 − α + 1

2
√

(2α + 1)(2α + 2N + 1). (7.5)

Dann gilt für beliebiges n ≤ n(α, N)

max
x∈[0,N ]

|Qn(x; α, α, N)| = Qn(0; α, α, N) = (−1)nQn(N ; α, α, N) = 1. (7.6)

Beweis. Unmittelbar aus dem von H. Dette bewiesenen Resultat [26], siehe auch
Satz 6.2, folgt

max
x∈[0,N ]

|Qn(x; α, α, N)| = max {|Qn(0; α, α, N)| , |Qn(N ; α, α, N)|} = 1. (7.7)

Weiterhin gilt folgende Symmetrieeigenschaft (vgl., z.B., [26]):

Qn(0; α, α, N) = (−1)nQn(N ; α, α, N). (7.8)

Mit der Definition 3.16 der Hahn-Polynome ergibt sich die Positivität von
Qn (0; α, α, N):

Qn (0; α, α, N) =
n∑

k=0

(−n)k (n + α + α + 1)k (0)k

(α + 1)k (−N)k

1
k! = 1. (7.9)
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7.1 Hauptergebnis zur gleichmäßigen Konvergenz

Anmerkung 7.3. Im Folgenden sei

Q̂k(x) :=
(−1)kQk

(
N
2 (1 + x); α, α, N

)
√

〈Qk(·; α, α, N), Qk(·; α, α, N)〉ω

. (7.10)

Sei N ∈ N und sei α = β > −1
2 . Des Weiteren betrachten wir in diesem Abschnitt

die durch
1∫

−1

f(x)dσ(x) =
N∑

i=0
f
(

−1 + 2i

N

)
ω(i) (7.11)

gegebene Distribution dσ auf [−1, 1].

Im nächsten Lemma weisen wir alle erforderlichen Eigenschaften der Polynome Q̂k

nach, die im Satz 7.1 vorausgesetzt werden.

Lemma 7.4. Sei α > −1
2 und sei für N ∈ N

n(α, N) := 1
2 − α + 1

2
√

(2α + 1)(2α + 2N + 1). (7.12)

Sei N ∈ N und sei dσ die Distribution aus Anmerkung 7.3. Darüber hinaus sei{
Q̂k : k = 0, . . . , N

}
die Familie von Polynomen, wie in Anmerkung 7.3 definiert.

Dann gelten mit n + 1 ≤ n(α, N) die folgenden Eigenschaften:

1.
{
Q̂k : k = 0, . . . , n + 1

}
ist eine Familie von Orthogonalpolynomen, die ortho-

gonal bezüglich des inneren Produkts (f, g)σ :=
∫ 1

−1 f(x)g(x)dσ(x) sind.

2.
(
Q̂k, Q̂k

)
σ

= 1.

3.
∫ 1

−1 f(x)dσ(x) =
∫ 1

−1 f(−x)dσ(x) für jedes f ∈ C [−1, 1].

4. sup
x∈[−1,1]

∣∣∣Q̂k(x)
∣∣∣ = Q̂k(1) für jedes k = 0, . . . , n + 1.

Beweis. Für alle k, l ∈ {1, . . . , n + 1} gilt

(
Q̂k, Q̂l

)
σ

=
1∫

−1

Q̂k(x)Q̂l(x)dσ(x) =
N∑

i=0
Q̂k

(
−1 + 2i

N

)
Q̂l

(
−1 + 2i

N

)
ω(i). (7.13)

Mit der Definition von
{
Q̂k : k = 0, . . . , N

}
folgt

(
Q̂k, Q̂l

)
σ

= (−1)k+l 〈Qk, Ql〉ω√
〈Qk, Qk〉ω 〈Ql, Ql〉ω

. (7.14)
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7 Gleichmäßige Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

Damit erhalten wir Eigenschaft 1.
Mit k = l gilt

(
Q̂k, Q̂k

)
σ

= 1 und wir erhalten Eigenschaft 2.
Weiterhin gilt für jedes f ∈ C [−1, 1]

1∫
−1

f(x)dσ(x) =
N∑

i=0
f
(

−1 + 2i

N

)(
α + i

i

)(
α + N − i

N − i

)
. (7.15)

Mit der Indextransformation i �→ N − i und der Gleichung

−1 + 2(N − i)
N

= 1 − 2i

N
, (7.16)

folgt
1∫

−1

f(x)dσ(x) =
N∑

i=0
f
(

1 − 2i

N

)(
α + N − i

N − i

)(
α + i

i

)
=

1∫
−1

f(−x)dσ(x). (7.17)

Damit ist Eigenschaft 3 bewiesen.
Mit Lemma 7.2 gilt für jedes k = 0, . . . , n + 1

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣Q̂k(x)
∣∣∣ = sup

x∈[0,N ]
|Qk (x)| 1√

〈Qk, Qk〉ω

= (−1)kQk (N)√
〈Qk, Qk〉ω

= Q̂k(1), (7.18)

womit wir Eigenschaft 4 erhalten.

Nun können wir Satz 7.1 anwenden.

Lemma 7.5. Sei α > −1
2 und sei für N ∈ N

n(α, N) := 1
2 − α + 1

2
√

(2α + 1)(2α + 2N + 1). (7.19)

Sei N ∈ N und sei dσ die Distribution aus Anmerkung 7.3. Darüber hinaus sei{
Q̂k : k = 0, . . . , N

}
die Familie von Polynomen, wie in Anmerkung 7.3 definiert.

Weiter sei

Dn,N :=
sup

x∈[−1,1]

∣∣∣Q̂n+1(x)
∣∣∣

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣Q̂(n+1)
n+1 (x)

∣∣∣ . (7.20)

Dann gilt für jedes f ∈ Cn+1 [−1, 1] mit n + 1 ≤ n(α, N)

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

(
f, Q̂k

)
σ

Q̂k(x)
∣∣∣∣∣ ≤ Dn,N sup

x∈[−1,1]

∣∣∣f (n+1)(x)
∣∣∣. (7.21)

Diese Abschätzung ist unverbesserbar in dem Sinn, dass unter obigen Vorausset-
zungen die Konstante Dn,N in Ungleichung (7.21) durch keine kleinere Zahl ersetzt
werden kann.
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7.1 Hauptergebnis zur gleichmäßigen Konvergenz

Beweis. Wir wenden Satz 7.1 und Lemma 7.4 an. Wegen Lemma 7.4, erfüllt die
Familie von Orthogonalpolynomen

{
Q̂k : k = 0, . . . , N

}
alle Voraussetzungen von

Satz 7.1. Also können wir Satz 7.1 anwenden und erhalten die Behauptung.

Im folgenden Lemma ermitteln wir den Faktor Dn,N aus dem vorherigen Lemma
7.5, der in Gleichung (7.20) definiert ist.

Lemma 7.6. Unter den Voraussetzungen von Lemma 7.5 gilt für beliebiges n + 1 ≤
n(α, N)

Dn,N =
sup

x∈[−1,1]

∣∣∣Q̂n+1(x)
∣∣∣

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣Q̂(n+1)
n+1 (x)

∣∣∣ = 2n+1Γ (n + 2α + 2) Γ (n + α + 2)
(n + 1)!Γ (2n + 2α + 3) Γ (α + 1)

N !
Nn+1(N − n − 1)! .

(7.22)

Beweis. Zunächst gilt für jedes x ∈ [−1, 1] und beliebiges n + 1 ≤ n(α, N)

Q̂
(n+1)
n+1 (x) = (−1)n+1√

〈Qn+1, Qn+1〉ω

dn+1

dxn+1 Qn+1

(
N

2 (1 + x)
)

= (−1)n+1√
〈Qn+1, Qn+1〉ω

(
N

2

)n+1
Q

(n+1)
n+1

(
N

2 (1 + x)
)

.

(7.23)

Mit Lemma 7.2 folgt

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣Q̂n+1(x)
∣∣∣ =

sup
x∈[0,N ]

|Qn+1(x)|
√

〈Qn+1, Qn+1〉ω

= 1√
〈Qn+1, Qn+1〉ω

. (7.24)

Dann gilt

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣Q̂n+1(x)
∣∣∣

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣Q̂(n+1)
n+1 (x)

∣∣∣ =
( 2

N

)n+1 1
sup

x∈[0,N ]

∣∣∣Q(n+1)
n+1 (x)

∣∣∣ . (7.25)

Mit der Darstellung der Hahn-Polynome gemäß Definition 3.16 folgt

Q
(n+1)
n+1 (x) =

(−n − 1)n+1 (n + 2α + 2)n+1
(α + 1)n+1 (−N)n+1

1
(n + 1)!

dn+1

dxn+1 (−x)n+1 . (7.26)

Der Term (−x)n+1 ist ein Polynom vom Grad n + 1, welches wir durch

(−x)n+1 = (−x)(−x + 1) · . . . · (−x + n) = (−1)n+1xn+1 + p̃(x) (7.27)

zerlegen können. Dabei ist p̃ ∈ Pn ein Polynom vom Grad n. Daher folgt

Q
(n+1)
n+1 (x) =

(−n − 1)n+1 (n + 2α + 2)n+1
(α + 1)n+1 (−N)n+1

1
(n + 1)!(−1)n+1(n + 1)!. (7.28)
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7 Gleichmäßige Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

Mit den Umformungen

(−n − 1)n+1 = (−n − 1)(−n) · . . . · (−1) = (−1)n+1(n + 1)! (7.29)

und

(−N)n+1 = (−N)(−N + 1) · . . . · (−N + n) = (−1)n+1 N !
(N − n − 1)! (7.30)

erhalten wir

Q
(n+1)
n+1 (x) =

(−1)n+1(n + 1)! (n + 2α + 2)n+1 (N − n − 1)!
(α + 1)n+1 (−1)n+1N ! (−1)n+1

= (−1)n+1(n + 1)!Γ (2n + 2α + 3) Γ (α + 1) (N − n − 1)!
Γ (n + 2α + 2) Γ (n + α + 2) N ! .

(7.31)

Durch Einsetzen in Gleichung (7.25) erhält man schließlich

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣Q̂n+1(x)
∣∣∣

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣Q̂(n+1)
n+1 (x)

∣∣∣ =
( 2

N

)n+1 Γ (n + 2α + 2) Γ (n + α + 2) N !
(n + 1)!Γ (2n + 2α + 3) Γ (α + 1) (N − n − 1)! ,

(7.32)

woraus Gleichung (7.22) folgt.

Nun können wir mit Hilfe der vorherigen Lemmata das Hauptergebnis dieses Kapitels
beweisen.

Theorem 7.7. Sei α > −1
2 und sei für N ∈ N

n(α, N) := 1
2 − α + 1

2
√

(2α + 1)(2α + 2N + 1). (7.33)

Weiter sei

Dn,N := 2n+1Γ (n + 2α + 2) Γ (n + α + 2)
(n + 1)!Γ (2n + 2α + 3) Γ (α + 1)

N !
Nn+1(N − n − 1)! . (7.34)

Dann gilt für jedes f ∈ Cn+1 [−1, 1] mit n + 1 ≤ n(α, N)

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

〈f, Qk〉ω

〈Qk, Qk〉ω

Qk

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣ ≤ Dn,N sup

x∈[−1,1]

∣∣∣f (n+1)(x)
∣∣∣. (7.35)

Diese Abschätzung ist unverbesserbar in dem Sinn, dass unter obigen Vorausset-
zungen die Konstante Dn,N in Ungleichung (7.35) durch keine kleinere Zahl ersetzt
werden kann.
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7.2 Folgerungen aus dem Hauptergebnis

Beweis. Sei N ∈ N und sei f ∈ Cn+1 [−1, 1] mit n+1 ≤ n(α, N). Dann gilt für jedes
x ∈ [−1, 1]

n∑
k=0

(
f, Q̂k

)
σ

Q̂k(x) =
n∑

k=0

〈f, Qk〉ω

〈Qk, Qk〉ω

Qk

(
N

2 (1 + x)
)

. (7.36)

Nun wenden wir Lemma 7.5 und Lemma 7.6 an und erhalten daraus

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

〈f, Qk〉ω

〈Qk, Qk〉ω

Qk

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

≤ sup
x∈[−1,1]

∣∣∣f (n+1)(x)
∣∣∣ 2n+1Γ (n + 2α + 2) Γ (n + α + 2)
(n + 1)!Γ (2n + 2α + 3) Γ (α + 1)

N !
Nn+1(N − n − 1)! .

(7.37)

Die Unverbesserbarkeit der Abschätzung erhält man aus Lemma 7.5.

7.2 Folgerungen aus dem Hauptergebnis
Im Folgenden präsentieren wir einige Resultate, die sich aus der Anwendung von
Theorem 7.7 ergeben. Insbesondere diskutieren wir verschiedene Fälle, in denen wir
die gleichmäßige Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate erhalten. Zunächst
untersuchen wir den Faktor Dn,N aus Theorem 7.7. Hierzu stellen wir die folgenden
Lemmata bereit.

Lemma 7.8. Sei α > −1
2 . Dann gilt

Γ (n + 2α + 2) Γ (n + α + 2)
Γ (2n + 2α + 3) = (n + 1)!(n + 1)!

(2n + 2)!
nα

22α

(
1 + O

(
n−1

))
. (7.38)

Beweis. Wir wenden Lemma 2.10 an und erhalten

Γ (n + 2α + 2) Γ (n + α + 2)
Γ (2n + 2α + 3) = Γ(n + 1)n(2α+2)−1Γ(n + 1)n(α+2)−1

Γ(2n + 1)(2n)(2α+3)−1

(
1 + O

(
n−1

))

= n!n!
(2n)!

nα

22α+2

(
1 + O

(
n−1

))

= (n + 1)!(n + 1)!
(2n + 2)!

nα

22α

(
1 + O

(
n−1

))
.

(7.39)

Lemma 7.9. Es gilt
√

πn

2nn! e
2

12n+1 − 1
24n ≤ 2nn!

(2n)! ≤
√

πn

2nn! e
1

6n
− 1

24n+1 . (7.40)
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7 Gleichmäßige Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

Beweis. Wir beweisen die beiden Ungleichungen einzeln und verwenden dabei die
verallgemeinerte Version der Stirling-Formel (vgl., z.B., [31, S. 50-53], [67])

e
1

12n+1 ≤ n!
√

2πn
(

n
e

)n ≤ e 1
12n . (7.41)

Zuerst zeigen wir die erste Ungleichung. Mit Hilfe der Stirling-Formel erhalten wir
zunächst

2nn!
(2n)! ≥ 2n

√
2πn

(
n
e

)n

√
2π(2n)

(
2n
e

)2n

e
1

12n+1

e 1
24n

=
√

πn

2n

1
√

2πn
(

n
e

)n
e

1
12n+1

e 1
24n

.

(7.42)

Eine wiederholte Anwendung der Stirling-Formel ergibt

2nn!
(2n)! ≥

√
πn

2n

1
n!

e
1

12n+1 e
1

12n+1

e 1
24n

=
√

πn

2nn! e
2

12n+1 − 1
24n . (7.43)

Damit haben wir die erste Ungleichung gezeigt. In Bezug auf die zweite Ungleichung
erhalten wir wieder mit Hilfe der Stirling-Formel

2nn!
(2n)! ≤ 2n

√
2πn

(
n
e

)n

√
2π(2n)

(
2n
e

)2n

e 1
12n

e
1

24n+1

=
√

πn

2n

1
√

2πn
(

n
e

)n
e 1

12n

e
1

24n+1
.

(7.44)

Eine wiederholte Anwendung ergibt

2nn!
(2n)! ≤

√
πn

2n

1
n!

e 1
12n e 1

12n

e
1

24n+1
=

√
πn

2nn! e
1

6n
− 1

24n+1 . (7.45)

Somit ist auch die zweite Ungleichung bewiesen.

Anmerkung 7.10. Mit Lemma 7.9 erhält man

2nn!
(2n)! =

√
πn

2nn!
(
1 + O

(
n−1

))
. (7.46)

Wir können nun die „unhandliche“ Abschätzung aus Theorem 7.7 vereinfachen.

Korollar 7.11. Sei α > −1
2 und sei für N ∈ N

n(α, N) := 1
2 − α + 1

2
√

(2α + 1)(2α + 2N + 1). (7.47)
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7.2 Folgerungen aus dem Hauptergebnis

Dann gilt für jedes f ∈ Cn+1 [−1, 1]

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

〈f, Qk〉ω

〈Qk, Qk〉ω

Qk

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

≤ sup
x∈[−1,1]

∣∣∣f (n+1)(x)
∣∣∣

√
πn

2n+1(n + 1)! · nα

Γ (α + 1) 22α

(
1 + O

(
n−1

))
,

(7.48)

mit n + 1 ≤ n(α, N).

Beweis. Sei N ∈ N und sei f ∈ Cn+1 [−1, 1] mit n + 1 ≤ n(α, N). Zunächst gilt

N !
Nn+1(N − n − 1)! =

n∏
i=0

(
1 − i

N

)
≤ 1. (7.49)

Mit Lemma 7.8 erhalten wir

2n+1Γ (n + 2α + 2) Γ (n + α + 2)
(n + 1)!Γ (2n + 2α + 3) Γ (α + 1)

N !
Nn+1(N − n − 1)!

≤ 2n+1Γ (n + 2α + 2) Γ (n + α + 2)
(n + 1)!Γ (2n + 2α + 3) Γ (α + 1)

= 2n+1

(n + 1)!Γ (α + 1)
(n + 1)!(n + 1)!

(2n + 2)!
nα

22α

(
1 + O

(
n−1

))

=2n+1(n + 1)!
(2n + 2)!

nα

Γ (α + 1) 22α

(
1 + O

(
n−1

))
.

(7.50)

Wir wenden Anmerkung 7.10 an und erhalten

2n+1Γ (n + 2α + 2) Γ (n + α + 2)
(n + 1)!Γ (2n + 2α + 3) Γ (α + 1)

N !
Nn+1(N − n − 1)!

≤

√
π(n + 1)

2n+1(n + 1)!
nα

Γ (α + 1) 22α

(
1 + O

(
n−1

))
.

(7.51)

Somit folgt mit Theorem 7.7 die Behauptung.

Für den wichtigen Fall α = 0 geben wir ergänzend die folgende Abschätzung an.

Korollar 7.12. Sei für N ∈ N

n(N) := 1
2 + 1

2
√

2N + 1. (7.52)

Weiter sei

Dn :=

√
π(n + 1)

2n+1(n + 1)! e
1

6(n+1) − 1
24(n+1)+1 . (7.53)
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7 Gleichmäßige Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

Dann gilt für jedes f ∈ Cn+1 [−1, 1] und für alle N ∈ N mit n + 1 ≤ n(N)

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

〈f, Qk〉ω

〈Qk, Qk〉ω

Qk

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣ ≤ Dn sup

x∈[−1,1]

∣∣∣f (n+1)(x)
∣∣∣. (7.54)

In Ungleichung (7.54) ist unter obigen Voraussetzungen die Konstante Dn höchstens
um den Faktor

dn := e
2

12(n+1)+1 + 1
24(n+1)+1 − 1

6(n+1) − 1
24(n+1) ≈ 1 (7.55)

verbesserbar.
Beweis. Sei N ∈ N und sei f ∈ Cn+1 [−1, 1] mit n + 1 ≤ n(N). Für α = 0 reduziert
sich das Theorem 7.7 zu

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

〈f, Qk〉ω

〈Qk, Qk〉ω

Qk

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

≤ sup
x∈[−1,1]

∣∣∣f (n+1)(x)
∣∣∣ 2n+1Γ (n + 2) Γ (n + 2)
(n + 1)!Γ (2n + 3) Γ (1)

N !
Nn+1(N − n − 1)!

= sup
x∈[−1,1]

∣∣∣f (n+1)(x)
∣∣∣2n+1(n + 1)!

(2n + 2)!
N !

Nn+1(N − n − 1)! .

(7.56)

Mit der Abschätzung
N !

Nn+1(N − n − 1)! =
n∏

i=0

(
1 − i

N

)
≤ 1, (7.57)

erhalten wir

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

〈f, Qk〉ω

〈Qk, Qk〉ω

Qk

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

≤ sup
x∈[−1,1]

∣∣∣f (n+1)(x)
∣∣∣2n+1(n + 1)!

(2n + 2)! .

(7.58)

Diese Abschätzung ist wegen
N !

Nn+1(N − n − 1)! =
n∏

i=0

(
1 − i

N

)
→ 1, für N → ∞, (7.59)

für beliebiges N unverbesserbar. Mit Lemma 7.9 folgt

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

〈f, Qk〉ω

〈Qk, Qk〉ω

Qk

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

≤ sup
x∈[−1,1]

∣∣∣f (n+1)(x)
∣∣∣
√

π(n + 1)
2n+1(n + 1)! e

1
6(n+1) − 1

24(n+1)+1

(7.60)

sowie die Unverbesserbarkeit dieser Ungleichung bis auf den Faktor

dn = e
2

12(n+1)+1 + 1
24(n+1)+1 − 1

6(n+1) − 1
24(n+1) . (7.61)
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7.2 Folgerungen aus dem Hauptergebnis

Aus diesem Korollar 7.12 lässt sich nun eine interessante und spezielle Antwort auf
unsere ursprüngliche Fragestellung finden:
Für welche Klassen von Funktionen K ⊂ C [−1, 1], und für welches Verhältnis N/n
erhält man die gleichmäßige Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate LSN

n ?

Korollar 7.13. Sei α > −1
2 , sei

f ∈ K :=
⎧⎨
⎩g ∈ C∞ [−1, 1] : lim

n→∞ sup
x∈[−1,1]

∣∣∣g(n)(x)
∣∣∣nα+ 1

2

2nn! = 0
⎫⎬
⎭ (7.62)

und sei (Nn)n∈N eine Folge mit

Nn ≥ 2n2 + (4α + 2) n

2α + 1 . (7.63)

Dann konvergiert die Methode der kleinsten Quadrate LSNn
n [f ] gleichmäßig auf dem

Intervall [−1, 1].

Beweis. Zunächst gilt

Nn ≥ 2n2 + (4α + 2) n

2α + 1 =
2
(
n + 1

2 + α
)2

2α + 1 − 2α + 1
2 . (7.64)

Einfache Umformungen ergeben

(2α + 1) (2α + 2Nn + 1) ≥ 4
(

n + 1
2 + α

)2
. (7.65)

Nach weiterem Umformen erhält man

n (α, Nn) := 1
2 − α + 1

2
√

(2α + 1) (2α + 2Nn + 1) ≥ n + 1. (7.66)

Somit können wir Korollar 7.11 anwenden:

lim
n→∞ sup

x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

〈f, Qk〉ω

〈Qk, Qk〉ω

Qk

(
Nn

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣

≤ lim
n→∞ sup

x∈[−1,1]

∣∣∣f (n+1)(x)
∣∣∣

√
πn

2n+1(n + 1)! · nα

Γ (α + 1) 22α

(
1 + O

(
n−1

))

≤
√

π

Γ (α + 1) 22α
lim

n→∞ sup
x∈[−1,1]

∣∣∣f (n)(x)
∣∣∣nα+ 1

2

2nn! .

(7.67)

Laut Voraussetzung ist f ∈ K, also folgt

lim
n→∞ sup

x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

〈f, Qk〉ω

〈Qk, Qk〉ω

Qk

(
Nn

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣ = 0. (7.68)
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7 Gleichmäßige Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

Bezüglich der zuvor angesprochenen Fragestellung lässt sich nun leicht eine von α
unabhängige Folge (Nn)n∈N angeben:

Korollar 7.14. Sei α ≥ 0, sei

f ∈ K :=
⎧⎨
⎩g ∈ C∞ [−1, 1] : lim

n→∞ sup
x∈[−1,1]

∣∣∣g(n)(x)
∣∣∣nα+ 1

2

2nn! = 0
⎫⎬
⎭ (7.69)

und sei (Nn)n∈N eine Folge mit Nn ≥ 2n(n + 1). Dann konvergiert die Methode der
kleinsten Quadrate LSNn

n [f ] gleichmäßig auf dem Intervall [−1, 1].

Beweis. Die Folge (Nn)n∈N erfüllt unabhängig von α die Voraussetzung aus Korollar
7.13. Denn es gilt

Nn ≥ 2n(n + 1) ≥ 2n2 + 2n ≥ 2n2

2α + 1 + (2α + 1) 2n

2α + 1 ≥ 2n2 + (4α + 2) n

2α + 1 . (7.70)

7.3 Vergleich zum kontinuierlichen Fall
In diesem Abschnitt vergleichen wir unsere Approximationsergebnisse der Methode
der kleinsten Quadrate im diskreten Fall aus den Abschnitten 7.1 und 7.2 mit den
Ergebnissen im kontinuierlichen Fall. Wie auch in Kapitel 6 verstehen wir hier unter
dem kontinuierlichen Fall die Reihenentwicklung in Jacobi-Polynomen Pn ≡ P α,α

n ,
welchen wir in Unterabschnitt 4.3.1 eingeführt haben. Dieser wurde von H. Brass
bereits in [19] untersucht. Er zeigte folgendes Resultat:

Satz 7.15 (vgl. [19]). Sei α ≥ −1
2 . Weiter sei

Cn :=
sup

x∈[−1,1]
|Pn+1(x)|

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣P (n+1)
n+1 (x)

∣∣∣ . (7.71)

Dann gilt für jedes f ∈ Cn+1 [−1, 1]

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

(f, Pk)�

(Pk, Pk)�

Pk(x)
∣∣∣∣∣ ≤ Cn sup

x∈[−1,1]

∣∣∣f (n+1)(x)
∣∣∣. (7.72)

Diese Abschätzung ist unverbesserbar in dem Sinn, dass unter obigen Voraussetzun-
gen die Konstante Cn in Ungleichung (7.72) durch keine kleinere Zahl ersetzt werden
kann.

Dieses Ergebnis geht ebenfalls aus der Anwendung von Satz 7.1 hervor (vgl. [20]).
Im folgenden Lemma ermitteln wir den Faktor Cn aus dem vorherigen Satz 7.15,
der in Gleichung (7.71) definiert ist.
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7.3 Vergleich zum kontinuierlichen Fall

Lemma 7.16. Sei α ≥ −1
2 . Dann gilt für die Konstante Cn aus Satz 7.15

Cn =
sup

x∈[−1,1]
|Pn+1(x)|

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣P (n+1)
n+1 (x)

∣∣∣ = 2n+1Γ(n + α + 2)Γ(n + 2α + 2)
(n + 1)!Γ (2n + 2α + 3) Γ(α + 1) . (7.73)

Beweis. Zunächst sind die Jacobi-Polynome nach Definition 3.7 gegeben durch

Pn+1(x) = (α + 1)n+1

(n + 1)!

n+1∑
k=0

(−n − 1)k (n + 2α + 2)k

(α + 1)k

(1 − x)k

2kk! . (7.74)

Daraus folgt durch (n + 1)-faches Ableiten

P
(n+1)
n+1 (x) = (α + 1)n+1

(n + 1)!
(−n − 1)n+1 (n + 2α + 2)n+1

(α + 1)n+1 2n+1(n + 1)!
dn+1

dxn+1 (1 − x)n+1

=
(−n − 1)n+1 (n + 2α + 2)n+1

(n + 1)!2n+1(n + 1)! (−1)n+1(n + 1)!.
(7.75)

Mit der Umformung

(−n − 1)n+1 = (−n − 1)(−n) · . . . · (−1) = (−1)n+1(n + 1)! (7.76)

erhalten wir

P
(n+1)
n+1 (x) =

(−1)n+1(n + 1)! (n + 2α + 2)n+1
2n+1(n + 1)! (−1)n+1 =

(n + 2α + 2)n+1
2n+1 . (7.77)

Damit folgt

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣P (n+1)
n+1 (x)

∣∣∣ =
(n + 2α + 2)n+1

2n+1 = Γ (2n + 2α + 3)
2n+1Γ (n + 2α + 2) . (7.78)

Weiterhin entnehmen wir Satz 3.8

sup
x∈[−1,1]

|Pn+1(x)| =
(

n + 1 + α

n + 1

)
= Γ(n + α + 2)

Γ(n + 2)Γ(α + 1) . (7.79)

Insgesamt erhält man somit Gleichung (7.73).

Wir vergleichen nun die beiden jeweils unverbesserbaren „Fehlerkonstanten“ Dn,N

aus Theorem 7.7 (diskreter Fall) und Cn aus Satz 7.15 (kontinuierlicher Fall). Für
den Quotienten Dn,N/Cn gilt für α > −1

2

Dn,N

Cn

= N !
Nn+1(N − n − 1)! =

n∏
i=0

(
1 − i

N

)
≤ 1, (7.80)

wobei im diskreten Fall n + 1 ≤ 1
2 − α + 1

2

√
(2α + 1)(2α + 2N + 1) vorausgesetzt

wurde. Bezeichnet man mit Kn die folgende Funktionenklasse

Kn :=
{

f ∈ Cn [−1, 1] : sup
x∈[−1,1]

∣∣∣f (n)(x)
∣∣∣ ≤ 1

}
, (7.81)

so ergibt sich folgendes Korollar:
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7 Gleichmäßige Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

Korollar 7.17. Sei α = β > −1
2 . Weiter sei LSn der Operator der Methode der

kleinsten Quadrate im kontinuierlichen Fall gemäß Gleichung (4.52) und sei LSN
n

der Operator der Methode der kleinsten Quadrate im diskreten Fall gemäß Gleichung
(4.65) mit n + 1 ≤ 1

2 − α + 1
2

√
(2α + 1)(2α + 2N + 1). Dann gilt

sup
f∈Kn+1

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣f(x) − LSN
n [f ](x)

∣∣∣ =
n∏

i=0

(
1 − i

N

)
sup

f∈Kn+1
sup

x∈[−1,1]
|f(x) − LSn[f ](x)|.

(7.82)

Anmerkung 7.18. Für die praktische Anwendung erhalten wir für n ∈ N0 mit
Korollar 7.17 die Garantie, dass der „worst case“ bezüglich der Klasse Kn+1 im
kontinuierlichen Fall schlechter ist als im entsprechenden diskreten Fall, falls für
den Polynomgrad n und die Stützstellenanzahl N + 1 die Ungleichung n + 1 ≤
1
2 − α + 1

2

√
(2α + 1)(2α + 2N + 1) erfüllt ist.

Anmerkung 7.19. Betrachtet man wie in der Anmerkung zuvor den „worst case“

sup
f∈Kn+1

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣f(x) − LSN
n [f ](x)

∣∣∣, (7.83)

so erhält man folgende Aussage:
Ein Verhältnis nk/N → 0 mit einem k > 2 führt zu keiner besseren Approximation
im Sinn von (7.83) als das Verhältnis n2/N → 0.

7.4 Vergleich zur Polynominterpolation
In diesem Abschnitt vergleichen wir unsere Approximationsergebnisse der Methode
der kleinsten Quadrate im diskreten Fall aus dem Abschnitt 7.2 mit der Polynomin-
terpolation. Wir haben bereits in Abschnitt 4.1 die Polynominterpolation behandelt
und einige bekannte Approximationsresultate dargestellt.

Insbesondere haben wir in Unterabschnitt 4.1.1 aufgezeigt, dass für die Praxis die
Verwendung äquidistanter Stützstellen im Fall einer großen Stützstellenanzahl häu-
fig ungeeignet ist.

Für die in diesem Kapitel untersuchte Funktionenklasse Kn+1, vgl. (7.81), ziehen wir
für einen Vergleich die Interpolation in Tschebyscheff-Stützstellen, siehe Anmerkung
4.8, heran.

Im Folgenden werde mit intpol (x1, . . . , xn) derjenige Operator bezeichnet, der je-
dem f ∈ C[−1, 1] das Interpolationspolynom bezüglich der Stützstellen x1, . . . , xn

zuordnet. Des Weiteren bezeichnen wir mit Zn die wie folgt gegebene Menge reeller
Zahlentupel:

Zn := {(x1, . . . , xn) : −1 ≤ x1 < . . . < xn ≤ 1} . (7.84)
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7.5 Vergleich zur Approximation mit Bernsteinpolynomen

Die Interpolation in Tschebyscheff-Stützstellen ist in dem Sinn in der Klasse Kn+1
optimal, dass der Wert

In := inf
(x1,...,xn+1)∈Zn+1

sup
f∈Kn+1

sup
x∈[−1,1]

|f(x) − intpol (x1, . . . , xn+1) [f ](x)| = 1
2n(n + 1)!

(7.85)

nur durch den Interpolationsoperator angenommen wird, der als Stützstellen die
Nullstellen des Tschebyscheff-Polynoms Tn+1 verwendet, siehe Satz 4.10 und Korollar
4.11.
Wir vergleichen nun den in Gleichung (7.85) definierten Wert In für die Polynom-
interpolation mit dem in Theorem 7.7 definierten Wert Dn,N für die Methode der
kleinsten Quadrate im diskreten Fall. Eine grobe Abschätzung mit Korollar 7.11
ergibt sofort für α > −1

2

Dn,N

In

≤
√

π

Γ (α + 1) · 1
22α+1 nα+ 1

2
(
1 + O

(
n−1

))
= O

(
nα+ 1

2
)

, (7.86)

unter der Voraussetzung n + 1 ≤ 1
2 − α + 1

2

√
(2α + 1)(2α + 2N + 1).

Der Unterschied ist also nur von polynomieller Größenordnung und ist daher in
Bezug auf die Größenordnung von In nur von geringem praktischen Interesse.

7.5 Vergleich zur Approximation mit
Bernsteinpolynomen

In diesem Abschnitt vergleichen wir unsere Approximationsergebnisse der Methode
der kleinsten Quadrate im diskreten Fall aus dem Abschnitt 7.2 mit der Approxi-
mation mit Bernsteinpolynomen aus Abschnitt 4.2.
Ein Vergleich bezüglich des Maximalfehlers in der Klasse Kn+1, wie in den vorher-
gehenden Abschnitten 7.3 und 7.4 untersucht, führt hier nicht weiter. Denn es gilt
für jedes n > 1

sup
f∈Kn+1

sup
x∈[0,1]

|f(x) − Bn[f ](x)| = ∞. (7.87)

Dies sieht man wie folgt leicht ein. Für die Funktion p2, definiert durch p2(x) := x2

erhält man nach längerer, elementarer Rechnung unter Verwendung der Definition
4.12 des Bernsteinpolynoms:

sup
x∈[0,1]

|p2(x) − Bn [p2] (x)| = sup
x∈[0,1]

1
n

∣∣∣x2 − x
∣∣∣ = 1

4n
. (7.88)

Wir wählen nun für festes n > 1 und beliebiges A > 0 die Funktion f := A · p2.
Dann gilt f (n+1) ≡ 0, also ist f ∈ Kn+1. Der Maximalfehler ist A

4n
. Es ist aber n fest

gewählt und A > 0 beliebig wählbar!
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7 Gleichmäßige Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

Die Entscheidung, ob die Approximation mit Bernsteinpolynomen der Methode der
kleinsten Quadrate im diskreten Fall vorzuziehen ist, hängt erheblich von der prak-
tischen Situation ab.

• Ist beispielsweise f eine zweimal stetig differenzierbare Funktion mit be-
schränkter zweiter Ableitung und f kein Polynom vom Höchstgrad 1, so ist
der Maximalfehler

sup
x∈[0,1]

|f(x) − Bn[f ](x)| (7.89)

exakt von der Ordnung n−1.

• Ist beispielsweise f ∈ C∞[−1, 1] und sind alle Ableitungen der Funktion be-
tragsmäßig durch die gleiche Konstante beschränkt, so gilt für den Maximal-
fehler gemäß Korollar 7.11

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

〈f, Qk〉ω

〈Qk, Qk〉ω

Qk

(
N

2 (1 + x)
)∣∣∣∣∣ = O

⎛
⎝ nα+ 1

2

2n(n + 1)!

⎞
⎠ . (7.90)

Andererseits erfüllen die Bernsteinpolynome verschiedene formerhaltende Eigen-
schaften, weshalb sie für einige Anwendungen besonders interessant sind. Diese Ei-
genschaften haben wir in Anmerkung 4.15 zusammengefasst.

Zudem konvergiert die Folge der Bernsteinpolynome gleichmäßig für jede stetige
Funktion, dies kann für die Methode der kleinsten Quadrate gemäß Kapitel 5 nicht
gewährleistet werden.

7.6 Vergleich zu anderer Stützstellenwahl
Wir haben in dieser Arbeit bisher die Methode der kleinsten Quadrate im diskreten
Fall mit äquidistanten Stützstellen untersucht. In diesem Abschnitt gehen wir auf
Ergebnisse aus der Literatur ein, bei denen andere Stützstellen verwendet werden.

Ein ähnliches Resultat zu Korollar 7.12 haben R. Barnard, G. Dahlquist, K.
Pearce, L. Reichel und K. Richards in [9] für die Gram-Polynome φk gezeigt. Die
Gram-Polynome φk sind diskrete orthogonale Polynome auf dem Intervall [−1, 1]
vom Grad k. Sie sind orthogonal auf [−1, 1] bezüglich des Skalarprodukts

(f, g)d := 1
N

N∑
i=1

f
(

−1 + 2i − 1
N

)
g
(

−1 + 2i − 1
N

)
. (7.91)

Sie sind durch (φk, φk)d = 1 normiert (vgl., z.B., [9, S. 129]). Die Gram-Polynome
sind also mit den Hahn-Polynomen mit den Parametern α = β = 0 vergleichbar.
Der Unterschied liegt in der Stützstellenverteilung des Skalarprodukts am Rand.
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7.6 Vergleich zu anderer Stützstellenwahl

Die äußersten Stützstellen liegen hier einen halben Stützstellenabstand nach innen
versetzt. Für jedes f ∈ Cn+1 [−1, 1] gilt

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0
(f, φk)d φk(x)

∣∣∣∣∣
≤ sup

x∈[−1,1]

∣∣∣f (n+1)(x)
∣∣∣ n1/2

2n(n + 1)! · π1/2

2
(
1 + O

(
n−1

))
+ ĉnO

(
N−2

)
,

(7.92)

wobei N > n. Dabei ist die Konstante ĉn zwar unabhängig von f und N , aber
abhängig von n (vgl. [9, S. 131]). Jedoch ist das Problem dieser Ungleichung eben
genau diese Konstante ĉn, denn man hat keine Information über das Wachstum
von ĉn wenn n ansteigt. Die uns interessierenden Aussagen über die Konvergenz
bei wachsendem n, und damit natürlich bei wachsendem N , sind also mit diesem
Ergebnis nicht zu erzielen.
Man kann die Frage stellen, ob eine geschickte Stützstellenwahl schon dann eine gute
Approximation ermöglicht, wenn nur N > n vorausgesetzt wird. Diese Überlegung
führt zu diskreten orthogonalen Polynomen auf nicht äquidistanten Stützstellen.
Hierzu wollen wir im Folgenden auf die Arbeit [28] von A. Eisinberg und G. Fedele
aus dem Jahr 2007 eingehen. In dieser haben die Autoren den Ansatz verfolgt, dis-
krete orthogonale Polynome mit Hilfe der Quadraturtheorie zu bestimmen.
Diese Methode basiert auf der Arbeit [49] von T. Koornwinder. In dieser hat Koorn-
winder orthogonale Polynome untersucht, die orthogonal bezüglich der Gewichts-
funktion

(1 − x)α(1 + x)β + M1δ(x + 1) + M2δ(x − 1) (7.93)

sind. Diese setzt sich aus der Gewichtsfunktion �(x) = (1 − x)α(1 + x)β der Jacobi-
Polynome sowie der Delta-Distribution bei x = −1 und x = 1 zusammen. Er hat
unter anderem gezeigt, dass sich diese Polynome in Termen von Jacobi-Polynomen
P α,β

n in der Gestalt
(

(anx + bn) d
dx

+ cn

)
P α,β

n (x) (7.94)

mit gewissen Konstanten an, bn und cn ausdrücken lassen.
In der Arbeit [28] haben Eisinberg und Fedele orthogonale Polynome bezüglich eines
diskreten Skalarprodukts auf den sogenannten Gauss-Lobatto Chebyshev Punkten

Xn =
{

xk = − cos
(

k − 1
n − 1π

)
: k = 1, 2, . . . , n

}
(7.95)

betrachtet. Das Skalarprodukt ist auf der Knotenmenge Xn durch

〈f, g〉 =
n∑

k=1
f (xk) g (xk) (7.96)
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7 Gleichmäßige Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

definiert. Weiterhin definierten die Autoren entsprechend der Gewichtsfunktion
(7.93) ein Maß μ auf dem Intervall [−1, 1] durch

1∫
−1

f(x)dμ

= Γ(α + β + 2)
2α+β+1Γ(α + 1)Γ(β + 1)

1∫
−1

f(x)(1 − x)α(1 + x)βdx + M1f(−1) + M2f(1).

(7.97)

Für den Fall α = β = −1
2 und M1 = M2 = 1

2(n−1) lässt sich nun mit Hilfe der
zugehörigen Gauss-Lobatto Quadraturformel folgende Beziehung zwischen (7.96)
und (7.97) herstellen:

1
π

1∫
−1

f(x)√
1 − x2

dx + 1
2(n − 1) [f (x1) + f (xn)]

= 1
n − 1

n∑
k=1

f (xk) − 1
22n−3(2n − 2)!f

(2n−2)(ξ),
(7.98)

mit xk = − cos
(

k−1
n−1π

)
, k = 1, 2, . . . , n und ξ ∈ [−1, 1]. Diese Formel integriert also

Polynome bis zum Grad 2n − 3 exakt. Definiert man nun folgendes Skalarprodukt

(f, g) = 1
π

1∫
−1

f(x)g(x)√
1 − x2

dx + 1
2(n − 1) [f (x1) g (x1) + f (xn) g (xn)] , (7.99)

so gilt

〈f, g〉 = (n − 1) (f, g) (7.100)

mit

grad f + grad g ≤ 2n − 3. (7.101)

Die explizite Darstellung (7.94) der orthogonalen Polynome bezüglich des Skalar-
produkts (7.99) ist gegeben durch

pk(x) = (n + k − 2)2

(n − 1)2 P
− 1

2 ,− 1
2

k−1 (x) − n + k − 2
(k − 1)(n − 1)2 x

d
dx

[
P

− 1
2 ,− 1

2
k−1 (x)

]
(7.102)

(vgl. [49]). In numerischen Tests bezogen auf die zugehörige Methode der kleinsten
Quadrate mit dem Skalarprodukt (7.96) konnten Eisinberg und Fedele interessan-
te Approximationsergebnisse für die ausgewählten Beispielfunktionen erzielen. Eine
Fehlerabschätzung, die wir mit unseren Abschätzungen aus Abschnitt 7.2 verglei-
chen können, wurde nicht bewiesen.
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7.6 Vergleich zu anderer Stützstellenwahl

Wir betrachten nun den Fall, dass wir das Skalarprodukt (7.96) an den Rändern mo-
difizieren. Wir definieren ein Skalarprodukt auf der oben definierten Knotenmenge

XN =
{

xk = − cos
(

k − 1
N − 1π

)
: k = 1, 2, . . . , N

}
(7.103)

durch

〈f, g〉1 = 1
N − 1f (x1) g (x1) + 2

N − 1

N−1∑
k=2

f (xk) g (xk) + 1
N − 1f (xN) g (xN) .

(7.104)

Dann bilden die in Definition 3.9 eingeführten Tschebyscheff-Polynome

Tn(x) = P
− 1

2 ,− 1
2

n (x)
P

− 1
2 ,− 1

2
n (1)

(7.105)

für n = 0, . . . , N −1 ein System von diskreten orthogonalen Polynomen bezüglich des
Skalarprodukts (7.104) (vgl., z.B., [66, S. 50]). In [20] zeigte Brass durch Anwenden
von Satz 7.1 die folgende Abschätzung:
Für jedes f ∈ Cn+1 [−1, 1] gilt

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

〈f, Tk〉1
〈Tk, Tk〉1

Tk (x)
∣∣∣∣∣ ≤ sup

x∈[−1,1]

∣∣∣f (n+1)(x)
∣∣∣ 1
(n + 1)!2n

, (7.106)

mit n + 2 ≤ N .
Die gleiche Abschätzung erhält man auch, wenn man das Skalarprodukt auf den
Tschebyscheff-Stützstellen definiert. Die Tschebyscheff-Stützstellen sind nach An-
merkung 4.8 gegeben durch

XT
N =

{
xT

k = cos
(

2k − 1
2N

π

)
: k = 1, 2, . . . , N

}
. (7.107)

Wir definieren also ein weiteres Skalarprodukt durch

〈f, g〉2 = 2
N

N∑
k=1

f
(
xT

k

)
g
(
xT

k

)
. (7.108)

Dann bildet das System {Tk}N−1
k=0 von Tschebyscheff-Polynomen bezüglich dieses

Skalarprodukts ein System von diskreten orthogonalen Polynomen (vgl., z.B., [66,
S. 49]). Auch in diesem Fall zeigte Brass in [20] durch Anwenden von Satz 7.1 die
folgende Abschätzung:
Für jedes f ∈ Cn+1 [−1, 1] gilt

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

〈f, Tk〉2
〈Tk, Tk〉2

Tk (x)
∣∣∣∣∣ ≤ sup

x∈[−1,1]

∣∣∣f (n+1)(x)
∣∣∣ 1
(n + 1)!2n

, (7.109)
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7 Gleichmäßige Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate

mit n + 2 ≤ N .
Die rechten Seiten der beiden obigen Abschätzungen (7.106) und (7.109) entsprechen
genau der rechten Seite der Abschätzung (4.31) im Fall der Polynominterpolation
in Tschebyscheff-Stützstellen. Wir verweisen also auf den dortigen Vergleich mit der
Methode der kleinsten Quadrate bezüglich der Funktionenklasse Kn+1 in Abschnitt
7.4.

7.7 Vergleich zum Polynom bester Approximation
In diesem Abschnitt vergleichen wir unsere Approximationsergebnisse der Methode
der kleinsten Quadrate im diskreten Fall aus dem Abschnitt 7.2 mit der Bestapproxi-
mation durch Polynome. Wir haben bereits in Abschnitt 4.4 diese Approximations-
methode behandelt und einige bekannte Eigenschaften dieser Methode dargestellt.
Für Polynome bester Approximation ist der Maximalfehler in der Klasse Kn+1 nach
Satz 4.25 der Wert 1

2n(n+1)! . Wir können also festhalten, dass die in der Klasse Kn+1
unverbesserbare Fehlerabschätzung für Polynome bester Approximation aus Satz
4.25 mit den Abschätzungen

• (7.106) bei der Methode der kleinsten Quadrate in mindestens n + 2 Gauss-
Lobatto Chebyshev Stützstellen,

• (7.109) bei der Methode der kleinsten Quadrate in mindestens n + 2 Tscheby-
scheff-Stützstellen,

• (4.31) bei der Polynominterpolation in n + 1 Tschebyscheff-Stützstellen

übereinstimmt. Unseren Ergebnissen in den Abschnitten 7.1 und 7.2 entnimmt man,
dass die Methode der kleinsten Quadrate im diskreten Fall LSN

n in der Klasse Kn+1
konkurrenzfähig ist, wenn Polynomgrad n und Stützstellenanzahl N + 1 geeignet
gewählt werden. Man vergleiche hierzu die Ausführungen in Abschnitt 7.4.
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8 Numerische Resultate
In diesem Kapitel präsentieren wir numerische Resultate zur Methode der kleinsten
Quadrate. Dabei gehen wir insbesondere auf den in Unterabschnitt 4.3.2 erläuterten
diskreten Fall ein und verwenden den Operator der Methode der kleinsten Quadrate
LSN

n wieder gemäß Gleichung (4.65).
In Abschnitt 8.1 vergleichen wir numerisch den diskreten mit dem kontinuierlichen
Fall der Methode der kleinsten Quadrate. Außerdem vergleichen wir die Methode im
diskreten Fall mit der Polynominterpolation in Tschebyscheff-Stützstellen sowie mit
der Approximation mit Bernsteinpolynomen. Diese Methoden haben wir in Kapitel
4 bereitgestellt.
In Abschnitt 8.2 betrachten wir zum einen Fälle mit einem asymptotischen Ver-
hältnis nk/N → 0 mit einem k > 2. Wir haben in Abschnitt 7.3 gezeigt, dass ein
Verhältnis nk/N → 0 mit einem k > 2 zu keiner Verbesserung des Maximalfehlers
in der Klasse Kn+1 als das Verhältnis n2/N → 0 führt. Wir untersuchen numerisch,
ob für ausgewählte Testfunktionen entsprechende Aussagen gelten können.
Zum anderen untersuchen wir numerisch bei welchem Verhältnis N/n der Maxi-
malfehler bei wachsenden n und N ansteigt. Für den Grenzfall N = n handelt es
sich, wie in Anmerkung 4.22 dargestellt, bei dem Operator LSN

n um den Interpo-
lationsoperator in äquidistanten Stützstellen. Man vergleiche diesbezüglich unsere
Ausführungen zum Runge-Phänomen in Unterabschnitt 4.1.1. Andererseits wissen
wir aus unseren Ergebnissen in Kapitel 7, dass für Funktionen f ∈ C∞[−1, 1] mit
Zusatzforderungen an die Beschränkung der Ableitungen das asymptotische Verhält-
nis n2/N → 0 für die gleichmäßige Konvergenz der Methode der kleinsten Quadrate
ausreicht. Wir untersuchen daher numerisch das Approximationsverhalten bei einem
Verhältnis innerhalb dieser beiden Grenzfälle N = n und n2/N → 0.
In beiden Abschnitten wenden wir die Methoden exemplarisch auf die Runge-
Funktion

f(x) = 1
1 + 25x2 , x ∈ [−1, 1] (8.1)

sowie auf die Betragsfunktion
g(x) = |x| , x ∈ [−1, 1] (8.2)

an, zur Motivation vgl. Unterabschnitt 4.1.1.
Wir berechnen jeweils die durchschnittlichen sowie maximalen Fehler numerisch auf
einem äquidistanten Gitter X̃ mit Ñ = 10001 Knoten im Intervall [−1, 1]:

X̃ =
{

x̃μ = −1 + μ
2

Ñ − 1
: μ = 0, 1, . . . , Ñ − 1

}
. (8.3)
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8 Numerische Resultate

8.1 Vergleich zu anderen Approximationsmethoden
Bei der Methode der kleinsten Quadrate im diskreten Fall verwenden wir die Stütz-
stellenanzahl N = 2n(n + 1) aus Korollar 7.13, welche wir dort als hinreichende
untere Grenze für die gleichmäßige Konvergenz ermittelt haben.

Wir verwenden mit h = f aus Gleichung (8.1) beziehungsweise h = g aus Gleichung
(8.2) für die Fehler die folgenden Bezeichnungen:

εD
M = max

x̃∈X̃

∣∣∣h (x̃) − LSN
n [h] (x̃)

∣∣∣,
εD

D = 1
Ñ

∑
x̃∈X̃

∣∣∣h (x̃) − LSN
n [h] (x̃)

∣∣∣,
εC

M = max
x̃∈X̃

|h (x̃) − LSn[h] (x̃)|,

εC
D = 1

Ñ

∑
x̃∈X̃

|h (x̃) − LSn[h] (x̃)|,

εB
M = max

x̃∈X̃

∣∣∣∣h
(

x̃ + 1
2

)
− Bn [h (2(·) − 1)]

(
x̃ + 1

2

)∣∣∣∣,
εB

D = 1
Ñ

∑
x̃∈X̃

∣∣∣∣h
(

x̃ + 1
2

)
− Bn [h (2(·) − 1)]

(
x̃ + 1

2

)∣∣∣∣,
εT

M = max
x̃∈X̃

|h (x̃) − pn[h] (x̃)|,

εT
D = 1

Ñ

∑
x̃∈X̃

|h (x̃) − pn[h] (x̃)|.

• Dabei ist LSN
n der Operator der Methode der kleinsten Quadrate im diskreten

Fall aus Unterabschnitt 4.3.2.

• Weiter ist LSn der Operator der Methode der kleinsten Quadrate im kontinu-
ierlichen Fall aus Unterabschnitt 4.3.1.

• Bn [h (2(·) − 1)] ist das Bernsteinpolynom aus Abschnitt 4.2 von der transfor-
mierten Funktion h (2(·) − 1). Man beachte dabei die lineare Transformation
x �→ x+1

2 des Intervalls [−1, 1] auf das Intervall [0, 1], da die Bernsteinpolynome
auf dem Intervall [0, 1] definiert sind, siehe dazu Abschnitt 4.2.

• pn[h] ist das Interpolationspolynom von h in den Tschebyscheff-Stützstellen
aus Unterabschnitt 4.1.2.

Im Folgenden sind die jeweiligen durchschnittlichen beziehungsweise maximalen re-
lativen Fehler stets in Bezug auf εD

D beziehungsweise εD
M angegeben.
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8.1 Vergleich zu anderen Approximationsmethoden

8.1.1 Vergleich zum kontinuierlichen Fall

Abbildung 8.1
Funktionen: f , LSN

n [f ], LSn[f ].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 10, N = 2n(n + 1) = 220.

Abbildung 8.2
Funktionen: f − LSN

n [f ], f − LSn[f ].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 10, N = 2n(n + 1) = 220.
Fehler: εD

M = 0.101513, εD
D = 0.0327692,

εC
M = 0.100575, εC

D = 0.0327074.
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8 Numerische Resultate

Abbildung 8.3
Funktionen: g, LSN

n [g], LSn[g].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 10, N = 2n(n + 1) = 220.

Abbildung 8.4
Funktionen: g − LSN

n [g], g − LSn[g].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 10, N = 2n(n + 1) = 220.
Fehler: εD

M = 0.0556922, εD
D = 0.00883205,

εC
M = 0.0555153, εC

D = 0.00882663.

Bei beiden Testfunktionen liegt der durchschnittliche Fehler εD
D und der maximale

Fehler εD
M im diskreten Fall geringfügig über den Fehlern εC

D und εC
M im kontinu-

ierlichen Fall. Der Maximalfehler unterscheidet sich jeweils um höchstens 1.0%, der
durchschnittliche Fehler jeweils sogar nur um höchstens 0.2%. Dies kann man auch
in den Abbildungen optisch erkennen. Die Ergebnisse für die Runge-Funktion f ver-
deutlichen unsere Resultate aus Abschnitt 7.3: Wählt man N ≥ 2n(n + 1), dann
ist der Qualitätsunterschied bei (n + 1)-mal stetig differenzierbaren Funktionen nur
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8.1 Vergleich zu anderen Approximationsmethoden

gering. Erstaunlich gut ist das Ergebnis für die Betragsfunktion g. Die Resultate aus
Kapitel 7 sind nicht anwendbar, da die Betragsfunktion nicht differenzierbar ist. Die
Ergebnisse in Kapitel 6 weisen solch ein Verhalten erst bei einem asymptotischen
Verhältnis n4/N → 0 nach. Diese Situation untersuchen wir weiter in Abschnitt 8.2.

8.1.2 Vergleich zur Approximation mit Bernsteinpolynomen

Abbildung 8.5
Funktionen: f , LSN

n [f ], Bn[f ].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 10, N = 2n(n + 1) = 220.

Abbildung 8.6
Funktionen: f − LSN

n [f ], f − Bn[f ].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 10, N = 2n(n + 1) = 220.
Fehler: εD

M = 0.101513, εD
D = 0.0327692,

εB
M = 0.491940, εB

D = 0.0997603.
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Abbildung 8.7
Funktionen: g, LSN

n [g], Bn[g].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 10, N = 2n(n + 1) = 220.

Abbildung 8.8
Funktionen: g − LSN

n [g], g − Bn[g].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 10, N = 2n(n + 1) = 220.
Fehler: εD

M = 0.0556922, εD
D = 0.00883205,

εB
M = 0.246094, εB

D = 0.0454500.

Bei beiden Testfunktionen liegt sowohl der durchschnittliche Fehler εD
D als auch der

maximale Fehler εD
M bei der Methode der kleinsten Quadrate im diskreten Fall deut-

lich unter den Fehlern εB
D und εB

M bei der Approximation mit Bernsteinpolynomen.
Der Maximalfehler unterscheidet sich jeweils mindestens um 340%, der durchschnitt-
liche Fehler jeweils mindestens um 200%. Die große Differenz kann man auch in den
Abbildungen besonders um den Punkt x = 0 optisch erkennen. Der relativ große
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8.1 Vergleich zu anderen Approximationsmethoden

Unterschied entspricht auch unseren Erwartungen, da der Maximalfehler bei der Ap-
proximation mit Bernsteinpolynomen nur von der Ordnung n−1 ist, siehe Abschnitt
4.2.

8.1.3 Vergleich zur Polynominterpolation

Abbildung 8.9
Funktionen: f , LSN

n [f ], pn[f ].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 10, N = 2n(n + 1) = 220.

Abbildung 8.10
Funktionen: f − LSN

n [f ], f − pn[f ].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 10, N = 2n(n + 1) = 220.
Fehler: εD

M = 0.101513, εD
D = 0.0327692,

εT
M = 0.109153, εT

D = 0.0485122.
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Abbildung 8.11
Funktionen: g, LSN

n [g], pn[g].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 10, N = 2n(n + 1) = 220.

Abbildung 8.12
Funktionen: g − LSN

n [g], g − pn[g].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 10, N = 2n(n + 1) = 220.
Fehler: εD

M = 0.0556922, εD
D = 0.00883205,

εT
M = 0.0546222, εT

D = 0.0191434.

Bei beiden Testfunktionen liegt der maximale Fehler εD
M bei der Methode der kleins-

ten Quadrate im diskreten Fall nah an dem Fehler εT
M bei der Polynominterpola-

tion in Tschebyscheff-Stützstellen. Der Maximalfehler unterscheidet sich jeweils um
höchstens 8% zuungunsten, der durchschnittliche Fehler jeweils sogar um mindes-
tens 48% zugunsten der Methode der kleinsten Quadrate. Die Ergebnisse für die
Runge-Funktion f verdeutlichen unsere Resultate aus Abschnitt 7.4. Allerdings fällt
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auf, dass in beiden Fällen der durchschnittliche Fehler εD
D bei der Methode der

kleinsten Quadrate signifikant geringer, als der durchschnittliche Fehler εT
D bei der

Polynominterpolation, ist. Eine mögliche Erklärung könnte darin bestehen, dass die
Methode der kleinsten Quadrate die Fehlerquadrate auf einem äquidistanten Gitter
im Durchschnitt minimiert. In den Abbildungen fällt zudem eine starke Ähnlichkeit
der „Funktionsverläufe“ beider Methoden auf. Insbesondere liegen die Nullstellen
der Fehlerfunktionen sehr nah beieinander.

8.2 Variation der Stützstellenanzahl

In diesem Abschnitt untersuchen wir numerisch für unsere beiden Testfunktionen f
und g die Methode der kleinsten Quadrate im diskreten Fall in Abhängigkeit des
Verhältnisses N/n.

Zum einen verwenden wir die Methode mit einer Größenordnung der Stützstellenan-
zahl oberhalb von N1 = 2n(n+1), konkret mit N2 = n3 und N3 = n4. Hier erwarten
wir, wie schon am Anfang des Kapitels diskutiert, keine großen Veränderungen der
jeweiligen Lösungen.

Zum anderen verwenden wir die Methode mit einer Stützstellenanzahl im Bereich
zwischen N = n und N = 2n(n + 1), konkret mit N1 = 2n(n + 1), N2 = n

3
2

und N3 = 2n. In diesem Fall sind wir vor allem daran interessiert, wie sich bei
unseren beiden Testfunktionen ein kleineres Verhältnis N/n auf die Qualität der
Approximation auswirkt.

Wir verwenden mit h = f aus Gleichung (8.1) beziehungsweise h = g aus Gleichung
(8.2) und mit i = 1, 2, 3 für die Fehler die folgenden Bezeichnungen:

εi
M = max

x̃∈X̃

∣∣∣h (x̃) − LSNi
n [h] (x̃)

∣∣∣,
εi

D = 1
Ñ

∑
x̃∈X̃

∣∣∣h (x̃) − LSNi
n [h] (x̃)

∣∣∣.

Dabei sind LSNi
n für i = 1, 2, 3 die Operatoren der Methode der kleinsten Quadrate

im diskreten Fall aus Unterabschnitt 4.3.2.

Im Folgenden sind die jeweiligen durchschnittlichen beziehungsweise maximalen re-
lativen Fehler stets in Bezug auf ε1

D beziehungsweise ε1
M angegeben.
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8.2.1 Vergleich mit größerer Stützstellenanzahl

Abbildung 8.13
Funktionen: f , LSN1

n [f ], LSN2
n [f ], LSN3

n [f ].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 10,

N1 = 2n(n + 1) = 220, N2 = n3 = 1000, N3 = n4 = 10000.

Abbildung 8.14
Funktionen: f − LSN1

n [f ], f − LSN2
n [f ], f − LSN3

n [f ].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 10,

N1 = 2n(n + 1) = 220, N2 = n3 = 1000, N3 = n4 = 10000.
Fehler: ε1

M = 0.101513, ε1
D = 0.0327692,

ε2
M = 0.100799, ε2

D = 0.0327125,
ε3

M = 0.100598, ε3
D = 0.0327077.
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Abbildung 8.15
Funktionen: g, LSN1

n [g], LSN2
n [g], LSN3

n [g].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 10,

N1 = 2n(n + 1) = 220, N2 = n3 = 1000, N3 = n4 = 10000.

Abbildung 8.16
Funktionen: g − LSN1

n [g], g − LSN2
n [g], g − LSN3

n [g].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 10,

N1 = 2n(n + 1) = 220, N2 = n3 = 1000, N3 = n4 = 10000.
Fehler: ε1

M = 0.0556922, ε1
D = 0.00883205,

ε2
M = 0.0555671, ε2

D = 0.00882465,
ε3

M = 0.0555208, ε3
D = 0.00882635.

Wie zu Beginn des Abschnitts erwartet, ist bei N2 und N3 zumindest aus prakti-
scher Sicht der Unterschied vernachlässigbar klein. Der Maximalfehler unterscheidet
sich jeweils um höchstens 1.0%, der durchschnittliche Fehler jeweils sogar nur um
höchstens 0.2%.
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8.2.2 Vergleich mit geringerer Stützstellenanzahl

Abbildung 8.17
Funktionen: f , LSN1

n [f ], LSN2
n [f ], LSN3

n [f ].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 10,

N1 = 2n(n + 1) = 220, N2 = n
3
2 = 32, N3 = 2n = 20.

Abbildung 8.18
Funktionen: f − LSN1

n [f ], f − LSN2
n [f ], f − LSN3

n [f ].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 10,

N1 = 2n(n + 1) = 220, N2 = n
3
2 = 32, N3 = 2n = 20.

Fehler: ε1
M = 0.101513, ε1

D = 0.0327692,
ε2

M = 0.102780, ε2
D = 0.0338114,

ε3
M = 0.0987744, ε3

D = 0.0353820.
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Abbildung 8.19
Funktionen: g, LSN1

n [g], LSN2
n [g], LSN3

n [g].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 10,

N1 = 2n(n + 1) = 220, N2 = n
3
2 = 32, N3 = 2n = 20.

Abbildung 8.20
Funktionen: g − LSN1

n [g], g − LSN2
n [g], g − LSN3

n [g].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 10,

N1 = 2n(n + 1) = 220, N2 = n
3
2 = 32, N3 = 2n = 20.

Fehler: ε1
M = 0.0556922, ε1

D = 0.00883205,
ε2

M = 0.0536703, ε2
D = 0.00930164,

ε3
M = 0.0488102, ε3

D = 0.0102552.

Sowohl die durchschnittlichen Fehler ε1
D, ε2

D und ε3
D als auch die maximalen Fehler

ε1
M , ε2

M und ε3
M weichen nicht erheblich voneinander ab. Der Maximalfehler un-

terscheidet sich jeweils um höchstens 13%, der durchschnittliche Fehler jeweils um
höchstens 17%.

— 111 —

Dieses Werk ist copyrightgeschützt und darf in keiner Form vervielfältigt werden noch an Dritte weitergegeben werden. 
Es gilt nur für den persönlichen Gebrauch.
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Da die numerischen Ergebnisse für n = 10 somit wenig aussagekräftig sind, verdop-
peln wir im Folgenden den Polynomgrad von n = 10 auf n = 20 und belassen das
jeweilige Verhältnis zur Anzahl der Stützstellen bei N1 = 2n(n + 1), N2 = n

3
2 und

N3 = 2n:

Abbildung 8.21
Funktionen: f , LSN1

n [f ], LSN2
n [f ], LSN3

n [f ].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 20,

N1 = 2n(n + 1) = 840, N2 = n
3
2 = 90, N3 = 2n = 40.

Abbildung 8.22
Funktionen: f − LSN1

n [f ], f − LSN2
n [f ], f − LSN3

n [f ].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 20,

N1 = 2n(n + 1) = 840, N2 = n
3
2 = 90, N3 = 2n = 40.

Fehler: ε1
M = 0.0138676, ε1

D = 0.00449756,
ε2

M = 0.0138927, ε2
D = 0.00458770,

ε3
M = 0.0638648, ε3

D = 0.00612865.
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Abbildung 8.23
Funktionen: g, LSN1

n [g], LSN2
n [g], LSN3

n [g].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 20,

N1 = 2n(n + 1) = 840, N2 = n
3
2 = 90, N3 = 2n = 40.

Abbildung 8.24
Funktionen: g − LSN1

n [g], g − LSN2
n [g], g − LSN3

n [g].
Parameter: α = 0, β = 0, n = 20,

N1 = 2n(n + 1) = 840, N2 = n
3
2 = 90, N3 = 2n = 40.

Fehler: ε1
M = 0.0296598, ε1

D = 0.00305392,
ε2

M = 0.0291157, ε2
D = 0.00313687,

ε3
M = 0.0362119, ε3

D = 0.00434942.

Obwohl wir bei den Verhältnissen N1 = 2n(n + 1), N2 = n
3
2 und N3 = 2n geblie-

ben sind, kommt es nun im Fall von N3 = 2n zu erheblichen Fehlern am Rand des
Intervalls. Der Maximalfehler unterscheidet sich in diesem Fall bei der Funktion g
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um etwa 22% und bei der Funktion f sogar um etwa 360%. Auch der durchschnitt-
liche Fehler unterscheidet sich jeweils um mindestens 36%. Zwischen den Fällen
N1 = 2n(n + 1) und N2 = n

3
2 sind aber trotz der Verdopplung des Polynomgra-

des weiterhin keine großen Unterschiede sichtbar. Der Maximalfehler unterscheidet
sich jeweils um höchstens 1.9%, der durchschnittliche Fehler jeweils um höchstens
2.1%. Insbesondere im Bereich (−0.9, 0.9) ⊂ [−1, 1] werden in allen Fällen sehr gute
Ergebnisse bei der Approximation der Funktionen f und g erzielt.
Während in den Fällen N = n3 und N = n4 bei den vorgestellten Beispielen kein
signifikanter Qualitätszuwachs im Vergleich zum Fall N = 2n(n + 1) zu verzeichnen
ist - und im Fall N = 2n ein deutlicher Qualitätsverlust auftritt - bleibt eine Beur-
teilung im Fall N = n

3
2 unbefriedigend. Eine Vermutung, bei welchem asymptotisch

konstanten Verhältnis nα/N mit α ∈ (1, 2) sich noch gute Approximationen erzielen
lassen, bedarf vermutlich erheblichen zusätzlichen Aufwand.
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9 Ausblick
In diesem Kapitel geben wir einen Ausblick auf eine mögliche Anwendung der Metho-
de der kleinsten Quadrate im diskreten Fall bei Spektralen-Differenzen-Verfahren zur
Lösung hyperbolischer Erhaltungsgleichungen. Eine detaillierte Einführung in die
Theorie hyperbolischer Erhaltungsgleichungen findet man in den Werken [5] und
[51]. Zur ausführlichen Darstellung und Verwendung von Spektralen-Differenzen-
Verfahren verweisen wir insbesondere auf die Doktorarbeiten [61] und [78] sowie die
Standardliteratur [22].

Viele Phänomene der Natur lassen sich sehr gut durch Systeme von partiellen Dif-
ferentialgleichungen beschreiben. Eine besondere Klasse sind dabei die sogenannten
hyperbolischen Erhaltungsgleichungen. Mit ihnen lassen sich beispielsweise Strö-
mungen gut modellieren. Da im Allgemeinen keine exakten Lösungen für sie bekannt
sind, ist man an numerischen Lösungsmethoden interessiert. Eine solche Methode ist
das Spektrale-Differenzen-Verfahren. Im Folgenden geben wir zunächst eine kurze
Einführung in hyperbolische Erhaltungsgleichungen und anschließend beschreiben
wir Spektrale-Differenzen-Verfahren.

Ein System von hyperbolischen Erhaltungsgleichungen ist gegeben durch

∂

∂t
u (x, t) +

d∑
j=1

∂

∂xj

f j (u (x, t)) = 0, x ∈ R
d, t > 0. (9.1)

Hierbei ist u : Rd × R
+
0 → R

m der m-dimensionale Vektor der Erhaltungsvariablen
und die f j : Rm → R

m, j = 1, . . . , d sind die Flussfunktionen. Dabei bezeichnen
x ∈ R

d die Variablen des Raumes und t ∈ R
+ die Variable der Zeit. Also ist d die

Raumdimension und m ist die Anzahl der Erhaltungsvariablen.

Ein wichtiges Beispiel für ein System von hyperbolischen Erhaltungsgleichungen
sind die Euler-Gleichungen. Mit ihnen werden in der Praxis gasdynamische Prozesse
modelliert. Sie setzen sich physikalisch aus der Erhaltung von Masse, Impuls und
Energie zusammen und sind ein Spezialfall der Navier-Stokes-Gleichung, bei der noch
die Wärmeleitung und die Viskosität berücksichtigt werden. Im zweidimensionalen
Fall d = 2 ist das System durch die folgenden partiellen Differentialgleichungen
gegeben

∂

∂t

⎛
⎜⎜⎜⎝

ρ
ρu
ρv
ρE

⎞
⎟⎟⎟⎠+ ∂

∂x

⎛
⎜⎜⎜⎝

ρu
ρu2 + p

ρuv
ρuH

⎞
⎟⎟⎟⎠+ ∂

∂y

⎛
⎜⎜⎜⎝

ρv
ρuv

ρv2 + p
ρvH

⎞
⎟⎟⎟⎠ = 0. (9.2)
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Dabei sind die Dichte ρ, die Geschwindigkeiten u in x- sowie v in y-Richtung und
der Druck p physikalische Größen. Der Vektor u = (ρ, ρu, ρv, ρE)T ist der Vektor
der Erhaltungsvariablen. Die Energie E = e + u2+v2

2 setzt sich aus der kinetischen
Energie u2+v2

2 und der spezifischen inneren Energie e zusammen. Diese steht mit der
Enthalpie H in der Beziehung H = E+ p

ρ
. Weiterhin gilt die Relation p = ρ (γ − 1) e.

Ein weiteres, für Testzwecke häufig verwendetes, sehr einfaches Beispiel einer nicht-
linearen hyperbolischen Erhaltungsgleichung ist die sogenannte Burgers-Gleichung,
welche in einer Raumdimension durch

∂

∂t
u + ∂

∂x

(1
2u2

)
= 0 (9.3)

gegeben ist.

In der Regel werden Anfangsbedingungen u0 : Rd → R
m an die Erhaltungsvariablen

gestellt. Das Anfangswertproblem für hyperbolische Erhaltungsgleichungen ist dann
gegeben durch

∂

∂t
u (x, t) +

d∑
j=1

∂

∂xj

f j (u (x, t)) = 0, x ∈ R
d, t > 0,

u (x, 0) = u0 (x) , x ∈ R
d.

(9.4)

Die Fragen nach der Existenz und der Eindeutigkeit von Lösungen u : Rd×R
+
0 → R

m

dieses Anfangswertproblems werden an dieser Stelle nicht weiter behandelt. Wir
verweisen auf [51] und [61].

Im Folgenden beschäftigen wir uns mit der Frage nach einer numerischen Lösung
dieses Anfangswertproblems. Es gibt verschiedene Möglichkeiten hyperbolische Er-
haltungsgleichungen numerisch zu lösen. Siehe dazu beispielsweise [29] und [75]. Wir
konzentrieren uns jedoch auf Spektrale-Differenzen-Verfahren. Hierbei soll folgendes
System von Erhaltungsgleichungen

∂

∂t
u (x, t) +

d∑
j=1

∂

∂xj

f j (u (x, t)) = 0, (9.5)

für x ∈ Ω ⊂ R
d, t > t0 ≥ 0 mit den Flussfunktionen f j : Rm → R

m, j = 1, . . . , d
numerisch gelöst werden. Dabei diskretisiert man sowohl in der Zeit als auch im
Raum.

Wir betrachten zunächst die Zeitdiskretisierung. Hierbei betrachtet man Gleichung
(9.5) für festes x und erhält dadurch eine gewöhnliche Differentialgleichung in der
Zeit t. Es gibt verschiedene Ansätze gewöhnliche Differentialgleichungen numerisch
zu lösen, siehe beispielsweise [40]. Die Entwicklung und Analyse solcher Verfah-
ren ist ein eigenes Forschungsgebiet. Dabei unterscheidet man zwischen expliziten
und impliziten Verfahren. Werden zur numerischen Lösung Uk+1 im (k + 1)-ten
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Zeitschritt ausschließlich Werte U i von vorhergehenden Zeitschritten 0, . . . , k ver-
wendet, so spricht man von expliziten Verfahren. Andernfalls spricht man von im-
pliziten Verfahren. Sehr bekannte Verfahren sind das explizite sowie das implizite
Eulerverfahren, welche durch

Uk+1 (x) = Uk (x) −
tk+1∫
tk

⎛
⎝ d∑

j=1

∂

∂xj

f j

(
Uk (x)

)⎞⎠, (9.6)

Uk+1 (x) = Uk (x) −
tk+1∫
tk

⎛
⎝ d∑

j=1

∂

∂xj

f j

(
Uk+1 (x)

)⎞⎠, (9.7)

mit der Anfangsbedingung U0 (x) = u (x, t0) definiert sind.
Ein weiteres, sehr bekanntes, explizites Zeitschrittverfahren ist das sogenannte
Runge-Kutta-Verfahren. Ein ausgewähltes Runge-Kutta-Verfahen vierter Ordnung
aus [23] wurde in den Arbeiten [61] und [78] zur Zeitintegration verwendet. Solche
Verfahren wurden beispielsweise in [39] genauer untersucht.
Im Folgenden betrachten wir die räumliche Diskretisierung. Bei der Spektralen-
Differenzen-Methode wird die Lösung u (x, t) in jedem Zeitschritt durch eine abge-
schnittene Reihenentwicklung der Form

u (x) ≈ un (x) =
n∑

l=0
ûlφl (x) (9.8)

approximiert. Hierbei sind φ0, . . . , φn linear unabhängige Funktionen auf Ω und
û0, . . . , ûn die m-Vektoren der Koeffizienten. In den Arbeiten [61] beziehungsweise
[78] wurde der Fall m = 2 behandelt und das zugrunde liegende Gebiet Ω triangu-
liert. Dabei wurden die einzelnen Dreiecke der Triangulierung auf das Einheitsdreieck

T =
{
(ξ, η) ∈ R

2 : 0 ≤ ξ, η ≤ 1, ξ + η ≤ 1
}

(9.9)

beziehungsweise

T
2 =

{
(r, s) ∈ R

2 : −1 ≤ r, s ≤ 1, r + s ≤ 0
}

(9.10)

transformiert. Die im Folgenden definierten PKD-Polynome ϕl,m beziehungsweise
APK-Polynome Al,m wurden für die Funktionen φ0, . . . , φn aus Gleichung (9.8) in
[78] beziehungsweise in [61] verwendet. Für α, β, γ ∈ N mit γ > α + β − 1 sind die
Appell-Proriol-Koornwinder-Polynome, oder kurz APK-Polynome, für m, l ∈ N0 auf
T definiert durch

Am,l(x, y) := P α−1,al
m (1 − 2x) P p,β−1

l

( 2y

1 − x
− 1

)
(1 − x)l . (9.11)

Hierbei sind der Kürze halber p := γ−α−β und al := p+β+2l. Die APK-Polynome
Al,m bilden ein System von stetigen orthogonalen Polynomen auf T bezüglich des
Skalarprodukts

(f, g)h :=
∫
T

f (x) g (x) h (x) dx, (9.12)
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wobei die Gewichtsfunktion h gegeben ist durch

h(x, y) := xα−1yβ−1 (1 − x − y)γ−α−β . (9.13)

Transformiert man die APK-Polynome Al,m auf das Dreieck T
2, so ergeben sich

unter Verwendung der Parameter α = 1, β = 1 und γ = 2 die Proriol-Koornwinder-
Dubiner-Polynome, oder kurz PKD-Polynome, durch

ϕm,l(r, s) := P 0,0
l

(
2(1 + r)

1 − s
− 1

)(1 − s

2

)l

P 2l+1,0
m (s). (9.14)

Diese bilden ein System von stetigen orthogonalen Polynomen auf T2 bezüglich der
Gewichtsfunktion 1.

Zur Berechnung der Koeffizienten ûl in Gleichung (9.8) wurde in den Arbeiten [61]
und [78] in den sogenannten 2D-Gauß-Lobatto-Punkten aus den Arbeiten [15] und
[16] interpoliert. Demnach sind in einer Dimension die Gauß-Lobatto-Punkte im In-
tervall [0, 1] folgendermaßen definiert: Zunächst sei für n ∈ N0 das Lobatto-Polynom
n-ten Grades definiert durch Lon(x) := P ′

n+1(x). Dabei ist Pn+1 das Legendre-
Polynom (n + 1)-ten Grades gemäß Definition 3.9. Für ein n ∈ N sind die Gauß-
Lobatto-Punkte vi, i = 0, . . . , n definiert durch v0 := 0, vn := 1 und

vi := 1
2 (1 + ti) für i = 1, . . . , n − 1, (9.15)

wobei ti, i = 1, . . . , n − 1 die Nullstellen des Lobatto-Polynoms Lon−1 sind. Damit
lassen sich die 2D-Gauß-Lobatto-Punkte nun folgendermaßen definieren: Zu einem
n ∈ N seien vi, i = 0, . . . , n die Gauß-Lobatto-Punkte. Die 2D-Gauß-Lobatto-Punkte
sind auf T gegeben durch

(ξi, ηj) :=
(1

3 (1 + 2vi − vj − vk) ,
1
3 (1 + 2vj − vi − vk)

)
, (9.16)

für i = 0, . . . , n, j = 0, . . . , n − i und k = n − i − j.

Eine Entwicklung gemäß (9.8) mit einem Orthogonalsystem {φ0, . . . , φn} legt jedoch
nahe die Koeffizienten ûl entsprechend des zugehörigen Skalarprodukts zu bestim-
men. Im obigen Fall der APK-Polynome Al,m könnte man also die Koeffizienten
folgendermaßen ermitteln:

ûl,m = (u, Al,m)h

(Al,m, Al,m)h

. (9.17)

Um die rechte Seite von (9.17) zu berechnen, müsste jedoch u auf T bekannt sein.
Da dies nicht der Fall ist, bliebe nur die Möglichkeit die entsprechenden Integrale
mit Hilfe von Quadraturverfahren anzunähern. Dieses Problem kann aber vollstän-
dig umgangen werden, wenn man ein Orthogonalsystem bezüglich eines diskreten
Skalarprodukts verwendet.
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Die Hahn-Polynome Qn lassen sich ebenfalls auf mehrere Dimensionen erweitern.
In [44] wurden die Hahn-Polynome folgendermaßen auf zwei Dimensionen erweitert,
man vergleiche auch die Ausführungen in [80]. Wir betrachten dazu das Dreieck

TN =
{
x = (x, y) ∈ R

2 : x ≥ 0, y ≥ 0, x + y ≤ N
}

(9.18)

und das darauf definierte Gitter

V =
{
x = (x, y) ∈ Z

2 : x ≥ 0, y ≥ 0, x + y ≤ N
}

. (9.19)

Seien σ1, σ2, σ3 > −1 und N ∈ N0. Die Hahn-Polynome in zwei Variablen φl,m sind
definiert durch

φl,m (x; σ1, σ2, σ3, N)
:=Ql (x; σ1, σ2 + σ3 + 2m + 1, N − l) (−N + x)m Qm (y; σ2, σ3, N − x) ,

(9.20)

für jedes n = 0, . . . , N und l ∈ N0 mit l ≤ n und m = n − l.
Die Hahn-Polynome in zwei Variablen sind orthogonal auf TN bezüglich des Skalar-
produkts

〈f, g〉W :=
∑
x∈V

f (x) g (x) W (x), (9.21)

wobei die Gewichtsfunktion W gegeben ist durch

W (x) :=
(

x + σ1

σ1

)(
y + σ2

σ2

)(
N − x − y + σ3

σ3

)
. (9.22)

Verwendet man bei der Zeitintegration die Punkte aus V , so kann die Rekonstruktion
im Raum gemäß (9.8) unter Verwendung der Hahn-Polynome in zwei Variablen φl,m

durch

ûl,m = 〈u, φl,m〉W

〈φl,m, φl,m〉W

(9.23)

erfolgen.
Da Lösungen zeitabhängiger hyperbolischer Erhaltungsgleichungen trotz stetiger
Anfangsdaten Unstetigkeiten nach endlicher Zeit entwickeln können, muss dies im
numerischen Lösungsverfahren berücksichtigt werden. Denn bei der Rekonstrukti-
on einer unstetigen Funktion durch eine abgebrochene Reihentwicklung gemäß (9.8)
können an den Unstetigkeitsstellen Oszillationen auftreten. Dieses Verhalten wird als
Gibbs Phänomen bezeichnet. Eine ausführliche Darstellung dieser Problematik fin-
det man beispielsweise in [43]. Zur Reduktion dieser Oszillationen werden sogenannte
Filtertechniken angewendet, verschiedene Ansätze findet man etwa in [22] und [45].
Die in den Arbeiten [78] beziehungsweise [61] verwendeten Filtertechniken basieren
auf den Orthogonalsystemen bestehend aus den PKD-Polynomen beziehungsweise
APK-Polynomen. Die Konstruktion der Filter geht dabei auf die zugehörigen Diffe-
rentialgleichungen der Orthogonalsysteme im zweidimensionalen Fall entsprechend
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9 Ausblick

Definition 3.5 im eindimensionalen Fall zurück. Die Hahn-Polynome erfüllen eine
Differenzengleichung gemäß Definition 3.14. Die Hahn-Polynome in zwei Variablen
erfüllen ebenfalls eine Differenzengleichung. Dazu benötigen wir die folgenden Dif-
ferenzenoperatoren:

Δif (x) = f (x + ei) − f (x) , (9.24)
∇if (x) = f (x) − f (x − ei) , (9.25)

für i = 1, 2 mit den Einheitsvektoren e1 = (1, 0) und e2 = (0, 1). Nach [80] erfüllen
die Hahn-Polynome in zwei Variablen φl,m die Differenzengleichung:

x (N − x + σ2 + σ3 + 2) Δ1∇1u − y (x + σ1 + 1) Δ1∇2u

−x (y + σ2 + 1) Δ2∇1u + y (N − y + σ1 + σ3 + 2) Δ2∇2u

+ [(N − x) (σ1 + 1) − x (σ2 + σ3 + 2)] Δ1u

+ [(N − y) (σ2 + 1) − y (σ1 + σ3 + 2)] Δ2u

= − n (n + σ1 + σ2 + σ3 + 2) u.

(9.26)

Auf dieser Grundlage lassen sich die entsprechenden Filtertechniken eventuell auf
den diskreten Fall übertragen.
Der hier vorgestellte Weg zur „Umstellung“ der bisherigen klassischen (stetigen)
Methode auf die von Anfang an diskrete Methode erscheint durch die in Kapitel 6
und 7 präsentierten Ergebnisse vielversprechend zu sein. Es ist beabsichtigt Unter-
suchungen hierzu an anderer Stelle fortzusetzen.
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