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Einleitung

In der Natur ganz allgemein und speziell in der belebten Natur besitzen
Transportprozesse fiir Energie und Masse eine herausragende Bedeutung.
Dabei handelt es sich neben konvektivem Stofftransport um Ausgleichs-
vorginge, die energetischerseits vorzugsweise als Strahlungs- und Tempera-
turausgleich oder stofflicherseits als Konzentrations- bzw. Diffusions-
ausgleich in Erscheinung treten. Diese Mechanismen beherrschen unser
Universum von Anbeginn, wie z.B. der Blick zuriick auf die kosmische
Mikrowellen-Hintergrundstrahlung (CMB) verriit.

Dunkle Energie
Kosmische Hintergrund- beeoh eLma Expansion
strahlung bei einem )
Alter des Universums D unkles _
! \ Weltradius
von ~ 380.000 Jahre Z'e|talter 1 )

Inflation

WMAP

(Wilkinson
Microwave
Anisotrope

Quanten- M BE-, . ] —t—L WK Probe)
fluktuation ; ]

erste Sterne nach ca. 400 Mio Jahren

Urknall (Big-Bang) Expansion
~ 13,8 Mrd. Jahre

NASA / WMAP Sciene Team

Die folgende Momentaufnahme des Satelliten ,,Planck® aus dem Jahre 2013
vom #ltesten Licht im Universum, das ausgesandt wurde, als das All mit
380000 Jahren noch ganz jung und heifl war, zeigt nunmehr bei auf 2,7K
abgekiihlter Reststrahlung winzige thermische Inhomogenitdten im Bereich
von wenigen Mikrokelvin in Regionen mit geringfiigig unterschiedlicher
Dichte, aus denen alle Strukturen hervorgingen, die wihrend der Zeitdauer
von 13,8 Mrd. Jahren, dem Weltalter, insbesondere auch durch die kosmi-
sche Fundamentalkraft der Gravitation (Massenanziehung), durch Strah-
lung (Photonenbewegung), Diffusion (Transport atomarer und molekularer
Teilchen), Konvektion (Transport durch Stromung) und durch Elektro-
magnetismus (Phononen- und Elektronentransport) entstanden sind.
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8 Einleitung

= sy ESA and the Planck Collaboration
hitp://www.esa.int/Our_Activities/Space_Science/Highlights/Planck_s_Universe

Kosmische 2,7K Mikrowellen-Hintergrundstrahlung (CMB) und deren
nur sehr geringe Inhomogenitit im puK-Bereich

Die Transportprozesse werden in aller Regel iiberlagert von weiteren
universellen Kriften oder stehen in Konkurrenz zu ihnen, wie es z.B. die
nuklear angetriebenen Prozesse in Sternen zeigen. Die bei der Kernfusion
von Wasserstoff zu Helium im
Sonneninneren entstehenden Pho-
tonen benotigen infolge von Streu-
prozessen an der Sternmaterie bis
zur Sonnenoberfliche Zeiten in der
Groflenordnung von zehn- bis hun-
derttausend Jahren oder lédnger,
wihrend sie dann im Vakuum die
Entfernung zur FErde in gerade

wissen.deflexikon/sonne

einmal acht Minuten zuriicklegen.

Transportmechanismen sind aber nicht nur auf der Groflenskala in so
riesigen Dimensionen anzutreffen, sondern sind auch in Maflstiben bis
herunter zu Mikrobereichen, insbesondere bei Zellen lebender Organismen
wirksam. Ohne diese im Laufe der Evolution aufeinander abgestimmten,
optimierten Mechanismen wire hochentwickeltes Leben letztlich nicht
moglich geworden. Die genannten Transportprozesse besitzen u.a. fiir die
chemische Industrie, die Verfahrenstechnik und nicht zuletzt fiir die
Werkstoffentwicklung eine herausragende Bedeutung.

Dabei geht es nicht selten um die Abschitzung der zeitabhéngigen, der
kinetischen Vorginge und schliefSlich bis hin zu deren gezielten Steuerung.
Diese Zeitabhéngigkeit der thermischen oder der diffusiven Prozesse geniigt
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Einleitung 9

im einfachsten Fall einer gewohnlichen Differentialgleichung erster Ord-
nung der Gestalt )3+§-y =%-yE, die besagt, dass die Anderungsge-
schwindigkeit y dem aktuellen Wert von y zur Zeit ¢ proportional ist,

wobei 7 eine Zeitkonstante und yp den (asymptotischen) Endwert be-
zeichnen. Unter einer Anfangsbedingung y(1=0) =), bekommt die Losung

die Form y(1) = y, +(y; =y, )-(1-¢"7)

Fir y, >y, handelt es sich um einen anschwellenden und fiir y, <y, um
einen abklingenden Zeitverlauf, jeweils mit dem Ziel- bzw. Endwert y,.
Ausgleichsvorgéinge dieser Art verlaufen damit exponentiell und asympto-
tisch auf den Endwert zu, ohne jedoch diesen in endlichen Zeiten
vollstindig zu erreichen.

Zeitwert y —»

Zeitt —

Die mathematische Beschreibung von Wéirmeleitung und Temperatur-
ausgleich hat erstmals (1822) der bemerkenswerte Mathematiker und
Physiker JOSEPH FOURIER (1768-1830) vorgenommen, indem er fiir ein zeit-
und ortsabhingiges Temperaturfeld 9=9(tx) die Dgl. der Wirmeleitung

2
in der Form % =a- g—’g hergeleitet hatte. Etwas spéiter fand ADOLF FICK
X

(1829-1901) fiir ein zeit- und ortsabhéngiges Konzentrationsfeld ¢ = c(z,x)

2
9¢_p.9%¢  Die
ot ox’
beiden partiellen Differentialgleichungen vom parabolischen Typ und deren

die formal gleiche Abhingigkeit als Diffusionsgleichung

Losungen beschreiben die Realitéit auflerordentlich exakt, auch wenn
erwiahnt werden soll, dass sie ein Paradoxon enthalten. Das driickt sich
darin aus, dass sich thermische oder diffusive Wirkungen instantan, d.h.,
mit unendlich hoher Geschwindigkeit tibermitteln, was bekanntlich im
Gegensatz zu grundlegenden Prinzipien der Physik steht. Deshalb hat es
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10 Finleitung

z.B. im Rahmen der rationalen Thermodynamik Bemiihungen gegeben,
diesen Widerspruch aufzulosen, wobei gezeigt wurde, dass zur Beschreibung
von Wirmeleit- und Diffusionsphéinomenen genaugenommen Differential-
gleichungen von hyperbolischem Typ oder Integrodifferentialgleichungen
herangezogen werden miissten. Diesen Sachverhalt zu kennen, kann zur
sachlich richtigen Interpretation ggf. wichtig sein. Allerdings stellen die
FOURIER 'sche Wirmeleitungsgleichung und die FICK 'sche Diffusions-
gleichung - trotz dieses physikalischen Einwandes - fiir praktisch alle
technisch relevanten Aufgabenstellungen auch weiterhin eine ausgezeich-
nete Ndherung dar. Deshalb basieren nahezu alle Berechnungen zu diesem
Problemkreis auf diesen Grundgleichungen, indem entweder analytisch
geschlossene Losungsformeln (bei hinreichend einfacher Geometrie) oder
Ergebnisse mit vordergriindig numerischen Methoden abgeleitet werden.

Wihrend der Aufwand zur Erlangung von analytisch-symbolischen Ergeb-
nissen, ausgehend von partiellen Differentialgeichungen vom parabolischen
Typ oder entsprechenden Dgl.-Systemen, betrichtlich sein kann, sollen die
nachfolgenden Ausfithrungen zeigen, dass es bei Einfithrung gewisser
Vereinfachungen reizvoll und hilfreich ist, analytische Ndherungslosungen
zu gewinnen und anzuwenden. Diese miissen den exakten, jedoch viel
aufwendiger zu erhaltenden Ergebnissen immer dann nicht nachstehen,
wenn gewisse Kriterien den real vorliegenden Bedingungen geniigen.

In diesem Sinne lassen sich Losungen herleiten, die gemeinhin als wéirme-
bzw. diffusionstechnisch diinnwandig bezeichnet werden. Im Zusammen-
hang mit der Diffusion wird besonders auf Aspekte der Reaktionskinetik
und deren Folgerungen eingegangen werden. In diesem Falle erhélt das
Charakteristikum des rein exponentiellen Auf- oder Abklingens eine Modifi-
kation dahingegend, dass jeweils ein verzogernder Einschwingabschnitt vor-
gelagert ist. Das wird iiblicherweise erreicht durch geeignete Einfiihrung
eines Parameters ¢, den AVRAMEFExponenten.

Die gegeniiber oben entsprechend modifizierte Dgl. bekommt in diesem Fall

variable Koeffizienten und hat damit die Gestalt 7 + % 1)y = % 10,

: -1 . : : : :
mit f(?) = q-( tr ) . Sie besitzt die optisch nur wenig verédnderte Losung

_ q
YO) =y, + (Ve =) ( I—e (%) ) und ldsst anstelle eines rein exponen-
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Einleitung 11

tiellen Verlaufs einen S-formigen bzw. sigmoidalen entstehen. Diese Cha-
rakteristik beschreibt Festkorperreaktionen, die eine mehr oder weniger
ausgepriigte Anlaufphase besitzen, noch treffender; der rein exponentielle
Grenzfall ohne Anlaufverzogerung (vorheriges Diagramm) ist mit g =1
ebenfalls enthalten.

Zeitwert y —

Zeitt —

Im folgenden Teil A werden die Grundlagen einerseits zu Temperatur-
berechnung unter thermisch diinnwandigen Verhéltnissen sowie anderer-
seits zu Diffusion und Reaktionskinetik infolge statischer Rekristallisation
und Entfestigung dargestellt, also zu Prozessen, wie sie thermisch aktiviert
nach durch Umformung erfolgter Verfestigung ablaufen. Dariiberhinaus
lassen sich Korn- und Schichtwachstumsprozesse sowie Phasenum-
wandlungs- und Auscheidungsphéinomene beschreiben. Im Gegensatz zu
numerisch aufwendigen Methoden, wie sie beispielsweise komerzielle Soft-
ware wie ThermoCalc oder DICTRA bereitstellen — vgl. die Bemerkungen
hierzu in [MUL 05], kommen die hier betrachteten physikalisch eher
elementaren Methoden mit einem vergleichsweise geringen mathematischen
und numerischen Aufwand aus, wenngleich experimentelle Ergebnisse zur
konkreten Modellbildung zunéchst unumggnglich sind. Gegeniiber weiteren
komfortablen Programmpaketen, wie ChemSage oder Pandat, die Systeme
im thermodynamischen Gleichgewicht sehr genau zu modellieren vermogen,
ldsst sich mit der nachfolgend angewendeten Né&herungsbetrachtung
insbesondere der kinetische Aspekt qualitativ und quantitativ sowohl im
isothermen als auch allgemeiner im anisothermen Fall recht vorteilhaft
beschreiben, wie die Beispiele im Teil B zeigen werden.

Herleitungen konnen, soweit sie hier gebracht werden, dem besseren
Verstidndnis der getroffenen Annahmen und Voraussetzungen dienen und
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12 Einleitung

damit die forderlichen Anwendungsbereiche der Formeln sichtbar machen.
Viele Ergebnisse wurden eingerahmt und konnen auch unabhingig davon
als Formelsammlung genutzt werden.

Im Teil B werden Anwendungen aus beiden Bereichen — Wirmeiiber-
tragung sowie Diffusion bzw. Reaktionskinetik — und deren Kombination
anhand verschiedener Beispiele betrachtet. Dabei wird sich zeigen, welche
vielfiltigen und vergleichsweise einfachen sowie eleganten Moglichkeiten
der Modellbildung sich mit analytisch geschlossenen N#herungslosungen
ergeben. Das betrifft Fortschritte, von denen sowohl das technologische
bzw. ingenieurtechnische Personal in der herstellenden und verarbeitenden
Metallbranche beim Planen von termisch aktivierten Entfestigungs-,
Aushértungs- sowie Schicht- und Kornwachstumsprozessen als auch der in
diesem Werkstoffsektor titige Forscher profitiert. Es werden eine Reihe
von Beispielen aus der einschléigigen Praxis angefiihrt, die zeigen, dass das
Arbeiten mit Modellen auf Basis analytisch geschlossener Losungen - auch
im technisch aufwendiger zu beherrschenden Normalfall anisothermer
Verhiltnisse — bis hin zur Auswertung und Anwendung konkreter nume-
rischer FErgebnisse deutliche Vorteile mit sich bringt; der lidstige Umstand,
diese Modelle und deren Parameter zunichst an experimentell zu
beschaffenden Messergebnissen ausrichten bzw. kalibrieren zu miissen, ist
allerdings auch hier, wie bei halbempirischen Modellen generell, prinzipiell
nicht zu umgehen. Sobald jedoch diese experimentelle Aufgabe sowie die
Identifikation der Modellparameter als Einmalaufwand geleistet sind,
gestalten sich der Umgang mit den Berechnungsformeln und die
Beschreibung der Modelleigenschaften auflerordentlich iibersichtlich. Fiir
die Berechnungen selbst sind bereits programmierbare Taschencomputer
vollig ausreichend, wihrend man fiir die Visualisierung allerdings den
Moglichkeiten des PC den deutlichen Vorzug einrdiumen wird. Damit eignet
sich diese Methode insbesondere auch fiir den robusten betrieblichen
Einsatz bei der technologischen Planung und Einstellung von Verfahrens-
parametern, um gewiinschte ganz bestimmte Werkstoffeigenschaften dann
auch tatséichlich zu treffen. Dem kommt zusitzlich entgegen, dass die
praxisrelevanten Anwendungen weit iiberwiegend unter instationdren und
anisothermen Bedingungen stattfinden, deren Beschreibung mit den
halbphysikalischen bzw. halbempirischen kinetischen Gleichungen mathe-
matisch exakt und implizit stets gegeben ist.
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Uberleitung zu Teil A: Grundlagen

Wiarme- und Stoffiibertragung folgen weitgehend denselben Gesetzen

Analogie Konzentrationsausgleich <> Temperaturausgleich

Fe Knistall Fe Kristall
J ; ;

(IJ <t {fg)

t3

-
-
-
-

s co-[l—erf(ﬁJ] S(tx) = 190-(1—81'1-(2\;::}]

Die Reaktionskinetik besitzt einen engen Bezug zur Diffusion

Ausgangssituation

Temperatur-
erhéhung

Endsituation
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14 Einleitung

Thermisch aktivierte Werkstoffreaktionen

Rekristallisation, Kornwachstum, Ausscheidungsbildung, Phasenumwandlung, Oxidschichtwachstum

[Temperaturverhéiltnisse] T | Diffusion
Reaktionskinetik

Messen|  (Berechnen]  [mikrostrukturell| [phdnomenologisch

Losen der Differential- thermische Aktivierung
gleichung der Warme-
leitung (FOURIER 1822) Entfestigung, Aushartung,

Zunderbildung
analytisch numerisch
KOoLMOGOROV, JOHNSON-

FOURIER, Differenzen- MEHL und AVRAMI (1937-1941),
Integraltrans- verfahren,
formation FEM, BEM BOLTZMANN, ARRHENIUS

In den folgenden Kapiteln werden allgemeine Grundlagen sowohl zur
Berechnung der thermischen Verhiltnisse (Kapitel 1) als auch deren
Kombination mit der reaktionskinetischen Modellierung (Kapitel 2)
gebracht. Eine Auswahl von Beispielen belegt in den darauffolgenden
Kapiteln des Teils B die vielfiltigen Moglichkeiten der Anwendung.
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Teil A: Grundlagen

Vom numerischen Standpunkt aus sind die auf beliebige Korper und
Geometrien exakt zutreffenden mathematisch-analytischen Losungen (so-
weit darstellbar), z.B. in der Form als FOURIER-, BESSEL- oder DINIReihen
oder mittels GREEN ‘scher Funktionen (vgl. die Standardwerke zur
Wirmeleitung [CAR 59], [TAU 71|, [HAH 12]), auch im Falle wéirme- bzw.
diffusionstechnisch ,diinnwandiger*“ Verhéltnisse, d.h., sofern vernach-
ldassigbar kleine Temperatur- bzw. Konzentrationsgradienten entlang
wenigstens einer Korperabmessung vorliegen, prinzipiell anwendbar. In
diesen Fillen lassen sich jedoch auch analytisch geschlossene Néherungs-
losungen gewinnen, wobei sogar nichtlineare Randbedingungen und
damit - im Falle der Wirmeiibertragung - Strahlungsaustausch explizit
beriicksichtigt werden kann. Diese Néiherungslosungen sind dann weit
vorteilhafter anzuwenden als die physikalisch exakten, dafiir aber deutlich
aufwendiger zu handhabenden Losungsausdriicke, abgesehen davon, dass
sich nichtlineare Randbedingungen i.allg. nicht oder nur unter ganz
speziellen Vereinfachungen berticksichtigen lassen [TAO 81, JAC 61]. Auf
Grund der Tatsache, dass Wérmeleitung und Diffusion sehr #hnlichen
mathematisch-physikalischen Strukturen folgen, treffen die wirmetechni-
schen Betrachtungen sinngeméf3 auch auf diffusionstechnisch diinnwandige
Verhiltnisse zu, worauf im Anschluss unter dem Aspekt der reaktions-

kinetischen Modellierung explizit eingegangen wird. Die Ausfithrungen im
Teil A folgen eng angelehnt an [MUL 98, Kap, A2.53.3 und 3.9|.

1 Temperaturmodell

Es wird vereinfachend zunichst davon ausgegangen, dass die Rand-
bedingungen so gegeben sind, dass Wirmeleitung in Achsrichtung eines
vorzugsweise strangformigen Wéirmgutes vernachlissigt werden darf'.
Weiterhin sollen nur solche Bedingungen betrachtet werden, bei denen
Wirmeleitung weder iiber den Umfang noch iiber den Strangquerschnitt
nennenswerte Gradienten erzeugt. Hieriiber entscheidet der Test mit dem

' Bei axial fortbewegtem Wirmgut z.B. ist das gegeben, wenn etwa die Bedingung % >> ]

eingehalten wird, wobei mit v die Durchlaufgeschwindigkeit des Wirmegutes durch die

Wirmebehandlungsanlage, mit d die Dickenabmessung und mit a die Temperaturleitfihig-
keit des Wiarmgutes bezeichnet sind.

Dieses Werk ist copyrightgeschitzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



16 Teil A: Grundlagen

BI1oT-Kriterium B = %-L, wobei a der dulere Wirmeiibergangskoeffi-

zient, A die Warmeleitfahigkeit und L eine charakteristische Korperab-
messung (i.allg. die Hilfte der kleinsten Korperdimension) sind
[BAE 10, Kap. 2.8.5.2]. Fir 0<PBi<<l unterscheiden sich die lokalen
Temperaturen nicht oder kaum merklich von den mittleren Temperaturen
in der betreffenden Korperdimension. Werden also solche Bedingungen von
vornherein vorausgesetzt, so lassen sich die Temperaturverhéltnisse einer-
seits bereits aus den Wéirmebilanzen an den Korperoberflichen berechnen
oder andererseits herleiten, ausgehend von der iiber diese Korperachse(n)
gemittelten Wirmeleitungsgleichung - ein Weg der nachfolgend bevorzugt
wird. Dabei entsteht neben den Herleitungen eine niitzliche Formel-
sammlung, die immer dann mit Vorteil herangezogen werden kann, wenn
die Temperaturverhiltnise in einfachen und als wirmetechnisch diinn-
wandig zu betrachtenden Korpern interessieren.

1.1 Thermisch diinnwandiges Modell

Es sollen hier neben den zylindersymmetrischen Querschnitten von Draht
und Rohr gleichsam jene von ,breitem* Band (Finfluss nur von Bandober-
und —unterseite, nicht von Bandrdndern) und von ,schmalem“ Band (bzw.
Rechtkantdraht) gemittelte Temperaturen interessieren. Diese Geometrien
lassen sich ohne nennenswerten Mehraufwand recht iibersichtlich parallel

behandeln.

Ausgegangen werde von der FOURIER schen Wirmeleitungsgleichung?,
einer partiellen Differentialgleichung, die die Geometrie iiber den LAPLACE-
Operator 4 beriicksichtigt:

09 q,

— =aA8 + X uellen /Senken 1.1
o a pc 9, Q / ) ( )
59
1&2’2 A%\ _ %9 . 169
48 =1 2(rgl) = 2 trar
7’9, 29
ox? éyz

% Die Naherung des thermisch diinnwandigen Modells geht hierbei von temperaturun-

abhéngigen Stoffwerten A, p, ¢ aus. Denn bei temperaturabhéingigen gilt statt der linearen
Dgl. (1.1) eine erweiterte nichtlineare Dgl. [BAE 10, (2.8) bzw. (2.25)].

Dieses Werk ist copyrightgeschitzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
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Diese Dgl. ist linear und geht durch lokale Mittelwertbildung - je nach
Form des die Korpergeometrie beriicksichtigenden LAPLACE ‘schen Opera-
tors durch Integration iiber den Querschnitt (bzw. charakteristische
Korperachse(n)) — in eine nur noch gewohnliche, allein zeitabhéingige
Differentialgleichung iiber. Diese Differentialgleichungen zur Berechnung
der iiber den Strang- (Rohr-, Draht-, Band-, Rechtkant-)querschnitt
gemittelten, zeitabhiingigen Temperaturen 9() lauten:

- ebener Querschnitt fiir (—% =—X<x<X= %) , wenn d die Dicke eines

(hinreichend langen und breiten) Bandes bzw. Bleches ist:

d P o2 4,01
a a 0°8 v
— %) = —. vYvd vz
dtlg() 2X 0x? *r pc
-X
t
_ a '(819()(0 &9()( z)) qV() (L1-L1)
2X ox

bzw. speziell bei symmetrischen Randbedingungen:

i 09(X.1) qV(t)

1.1-1.2
ox pcC ( )

_,9(¢) =

d d
- zylindersymmetrischer Querschnitt fiir ( =R <r<Ry=—+% ), wenn
d; und d, Innen- und Auflendurchmesser eines Rohres (bzw. langen Hohl-
zylinders) sind:

d- 2z [ 00
“ q _ Ay Y/ _ . 2 _ p2
S = Ir Sr)-dr + =L Ad = 7 (R2 R])
RI
_ o, a ‘(Rz 0. ) g, ag(Rf")) "V(t) . (1.1-2.1)
R - R} or

Speziell fir d; =R; =0 folgt mit (0<r<R =%), wobei d der
Durchmesser eines Drahtes (bzw. entsprechend langen Vollzylin-
ders) ist:

o — a 89(Rt) q, (1)

90 =2 1.1-2.2
e P ( )

Dieses Werk ist copyrightgeschitzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
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- prismatisch-rechtkantiger Querschnitt fir

d d dy
(_TX:_X <x< X=7X) und (—— Y <sy<Y= Y)

wenn dy und dy die Seitenlingen des Rechteckquerschnitts eines ,hin-
reichend langen“ Profildrahtes sind:

X
d g4 — , 0’8 %3 4,1
dt"g(t)_2X2Y J‘ J‘(axz ay2)dxd +pc
-X -Y (1.1-3)
_a [09%XY 0%-XV), a [09(Yy 0-Y)| 4
2X o0x ox 2Y oy oy pc

Im Stranginneren ggf. auftretende Warmequellen/-senken sind als Mittel-
werte iiber den Querschnitt zu beriicksichtigen:

- fiir das ebene Problem

X
0,0 =55 | 4,60 -ax. (114.1)
-X
- fiir das zylindersymmetrische Problem

im Falle des Rohres bzw. Hohlzylinders
R,
7,0 :%-I roq,(n)-dr, A = z-(Rj—Rf) (1.1-4.2.1)

im Falle des Drahtes bzw. Vollzylinders
R

q—V(yzj—;f.j rq,(n0-dr, A = 7R’ . (1.1-4.2.2)
0

- und im Falle des Rechtkantdrahtes

X Y
qV(t)—— _[ qu(xy,z) dxdy, A=4XY=dy-dy. (1.1-4.3)
-X -

Die gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung (1.1-1), (1.1-2)
und (1.1-3) lassen sich ohne nihere Spezifizierung der Randbedingungen
noch nicht explizit integrieren.

Dieses Werk ist copyrightgeschitzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
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1.2 Randbedingungen

Konvektion und Wirmestrahlung gleichermafien beriicksichtigende Rand-
bedingungen, vgl. [MUL 98, (42.3.2.10-1)], haben

fiir das ebene Problem (1.1-1.1) an den beiden Réndern (j=1,2) bei
x=x; =(-1 ).X die folgende Gestalt®:

) . .
(1 2 PHEERD. g g0 9(0" 1))+

o q(t)-(%j(t) - oY1x, t)j, (1.2-1)

wobei «; die Wirmeiibergangskoeffizienten (Konvektion), C; die Strah-

lungsaustauschkoeffizienten sowie 4
j

turen (bezogen auf CELSIUS- bzw. KELVIN-Skala) darstellen. Der erste
Summand der Gleichung (1.2-1) vertritt den Konvektions-, der zweite den

und O, die Umgebungstempera-
)

Strahlungsanteil, wobei sich die Umgebungstemperaturen durchaus vonein-
ander unterscheiden diirfen’.

Fiir das zylindersymmetrische Profil (1.1-2) lauten die entsprechenden
Randbedingungen beim Hohlzylinder auf innerer und duflerer Mantelfléiche,
d.h., bei r=R; mit j = I oder 2:

OIR;, 1)

(1) a- = (1) (HUK]. () —9R..0 ) n

+ G (@(j’sj(x) ~OR.1 ) (1.2-2.1)

bzw. speziell beim Vollzylinder auf dem Auflenmantel bei =R

A- wgi’t) = a((§,(1) - HRD)+ C(t)-(@js(t)—@?ze,t) ) . (1.2-2.2)

3 Randquellen g, seien hier aufler Betracht gelassen.

4 Strahlungshintergrund und "Konvektionsmedium" kénnen unterschiedliche Temperaturen
aufweisen.

Dieses Werk ist copyrightgeschitzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
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Bei einem Draht/Stab mit Rechtkantprofil (1.1-3) lauten die Rand-
bedingungen, wiederum als Uberlagerung von Konvektion und Wirme-
strahlung formuliert, jeweils mit j = 7 und 2:

o bel x=x; =(-1)-X

. i .
1) 2 PHCVED (-8l % 1))+

- CXj(t)-(@JSXJ,(U—@"((_UJ'-X, t)) (1.2-3.1)
o bei y=y, =(-1/-Y

. 7). .
1)) -2 89(((;; Yy _ aﬁ(t),(&ﬂ(ﬁ(t)_g((_uj.x ;)) 4

L C,/].(t)-(@l;ﬁ(t) —(@4((.1)1-1/,0)) (1.2-3.2)

Infolge der Voraussetzung, dass sich die Betrachtungen hier ausschliefllich
auf wirmetechnisch diinnwandiges Wéarmgut beschrinken, darf jetzt
vereinfachend angenommen werden, dass in den rechten Seiten der
Randbedingungen (1.2-1) bis (1.2-3) die Randtemperaturen néiherungsweise
durch die jeweils mittleren Temperaturen ersetzt werden konnen, d.h. es

wird 9((- 1)) X.t) = 9@, 9((-1))-Yt) = 8 und I(R.1) =1 baw.
IR 1) = 9(1) angesetzt’.

1.3 Niherungsdifferentialgleichung

Mit o.g. Ndherungen und Vereinfachungen erhilt man entsprechend (1.1-1)
bis (1.1-3) und mit den Randbedingungen (1.2-1) bis (1.2-3) fiir die iiber
den Strangquerschnitt gemittelte Temperatur $(#) bzw. O(t) eine

® Diese Annahme ist bei BIOT-Zahlen im Bereich 0 < Bi 1 gerechtfertigt. Fiir praktische
Belange ausreichend, liegen wirmetechnisch diinnwandige Verhéltnisse bereits vor, wenn das

Kriterium B¢ < 0,1 ... 0,2 eingehalten ist.

Dieses Werk ist copyrightgeschitzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
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gewohnliche, nichtlineare und inhomogene Differentialgleichung erster
Ordnung mit variablen Koeffizienten’:

5, CO 57 a5 _
6 +L6 +2Lo= s (1.3-1)

Die auf die Wirmeiibertragungsfléiche bezogene Wirmekapazitit @ und
die "Storfunktion" f(z) haben sich hierbei korpergeometrie- bzw. quer-
schnittsabhéingig ergeben:

- ebener Querschnitt (breites Band)

(1.3-2)

: 2 :
‘mit ) .~=%-cYV(t)+§-Z(Og(t)-@UKj(t)+C}(l‘)'@Uz}(f)), ?
. j=1 .

wobei in (1.3-1) die Mittelwerte der Warmeiibergangs- bzw. Strahlungs-
austauschkoeffizienten aus beiden Bandoberfléchen, d.h.

aW=1-(a,+a,w) wnd C1)=L-(C(1)+Cy(1)), sowie in (1.3-2) die

Wiarmequellen ¢, nach (1.1-4.1) einzusetzen sind.

- zylindersymmetrischer Querschnitt

beim Hohlzylinder bzw. Rohr:

R N U
4 2 ) $(1.3-3.1)
2 l — J :
ol :=="Lq, ) ;MRZ-(09-(0~@UK/r)+6}-(f)-@usj(v)§
d(t) - Rl a](t)"_RZ aZ(t) C(t) - RI C](t)+R2 CZ(t)
' R, +R, ’ ' R, +R,

und ¢, nach (1.1-4.2.1)

% Von einer Temperaturabhéngigkeit der Koeffizienten sei zunéchst abgesehen, um analytisch
geschlossene Losungsausdriicke erhalten zu kénnen; siehe aber Hinweis in Teil B, Kap. 6, Gl.

(6-1); eine Zeitabhiingigkeit @ = @ () ist moglich, jedoch hier wenig sinnvoll.

Dieses Werk ist copyrightgeschitzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
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beim Vollzylinder bzw. Draht mit R; >0, R, > R:

éw-':p.g.R’ fw -'=i-(p4(t) :
: : (1.3-3.2)
wit o1 = K.q,0+a0-040+ 004 (r)
{1}{&"},'""Iiééi{'(ifi_'ziféféj """"""""""""""""
- prismatisch-rechtkantiger Querschnitt
w = peJXY = p;,/d dy,  f0 =L ol
4 1 —
: = ———-3dydy - ..
(0(0 a4, {X y 4y (t) +
. +( ay, (1) Oy, ) 1 ay,- Ok, (t) )'dY T
(@ O (0 4 (- O, (v) dy + ..
HCo- Ol + G- 085, 0 )+
-+ Cy®) Ofsy (V) + Cry(t): Os, () )-dX } (13-4

mit den effektiven Warme- und Strahlungsiibergéingen

(aXI(t)+ Ay, (z))-dy +(OtY1(t)+ ayz(t))-dx
2\dy dy

a) ;=

(G, + Co)-dy +(Cy) + Cr0))-dy

2Jdy dy

und den Volumenquellen ¢, nach (1.1-4.3).

C :=

Hiermit und mit der Dgl. (1.3-1) liegt das in Aussicht gestellte, entspre-
chend vereinfachte Temperaturmodell fiir die verschiedenen Stab- bzw.
Drahtprofile vollstdndig vor. Diese nichtlineare Differentialgleichung lisst
sich mit entsprechender Software rein numerisch l6sen. Unter gewissen
Einschrankungen sind aber auch analytisch-geschlossene Losungen zu
gewinnen, die hier im Vordergrund stehen sollen.

Dieses Werk ist copyrightgeschitzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
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1.4 Analytische Losungen

Auf der Grundlage der N#herungsdifferentialgleichung (1.3-1) konnen
analytische Losungsausdriicke fiir iiber den Band- bzw. Strangquerschnitt
gemittelte Temperaturen hergeleitet werden. Bevor jedoch eine allgemein-
giiltige Losung aufgesucht wird, sollen vorab die Losungen zweier Grenz-
falle — Warmeiibertragung ausschliefllich durch Konvektion und ausschlief3-
lich durch Warmestrahlung - betrachtet werden. Fiir die Anwendung sind
diese folgenden Losungen stets dann vorteilhaft nutzbar, wenn das BIoT-
Kriterium BZ<0,1 ... 0,2 eingehalten wird.

1.4.1 Konvektive Wirmeiibertragung

Bei rein konvektiver Wirmeiibertragung vereinfacht sich Gleichung (1.3-1)
infolge C —>0 zu einer linearen Dgl., deren Losung bekanntlich unter
Verwendung der Methode der Variation der Konstanten (z.B. [ZEI 96, Kap.

1.12.4.5)) mit fi)| __ zu

a@ 4,

T t
 foey fu
g =( 3, +If(r)-e 4 dr J-e 't (1.4-1)
t

A

erhalten wird. Die vorkommenden Integrale sind analytisch geschlossen nur
losbar, wenn die Zeitfunktionen e« (?) und f(t)|c=0 von hinreichend ein-
facher Bauart sind. Andernfalls lassen sich mittels numerischer Integration
immerhin quantitative Ergebnisse erhalten.

Im einfachsten Falle zeitunabhingiger Wairmeiibergangskoeffizienten
a(t)=a =konst. und "Storfunktionen" f(¢)= f =konst. sowie mit der

Anfangstemperatur g(tA )= IZ ergibt sich nach kurzer Zwischenrechnung;:

= e~ Ay
) =3 -e (! w—rf-%{]—e w (! Q));

Der Beharrungszustand wird nach hinreichend langer Zeit mit
— — 4

erreicht.

Dieses Werk ist copyrightgeschitzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
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Damit liasst sich Gl. (1.4-2) als explizite Losungsformel in der bekannten
Form

-5 +(3 -5 )(1-¢ @)

1.4-3.2
3, +(5, -8, )c =7 o
=3, +(%, -9 )e

: : : T .. ..
oder, unter Verwendung einer Zeitkonstante 7 .'=E§, in impliziter und

dimensionsloser Form

m1= (_%/1910) _ Tl (1.4-3.3)
im Temperaturintervall g(t) e( IZ goo ) angeben.

~(3/3.) _1-(3/3)
1-(%9/5,) 1-(3,/%)
lineare, konvektive Randbedingungen abgeleitete Losungen (1.4-3.2) bzw.

(1.4-3.3) gegeniiber der Erwérmung '§A <91 <9, wie der Abkiihlung

verhalten sich fiir

Infolge der Identitit

‘§A > 9(1) > goo vollig symmetrisch.
Die dimensionslosen Temperaturverhéltnisse in Abhéngigkeit der dimen-

sonslosen Zeit (l‘—fA)/ T. zeigen deshalb gleichermafien fiir Erwidrmung

OS( §A / ,§OO )S( () / 9, )S] wie fiir Abkiihlung das gleiche Verhalten,

was Bild 1 noch einmal veranschaulicht.

Nach Konkretisierung auf das ebene, das zylindersymmetrische oder das
Rechtkantprofil durch Einsetzen von (1.3-2), (1.3-3) oder (1.3-4) in GL
(1.4-3.1) sowie mit einem Anfangszeitpunkt ¢, =0, werden mit Gl. (1.4-
3.2) im Wesentlichen — hier allerdings zusétzlich unter Beriicksichtigung
von Volumenquellen ¢, - bereits bekannte Naherungslosungen fiir die
querschnittsbezogen mittleren Temperaturen erhalten’.

" Vgl. 2.B [HEI 51, Kap. VIII, 1.a)], [VDI 13, Ec 9] oder [STE 87, (6.5-5)].
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aqallqpn

1 .
10?7 2 & 6 810" 2 4 6 810° 2 4 6 810

J

Bild 1: Temperaturverhéltnisse bei Warmeiibertragung durch
Konvektion

Diese sind wie folgt gegeben:
- ebener Querschnitt mit a zé(a] +a,) und sofern B = %-d <</
zutrifft:
2 _2a 4
) ~ 4 +(2’& Z 05_-,%Kj -9 + Zi_-qV)-(z—e ped ) (1.4-3.4)
=1

a
J

- zylindersymmetrischer Querschnitt

Ra,+R,a,

R TR, und sofern

fiir Hohlzylinder bzw. Rohr mit o =

B =%.(Ry~R))<<1 gilt:

(1.4-3.5)

Dieses Werk ist copyrightgeschitzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
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sowie mit R; — 0 fiir Vollzylinder bzw. Draht und sofern

Be = %R << 1 gilt:

g(t)z.%+(‘9UK— +q)(] e

was mit einer auf anderem Wege gefundenen Niherungsformel [MUL 98,
(A23.2.9-5.3) bzw. (A2.3.2.9-8.2)] erwartungsgemifl iibereinstimmt.
AuBlerdem wird aus der Hohlzylinderlosung (1.4-3.5) nicht nur fiir R, — 0
die des Vollzylinders (1.4-3.6), sondern fiir R, >, R, =R; +d auch die
des ebenen Falls (ausgedehnte Platte bzw. breites Band) (1.4-3.4) folge-
richtig erhalten.

PcR ) : (1.4-3.6)

Auf derselben Grundlage lassen sich Losungen fiir weitere Querschnitte
bzw. Profile herleiten. Hier sei noch eine entsprechende Loésung fiir den
prismatisch-rechtkantigen Fall angegeben:

- prismatisch-rechtkantiger Querschnitt

2
JZ:( UKX d + a 19(/7<Y dX) dXdY

dX dY 2a

(1) ~

)

(1.4-3.7)

der effektive Wiarmeiibergangskoeffizient

a 1 2 . Y 1 2 . X

wird gebildet mit den einzelnen
Y
Wirmeiibergdngen an den vier Seiten und mit den Seitenldngen des

Rechteckprofils dy , dy .

Im einfachsten Falle eines Stabes mit quadratischem Querschnitt, d.h.
dy=dy=d , sowie unter allseitig vollsymmetrischen Randbedingungen

SUKXI: BUKXZ HUKYI SUKY2 =%k und ay, =a,, =a, =a, =a gewinnt
man aus (1.4-3.7) speziell:
( __da. j
Q d pcd
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Diese Losung ist mit der betreffenden Losung des Rundstabes bzw. Drahtes
identisch, wenn unter d statt der Seitenlinge des Quadrats der Durch-
messer verstanden wird. Damit verhilt sich ein Vierkantdraht quadra-
tischen Querschnitts unter wirmetechnisch diinnwandigen Verhiltnissen
und bei voll symmetrischen Randbedingungen thermisch genauso wie ein
entsprechender Runddraht (1.4-3.6). Das jedoch ist folgerichtig, da das
Verhiltnis von Querschnittsfliche zu Umfang (bzw. Volumen zu Ober-
fliche eines Drahtabschnitts) fiir beide Geometrien mit ~d/4 exakt
denselben Wert besitzt und damit das Verhiltnis zwischen dem Wéirme
austauschenden Volumen und seiner Wirme iibertragenden Oberfliche
unverdndert bleibt. Weiter gilt ganz analog, dass auch Drihte/Stéibe mit
anderweitig profilierten Querschnitten dasselbe zeitabhingige Temperatur-
verhalten aufweisen, solange deren Verhiltnis von Volumen zu Oberfliche
bzw. Querschitt zu Umfang unverdndert bleibt.

In diesem Sinne lésst sich die Gleichung (1.4-3.8) noch verallgemeinern,
indem das Verhiltnis von Umfang zu Querschnittsfliiche U/A4 bzw. von
Mantelfléiche des profilierten Stranges zum davon umschlossenen Volumen
A, /v eingefiihrt wird:

: v
Mit der Zeitkonstante :T = U o A (1.4-3.9a)

erhélt man die Losung in der Form

t
9@) =9, +(,9UK -8, + T-%]-(]—e T) : (1.4-3.9b)

Damit lassen sich Aufwidrm- und Abkiihlvorgéinge von Profilen mit
beliebigen Quotienten aus Oberfliche zu Volumen berechnen, solange es
das Kriterium wirmetechnisch diinnwandiger Verhéltnisse erlaubt und
solange die Umgebungstemperatur iiber die gesamte wirmeiibertragende
Oberfléche gleich bleibt. Es handelt sich bei der Losung (1.4-3.9) um eine
gegeniiber [BAE 10, Kap. 2.3.5.2] erweiterte Losung, insofern sie auch
innere Quellen/Senken ¢, = const. zu beriicksichtigen gestattet.

Treten - wiederum bei einheitlicher Umgebungstemperatur - an der Koérper-
bzw. Mantelfliche A4,, , zusammengesetzt aus k& Mantel-Teilfldichen AMj ,
lokal unterschiedliche Warmeiibergangsbedingungen auf, so ist in (1.4-3.9)

der Warmeiibergangskoeffizient a durch das gewichtete Mittel der einzel-
nen k Oberflichen- und Wirmeiibergangsanteile zu ersetzen:
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k
- a;-Ay.
a = Z]_I L/ mit 4, = ‘ 4, . (1.4—3.10)

Ay j=1 M

Wie sich iibrigens an Hand von (1.3-1) mit (1.3-3.2) und (1.3-4) leicht
zeigen lisst, trifft die Aussage, dass sich runde und quadratische Quer-
schnitte unter wirmetechnisch diinnwandigen Verhéltnissen, wenn deren
Durchmesser und Kantenldngen iibereinstimmen, vollig gleichwertig ver-
halten, nicht nur fiir konvektive Wiarmeiibergéinge zu, sondern genauso fiir
Wirmeiibertragung infolge Strahlungsaustauschs, d.h. diese beiden Geo-
metrien erweisen sich fiir d, =d, auch invariant gegeniiber der Art des
Wirmeiibergangs. Durch Induktion folgt schliellich, dass diese Aussage
verallgemeinert fiir alle Stidbe mit Querschnitten zutrifft, deren Verhéiltnis
aus Volumen zu Oberfliche bzw. Querschnitt zu Umfang unverindert
bleibt. Diese allgemeine Aussage folgt auch aus einer entsprechenden
Betrachtung zum Energieaustausch bzw. der Energiebilanzen.

1.4.2 Wirmeiibertragung durch Wirmestrahlung

Wenn der konvektive Wirmeiibertragungsanteil gegeniiber dem der Strah-
lung vernachléssigt werden kann (o — 0), ist Gleichung (1.3-1) wieder
nichtlinear und muss auf anderem Wege gelost werden. Eine Losung ist
noch relativ einfach dann herzustellen, wenn der Strahlungsaustausch-
koeffizient und die "Storfunktion" als von der Zeit unabhingig betrachtet
werden konnen, d.h., wenn die Grolen C(t)=C =konst. und

f(t) = f =konst. bzw. wenn @(t)=@ = konst. gilt. Ausgehend von Dgl.
(1.3-1) gelangt man durch Trennung der Variablen unmittelbar zu

ot t
1 10
¥ el
g 7 t,

bzw. U = 5(1‘—114) . (14—4)

& C

Die Losung fiir das Integral linker Hand kann einer Integral-Formel-
sammlung entnommen werden, z.B. [ZEI 96, Kap. 0.9.5; Nr. 91], was auf
die Gleichung
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@:
; p+3iC-0 {c-o & o’ -C
nt— = = : (t-1t, )

+ 2-arctan
go—f/E-@ Q@ o

(1.4-5.1)

2|

bzw. unter Benutzung der Beharrungs- oder Ausgleichstemperatur

N — ¢ .
O, =0t >»0)=—— mit = 1.4-5.2
o = Ot > ) 7c P=0 ( )
sowie duﬁrﬁqhﬁ épﬁsﬁeﬁtﬁzgpﬁ 7eiiiner Zeitkonstante
T 7 (1.4-5.3)
Ay = —————. e i
: 4. C.@oo3 :
auf die Gleichung
(1-2).(1+9Y -6,
) o 3 t—t,
In = = —+2-arctan T (1.4-5.4)
(1-99).(1+01) 1+ &9 I
O, o, o

fiithrt®. Die Spezialisierung auf das ebene, das zylindersymmetrische oder
das Rechtkantprofil kann mit (1.3-2), (1.3-3) oder (1.3-4) vorgenommen
werden.

Im Gegensatz zu gewohnten Darstellungen, in denen die Temperatur
explizit gestellt werden kann, z.B. (1.4-1), (1.4-2), weist Losung (1.4-5.4)
eine beziiglich @(t) implizite Form auf. Mit effizienten numerischen
Algorithmen (Solver), iiber die heute bereits komfortablere Taschenrechner
verfiigen, lassen sich jedoch mit dieser Formel miihelos Temperaturen @
in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ berechnen.

Als besonders anwenderfreundlich erweist sich die Losung naturgeméf
dann, wenn umgekehrt gefragt wird, nach welcher Zeit ¢ eine bestimmte
Temperatur @ € (6@, @ ) erreicht ist.

Es ist zu erkennen, dass Gleichung (1.4-5.4) - analog Gl. (1.4-3.3) - von den
drei dimensionslosen Parametern @; / Oy @(t)/ @, und (t-1, )/ Ty ab-

hingt. Das ermoglicht wiederum eine bequeme graphische Darstellung
sowohl im Erwérmungsfall 0 S( 2) / o, )S( é(t)/ o, )S 1 (Bild 2a)

® Eine entsprechende, allerdings nur fiir a, =0 und @A = (0 sowie auf anderem Wege

hergeleitete Losung findet sich in [BAN 66, S.339-344] oder &hnlich auch in [STE 87, (6.3-7)].
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Bild 2a: Erwidrmung bei Wirmeiibertragung durch Warmestrahlung

als auch bei Abkithlung 0<(@, /6, )<(@,/61))<1 (Bild 2b).

1
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Bild 2b: Abkiihlung bei Wérmeiibertragung durch Wirmestrahlung

Die mit fortschreitender Zeit t, » t— oo erfolgende Temperaturdnderung
@:1 > O(t) > O, weist beziiglich Erwiéirmung und Abkiithlung Asymmetrie
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auf. Insbesondere geht Erwirmung wesentlich rascher vonstatten als Ab-
kiithlung. Diese Erscheinung wird durch die Nichtlinearitit der Randbe-
dingung(en) hervorgerufen’.

1.4.3 Wirmeiibertragung durch Konvektion und Warmestrahlung

Eine geschlossene Losungsgleichung, die Konvektion und Wiarmestrahlung
gleichzeitig beriicksichtigt, scheint im Fachschrifttum erstmals bei
IMUL 98, Kap. A2.5.5.2.5.1] angegeben worden zu sein. Deren Herleitung
sei hier wiederholt. Auflerdem kann zur Temperaturberechnung diinn-
wandigen Wéarmgutes noch eine numerisch-iterativ anzuwendende Formel
gefunden werden, was im Anschluss daran dargestellt wird.

1.4.3.1 Geschlossene Losungsgleichung

Sind sowohl Konvektion als auch Warmestrahlung an der Warmetiber-
tragung wesentlich beteiligt, so sind prinzipielle Vereinfachungen an
Gleichung (1.3-1), wie sie in den beiden vorangegangenen Abschnitten
vorgenommen wurden, nicht mehr zuléssig und es muss versucht werden,
eine Losung des allgemeineren Problems zu finden. Allerdings werde
vereinfachend wieder davon ausgegangen, dass die Koeffizienten und auch
die "Storfunktion" zeitunabhingig sind, d.h., es soll ()=« =konst.,
C(t)=C=konst. und f(t)= f =konst. bzw. @(t)= ¢ = konst. gelten'’.

Damit ldsst sich Gleichung (1.3-1) durch Trennung der Variablen in die
Form

20,
j - %(t—ﬁ) (1.4-6)
9

407_ _ @
C o’ C@

iiberfiithren.

? Beachte Ty =Ty(@,) und vgl. [MUL 98, Anhang B: Zu Kapitel A2.3.3.2.2

» Wirmetbertragung durch Wirmestrahlung |

10" Der Losungsweg fiir variable Koeffizienten und "Stoérfunktion" wird in [KAM 61, C 1.55]

skizziert.
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Eine Losungsmoglichkeit fiir diese Gleichung besteht in deren numerischer
Integration. Ist man jedoch an einem symbolischen Ergebnis interessiert,
so kann zunichst eine Partialbruchzerlegung des Integranden geméf

_ 4 B
1 _ J (1.4-6.1)
4 a 4 — X=X

Vorgenommen Werden Die Integation ergibt

—X;
ZB - x’ ~ %-(t—ﬁ) : (1.4-6.2)
O - J

wobei die Koeffizienten B; durch
By = [ (x; —x;)(x3 = x; )(x, —x,)]_l
[y =% )3 =%, )(xg =%, )]
By = [0 —x3 (e =3 )y = x5 )]
() — x4 )(%5 — x4 )(X3 — Xy )]_I

festgelegt sind. Die Wurzeln x; bis x, als Nullstellen des Nenners des

(1.4-6.3)

Integranden werden aus der Gleichung 4. Grades

4

4, x »

bestimmt. Die linke Gleichungsseite ldsst sich als Produkt zweier

quadratischer Gleichungen darstellen

{xz—i- Y -x+§-(yl —ﬁ)}-[x2—\/z.x+§.(y] +—C'?/Z )} =0,

(1.4-6.5)
wobei y; als einzige reelle Wurzel der kubischen Resolvente
Vel (&) = (1.4-6.6)
2y, = g/\/BJri.(%)Z _3/\/5_5.(%)2
mit D:= (5 (,, " ](“) (1.4-6.7)
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erhalten wird. Die Wurzeln x; bis x, ergeben sich als Losungen der beiden
quadratischen Gleichungen (1.4-6.5) zu

;
*1,2 =§(—@i«/%'ﬁ—% ):é'(_\/;i\/}\ﬁ‘%ﬂ’f _yz)
3,4 :%( Vi ii\[fa'ﬁwl):é(\/zii'\/z'\ﬁ'gJ“y]Z MY )
(

1.4-6.8)

die jeweils zweite Form der Losung wurde durch Umformung mit der

Gleichung (1.4-6.6) erhalten und ist numerisch unmittelbar anwendbar
auch im Falle vernachlidssigbarer Konvektion, das heiflt fir o —>0.
Einsetzen der Wurzeln (1.4-6.8) in die Losungsgleichung (1.4-6.2) fiihrt
infolge der konjugiert komplexen Wurzeln x;, zunéchst auf komplex-
wertige Terme, die durch geeignete Umformungen jedoch beseitigt werden
konnen.

Durch Vergleich der Dgl. (1.3-1) mit Gl. (1.4-6.4) ist zu erkennen, dass
speziell die Temperatur des Beharrungszustandes @,  wegen
O'(t > ©)— 0 unmittelbar aus der Gleichung (1.4-6.4) als eine der vier
Wurzeln x; bis x, gemif (1.4-6.8) zu erhalten ist. Wihrend die komplexen
Wurzeln x;, von vornherein als Losungen ausscheiden, ergibt eine
Uberpriifung von x; ; anhand Gl (1.4-6.2), dass die Temperatur des
Beharrungszustandes durch x; entsprechend @t — ) = Oy, =X, gegeben
ist.

Mit den Abkiirzungen

4 ~ 4
=42 und o= [1+L = [1+4-2 (1.4-7.1)

2 2

¢ Y -y,

ldsst sich die Temperatur des Beharrungszustandes auch durch

0, =1 (V20-1-1)fy (1.4-7.2)

ausdriicken.

Ahnlich wie bei Ergebnisgleichung (1.4-5.4) kann eine dimensionslose Form
der Losung hergestellt werden.
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Zunéchst ldsst sich unter Verwendung der Abkiirzung (1.4-7.1) die Wurzel
x, als ein gebrochen Vielfaches der Wurzel x; bzw. der Beharrungs-
temperatur

L1201 1+\po-1
27 I-o-1 1 —fo-1

schreiben. Mit Einfiihrung einer Zeitkonstante

(1.4-7.3)

(1.4-7.4)

wird schliellich die Losung in dimensionsloser Form erhalten:

(57

D+ ]

1+\/2D -

! @()

1—\2D~

EY

-+
@() 1+20-1 @&

(i- )(,_Vm A)
2@—1.ln(1+%?'(]_‘/2¢_1))+”2@ (@ - 3B =] |
¢+ (]+(;%-(1—\/E))2+1+2@ (@”)VZ(D*

@(t)_ («/2@—1 1) JI+ 2@
-arctan
1+2<P+(1+@()(1—\/2@—1))(1+

( 120 1))
‘- 4

T
(1.4-7.5)

Speziell bei vernachlissigharem Konvektionsanteil, d.h., fir ¢ —>0 und
damit infolge (1.4-6.7) fiir y, =0, geht Losung (1.4-7.5) in die entspre-
chende weiter vorn angegebene Losung (1.4-5.4) iiber, wihrend umgekehrt
fiir verschwindenden Strahlungsanteil C — 0 wieder Losung (1.4-3.3) gilt.

Die Spezialisierung auf das ebene, das zylindersymmetrische oder das
Rechtkantprofil kann mit (1.3-2), (1.3-3) oder (1.3-4), natiirlich nur fiir
zeitunabhéngige Verhiltnisse bzw. Zeitmittelwerte der Variablen, vorge-
nommen werden.
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Diese Losungsgleichung besitzt neben den drei Parametern, die bereits
Losung (1.4-5.4) aufweist, mit @ einen weiteren, einen vierten dimensions-
losen Parameter. Deshalb ist eine bildliche Darstellung hier so nicht
moglich. Wie jedoch bereits fiir Losung (1.4-5.4) ausgefiihrt, bereitet auch
die Temperaturberechnung mit der Losung (1.4-7.5) prinzipiell dann keine
Probleme, wenn der Taschenrechner oder die Mathematiksoftware, wie z.B.
MathCad oder Mathematica, iiber einen ,Solver“-Algorithmus verfiigt.
Umgekehrt eignet sich Losung (1.4-7.5) besonders gut zur Beantwortung
der Frage, nach welcher Zeitspanne unter vorliegenden Wéirmeiibertra-
gungsverhéltnissen eine vorgegebene Temperatur tatsédchlich erreicht wird.

Neben Wirmeiibertragung durch Konvektion und Strahlung lassen sich mit
der Gleichung (1.4-7.5) auch Warmequellen q, solange sie als homogen

und - in Zeitintervallen - als unverdnderlich anzusehen sind, entsprechend
(1-4) in Abhéngigkeit vom Stab-, Band- bzw. Drahtquerschnitt geméf (1.3-
2), (1.3-3) oder (1.3-4) zusétzlich beriicksichtigen''.

1.4.3.2 Losungsverfahren fiir iterative Berechnung

Zur Herleitung eines Losungsverfahrens unter Verwendung eines Formel-
ausdrucks von der Bauart (1.4-3.2), bei dem neben Wérmeiibertragung
durch Konvektion (@ >0 ) nunmehr auch Warmestrahlung (C >0 ) gemé8
der Randbedingungen (1.3-2), (1.3-3) oder (1.3-4) zu berticksichtigen ist,
darf davon ausgegangen werden, dass Wirmeiibertragungen durch Kon-
vektion und Strahlung voneinander unabhéingig sind und sich gegenseitig
nicht beeinflussen [VDI 13, A-2.3.5]. Das erlaubt, ersatzweise einen wirk-
samen bzw. effektiven Wirmeiibergangskoeffizienten « einzufiihren durch

additive Uberlagerung eines Konvektionsanteils & und eines Strahlungs-
anteils «, :
a = + aS . (14_8)

' Auf den Pocket-PC HP28 und HP48/HP50 beansprucht eine Berechnung oft nur einige

bis wenige zehn Sekunden. Die numerische Auswertung der Gleichungen (1.4-6.7), (1.4-6.8)
zur Berechnung von y;, x; und x, kann in bestimmten Parameterbereichen durch Stellen-
ausloschung zu ungenauen Ergebnissen fithren. Es ist deshalb vorteilhaft, diese Ergebnisse auf
der Grundlage der Ausgangsgleichungen (1.4-6.6) und (1.4-6.4) iterativ (bzw. mit Solver)
nachzubessern.
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Der explizit nicht vorgebbare Strahlungsanteil o kann z.B. im Falle von

Band, Rohr, Draht oder Rechtkantprofil formal erhalten werden durch
Vergleich entsprechender vollstdndiger Randbedingung (1.2-1), (1.2-2) oder
(1.2-3) mit der exakt selben Randbedingung fiir speziell C=0und «
entsprechend Gl. (1.4-8), also durch Gleichsetzung mit einer linearen
Randbedingung, wie sie Losungen der Art (1.4-1) bzw. (1.4-3.2) zugrunde
liegt. Da sich die beiden (links und rechts vom Gleichheitszeichen
stehenden) rein konvektiven Terme o (4x —Sama(?)) autheben, verbleiben
zur Ermittlung von « die Gleichungen:

- soreites “ Band/dinne Platte:

ag (G- 91 X)) = G:(Q 0%/ X, 1) (1.4-9.1)
- dinnwandiger Hohlzylinder/Rohr:

aSj-(gUKj—y(Rj,z)) = g-(@(j’sj - 0'(R,.1)) (1.4-9.2.1)
- Draht/dinner Stab:

ag- (- 9R 1Y) =C-(0,8 -0R 1) . (1.4-9.2.2)
- Rechtkantprofil.

Ofs)g-(%g)g—tﬁl((—l)i)(, t) = CXJ.-(@(j’SXj— of(c1x,t)  (1.4-93.1)
Ofsﬁ-(SyK@—%(—lﬂ-K t)) = CYJ'(QI;SG_ of(cyt))  (1.49.3.2)

Damit wird bei ,geeigneter Wahl® von «a¢ die allgemeingiiltigere, nicht-

lineare ,Strahlungsrandbedingung® auf eine lineare ,Konvektionsrandbe-
dingung“ zuriickgefiithrt. Allerdings zeigt sich, dass linke und rechte Seiten
der Gleichungen (1.4-9.1), (1.4-9.2) oder (1.4-9.3) infolge der Moglichkeit,
unterschiedliche Umgebungstemperaturen zugelassen zu haben, zu ver-

schiedenen Zeitpunkten Nullstellen besitzen. Daraus resultiert fiir a, ein

Pol erster Ordnung bei &,,,(") =9, . Dieses Problem ldsst sich an-
scheinend nur vermeiden, wenn man die weiteren Betrachtungen
dahingehend einschrinkt, dass die bisher beibehaltene Unterscheidung
zwischen Umgebungstemperatur beziiglich Konvektion und Umgebungs-
temperatur beziiglich Strahlung fallengelassen und stattdessen verein-

fachend Y =Yg =%, vereinbart wird.
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Werden die Korperrandtemperaturen im Hinblick auf den Néaherungs-
charakter und die Einfachheit der angestrebten Losung durch eine nicht
nur iiber den Strangquerschnitt, sondern zusétzlich iiber einen gewissen
Zeitbereich gemittelte Temperatur

|~

g=1. J’§(r)-dr (1.4-10)
(49
ersetzt, so folgt mit (1.4-8) aus (1.4-9.1), (1.4-9.2) oder (1.4-9.3) fiir den

Strahlungsanteil an der Wirmeiibertragung;:

D

sbreites “ Band/dinne Platte (Ober- und Unterseite):
=4

of -6 s Bk

_ j _ @) )

aSj = Cj-—:=Cj-@Uj E (@—) : (1.4-11.1)
.9@— 9 k=0 Uj

dinnwandiger Hohlzylinder/Rohr (Innen- und Auflenmantel):
wie (1.4-11.1);

- Draht:
4 =4 3 =~
0, -6 _ 3 o )
a, = C—Y——=C-0]) (@—) : (1.4-11.2)
LgU_ 9 k=0 U
- Rechtkantprofil:
ol - o &y -0
J J J J
'9UXj -9 lgU}; -9

Strahlungsaustauschkoeffizienten und Umgebungstemperaturen werden als
zeitunabhéngig betrachtet.

Die kalorische Temperatur geméf (1.4-10) lisst sich mit (1.4-3.2) fiir ein
Zeitintervall At := t—1¢ integrieren und durch

= L5
lg_lgoo_g't_

mit 9 = %) (1.4-12)

AYa)

QAN

explizit angeben'?.

2 Fir die Berechnung von 8, ist in Gln. (1.3-2), (1.3-3) oder (1.3-4) der Strahlungs-
austauschkoeffizient C jeweils Null zu setzen; er wird allein iiber Gl. (1.4-8) mit (1.4-11)
eingefiihrt.
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Andererseits lisst sich durch Umstellen und Logarithmieren von Gleichung
(1.4-3.2) wie folgt substituieren:

Coimgy ) = A siehe (1.4-3.3), (1.4-13)
g, -39
so dass sich statt (1.4-12) auch
= == = )
9 =9 —(9-9 )In [=—2 1.4-14
= (5-8,)-In (=) (1.4-14)

schreiben lisst'®. Diese Gleichung enthilt wegen (1.4-3.1) mit (1.4-8)
indirekt weiterhin den unbekannten Strahlungsanteil o, und umgekehrt

enthélt (1.4-11) das erst noch zu berechnende kalorische Temperaturmittel

9 , so dass eine explizite Losungsformel nicht angegeben werden kann.

Dagegen gelingt die Berechnung auf numerisch-iterativem Wege. Begin-
nend mit einem N#iherungs-Startwert fiir den Warmeiibergangskoeffizien-

). _ 0)
ten o =0y tag

z.B. ago) :=4C -@U3 oder haufig noch besser agw entsprechend (1.4-11.1)
bzw. (1.4-11.2) mit (1.4-14) fir 8¥ ~2L.(9,+3 ), 9 ~ 9, verwendet

werden kann, werden zyklisch die Temperaturen (1.4-3.1), (1.4-3.2) und

(1.4-14) berechnet, um damit gem#f (1.4-11.1) bzw. (1.4-11.2) jeweils
v)
S

, wobei fiir den Strahlungsanteil als Anfangsnidherung

verbesserte Ausgangswerte o’ fiir den Strahlungsanteil zu erhalten.

Das Iterationsverfahren kann beendet werden, wenn eine gewdiinschte
Rechengenauigkeit - je nach Interessenlage - fiir den Wirmeiibergangs-

koeffizienten a bzw. oy , die kalorische Temperatur 9 oder aber die wohl
vorwiegend interessierende mittlere Temperatur & erreicht ist. Auf einen
theoretisch gefiihrten Konvergenznachweis kann hier verzichtet werden, da
das Verfahren numerisch sehr gut konvergiert und Ergebnisse liefert, die
denen geschlossener Formeln, z.B. (1.4-7.5), kaum an Genauigkeit noch an
Geschwindigkeit der Berechnung nachstehen.

> Es gilt speziell §(t=§1) = lim 9 = §A .
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1.4.4 Temperatur- oder zeitabhingige Einflussgrofien

Die Beriicksichtigung temperaturabhéngiger Stoffwerte kann ndherungs-
weise auf numerisch-iterativem Wege erfolgen. Je nach Anforderungen an
Genauigkeit und Rechenzeit wird die Temperaturberechnung in mehr oder
weniger groflen Zeitabschnitten vorgenommen, wobei die Endtemperatur
eines gerade berechneten i -ten Zeitabschnittes unmittelbar als Ausgangs-
temperatur des Folgeabschnittes i+ iibernommen wird. Als Argument
fiir die Temperaturabhingigkeit, z.B. der spezifischen Wirmekapazitiit,
kann die fiir den betreffenden i-ten Zeitabschnitt geltende Mittel-

~

temperatur &, gemif (1.4-14) oder nidherungsweise auch die linear

gemittelte Temperatur é( ‘21 + 3 )(i ) verwendet werden.

Diese Beriicksichtigung temperaturabhingiger Stoffwerte lisst sich in das
im vorangegangenen Kapitel 1.4.3.2 angegebene Iterationsverfahren un-
mittelbar einbinden. Analog kann aber auch bei der Temperaturberech-
nung mit den Formeln (1.4-5.4) oder universeller mit (1.4-7.5) verfahren
werden.

Auf die gleiche Weise lassen sich dann auch Zeit- oder Temperatur-
abhingigkeiten weiterer Einflussgroflen, wie sie durch Quellterm q,
Wirmeiibergangs- und Strahlungsaustauschkoeffizient « und C sowie
Umgebungstemperaturen G 8 gegeben sein konnen, in guter Nihe-

Us
rung berticksichtigen.
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Die atomare und kontinuumsmechanische Beschreibung spezieller Diffu-
sionsmechanismen, wie sie in Festkorpern bei der Leerstellen-, Zwischen-
gitter-, Korngrenzen- oder Oberflichendiffusion fiir konstante, orts- oder
auch konzentrationsabhéingige Diffusionskoeffizienten und thermodynami-
sche Triebkrifte einzeln oder parallel in Erscheinung treten, lifit das
komplexe Wechselspiel zwischen Werkstoffreaktion und Werkstoffeigen-
schaften erkennen. Diffusionsvorgéinge besitzen dariiberhinaus stets auch
eine starke Temperaturabhingigkeit. Die Beriicksichtigung dieser Tempe-
raturabhéingigkeit unter isothermen Bedingungen bereitet keinerlei zusétz-
liche mathematische Schwierigkeiten. Das #ndert sich jedoch unter aniso-
thermen Bedingungen. Ist die Temperatur z.B eine zeitabhingige Prozess-
funktion, was bei technischen Warmebehandlungsabldufen i.allg. stets der
Fall ist, so ist dann die instationéire Diffusionsgleichung fiir zeitabhéngigen
Diffusionskoeffizienten zu losen.

Stellvertretend fiir Diffusionsablédufe, wie sie in polykristallinen Festkorpern
stattfinden, wurden in [MUL 98, Kap. 3.3.1.1] Diffusionsaufgaben zu drei
Korpergeometrien betrachtet (sieche auch Anhang). Gegeniiber Realverhilt-
nissen stédrker abstrahierend, waren die in einer Kristallmatrix eingebette-
ten Teilchen als platten- bzw. lamellenférmig, zylinder- bzw. faserféormig
oder kugelférmig bzw. globulitisch angenommen worden. Dabei wurde
insbesondere der Frage nachgegangen, welche Zeitabhingigkeiten diese
Modellpartikel unter idealisierten Diffusionsbedingungen aufweisen und
welche Verallgemeinerungen ggf. erlaubt sind. Dabei hat sich heraus-
gestellt, dass bei zeitabhingigem Diffusionskoeffizienten D= D) das
Diffusionsgeschehen generell durch eine Zeitabhingigkeit der Form

t
J. D(7)-dr gesteuert wird", also nicht momentanen sondern kumulativen
0

Charakter besitzt. Dieses Ergebnis erscheint im Nachhinein logisch und ist
sehr befriedigend, indem es stets den bis zum Zeitpunkt ¢ vorangegangenen
Diffusionsverlauf berticksichtigt.

14 Abgesehen von einem Faktor, der den Kehrwert des Quadrates einer charakteristischen

Korperabmessung enthélt; vgl. [MUL 98, (8.3.1.1-15.2), (8.8.1.1-20.2 bzw. 30.2) und
(8.8.1.1-23.2 bzw. 45.2)]
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2.1 Diffusionstechnisch diinnwandiges Modell

Dieses zunéchst fiir ortsabhéingige bzw. dickwandige Diffusionsverhéltnisse
hergeleitete Resultat ist wichtig fiir alle folgenden Betrachtungen, die sich
auf instationire und insbesondere anisotherme Verhiltnisse zur Reaktions-
kinetik beziehen. Deshalb werden diese Betrachtungen hier - analog der
Situation bei wirmetechnisch diinwandigen Verhéltnissen - als diffusions-
technisch diinnwandig behandelt, indem vereinfachend lediglich die Kon-
zentrationsmittelwerte iiber den Partikelquerschnitt betrachtet werden.
Damit ergeben sich fiir alle drei Modellpartikel aus den betreffenden
partiellen Differentialgleichungen durch lokale Mittelung (analog Kap. 1.1)
sowie unter Verwendung der jeweiligen Randbedingungen [MUL 98, Kap.
3.8.1.1] (analog dem Vorgehen in Kap. 1.2) gewdhnliche lineare und
inhomogene Differentialgleichungen 1. Ordnung der Gestalt

crgt)c)=r1 , (2.1-1)
(analog der Dgl. (1.3-1) fiir C=0)

deren Losung bekanntlich durch
! t
[ g)dr 1 -[ g¢)-d¢

ci)=75 e’ +If(f) e dr (2.1-2)
0

gegeben ist; die beiden Zeitfunktionen g(t):=k-D() und

f(t):=D()-#(t)+ @) enthalten neben dem Diffusionskoeffizienten die
Einfliisse an den jeweiligen Korperrdndern, zusammengefasst in dem neuen
Koeffizienten k& = £onst. und einer Randfunktion #(z), sowie das lokale
Mittel ggf. vorhandener Quellen @(?) . Dieses Resultat ldsst sich natiirlich
auch einzeln fiir die betrachteten Geometrien durch lokale Mittelung

L
e fiir die Platte bzw. Lamelle ¢, ()= 1/L - jo c(tx) dx ,
R
e fiir den Stab bzw. die Faser ¢ (?) = Z/RZ-IO r-c(tr)dr und

R
o fiir die Kugel bzw. globulit. Partikel ¢ (?) = 3/R3-I0 r2-c(t,r) dr

mit den jeweiligen Losungen aus [MUL 98]" gewinnen.

% Ausgabe 1998: Gin. (3.8.1.1-15), (3.8.1.1-20) bzw. (5.5.1.1-23)
Nachdruck 2014: Gin. (5.3.1.1-15), (3.5.1.1-30) bzw. (3.3.1.1-45)
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Speziell fiir # =@ =0 gilt dann insbesondere:

cw) =c -e XL (2.1-4.1)
bzw. @ X = 1-e *40 (2.1-4.2)
‘A
t
mit [(t):jop(r)-dr , (2.1-4.3)

wobei der umgesetzte Anteil X infolge Normierung mit der Anfangs-
konzentration ¢, auf das Intervall 0 < X <] abgebildet wird.

Diese Form der Losung repriisentiert einen reaktionskinetischen Ansatz,
der einem urspriinglich fiir isotherme Verhiltnisse formulierten AVRAMI-
Ansatz mit D(t) = konst. entspricht (abgesehen vom AVRAMFFExponenten,
der hier den — und deshalb nicht sichtbaren - Wert 1 hat.)

Damit gilt erwartungsgem#fl auch unter ,diffusionstechnisch diinnwan-
digen Bedingungen®, dass zumindest die betrachteten Modellpartikel
insgesamt ein Zeitverhalten des Diffusionsgeschehens aufweisen, das ganz
entscheidend, wenn nicht ausschliellich von der Funktion Z(#) abhingt -
zumindest solange die Umgebungskonzentration nicht deutlich zeitab-
hingig wird und solange Quellen/Senken fehlen.

Das ist eine wichtige Aussage insofern, als in realen polykristallinen Werk-
stoffen derartige strukturelle Bestandteile, wie z.B. Zementitlamellen,
Sphérographit, Korngrenzen, Ausscheidungen u.i., iiblicherweise statis-
tisch verteilt stets vorhanden sind. Damit nehmen diese Partikel am realen
Diffusionsgeschehen, die sich hinsichtlich Art (Diffusionskoeffizient) und
Form (lamellar, faserformig, spharoidisch, prismatisch) voneinander unter-
scheiden werden, gleichzeitig teil. Diese Partikel werden, zumindest zeit-
weise, unabhingig nebeneinander existieren oder zueinander in ,Kon-
kurrenz “ geraten.

Es ist damit zu erwarten, dass alle wesentlich diffusionsgesteuerten Eigen-
schaftsinderungen eine Zeitabhingigkeit der Form Z(#) aufweisen, die also
direkt und nahezu ausschlieSlich vom Diffusionskoeffizienten abhéingt.

Allerdings ist der Diffusionskoeffizient urspriinglich nicht eine zeitab-
hingige, sondern eine orts-, konzentrations- und vor allem temperatur-
abhéngige Grofle. Seine Temperaturabhéingigkeit kann z.B., wie allgemein
iiblich, durch einen ARRHENIUS-Ansatz
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—Q
D=D, - e®® (2.1-5a)

oder - unter der empirisch gestiitzten Annahme, dass grundsiitzlich erst
oberhalb einer Mindest-Energie- bzw. -Temperaturschwelle Platzwechsel-
vorgéinge iiberhaupt ablaufen kénnen - in modifizierter Form durch

D={ -0 (2.1-5b)
; D, e (9-%) gy ]9>]93§

ausgedriickt werden, wobei die thermodynamische Temperatur @ /K] auch
als zeitabhingige Prozessfunktion &(t) oder in CELSIUS-Skalierung als 9(2)
beriicksichtigt werden kann; & =8315 [J/(mol-K)] ist die universelle Gas-
konstante, Q bzw.Qp [J/mol] bezeichnen eine Aktivierungsenergie, die

aufzubringen ist, um den atomaren bzw. molekularen Transport bei
gegebenen Temperaturen & oberhalb einer Grenztemperatur $; in Gang
zu setzen und aufrechtzuerhalten, wihrend D, [m’/s] die Empfindlichkeit
der Zeitabhingigkeit beeinflusst; Aktivierungsenergie und Mengenfaktor
werden i. allg. temperaturabhéngig sein.

Der Ansatz (2.1-5b) ist nur eine andere Form von (2.1-5a), wenn Q als
0 =0(@) entsprechend gewihlt bzw. interpretiert wird; siche Anhang. Er
enthilt mit 85 =-273,15°C den origindren ARRHENIUS-Ansatz, bertick-
sichtigt jedoch den empirisch bekannten Umstand, dass gewisse Werk-
stoffreaktionen immer erst dann ablaufen koénnen, wenn eine material-
abhingige Mindesttemperatur bzw. energetische Potentialschwelle iiber-
wunden wird (z.B. bei Rekristallisations- bzw. thermisch aktivierten Ent-
festigungsvorgéingen oder auch bei Umwandlungsreaktionen). Der modifi-
zierte Ansatz (2.1-5b) besitzt die gleiche Charakteristik wie der
ARRHENIUS-Ansatz (2.1-5a), gestattet jedoch dessen Asymptote bei 3= 9z
zu hoheren Temperaturen 95 >—-273,15°C zu verschieben'® und damit den
empirischen Befunden, d.h., der Modellanpassung an experimentelle Ergeb-
nisse, oft besser zu entsprechen.

16 Zur Begriindung der Modifizierung, d.h., zur Begriindung der Einfithrung einer Grenz- bzw.
Bezugstemperatur, siche Anhang oder auch [MUL 94, Kap. 3 bzw. [MUL 98, Kap. 3.5.1.9).
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2.2 Reaktionskinetische Vergleichbarkeit

Werden evtl. nicht ganz unberechtigte Bedenken, dass sich Werkstoff-
reaktionen allein auf der Grundlage von derart stark vereinfachten Diffu-
sionsmodellen {iberhaupt hinreichend brauchbar beschreiben lassen, weiter-
hin zuriickgestellt, so ldsst sich folgern, dass unterschiedlichste Wérmebe-
handlungsprozesse, mit denen auf thermischem Wege zielgerichtete Werk-
stoffbeeinflussung herbeizufiihren ist, unmittelbar iiber Beziehung (2.1-4.2)
miteinander vergleichbar werden.

So wird zum Beispiel ein Werkstoff'” bestimmten Ausgangszustandes, der
Wirmebehandlungen nach zwei unterschiedlichen Temperatur-Zeit-Ver-
ldufen erfihrt, praktisch dennoch gleiche Endeigenschaften aufweisen,
sofern nur die Bedingung

g Y ) -0

J‘e’/‘)'@m dr = I RO 4p (2.2:6.1)

eingehalté}n wird. Diese Bezighung gestattet sowohl den Vergleich praktisch
beliebiger anisothermer Wiarmebehandlungen untereinander als natiirlich
auch den Vergleich von anisothermen und isothermen Bedingungen. Auf
diese Weise lassen sich insbesondere eine Aquivalenztemperatur @; und
eine Aquivalenzzeit t; definieren, die angeben, welche Temperatur und
Zeit unter isothermen Bedingungen einzuhalten sind, damit sich die
gleichen Werkstoffeigenschaften wie im anisothermen Fall einstellen - oder
umgekehrt:
Y t -0
PR - J' e ©OC) 4 (2.2-6.2)
0

)

l;i.

Im einfachsten Falle verhalten sich verschiedene rein isotherme Wirme-
behandlungen genau dann zueinander dquivalent, wenn die Bedingung

-0 -0
7O = 1, O (2.2-6.3)

4

" Sofern er den Modellvoraussetzungen in etwa geniigt, d.h., sofern die Umgebungs-
konzentration in erster Néherung zeitunabhingig ist und Konzentrationsquellen
(bzw. -senken) weitgehend fehlen und sofern diese Verhiltnisse dann auch durch veréinderte
Temperatur-Zeit-Zyklen nicht deutlich gestort werden!
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erfiillt ist — bekannt als Regel von der bedingten Austauschbarkeit von
Temperatur und Zeit, und zwar speziell unter isothermen Bedingungen.
Dabei ist zu beachten, dass sich streng isotherme Verhiltnisse in technisch
realen Wirmebehandlungsprozessen bestenfalls nidherungsweise realisieren
lassen. Diese Problematik und deren Relevanz soll spéter in einem Beispiel
in Kapitel 9 noch niher betrachtet werden.

2.3 Rekristallisation und Kornwachstum

Es ist nicht verwunderlich, dass die diffusionstechnisch diinnwandige Nihe-
rungslosung (2.1-4.2) quasi auf eine A VRAMI-Beziehung gefiihrt hat, gehen
reaktionskinetische Ansitze doch ebenfalls von gewohnlichen Differential-
gleichungen der Form (2.1-1) aus — siche z.B. [MUL 98, Kap. 5.5.1.2]. Als
Ergebnisse iibernehmen wir die auf anisotherme Verhiltnisse erweiterte
AVRAMLL6sung fiir den rekristallisierten Anteil in der Form

)

Xt =1- e (2.3-1.1)
mit der modifizierten Aktivierung
{ 0 solange (7)< Yy
L(t) =J‘ k- ~Oy dr (2.3-1.2)
e T = %) yenn 9(r)> Yy

(AVRAMI-Exponent q , Aktivierungsenergie Q , Vorfaktor k)

sowie eine Wachstumsformel fiir die Korngrofle, ebenfalls in der Erweit-
erung auf anisotherme Verhéltnisse:

D@ =t o+ L) (2.3-2.1)

mit der modifizierten Aktivierung
0 solange (7)< 4,

t
L :J‘ k- -0, dr (2.3-2.2)
0 e B0 =% ) yenn 9(r) >4

und Anfangskorngrofle 2, =2(0) sowie dem Korngrolenexponenten n .

Angemerkt sei, dass sich die Ableitung der Aktivierung nach der Zeit, also
die Aktivierungsgeschwindigkeit
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_Q]

. dI1) R1)-9;)

L) = — 5 = k-e fiir 9t) >3, sonst 0, (2.3-3)
gegeniiber dem Diffusionskoeffizienten der Form (2.1-5b) nur dadurch
unterscheidet, dass letzterer mit D, die Dimension Fldche je Zeiteinheit
besitzt, denn die Diffusion beriicksichtigt ja explizit die Korpergeometrie.

Demgegeniiber gelangten wir auf die Ebene der Reaktionskinetik, indem
durch lokale Mittelwertbildung, wie eingangs des Kapitels 2.1 ausgefiihrt,
vom Geometrieeinfluss abstrahiert wurde. Deshalb repréisentiert der Faktor
k die reziproke Grofle einer Zeitkonstante mit der Dimension FEins je
Zeiteinheit.

Auflerdem ist festzustellen, dass die den Losungen (2.3-1) und (2.3-2)
zugrunde liegenden Dgln. — von #hnlicher Art wie (2.1-1), siche [MUL 98,
(8.8.1.2-1), (8.83.1.2-5)] — weiterhin erfiillt bleiben, wenn die Parameter
k, > k), O, >0, und 8, — 8,1 einzeln oder insgesamt als zeitab-
héngige Groflen gefithrt werden. Das wird z.B. erforderlich, wenn sich
wiahrend der Warmebehandlung am Reaktionsmechanismus und damit am
reaktionskinetischen Verhalten des Werkstoffs etwas deutlich dndert — vgl.
z.B. Kapitel 4, und damit auch dann, wenn eine Temperatur- bzw. Tem-
peratur-Zeit-Abhéingigkeit $(¢) dieser Parameter zu beriicksichtigen ist.

2.4 Reaktionskinetische Modellierung von Werkstoffeigenschaften

Die Modellgleichungen fiir Rekristallisationsgrad und fiir Kornwachstum
gelten zunéichst nur fiir einphasige Werkstoffe. Bei mehrphasigen Werk-
stoffen dagegen ist stets davon auszugehen, dass die thermisch aktivierte,
kumulative Werkstoffreaktion nicht nur von einem, sondern von verschie-
denen, gleichzeitig oder auch zeitlich versetzt wirkenden Reaktionsmecha-
nismen in entsprechender Weise beeinflusst wird. Unter diesen Bedin-
gungen lassen sich diese Modelle erweitern und verallgemeinern, indem bei
m unterschiedlichen Reaktionsmechanismen die betreffenden Aktivie-
rungen j=1, 2, ... m

t 0 fir 9(z) <3,

t
L) ::jjj(t) dt = j k; - -0 dr ; (2.4-1.1)
0 e/?.(,g(f)_gj) fir 9(z) >,
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zur Gesamtreaktion mit den Gewichten 7; anteilig beitragen:

m m
X = Z % X (L)  mit Z y=1. (2.4-1.2)
j=1 j=1

Die gesamte Werkstoffreaktion hingt damit, zumindest solange die m
Reaktionsmechanismen vorwiegend wechselwirkungsfrei ablaufen, von der
gewichtetetn Summe der Einzelreaktionen ab.

Da sich die thermisch aktivierten Entfestigungsvorginge keineswegs nur
auf den Rekristallisationsgrad oder das Kornwachstum, sondern ganz un-
mittelbar und nahezu proportional auf die Werkstoffeigenschaften insge-
samt auswirken, ist zu erwarten, dass sich diese Eigenschaftsinderungen
ganz analog modellieren lassen. Und tatséichlich lassen sich z.B. fiir be-
treffende Entfestigungsergebnisse aus der Werkstoffpriifung, also insbeson-
dere hinsichtlich Spannungs- und Dehnungsgrofien, ganz analoge Modell-
gleichungen aufgestellen [MUL 98, Kap. 3.3.2.2):

- Fir Spannungsgrofien o, z.B. Zugfestigkeit R, oder 0,2-Dehn-
grenze RPM :

I %o
- (t)}

g [
9do;
o(t) =0,y +(O-MAX _GMIN)'Z Yo, 4 ’ (2.4-2)
j=1

- Fiir Dehnungsgroflen &, z.B. Bruchdehnung A oder Bruchein-
schniirung Z:

L (1))
mg _| Y
[%f J
g(t) = Eviv +(8MAX _EMIN)'Z 7/51. \I-e (2'4'3)
=1

Die Aktivierungen I(¢#) nach (2.4-1.1) beriicksichtigen den Temperatur-
Zeit-Verlauf 9(z), dem der Werkstoff wihrend der gesamten Wirme-
behandlung bis zum Zeitpunkt ¢ - i. allg. bis zum Abschrecken bzw. Ein-
frieren des Entfestigungszustandes - ausgesetzt war.

Die Parameter AVRAMFExponent g; [-], Mengenfaktor k; [1/s], Bezugs-

bzw. Grenztemperatur J; [°C], Aktivierungsenergie Q;[J/mol] sowie die
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Parameter fiir die Minima und Maxima der Werkstoffeigenschaften haben
selbstverstindlich jeweils einen konkreten metallphysikalischen Hinter-
grund. Dieser jedoch ldsst sich z.Z. kaum analytisch direkt, explizit und
quantitativ aus atomarer Ebene heraus zuverlissig erschlieflen, so dass
diese Parameter auf der Grundlage von experimentellen Daten, d.h., in
Verbindung mit den aus den Zugpriifversuchen ermittelten Werkstoffpriif-
werten und in Abhéngigkeit der vorangegangenen Wéirmebehandlung,
durch Parameteridentifikation zu berechnen sind; vgl. [MUL 98, Kap. 3.3.2]
und das Beispiel in Kapitel 5.

Zu beachten ist, dass die Aktivierungsgeschwindigkeit I fiir thermisch
aktivierte Entfestigungsvorginge wie Rekristallisation und Kornwachstum
mit dem ARRHENIUS-Ansatz — wie gezeigt mit (2.3-3) bzw. (2.4-1.1) - zu
bilden ist, wihrend fiir Umwandlungs- und Ausscheidungsvorginge besser
ein ARRHENIUS-Produktansatz verwendet wird — siehe Kapitel 3.2.

Die reaktionskinetisch begriindeten Modellgleichungen beriicksichtigen
unterschiedliche, zeitlich und thermisch parallel oder auch versetzt ab-
laufende Entfestigungsmechanismen. Die Widerspiegelung der realen Werk-
stoffentfestigung erfolgt durch Superposition elementarer Reaktionsmecha-
nismen vom sigmoidalen Typ, etwa vergleichbar dem Zusammensetzen
einer komplexen Schwingungsform aus verschiedenen Grundschwingungen
entsprechend einer FOURIERschen Synthese. Eine elementare Vorstellung
kann das schematische Beispiel geben:

Resultierende

—_—

Ausscheidungs-
bildung

Entfestigung

Festigkeit

Ausscheidungs-
auflésung i

Zeit ——

Bild 2.1: Uberlagerung konkurrierender Mechanismen bei Mehrphasen-
modellen (schematisch; statt Zeit allg. auch Aktivierung)
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Auf dieser Basis der thermisch aktivierten reaktionskinetischen Modellie-
rung lassen sich dann auch Werkstoffreaktionen beschreiben, die sowohl
Entfestigungs- als auch Aushéirtungsmechanismen unterliegen, wofiir mit
IMUL 98, Kap. 3.3.5] sowie Kapitel 5 zwei Beispiele genannt seien.

Die Grundlage der Beschreibung solcher Mehrphasen- bzw. Mehrmecha-
nismen-Modelle bilden die im Anhang angegebenen Gleichungen, deren
Begriindung ebenfalls in der genannten Quelle zu finden ist. Mit diesen
reaktionskinetischen Modellgleichungen lassen sich sowohl thermisch akti-
vierte Entfestigungs- als auch temporér iiberlagerte Aushértungsvorginge
fiir Spannungs- bzw. Festigkeits- sowie Dehnungsgsgrofien bei isothermer
wie anisothermer Betrachtungsweise angemessen beschreiben.

Zu beachten ist, dass die Summen der Gewichte Y, der Entfestigungs- und

Aushértungsterme nicht mehr den Wert 1 ergeben, wie das bei (2.4-1.2)
der Fall ist, sondern einen Wert grofier 1 haben werden, wobei die Gewichte
selbst z.T. auch negative Werte annehmen kénnen'.

2.5 Zeit-Temperatur-Unitit

Die reaktionskinetischen Gleichungen der Art (2.3) und (2.4) zeigen, dass
ein Reaktionsfortschritt ganz direkt von einer Variable I, Aktivierung
genannt, abhéingig ist. Sie bestimmt die Aktivitdt der Entfestigungs-,
Aushértungs oder auch der Umwandlungscharakteristik. Zeit und
Temperatur(-verlauf) sind in dieser Variable enthalten, quasi zu einer
gemeinsamen Grofle verschmolzen. Fiir den reaktioskinetischen Verlauf ist
nicht mehr allein die Zeit oder die Temperatur bestimmend, sondern beide
tragen zur Verdnderung der Werkstoffeigenschaften anteilig entsprechend
der ARRHENIUS-Beziehung oder einer entsprechend modifizierten Bezie-
hung bei. Anstelle der Vergleichsbedingungen (2.2-6) kann auch I, =1,
bzw. noch allgemeiner eine Gleichungskette nach [MUL 94, (5)] bzw.
IMUL 98, (8.5.1.1-26)] geschrieben werden, die die Einheit von Temperatur
und Zeit noch einmal unterstreicht.

Mit diesen Feststellungen ldsst sich einer weiteren Frage nachgehen, die
den Zusammenhang zwischen Beginn und Ende einer Reaktion und der

18 Vgl. [MUL 98, Anhang B zu Kap.3.3.3, Bemerkung 2]
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Rolle der Autheiz- oder Abkiihlgeschwindigkeit betrifft. Im Fachschrifttum
werden Werkstoffreaktionen gern in Abhéngigkeit dieser Groflen, auch
Aufwérm- bzw. Abkiihlrate genannt, untersucht und es wird ggf. insinuiert,
als handele es sich neben Zeit und Temperatur um eine weitere unabhén-
gige Variable, die zur Beschreibung erforderlich sei. Dass das nicht zutrifft,
soll nachfolgend gezeigt werden. Hierzu werde das folgende Gedanken-
experiment angefiihrt:

Wenn ein ganz bestimmter reaktionskinetischer Fortschritt zur Anderung
einer Werkstoffeigenschaft, z.B. infolge Entfestigung, Aushirtung oder
Phasenumwandlung, durch eine genau definierte Anderung der Aktivierung
erfolgt, so bedeutet das, dass hierfiir beliebig viele Temperatur-Zeit-Kombi-
nationen existieren — siehe auch Bild 9.1. D.h., fiir die einzustellende Werk-
stoffeigenschaft ist allein die Groflie der Aktivierung ausschlaggebend, wih-
rend die konkreten Temperatur-Zeit-Verhiltnisse — zumindest aus Werk-
stoffsicht - von nachrangiger Bedeutung sind, sofern nur ,,die Menge, das
Quantum an Aktivierung®, also I =konst., unveridndert bleibt. Dabei ist
generell klar, dass bei diesen diffusionsgesteuerten Vorgéngen eine Verkiir-
zung der Wirmebehandlungszeit, z.B. durch Steigerung der Aufheizge-
schwindigkeit, durch eine entsprechende Temperaturerhchung zu kompen-
sieren ist. Das genau bringen die Ac-Umwandlungs- bzw. Phasenbegren-
zungslinien der ZTA-Diagramme zum Ausdruck, indem sie bei Steigerung

Erwidrmungsgeschwindigkeit [K/s]
2000 500 10050 2010 5 2 1 0,2

1300 T D \ PO ,|
;G' T o%n e Y - L Korn- 1
t' Accm omogener ustenit grﬁﬁe |
S5 1200 -+ - A—- ——
t |
| - |
3 |
N5
£ 1100 - ]
= Harte HVL
\8 750 |
1000 -
900 -
800 . |
700 | ! e H ,|
1 10 100 1000 10000
Zeit [s]

Bild 2.2: Zeit-Temperatur-Austenitisierungs-Diagramm [SCH 01]
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der Aufheizgeschwindigkeit — und damit kiirzerer Aufwéirmzeit — mit einer
entsprechenden Anhebung der Temperatur, dem Uberhitzungseffekt ein-
hergehen (Bild 2.2). Ebenso, jedoch umgekehrt, ist der Effekt zu erkldren,
der sich im Falle unterschiedlich rascher Abkiihlung mit dem Unterkiih-
lungseffekt hin zu kiirzeren Abkiihlzeiten einstellt — siehe Zeit-Temperatur-
Umwandlungsschaubild (Bild 7.1).

Dass es sich bei der Aufheiz- (oder Abkiihl-)geschwindigkeit aber neben
Temperatur und Zeit nicht um eine neue unabhéingige Variable handelt,
driickt unmittelbar die Beziehung I =konst. aus, indem auch hier eine
Anderung der Aufheiz- oder Abkiihlzeit bzw. -geschwindigkeit eine ent-
sprechende Anderung der Temperatur bzw. des Temperaturverlaufs er-
zwingt (bzw. umgekehrt), und zwar genau in der beschriebenen Art. Damit
ist gezeigt, dass allein der Temperaturverlauf und die Dauer der Warme-
behandlung einen konkreten Gefiige- und Werkstoffzustand bestimmen,
wihrend die Erwéirmungs- bzw. Abkiihlgeschwindigkeit (die ja keineswegs
zeitlich konstant sein miissen) bereits durch den Temperaturverlauf bzw.
den Temperaturzyklus festgelegt ist. Als Folge dessen werden beim Auste-
nitisieren hin zu kiirzeren Zeiten die Temperaturen angehoben werden
miissen, wihrend umgekehrt im Falle der Umwandlung beim Abkiihlen eine
entsprechende Unterkiihlung stattfinden muss, damit die werkstofflichen
Ergebnisse, konkret die diffusionsgesteuerten Werkstoffeigenschaften nach
der Austenitisierung bzw. der Umwandlung gleich, d.h. unveridndert
erhalten werden — Bild 2.3.

o mustent |

= 1,= 1, )
=1 . IZ_ |3
Austenitisierung

) Umwandlung
—_
= |
e
©
| .
Q
2 /
g .
=

Ferrit \
Zeit ——> Zeit —

Bild 2.3: Aktivierungs-Diagramme: links ZTA, rechts ZTU (schematisch)

Etwas mathematischer formuliert heif3t das, dass die Aktivierungsgeschwin-
digkeit (2.3-3) und die Zeitdauer der Aktivierung, d.h., der Abstand
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zwischen oberer und unterer Integrationsgrenze, nur in ganz bestimmten
Verhiiltnissen variiert werden konnen, damit die Integrale in (2.3-1.2), (2.3-
2.2) oder auch in (2.4-1.1) die Bedingung I = konst. erfiillen. Damit ldsst
sich das allgemeine Problem auf die mathematische Losung einer
Variationsaufgabe unter Nebenbedingung zuriickfiihren.

Uberleitung zu Teil B: Anwendungen

Svante August Arrhenius
(* 1859 bei Uppsala; t 1927 in Stockholm)

schwedischer Physiker und Chemiker,
Nobelpreistrager (1903) fur Chemie.

Die nach ihm benannte ARRHENIUS-Gleichung,
hier in Abhangigkeit vom Zeitverlauf der Temperatur:

-0
D(1) = D,

Beispiel: Konzentrationsausgleich im unendlich ausgedehnten Raum
unter anisothermen Verhaltnissen
de(xt o%c(x t
Differentialgleichung: # =D(1) ﬂ
ot ox?
e . ¢y beix=0
Anf bedi n EI=0] = '[ cp-O(x-0)-dx = 0
nfangsbedingung ( ) . €0 0 ek
—x2
r
c 4. D(t)-dr
Lésung: el = I—o-e IG
21’JTI D(7)-dr
0
¢ [ Gauldsche
Glockenkurve
c, c
zu Beginn //" \ nach einiger Zeit
0 e 0 "
-

(siehe auch ein weiteres und ergéinzendes Beispiel im Anhang)
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Teil B: Thermisch aktivierte und reaktionskinetisch determinierte
Anwendungen

3 Wirmetechnisch-reaktionskinetische Modellierung zum Schweifen

Die Temperaturverhiltnisse beim Schweiflen beeinflussen mafigeblich die
Werkstoffeigenschaften im Nahbereich der Schweifinaht. Bei gegebenem
Grundwerkstoff stellt sich ein Eigenschaftsgefille senkrecht zur Schweif3-
naht in Abh#ngigkeit von Schweiflzusatzwerkstoff, Schweiflverfahren und
Schweifitechnologie ein. Beim Elektronen- und insbesondere beim Laser-
schweiflen ist die wirmebeeinflulte Zone relativ schmal und der Eigen-
schaftsgradient entsprechend hoch. Der Stahlwerkstoff der zu verbindenden
Teile wird in einem ortlich sehr eng begrenzten Bereich aufgeschmolzen.
Die Erwiarmungs- und Abkiihlgeschwindigkeiten sind gro3 und das sich
raumzeitlich ausbildende Temperaturfeld ist hochinstationér. In einer
hinreichend schweiflnahtnahen Zone laufen infolge thermischer Anregung
Diffusionsprozesse beschleunigt ab. Damit einhergehend finden sowohl
Austenitkornwachstum als auch Phasenumwandlung statt. Diese auf
metallphysikalischer Ebene erfolgenden Vorginge spiegeln sich im
resultierenden Gefiige und in den mechanisch-technologischen Eigen-
schaften wider. Dariiberhinaus beeinflussen die Temperaturverhiltnisse
auch die lokalen thermisch und gefiigebedingten Spannungen im Bereich
der Schweiflzone. Diese konnen zu Verdnderungen des Spaltes vor der
Schweiflquelle bzw. zu Verwerfungen oder sogar Rissen in der Schweif3-
verbindung fiithren.

Fiir eine zielgerichtete Verbesserung der Qualitéit eines geschweifiten
Konstruktionselements oder Bauteils ist es in jedem Falle erforderlich, die
eintretenden Eigenschaftsidnderungen zu kennen, zu beriicksichtigen und
geeignet zu beeinflussen. Dabei werden direkte und inverse Problem-
stellungen unterschieden, je nachdem, ob man von den Prozess- und
Werkstiickparametern ausgehend zum Prozessergebnis mit den FEigen-
schafts- und Qualitédtsparametern gelangt oder aber, ob man umgekehrt
letztere vorgibt, um die hierfiir erforderlichen Werkstiick- und Prozess-
parameter zu generieren. Diese inverse Problemstellung ist die fiir den
Praktiker i.allg. interessantere und wichtigere.
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inverse Problemstellung (lteration direkter Lésungen)

< 1
: direkte Problemstellung (direkte Lésungen)

I -
ProzeBparameter ProzeBmodell ProzeBergebnis
Werkstiickparameter Prozef3versuch Qualitatsparameter
Wellenlange SchweiBbarkeit
Polarisation Fehlerfreiheit
Leistung Nahtbreite
Fokussierung Nabhttiefe
Schutzgas Nahtliberhéhung
Grundwerkstoff Einbrandkerbtiefe
Zusatzwerkstoff Authartung
SchweiBgeschwindigkeit Enthartung
Fugenform Gefligeumwandlung
Spaltbreite ProzeBwirkungsgrad
Fokuslage USW.

usw.

Bild 3.1: Direkte und inverse Problemstellung beim Laserschweiflen
[RAD 99, Bild 6.35]

Zur Untersuchung solcher Problemstellungen ist es erforderlich, eine Reihe
von Teilaufgaben zu formulieren, zu bearbeiten und die erhaltenen
Ergebnisse miteinander geeignet zu verkniipfen. Fiir eine eigenschafts-
orientierte numerische Simulation und Optimierung von Schweifinéhten ist
es besonders wichtig, die Abhéingigkeiten zwischen Werkstoffausgangs-
zustand, Prozessfithrung (Temperatur-Zeit-Belastung) und Endeigenschaf-
ten im wirmebeeinflufiten Schweifinahtbereich genau genug zu kennen,
wofiir [SCH 91] mit Bild 3.2 die folgende Unterteilung vorschligt.

T o~ 1 Schweiggut

VYermischungszone

3 Uberhitzungszone

4 Zone vollstindiger
Austenitisierung

5 Zone unvollstﬁndig;
Austenilisierun&

Il;etemperte Zone

unbeeinflute Zone

a:+FejC

il

X c

Bild 3.2: Gefiigezonen (schematisch) [SCH 91, Bild 9.40)

Zur Beurteilung der Schweifinahteigenschaften in Abhéngigkeit der Erwiir-
mungs- und Abkiihlungsbedingungen sind sowohl experimentelle als auch
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wirmetechnisch-reaktionskinetische Modelluntersuchungen erforderlich.
Im vorliegenden Zusammenhang wird vorzugsweise auf den wirme-
technischen und reaktionskinetischen Aspekt der Untersuchungen einge-
gangen.

3.1 Phasenumwandlung und Wirmetonung

Die Ausbildung des Schweif3gefiiges wird mafigeblich durch die Prozesse
von Austenitkornwachstum beim Erhitzen sowie Phasenumwandlung und
Ausscheidungsverhalten beim Abkiihlen gepriigt. Dabei werde hier infolge
versuchstechnischer Gegebenheiten (kleine Abmessungen des Probenmate-
rials, hohe Aufheiz- und Abkiihlgeschwindigkeiten) fiir die Kinetik der
Phasenumwandlung nicht die Dilatation als Indikator herangezogen, son-
dern die mit ihr mehr oder weniger stark einhergehende Warmetonung. Im
vorliegenden Fall wurde das reaktionskinetische Verhalten von Tiefzieh-
und Dualphasenstihlen untersucht. Hierfiir sind jeweils schmale Blech-
streifen bzw. Drahte mit quadratischem Querschnitt durch Konduktions-
erwarmung innerhalb der Zeit von einer Sekunde auf eine vorgegebene
Maximaltemperatur aufgeheizt und sofort anschlieBend mit unterschiedlich
hohen Geschwindigkeiten abgekiihlt worden. Die Verzogerung der Abkiih-
lung durch Warmefreisetzung infolge Phasenumwandlung (bei ferritischen
Stihlen z.B. als Austenit — Ferrit, ggf. auch als Bainit bei hoheren
Abkiihlgeschwindigkeiten) ist im Zeitintervall zwischen 2,6 und 3,6 s im
folgenden Bild deutlich zu erkennen — siehe auch Anhang.

1400 1’4
1200 1,2
1000 1,0 X
E
g F_ =2
o 800 | |
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@ ' |
: .
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200 |
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0 1 2 | | 5 6
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Bild 3.3: Beispiel zur Phasenumwandlung beim Abkiihlen
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Durch eine entsprechende thermisch-reaktionskinetische Modellierung mit
den experimentell gewonnenen Ergebnissen ldsst sich unter Bertick-
sichtigung der Wirmefreisetzung auf die Kinetik der Phasenumwandlung
schlielen, wie nachfolgend gezeigt werden soll. Auf Untersuchungsergeb-
nisse hinsichtlich Gefiige und mechanische Eigenschaften nach Abkiihlung
wird hier nicht ndher eingegangen.

3.2 Modellgleichungen

Zur Beschreibung des thermisch-reaktionskinetischen Modells, das die
Phasenumwandlung wihrend Abkiihlung widerspiegeln soll, werde der
einfachstmogliche Fall angenommen: Der Test- bzw. Probekorper (Vier-
kantdraht) sei als wirmetechnisch diinnwandig anzusehen'. Dann berech-
net sich die Temperatur § zum Zeitpunkt ¢ > ¢, entsprechend (1.4-1), hier
fiir quadratischen Querschnitt, zu

d.[ a(t) dr L 6411"‘“(5) d«f
S5 -¢ ) J‘ 4,(0) + a8 i
Jou

c

dr

b

(3.2-1)

Dabei sind §; =8(t=¢t,) die Anfangstemperatur, d die Kantenlinge des
Vierkantquerschnitts, p die Dichte, ¢ die spezif. Warmekapazitit, a der
Wirmetibergangskoeffizient, %, die Umgebungstemperatur und g, eine
homogen iiber den Querschnitt verteilte Warmequelle; die Zeitabhéingigkeit
der Stoffgrofien folgt aus jener der Temperatur, die versuchstechnisch zu
steuern sowie messtechnisch zu erfassen war. Der Zusammenhang zur
Wirmeentbindung infolge Phasenumwandlung beim Abkiihlen wird herge-
stellt, indem die Warmequellen g, der Umwandlungsgeschwindigkeit X
direkt proportional anzunehmen sind, d.h., es gelte

a@)=x-X1|; (3.2-2)

Y Eine Abschitzung der konkreten Proben- und Versuchsbedigungen ergab mit BIOT-Zahlen
< 0,1 stets Bedingungen, die die Anwendung der Gleichungen fiir wirmetechnisch diinn-
wandige Verhiltnisse rechtfertigte.
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der Proportionalititsfaktor x ist materialabhingig und hingt von der
latenten Wérme (Rekaleszenz) ab. Die Umwandlungsgeschwindigkeit ist
durch X ()= dX(1)]dt gegeben, wobei der umgewandelte Anteil bekannt-
lich der AVRAMEFBeziehung (2.3-1.1) folgt:

_ q
X =1 - ¢\'V) (3.2-3a)
Damit ergibt sich die Umwandlungsgeschwindigkeit explizit zu:
q-1 _(I(t)]q
. (1) q .
X)) =Xt %) = . ‘e ). (3.2-3b)

Die Aktivierung genannte Grofle I beinhaltet nicht mehr nur die Zeit und
eine temperaturabhéngige Konstante k., , wie unter isothermen Verhélt-
nissen I(t) =k, ,-t, sondern sie beriicksichtigt den vollstdndigen Tempe-

ratur-Zeit-Verlauf 9(2) :

1() = j; i(9))-dr | (3.2-4)

Die Aktivierungsgeschwindigkeit I wird von der Triebkraft der Umwand-
lung unmittelbar bestimmt. Bei diffusionsgesteuerten Vorgingen, wie z.B.
bei der Rekristallisation, wird diese Triebkraft gewohnlich durch eine
BOLTZMANN-ARRHENIUS-Beziehung geméf (2.1-5a) bzw. (2.1-5b) beschrie-
ben:

1(9) =ky e e 95 9,, sonst0, (3.2-5.1)

Bei Umwandlungs- und Ausscheidungsvorgingen dagegen wird die Akti-
vierungsgeschwindigkeit durch das Produkt aus Keimbildungs- und
Wachstumsgeschwindigkeit bestimmt. Wihrend die Keimbildungsge-
schwindigkeit mit zunehmender Unterkiihlung wichst, verringert sich die
Keimwachstumsgeschwindigkeit mit abnehmender Temperatur infolge
sinkender Atombeweglichkeit bei der Diffusion [ASK 96, Kap. 11.2].

Dieses Werk ist copyrightgeschitzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



5%e] Teil B: Thermisch aktivierte und reaktionskinetisch ...

A Das soll die nebenstehende Skizze

Verkniipfung fiihrt fiir die
Aktivierungsgeschwindigkeit auf

T 1, .
£ b f:o |5 veranschaulichen.
28 43 g5 h§
E 5 £ 3% ,’ : g Sie zeigt, dass sowohl fiir Keim-
T |2 =% z & . . .
2| € -5: 23 \,’ ; % bildung als auch fiir Keimwachs-
= T @ =
£ “\“" b ,/ 12 tum Ansitze nach BOLTZMANN-
£ = 12 A lten, also nach d
o e | £ RRHENIUS gelten, also nach der
& >
S : & Art (3.2-5.1). Deren multiplikative
I'§
I &
I G
| @
o

/
-

den folgenden Ausdruck:

0 fiir 9 < 8(1) < 9
: O —Oc :
(SW) = k| W OO e 4 <8< G (3.2:5.2)

Keimbildung  Keimwachstum

Die Temperaturabhiingigkeit dieser Funktion ist jener qualitativ dhnlich,
die durch eine Dichtefunktion vom GAUS-Typ

()~
A8,

ng

I(Sw) =k, -e

realisiert wird, allerdings mit dem Unterschied, dass (3.2-5.2) i.allg. einen

(3.2-5.3)

in ¢ asymmetrischen Verlauf aufweist und damit dem tatséichlichen Ge-
schehen deutlich besser entspricht. Auflerdem besitzt der ARRHENIUS-
Produktansatz den Vorteil, dass der Bereich der Phasenumwandlung durch
Temperaturschranken fiir Umwandlungsbeginn 45 und Umwandlungsende
9~ auf ein Temperaturintervall 95 >3 > 9~ konkret eingegrenzt wird. Das
Aktivierungsmaximum fiir (3.2-5.2) befindet sich innerhalb dieses Intervalls
bei der Temperatur ¢=4,,, mit

VO “8c +0c "5
Syj = : 3.2-5.2%
T oo B

dabei bezeichnen Qp und Q. die Aktivierungsenergien fiir Keimbildung

und Keimwachstum.

Werden bei der Temperaturberechnung (3.2-1) anstelle der zeit- bzw.
temperatur-zeitabhéngigen Stoffwerte und Randfunktionen vereinfachend
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Mittelwerte verwendet, so erhélt man mit der Zeitkonstante nach
(1.4-3.9a)* anstelle (3.2-1) zun#chst

t—t
4 4

t
() = 9A+(9U—9A)-(1—e T)+p—fc- j 4,(0) e T dr| (3.2-6.1)
t

Dieses Resultat 148t sich unter Beriicksichtigung der Wéarmequellen (3.2-2)
mit (3.2-3) durch partielle Integration und einige Zwischenschritte explizit
zur Nédherungsformel

ity

Yt)= Y +(9—9)- ( 1-e Tf) +K~K1+e_

’A] Iy

Yxw-e T . X,
(3.2-6.2)

vereinfachen; hierbei bezeichnen die beiden Parameter 7; Zeitkonstanten,

die u.a. Stoffwerte, Abmessungen und Wirmeiibergangsverhéltnisse be-
riicksichtigen, 9, und X, bezeichnen Anfangstemperatur und Umwand-
lungsanteil zum Zeitpunkt ¢#=¢,. Mit den Beziehungen (3.2-1) bis (3.2-5)
bzw. néherungsweise (3.2-6.1) oder (3.2-6.2) statt (3.2-1) liegt das ther-
misch-reaktionskinetisch gekoppelte Modell in Form analytisch geschlos-
sener Gleichungen komplett vor.

Die momentane Abkiihlgeschwindigkeit g(t) = dY f)/dt , gebildet mit
(3.2-6.1), ist explizit gegeben zu
-ty

) T
- (3,9, L

] ! _t-7
j 9,0 e T dr.  (3.2-63)
cht
A

Nach Ermittlung der kinetischen Parameter in Verbindung mit den
experimentellen Ergebnissen liegt dann auch der umgewandelte Anteil
X = X(t,%%) mit dem auf anisotherme Verhiltnisse verallgemeinerten
AVRAMEAnsatz (3.2-3) quantitativ vor.

Anmerkung: Unterliegen die Abkiihlverldufe nicht den hier gegebenen
konvektiven Verhiltnissen, so sind entsprechende andere Approximationen
der Temperaturverhiltnisse vorzunehmen, wihrend der reaktionskinetische
Part davon unberiihrt bleibt.

20 konkret mit T =

A

P
"
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3.3 Reaktionskinetische Auswertung

Mit Bild 3.4 werden exemplarisch fiir zwei unterschiedlich rasch abgekiihlte
Proben neben einigen Temperatur-Messwerten die Ausschnitte der dazuge-
horenden mit (3.2-6) approximierten Temperaturverldufe im Bereich der
Wirmetonung gezeigt. Weiterhin wurden die mit (3.2-3a) berechneten um-
gewandelten Anteile (gestrichelte sigmoidale Kurven) eingetragen.

1000 - 1
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Bild 3.4: Modellergebnisse fiir Temperatur und umgewandelten Anteil

Um diese Resultate zu erhalten, ist ein unumginglicher numerischer
Zwischenschritt zu realisieren: die Parameteridentifikation. Dabei werden
all jene Parameter, die sich nicht anderweitig festlegen lassen, dadurch
bestimmt, dass sie mit mathematisch-numerischen Methoden der nicht-
linearen Quadratmittelapproximation in Verbindung mit den Temperatur-
messwerten durch Minimierung der Summe der Abstandsquadrate zwi-
schen Modell- und Messdaten nach GAUB berechnet werden. Bei dieser
mathematisch inversen Aufgabenstellung werden die kinetischen Parameter
(Aktivierungsenergien, AVRAMELExponent usw.), vereinfacht ausgedriickt,
durch Abgleich zwischen Modellfunktionen und Messwerten ermittelt.
Hierfiir lassen sich unterschiedliche numerische Minimierungs- oder Opti-
mierungsalgorithmen heranziehen, so z.B. nach GAUS-NEWTON, als Trust-
Region-GAUB-NEWTON-Verfahren oder regularisierte Varianten davon, wie
das MARQUARDT- bzw. das LEVENBERG-MARQUARDT-Verfahren. Dabei ist
zu beriicksichtigen, dass bei der Parameteridentifikation stets die unange-
nehme FEigenschaft der Mehrdeutigkeit und Instabilitdt der Lésungen auf-
tritt. Das ist eine prinzipielle mathematische Eigenschaft, die den inversen
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nichtlinearen Quadratmittelproblemen inhérent ist. Sie wiederum ist eine
Folge der Inkorrektheit der Aufgabenstellung, wie nach HADAMARD Kklassi-
fiziert wird. Die Problematik inkorrekt gestellter Aufgaben ist ein Charak-
teristikum inverser Problemstellungen schlechthin [HOF 99, Kap. 1].

Nachdem die freien Parameter mit einer dieser numerisch-iterativen Metho-
den ermittelt wurden, liegen alle Gleichungen (3.2-1) bis (3.2-6) geschlossen
vor und beschreiben damit sowohl den Temperatur- als auch den Umwand-
lungsverlauf beim Abkiihlen treffend (Bild 3.4). Unter Einbeziehung mehre-
rer Versuchsreihen mit unterschiedlichen Abkiihlgeschwindigkeiten, z.B.
durch Variation des Wirmeiibergangs (durch Anderung der Stréomungs-
geschwindigkeit des Kiihlmediums oder dessen Zusammensetzung), wird
auch auf diese Weise die Modellierung von Dilatometerversuchsreihen sowie
unter Einbeziehung von Resultaten zum metallographischen Gefiigestatus
die analytische Beschreibung von ZTU-Diagrammen moglich. Ebenso
gelingt die reaktionskinetische Beschreibung von Kornwachstum und Hérte
bzw. Festigkeitseigenschaften. Hier das komprimierte Ergebnistableau fiir
Aufheiz- und Akiihlverldufe, wie sie beim Laserschweiflen im Sekunden-
zeitraum stattfinden:

9(t)-Vorgabe

L\

Aktivierung: ¢ \ kinetische Parameter

I(t) = jO i(9(x)) -dr

Stahl A Stahl B

Umwandlungskinetik
_( L)q g = 1,06; kye= 51 | q =136; kyo= 92
X(I) =1-e ! Op.=2521; 9.=803 | Oy =3030; 9.=564

mit ARRHENIUS-Produktansatz Qp=1782; 193 =253 Qg = 509, 193 =121

Austenitkornkinetik
Austenitkornbestimmnng D 0= 3,85; kD = 7491
D) =1 Dg +1 war infolge niedrigen 4, =866,0; O, = 5563

C-Gehalts nicht maiglich n=159
mit ARRHENIUS-Ansatz ’
Festigkeitskinetik R,= 534 R, = 1475
m
R.(I)=R, ,- I m= -0,073 m= -0,088
. kinet. Parameter aus Um- kinet. Parameter aus Um-
mit ARRHENIUS-Produktansatz wandlungskinetik wandlungskinetik

Bild 3.5: Ergebnistableau einer reaktionskinetischen Auswertung fiir zwei
ferritische Stdhle A und B; I siehe (3.2-5.1) bzw. (3.2-5.2)
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Angemerkt sei, dass in der Praxis der Dilatometrie iiblicherweise die
Temperatur beim Abkiihlen linear ausgeregelt wird, so dass als Reaktions-
grofle nicht das Signal der Rekaleszenz herangezogen wird, sondern die
dquivalente Grofle der Dilatation, fiir die lange bewihrte Methoden der
Auswertung genutzt werden [MUL 00]. Dagegen ermoglicht es die hier an-
gewandte Methode der Kombination von wirme- und reaktionskinetischem
Modell mit vergleichsweise einfachen Mitteln, eine analytisch geschlossene
Auswertung auch in solchen Féllen durchzufiihren, in denen sich — aus
welchen Griinden auch immer — keine standardisierten Dilatometerproben
herstellen lasssen, wie das z.B. bei den Untersuchungen zum Laser-
schweiflen diinner Bénder bzw. Bleche der Fall war.

Das Austenitkornwachstum in Abhéngigkeit von der Aktivierung zeigt fiir
den Stahl B das folgende Bild (Stahl A wies zu wenig C-Gehalt auf, um die
Korngrenzen hinreichend anétzen zu kénnen).

25T 0 fir 9 <9

oy =4 +1, 1=1(19m,r)={A I’ﬁ
o )e

0
Dy= 385, kp=7491, 9= 866, Qp= 5563, n= 159

dr fir 9> 8,

ho
5

7
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Aktivierung 7/

Bild 3.6: Kornwachstum von Stahl B, (Aufheizzeit 1 s,
Abkiihlgeschwindigkeit ~2400K/s)

Diese Darstellungsweise verallgemeinert insofern, als sie statt konkreter
Temperatur-Zeit-Bedingungen die Aktivierung als Bezugsgrofie heranzieht.
Damit wird die gesamte Schar reaktionskinetisch dquivalenter Temperatur-
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Zeit-Verhiltnisse zugelassen, auch jene, die experimentell nicht untersucht
wurden, die jedoch das jeweilige Quantum von I erfiillen.

Hier noch weitere Beispiele und Resultate zur Phasenumwandlung:
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Bilder 3.7: Reaktionskinetisch modellierte Abkiihlung und Umwandlung
eines Stahls A (Versuch 10 von 15)

Neben der reaktionskinetischen Einzelauswertung von Abkiihlverldufen
168t sich ebenso eine Parameteridentifikation unter Einbeziehung mehrerer
Abkiihlverldufe vornehmen(Bild 3.8). Eine solche kombinierte Auswertung
zeigt beispielshalber Stahl A. Zu drei gemessenen Abkiihlkurven wurden
die Modellparameter berechnet und die Regressionsfléiche gezeichnet, wobei
als neue Variable die Abkiihlgeschwindigkeit (oder der Wérmeiibergang)
hinzukommt. Damit gelingt die modellhafte Uberdeckung und Beschrei-
bung eines groferen Zeit—Abkiihlgeschwindigkeits- (bzw. Wéirmeiiber-
gangs-) Bereichs bis hin zu Teilbereichen von ZTU-Diagrammen.
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Temperotur [°C]
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Bilder 3.8: Abkiihlung und Umwandlung; sieche auch Anhang

Wihrend in den bisher gezeigten Beispielen als Basis der reaktionskine-
tischen Auswertung die Abkiihlverldufe mit den Wérmeténungen (bzw. die
Austenitkorngréfien oder in Zugfestigkeiten umgerechnete Hértewerte)
herangezogen worden waren, lassen sich ebenso die umgewandelten Anteile,
wie sie normalerweise dem Dilatometerversuch entnommen werden, zum
Ausgangspunkt der Modellierung mit (3.2-3a), (3.2-4) und (3.2-5.2) ma-
chen, wie es das folgende Bild 3.9 zeigt; abgesehen von den separaten
wirmetechnischen Modellparametern der fiinf Abkiihlkurven beschreibt im
Beispiel ein einziger Parametersatz aus den sechs reaktionskinetischen Pa-
rametern q =2, kp- =7,2, 85 =890, Q5 =558, 8- =111, Q- =93 den Ver-
lauf der Umwandlung mit einem Bestimmtheitsmafl von 0,98 und einer
Standardabweichung von 0,06. Das Modell der Umwandlungskinetik
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(3.2-3a) gilt jetzt sogar nicht mehr nur fiir die konkreten fiinf Abkiihl-
verldufe, die experimentell verwirklicht wurden, sondern fiir den insgesamt
iiberdeckten Bereich NEWTON scher Abkiihlregimes und dariiberhinaus
wohl auch fiir dhnliche Abkiihlverliufe, und das jedenfalls innerhalb des
durch die Versuche abgedeckten Bereichs.
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Bid 3.9: Austenit-Ferrit-Umwandlung eines Kohlenstoffstahles

Umwandlungsbeginn und Umwandlungsende besitzen jene Charakteristik,
wofiir bereits mit der Argumentation zu Bild 2.3 (rechts) eine Begriindung

gegeben wurde.

Damit existiert fiir die Austenit-Ferrit-Umwandlung ein Modell, das die
thermisch aktivierte Reaktionskinetik zutreffend beschreibt, auch wenn der
gefundene Parametersatz nicht der einzige und vermutlich auch nicht der
beste sein wird (im Sinne der Minimierung der Abweichungsquadratsumme
von Mess- und Modellwerten). Das liegt an der unvermeidlichen Proble-
matik inverser nichtlinearer Aufgabenstellungen, die sich der mathema-
tisch-numerischen Methoden der nichtlinearen Quadratittelapproximation
bedienen, worauf ja mit [HOF 99] bereits hingewiesen wurde.
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4 Wirmetechnisch-reaktionskinetische Modellierung bei
Oxidationsprozessen

Als Ausgangsbasis zur Beschreibung der Oxidation bzw. Verzunderung von
Metalloberflichen wird h&ufig eine Wachstumsformel, wie sie u.a. aus
Losungen der FICK schen Differentialgleichung folgt, herangezogen:

s(t) =1 s+ I,(t)

die Aktivierung entsprechend (2.3-2.2). Diese Beziehung stimmt formal mit

(4-1)

jener des Kornwachstums (2.3-2.1) iiberein. Dabei wird nach dem parabo-
lischen bzw. quadratischen Wachstumsgesetz fiir den Wurzelausdruck
zumeist der Wachstumsexponent n=2 angenommen (vgl. Anhang), was
infolge mannigfacher Einfliisse weder zweckmiflig noch notwendig ist.

Die Integration in (2.3-2.2) ist bei gegebenem Temperatur-Zeit-Verlauf
entweder numerisch durchzufiihren oder fiir bestimmte einfache Verlidufe,
z.B. lineare oder exponentielle, wie sie bei diinnwandigem Wirmgut
auftreten, auch analytisch geschlossen moglich [MUL 94, Kap. 3.2]. Aufier-
dem wird fiir die Bezugstemperatur i.allg. 4, =—-273,15°C vorgegeben, was
bedeutet, dass alle Oberflichenreaktionen, die beim absoluten Tempe-
raturnullpunkt der thermodynamischen Temperaturskala beginnen, ein-
bezogen werden. Bild 4.1 zeigt das Resultat einer auf der Basis von Labor-
Verzunderungsversuchen an Luft erfolgten Modellbildung mit (4-1).
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Bild 4.1: Modellergebnis zum Verzundern eines NE-Werkstoffs
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Der Hintergrund fiir diese Untersuchung war zunéchst der Wunsch, fest-
zustellen, wie sich in einer NE-Metall-Bandgieanlage unterschiedliche
Temperaturverhéltnisse auf das Oxidationsverhalten des Bandes aus-
wirken. Fiir eines von mehreren Temperaturszenarien zeigt Bild 4.2, dass
sich bis zum Warmwalzwerk u.U. eine Schicht von ca. 60 pm aufbauen
kann; Zunder, der Materialverlust bedeutet und der noch andere negative
Auswirkungen im Produktionsprozess nach sich zieht.
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Bild 4.2: Modellergebnis zum Verzundern eines NE-Werkstoffs einer
Giewalzanlage an Luft

In weiteren Berechnungen wurden neben den Temperaturen auch die
Sauerstoffpartialdriicke variiert, um zu sehen, wie im Rahmen der Spann-
breite hinsichtlich eines technologisch umsetzbaren Spektrums eine Zunder-
reduktion zu erreichen ist.

Dafiir wurden zunichst erneut Verzunderungsversuche im Labormafistab
duchgefiihrt, jetzt allerdings unter Atmosphéiren mit reduzierten Sauer-
stoffanteilen von 10 und 3% als Voraussetzung, die hierfiir zutreffenden
Modellparameter zu ermitteln. Das erfolgte mit dem Ziel, in Simulations-
rechnungen herauszufinden, welche Abschnitte der Bandgieflanlage ggf.
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sinnvoll gekapselt und mit verminderten Sauerstoffpartialdriicken betrie-
ben werden sollten. Fiir diese Simulation waren die kinetischen Parameter
als zeitabhéngig zu betrachten, wenn auch nur abschnittsweise. Damit war
die Aktivierung (2.3-2.2) zu modifizieren, indem jetzt — wie bereits am Ende
von Kap. 2.3 angegeben - die Parameter als zeitabhéngig gelten.

_QD(T)
L) = jl%(r)em‘g(f) %) gr tirc) > § (v), sonst. 0 (4-2)

Damit konnte gezeigt werden, dass die Temperaturabsenkung und selbst
die Reduzierung des Sauerstoffanteils im gekapselten Ausgleichsofen noch
zu keiner wirklich befriedigenden Zunderverminderung fiihrt (Bild 4.3).
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Bild 4.3: Modellergebnis zum Verzundern eines NE-Werkstoffs an einer
Gieflwalzanlage unter teilweise reduziertem Sauerstoffanteil und
bei abgesenkten Temperaturen

Denn bereits die sehr rasche Verzunderung unmittelbar nach der Gief3-
anlage bei den dort herrschenden unvermeidlich hohen Temperaturen ist
spater natiirlich nicht mehr zu kompensieren. Erst die Abschottung und
Verminderung des Sauerstoffgehaltes in dieser Region bringt dann tat-
séchlich einen gewissen technologisch verwertbaren Erfolg (Bild 4.4).
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Bild 4.4: Modellergebnis zum Verzundern eines NE-Werkstoffs an einer
Giefwalzanlage unter iiberwiegend reduziertem Sauerstoffanteil
und bei abgesenkten Temperaturen

Anstelle einer Sauerstoffreduktion durch Abschottung einzelner Bandab-
schnitte kann natiirlich auch untersucht werden, welchen Fortschritt der
Einsatz einer reduzierenden Atmosphiire erbringen wiirde. Allerdings steht
einem jeden Erfolg und Nutzen bei der Verminderung einer Oxid- bzw.
Zunderschicht der zu betreibende anlagentechnische Aufwand entgegen, so
dass die Entscheidung fiir oder gegen eine mogliche Variante nicht zuletzt
aus betriebswirtschaftlicher Sicht zu beurteilen ist.

Hier jedoch sollte aus methodischem Blickwinkel an einem moglichst leicht
nachvollziehbaren Beispiel vor allem gezeigt werden, dass auch die
Anderung der reaktionskinetischen Parameter und deren zeitabhingige
Beriicksichtigung - wenn hier auch nur abschnittsweise diskret — mit einem
solchen Modellansatz generell moglich ist.
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5 Reaktionskinetische Beschreibung mechanischer Werk-
stoffeigenschaften in Abhingigkeit von der Gliihbehandlung

Fiir einen durch Umformung verfestigten Messingdraht CuZn37 (& 0,9mm)
sollen die mechanischen Eigenschaften, wie sie sich nach einer entfesti-
genden Glithbehandlung in Abhéngigkeit von Temperatur und Zeit heraus-
gebildet haben, experimentell bestimmt und anschlieBend mit einem
reaktionskinetischen Modellansatz approximiert werden?'. Im Beispiel sind
die Anderung der mechanischen Eigenschaften Zugfestigkeit und Bruch-
dehnung nach Ofengliihung bei verschiedenen Ofentemperaturen und
Verweildauern zu beobachten und deren Abhéingigkeiten von den Tempera-
turverhéltnissen zu untersuchen. Dazu werden die Messingdrihte bei
Raumtemperatur in den bereits vorgeheizten Ofen eingesetzt und jeweils
auf bestimmte Temperaturniveaus aufgewirmt sowie fiir bestimmte Zeit
dort im Ofen belassen.

Die Drahttemperaturverldufe lassen sich mit Losung (1.4-3.9b) fiir ¢, =0
und mit einer Zeitkonstante nach (1.4-3.9a) berechnen. Sie wurde jedoch
auch ganz dhnlich zu T ~20s auf der Basis gemessener Aufheizverldufe
erhalten, die bei den betreffenden Ofentemperaturen gewonnen wurden®.
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Bild 5.1: Drahttemperaturen bei Wirmebehandlung im Laborofen

21 Aufgabe fiir ein ca. dreistiindiges Praktikum zur Rekristallisation.

22 Die Messung der Drahttemperaturen erfolgte, indem Mikromantelthermo-
elemente geeignet an Referenzdriihte angebracht worden waren.
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Die folgende Tabelle zeigt die Versuchsmatrix hinsichtlich Verweildauer
der Messingdrihte im Ofen und eingestellter Ofentemperatur.

Versuchsplan Ofentemperatur [°C]
Ofenzeit [s] 400 500 600 700 800

10 X
20 X X
30 X X
40 X
60 X
90 X

120 X X

180 X X

240 X X

Im FErgebnis der Glithungen und der Werkstoffpriifung wurden die
folgenden Ergebnisse gefunden:

Zugfestigkeit R, [MPa] Ofentemperatur [°C]
Ofenzeit [s 20 400 500 600 700 800
0 749,2 749,2 749,2 749,2 749,2 749,2
10 749,2 523,3
20 749,2 507,0 434,2
30 749,2 516,2 467,8
40 749,2 400,4
60 749,2 410,1
90 749,2 420,1
120 749,2 435,0 423,4
180 749,2 392,6 398,3
240 749,2 424,4 415,2
Bruchdehnung A [%] Ofentemperatur [°C]
Ofenzeit [s] 20 400 500 600 700 800
0 3,1 3,1 3,1 3,1 3,1 3,1
10 3,1 11,5
20 3,1 12,3 42,6
30 3,1 22,3 83,5
40 3,1 76,8
60 3,1 79,8
90 3,1 70,2
120 3,1 85,3 79,8
180 3,1 79,8 80,6
240 3,1 83,0 87,4

Um auf Grundlage der punktuellen Mess- bzw. Priifergebnisse schnell einen
Uberblick iiber den gesamten Versuchsbereich zu bekommen, wurde fiir die
Festigkeits- und die Dehnungswerte je ein reaktionskinetisches Modell
durch Parameteridentifikation entsprechend der Ansitze (2.4-2), (2.4-3)
mit (2.4-1) aus Kapitel 2.4 aufgestellt. Die erforderlichen Integrationen
koénnen sowohl numerisch als auch, unter Einbeziechung der Exponential-
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Integral-Funktion®, auf analytisch geschlossenem Wege berechnet werden
— sieche [MUL 94, Kap. 3.2, Gin. (18), (24)]. Denn fiir einen quellenfreien
exponentiellen Temperaturverlauf der Form (1.4-3.9b)

91=9,+(9,-%)-(1-¢"'T) . (5.1)

1&sst smh fiir den Integralausdruck der Aktivierung die folgende geschlos-
sene 1osung finden:

_QB -dz‘ =

f 0 solange (1) <9
0 e () =) wenn ¥7) >y

0 solange 9(1)< 9,5 sonst:
~Op

[ Ei( zesita) - MUSBE( (553, SUSB))J
(5.2)

Wie bereits angefiithrt, muss die Ermittlung der Modellparameter auf

Grund der Tatsache, dass es sich hierbei um ein mathematisch inverses
Problem der nichtlinearen Quadratmittelapproximation handelt, aus-
schlieBlich numerisch erfolgen. Fiir diese Aufgabenklasse existiert in ein-
schlidgigen Programmbibliotheken geeignete Software, oder aber es wird
von vornherein auf komerziell erhiltliche numerische Mathematiksoftware,
wie z.B. TableCurve 3D (begrenzt auf max. 10 Parameter), SigmaPlot,
MathCad, Mathematica oder MATLAB zuriickgegriffen. Ein Charakteristi-
kum nichtlinearer Quadratmittel- bzw. mehrparametriger Optimierungs-
probleme besteht darin, dass fiir die freien Parameter Vorgaben zu schéitzen
sind**. Als Indikator schlieflich fiir die Qualitit eines konkreten Modells
kann das Modell-Bestimmtheitsmaf 7° herangezogen werden; je niher es an
den Wert 1 herankommt, desto geringer ist durchschnittlich der Abstand
zwischen Mess- und Modellwerten, womit gleichsam das Vertrauen in das
ermittelte Modell wichst.

> Weitere Hinweise siehe Anhang. Gegeniiber der numerischen Integration benotigt die

explizite Losung weit weniger Rechenzeit, was insbesondere bei Einsatz von programmierbaren
Taschenrechnern vorteilhaft ist.

2 Vgl. hierzu die knappen Bemerkungen in Kap. 3.3, in [MUL 98. Kap. 3.3.2
und Anhang B - zu Kap. 3.3.2.1] sowie die umfassende Analyse in [HOF 99].
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Fiir die im Beispiel mit der Software TableCurve 3D ermittelten Parameter
wurden die folgenden Werte ermittelt:

Ouv Onax g k] '9] Qj 72

Emiv Enax

Zugfestigkeit 393 749 | 0,13 | 4554 | -8,0 | 30471 | 0,987
Bruchdehnung 4,2 80,6 | 2,63 | 40,3 | 19,8 | 15474 | 0,986

Hierbei hat die Modellierung bereits mit nur einem Reaktionsmechanismus,
d.h., mit m=j=1, ein addquates Abbild ergeben, wie der visuelle
Vergleich zwischen Modellfiche und Priifwerten von Zugfestigkeit und
Bruchdehnung mit den Bildern 5.2 und 5.3 zeigt und wie das hohe
Bestimmtheitsmafl bestétigt.
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Bild 5.2: Zur Entfestigungskinetik der Zugfestigkeit

Bei diesen Bildern wurden Zugfestigkeit und Bruchdehnung in Abhingig-
keit von Ofentemperatur und Gliihzeit dargestellt. Einzelne Messwerte als
kleine Rautensymbole (blau und rot) zeigen an, wie weitgehend die
,~Modellfliche“ die Messdaten einschlie§t bzw. ihnen nahekommt (blaue
Rautensymbole liegen etwas unterhalb, rote knapp oberhalb der Modell-
flache, was ebenso auf betreffende Bilder der Kapitel 3, 4, 8, 14 und 15

zutrifft).

Dieses Werk ist copyrightgeschitzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



74 Teil B: Thermisch aktivierte und reaktionskinetisch ...

Es wird aber auch sichtbar, in welchem Temperatur-Zeitbereich zur
Stabilisierung des Modellergebnisses noch weitere ergéinzende Messungen
sinnvoll positioniert werden sollten. Diese adaptiv-schrittweise Vorgehens-
weise zwischen Versuchsdurchfithrung und Modellbildung ist effizient und
kann selbst bei dem Wunsch nach hoher Modellgiite dennoch den experi-
mentellen Aufwand vermindern helfen.
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Bild 5.3: Zur Entfestigungskinetik der Bruchdehnung

Die Bilder zeigen anschaulich, wie sich die ausgewéhlten Festigkeits- und
Dehnungsgrofien in Abhéingigkeit der Ofentemperatur (einschliefllich Auf-
heizphase) bis zum Zeitpunkt, an dem das Glithen beendet wird und die
Proben rasch abgekiihlt sind, herausgebildet haben. Mit den Gleichungen
(2.4-1.1), (2.4-2) bzw. (2.4-3) sowie den numerisch vorliegenden Parame-
tern besitzt man reaktionskinetische Modellansitze, mit denen sich fiir
anisotherme Bedingungen prizise Voraussagen iiber das thermisch akti-
vierte Entfestigungsverhalten treffen lassen. Damit erhédlt man u.a. eine
physikalisch und numerisch gesicherte Basis als Voraussetzung zur
Bearbeitung und Losung von Wirmebehandlungsproblemen, bei denen die
Festkorperdiffusion den dominanten Prozess darstellt.

Weiter zu diesem Problemkreis werde - ohne Einzelheiten - das Ergebnis
zur Kinetik des statisch entfestigten Anteils eines durch elektrolytische
Raffination hergestellten, sauerstoffhaltigen Kupfers nach Umformung und
Ofenerwiarmung angefiithrt. Auch hier sind in die Berechnung die konkreten
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Erwirmungskurven anisotherm eingeflossen, auch wenn aus Darstellungs-
griinden die Entfestigung ebenfalls nur iiber Zeit und Ofentemperatur
erfolgen konnte. Sehr schon sind die Bereiche zu erkennen, in denen Erho-
lung, Rekristallisation und beginnendes Kornwachstum erfolgen.

Kornwachstum
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Bild 5.4: Modelldarstellung der Entfestigungskinetik bei
Ofenerwdrmung

Um diesen aus drei Teilen (Erholung, Rekristallisation, Kornwachstum)
bestehenden Entfestigungsprozess angemessen modellieren zu kénnen, war
eine Superposition dieser reaktionskinetischen Teilprozesse vorgenommen
worden, wie in Kapitel 2.4 angegeben ist bzw. wie es bereits in [MUL 98,
Kap. 3.83.1.3 und 3.3.2.2] ausfiihrlicher dargestellt wurde.

Wie sich im folgenden Beispiel (ohne die Einzelheiten darzulegen) zeigt,
lassen sich — ebenfalls durch geeignete Superposition mehrerer Mechanis-
men — auch thermisch aktivierte Entfestigungsvorginge modellieren, die
sich — hier bei einem FeSi-Elektrostahl — unmittelbar an eine Warmum-
formung anschliefen und bei denen neben entfestigenden temporir z.B.
auch festigkeitssteigernde Reaktionen ablaufen (Bild 5.5). Diese kénnen
bedingt sein z.B. in Umwandlungs- oder Aushirtungsprozessen, die den

Dieses Werk ist copyrightgeschitzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



76 Teil B: Thermisch aktivierte und reaktionskinetisch ...

dominanten Entfestigungsmechanismus zeitweise zu verzogern oder sogar
partiell aufzuheben vermogen — siche auch [MUL 98, Kap. 3.3.9).
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Bild 5.5: Modelldarstellung der Entfestigungskinetik bei temporérer
Aushértung nach Ofenerwirmung

Wie unter Verwendung der gezeigten teilphysikalischen Modelle deutlich
wird, ldsst sich auf einer reaktionskinetisch modifizierten Basis ein weit-
reichendes Potenzial zur Modellierung der Werkstoffeigenschaften durch
Wirmebehandlung nach Kalt- oder Halbwarmumformung erschlieflen.
Dabei konnen sowohl anisotherme Verhiltnisse als auch mehrere, ggf. kon-
kurrierende Diffusions- und Reaktionsmechanismen beriicksichtigt werden.

Solche reaktionskinetischen Modellierungen auf der Grundlage experimen-
teller Ergebnisse mit nachfolgender Identifikation der Modellparameter
haben sich bei vielen Fragestellungen in Forschung und Industrie als
zweckdienliches Instrument zur gezielten Werkstoffbeeinflussung bewihrt.
Dazu finden sich weitere Beispiele in Forschungsberichten und Disser-
tationen, so z.B. in [HEY 12] und [YAN 13] — vgl. Kapitel 8 und 12. In der
Arbeit [ZIL 13] werden entsprechende Modelle betrachtet, die zur Gefiige-
und Eigenschaftsoptimierung von niedriglegierten Kupferbasislegierungen,
insbesondere zwischen Festigkeit und elektrischer Leitfihigkeit beitragen;
vgl. Kapitel 14.
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6 Beispiel zur Erwirmung in einem Luftumwilzofen unter
Beriicksichtigung von Konvektion und Wirmestrahlung

Im folgenden Beispiel soll gezeigt werden, welchen Einfluss Konvektion und
Strahlung auf das Erwidrmungsverhalten ausiiben. Hierfiir werde ange-
nommen, dass ein Draht bzw. Stab aus Kupfer mit einem Durchmesser von
6 mm in einem bereits im Beharrungszustand befindlichen Luftumwélzofen
erwirmt wird. Das BIoT-Kriterium ergibt einen Wert kleiner 0,001 (<< 0,1),
so dass die Berechnung als wérmetechnisch diinnwandig erfolgen kann.
Hierfiir bietet sich die Gleichung (1.4-7.5) an, die jene verstrichene Zeit
explizit angibt, die verstreicht, um eine bestimmte Temperatur zu errei-
chen. Aber auch die numerische Integration von Gleichung (1.4-6) oder
(1.3-1) ist — in der Spezifikation fiir Runddraht - moglich.

Fiir die Berechnungen wurden folgende physikalische Eigenschaften ver-

wendet:
Dichte: p = 8964 kg/m®
Spezif. Wirmekapazitiit: c = 380 J/(kg-K)
Wirmeiibergangskoeffizient: a = 0/100 W/(m*K)
Emissionsgrad: £=0/0,75/0,90
Strahlungsaustauschkoeffizient: C=o-¢
STEFAN-BOLTZMANN-Konstante: o= 5,67-10° W/(m’K")

Der mit &= 0,75 fiir Kupferoberflichen recht hoch angenommene
Emissionsgrad resultiert daraus, dass der Draht bereits mit einer Zunder-
haut in den Ofen eingesetzt wird, d.h. als voroxidiert (entspiegelt) ange-
nommen wird. Der konvektive Wéirmeiibergang ergibt sich aus einer
Abschétzung fiir Warmgut an bewegter Luft, wie sie in einem Luftumwilz-
ofen zum besseren Temperaturausgleich und zur Beschleunigung des Auf-
wirmens erzeugt wird.

Fiir die Modellrechnungen wurden als Umgebungstemperaturen drei Ofen-
wand- und Lufttemperaturen ausgewihlt zu ;= 600/300/ °C. Wiir-
mequellen im Drahtinneren sind hier naturgeméfl nicht vorhanden, d.h.,
qy = 0 W/m’. Die drei nachfolgenden Bilder zeigen das Ergebnis der
Berechnungen sowohl bei gleichzeitiger Beriicksichtigung von Konvektion
und Strahlung als auch im Vergleich der einzelnen Anteile.
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Bild 6.1a: Drahterwdrmung infolge Konvektion und Strahlung
(e=10,75)
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Bild 6.2a: Drahterwiirmung infolge Konvektion (& = 0);
(das gleiche Resultat wie mit (1.4-3.9) fir T=51,3s)
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Bild 6.3a: Drahterwirmung infolge Strahlung (& = 0,75)
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Wird lediglich der Emissionsgrad von 0,75 auf 0,90 angehoben, so erfolgt
die Erwirmung erwartungsgemifl entsprechend schneller, wie der Vergleich
der Bilder 6.1a und 6.1b sowie 6.3a und 6.3b ergibt:
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Bild 6.1b: Drahterwérmung infolge Konvektion und Strahlung
(¢=0,9)

Bild 6.2b: wie Bild 6.2a, da der Konvektionsanteil davon
natiirlich unberiihrt bleibt.
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Bild 6.3b: Drahterwérmung infolge Strahlung (& = 0,9)

Selbstverstéindlich erfolgt die Erwirmung am raschesten, wenn die beiden
Wirkmechanismen Konvektion und Strahlung zugleich in Rechnung gestellt
werden. Beim Vergleich von Konvektion und Strahlung bestiitigt sich die
bekannte Tatsache, dass der Strahlungseinfluss bei niedrigen Umgebungs-
temperaturen (3 = 600°C) hinter dem durch Konvektion zuriickbleibt, ein
Trend, der sich mit hoheren Temperaturen umkehrt. Das erklirt sich aus
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dem Umstand, dass mit steigender Temperatur der Strahlungseinfluss mit
der vierten Potenz wichst, wihrend die Konvektionsrandbedingung nach

NEWTON nur lineares Verhalten mit ansteigender Temperatur zulésst — vgl.
z.B. Gleichung (1.3-1) und [MUL 98, Anhang B: Zu Kap. A2.3.3.2.9).

Wihrend im Beispiel vereinfachend mit zeit- und temperaturunabhéngigen
Wirmeiibergangskoeffizienten und FEmissionsgraden gerechnet wurde,
finden beim Erwirmen reaktionskinetisch bedingt stets mehr oder weniger
grofe Anderungen dieser Parameter statt. Wird z.B. ein zunichst blanker
Kupferdraht in den Ofen eingesetzt, so wird im Verlauf der Erwirmung die
Oberfliche des Wirmgutes durch den Luftsauerstoff oxidieren, eine
Zunderschicht wird entstehen und wachsen — vgl. Kapitel 4, so dass sich
Absorptions- und Emissionsvermoégen und damit der Emissionsgrad mit
dem Erwidrmungsfortschritt entsprechend erhohen. Um diesen Effekten
Rechnung zu tragen, sind genaugenommen Strahlungsaustausch- und ggf.
auch Warmeiibergangskoeffizienten reaktionskinetisch und damit zeit- und
temperaturabhingig zu formulieren, also z.B. C(t)— C(t,0)~ &(1,0(1)) .
Die Niherungsgleichung (1.3-1) ist zu modifizieren in

_r _4
5+ ;5 “(;@) 6= f(1,6) | (6-1a)

o

mit ft,0) = — (a(t) Oy +C(1,0)-6,) gemis (1.3-3.2).

FEine Losung dieser nlchtlinearen Dgl. kann z.B. auf das Losen der dquiva-
lenten Integralgleichung
t

O)=0,+ j [f(r, O(z)) -
0

a(7,0(t)) C(7.0(1))
w w

O(t)- -é(r)4 ]dr

mit O(0) = 6, (6-1b)
hinauslaufen, was auf iterativem Wege moglich sein sollte. Allerdings wird
hier die numerische Integration von (6-1a) bevorzugt.

Wie ein mit dem Wachstum einer Zunderschicht sich éndernder Emissions-
grad beriicksichtigt werden kann, zeigt das folgende Beispiel. Das Zunder-
wachstum werde entsprechend Kapitel 4 geméf einer reaktionskinetischen
Beziehung (4-1) beschrieben. Der Emissionsgrad (bzw. Strahlungsaus-
tauschkoeffizient) ist naturgemifi eng an Bildung und Wachstum der
Zunderschicht gebunden. Phéinomenologisch eignet sich hierfiir ein sigmo-
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idaler Ansatz, z.B. in der Form ¢&(1) = g, + ¢, - tanh (82 -(s(t)— SV)) , 0 dass
hier fiir den Strahlungsaustauschkoeffizienten

C(t,@):a-g:a-[ gy +é& -tanh(gz (s(, @(t))—sV)) ] , (6-2)

der die gesuchte Temperatur mit der Schichtdicke s entsprechend (4-1)
mit (4-2) implizit enthélt, gelten soll. Der Wérmeiibergangskoeffizient sei

wieder mit a =100 W/(mZK) gegeben. Die vier Parameter, die den Zusam-
menhang des Emissionsgrades zur Oxidschicht quantitativ herstellen,
miissen, wenn sie noch nicht bekannt sind, vorab unter Einbeziehung
experimenteller Daten bestimmt werden. Bild 6.4 zeigt exemplarisch den
Zusammenhang zwischen Drahterwidrmung, Zunderwachstum und Emissi-
onsgrad fiir die Umgebungs- bzw. Beharrungstemperatur von 800°C unter
den sonstigen Bedingungen von Bild 6.1a.
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Bild 6.4: Drahterwidrmung infolge Konvektion und Strahlung bei an
das Zunderwachstum gekoppeltem Emissionsgrad

Es ist zu erkennen, dass sich mit fortschreitender Erwirmung der Oxi-
dationszustand und damit auch der von der Zunderschicht abhingende
Emissionskoeffizient dndert. Er steigt hier im Beispiel von ca. 0,3 bis auf
0,9 und bewirkt damit gegeniiber einem konstanten Emissionsgrad von
0,75, wie er u.a. fiir Bild 6.1a angenommen worden war, dass die Erwér-
mung erwartungsgemifl etwas langsamer erfolgt — vgl. Temperaturen bei
der Zeit von 50s.

Die mit der Dgl. (6-1a) angestellten Berechnungen erforderten deren nume-
risches Losen, wofiir, wie fiir die iibrigen Berechnungen gleichfalls, die
Software ,MathCad*“ verwendet wurde.
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7 Physikalische Stoffwerte abhingig von der Umwandlungskinetik

In den letzten Jahren haben sich die Moglichkeiten zur adiquaten
Beschreibung technischer Prozessabliufe stetig erweitert. Allerdings stoflen
die Bestrebungen nach einer zunehmend realitdtstreueren Abbildung tech-
nisch anspruchsvoller Prozesse durch entsprechende Modelle stets dort an
Grenzen, wo die Ausbildung der Werkstoffstruktur in direkter Verbindung
zum Fertigungsprozess steht und in ihrer Temperatur-Zeitabhingigkeit zu
beriicksichtigen ist. Insbesondere fillt auf, dass bereits die exakte
Beriicksichtigung scheinbar elementarer physikalischer Stoffgrofien, wie
z.B. die Warme- und Temperaturleitfihigkeit oder die spezifische Wirme-
kapazitdt bzw. Enthalpie, unter bestimmten Fertigungs- bzw. Verarbei-
tungsbedingungen nicht hinreichend genau fiir entsprechende Modelle und
Simulationen vorliegen. Denn immer dann, wenn wihrend thermischer
Prozesse Entfestigungs-, Umwandlungs- und Ausscheidungsvorginge im
Werkstoff ablaufen, verdndert sich deren Gefiigestruktur, wovon wiederum
die Stoffeigenschaften und Stoffgrofien selbst unmittelbar beriithrt werden.
In all diesen Fillen ist es strenggenommen nicht ausreichend, mit allein
temperaturabhéngigen Stoffgréfien zu rechnen.

Die beim Aufwirmen oder Abkiihlen auftretenden Phasenumwandlungen
lassen sich anschaulich z.B. mit Zeit-Temperatur-Austenitisierungs-Schau-
bildern (ZTA beim Aufwérmen) oder Zeit-Temperatur-Umwandlungs-
Diagrammen (ZTU beim Abkiilen) darstellen. Das Beispiel in Bild 7.1 fiir
einen Stahl mit einem Kohlenstoffgehalt von 0,45% zeigt dessen ZTU-
Diagramm (linke Seite) die verschiedenen Umwandlungen des Austenits
(A) in Ferrit (F), Perlit (P), Bainit (B) und schliellich in Martensit in
Abhéngigkeit von Temperatur und Zeit. Es sind stellvertretend drei
Abkiihlkurven (gelb-rot) mit einer erkennbaren Wéirmetonung infolge
Freisetzung der Umwandlungswirme eingezeichnet. Sie durchziehen die
Umwandlungsbereiche der betreffenden Gefiige unterschiedlich rasch und
bestimmen damit die betreffenden Mengenverhiltnisse der umgewandelten
Gefiigearten nach dem Abkiihlen, die fiir die Eigenschaften der Stihle nach
dem Abkiihlen unmittelbar verantwortlich sind. Der Grenzfall der
Umwandlungskinetik wird bei extrem langsamer Abkiihlung erreicht und
ist als Zustands- bzw. Gleichgewichtsschaubild ebenfalls anschaulich in
Abhéngigkeit des Kohlenstoffgehalts festgehalten (rechte Seite Bild 7.1).
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Die verschiedenen Umwandlungs- und Gefiigebereiche sind hier beispiels-
halber durch eine blaue, braune, griine und schwarze Linie voneinander
getrennt. Wie bereits erwihnt, zeigen die Abkiihlkurven, wie sich teilweise
im Abkiihlverlauf eine geringe Verzogerung bemerkbar macht, hervor-
gerufen durch freigesetzte Wirme (Rekaleszenz) wihrend der Umwand-
lung. Der mittleren Abkiihlkurve folgend erkennt man, wie sich das Gefiige
von Austenit iiber Ferrit, Perlit und Bainit schliefflich zu hartem Martensit
umwandelt und ggf. welche Mengenanteile dabei jeweils entstehen.
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Bild 7.1: ZTU- und Gleichgewichtsdiagramm nach [HOU 90|

Die verschiedenen Gefiigearten haben i. allg. unterschiedliche Gitter-
konstanten und Diffusionsgeschwindigkeiten zur Folge, was sich unmittel-
bar auf die Werkstoffeigenschaften — mechanische, thermische und elektri-
sche — und deren reaktionskinetisches Verhalten wihrend der Umwandlung
ganz direkt auswirkt.

Das legt nahe, dass bei allen thermisch aktivierten Werkstoffunter-
suchungen, die in situ erfolgen, die kinetischen Abhingigkeiten zu beriick-
sichtigen sind. Denn sofern Umwandlungsvorgéinge im Werkstoff durch eine
entsprechende temperatur-zeitabhéingige Beeinflussung bzw. Aktivierung
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ausgelost werden, sind diese iiberwiegend diffusionsgesteuerten Vorginge
der Phinomenologie der Reaktionskinetik unterworfen.

Davon sind thermophysikalische Stoffgrofien, die mit thermischen Analyse-
methoden untersucht werden, wie z.B. Wirme- und Temperaturleit-
fahigkeit, betroffen. Das heiflt, in der Art, in der Werkstoffgefiige und
mechanische Figenschaften an die Kinetik von Umwandlung und Ausschei-
dung gebunden sind, sind es grundsétzlich auch die thermophysikalischen
Stoffeigenschaften. Wihrend jedoch der Einfluss von Entfestigungs- und
Umwandlungskinetik auf Gefiige und mechanische Eigenschaften heute
bereits ausfiihrlich untersucht und durch entsprechende Modellierung
beriicksichtigt wird, findet dieser Aspekt hinsichtlich der thermophysika-
lischen Stoffwerte moglicherweise noch nicht unbedingt die notige
Aufmerksamkeit. Hierfiir ist vermutlich verantwortlich, dass es einerseits
nicht immer einfach ist, Fehler und Ungenauigkeiten, die durch Vernach-
ldssigung einer thermophysikalischen Stoffgrofien-Kinetik auftreten, von
anderen Effekten sauber genug abzutrennen und auf genau diese Ursache
zuriickzufithren, und dass es aus diesem Grunde hinreichend flexibler
Anlagen und thermophysikalischer Messmethoden bedarf, um entsprechend
aufwendige thermokinetische Untersuchungen unter diesem Aspekt iiber-
haupt durchfiihren, detektieren und geeignet auswerten zu konnen.

Ein weiterfiihrender Weg kann deshalb darin bestehen, Experimente und
Modelle zur kinetischen Eigenschaftsbeschreibung, wie sie hinsichtlich
Gefiige und mechanischer Eigenschaften bereits existieren, auf entspre-
chende thermophysikalische Stoffgroflien, wie z.B. Wirme-, Temperatur-
leitfdhigkeit und spezifische Wiarmekapazitit, auszuweiten.

Auf diesen Umstand konnte und sollte hier nur aufmerksam gemacht
werden. Zur Beriicksichtigung thermophysikalischer Aspekte der beschrie-
benen Art diirften sich prinzipiell die zugrunde liegenden Temperatur- und
Diffusionsverhéltnisse vorteilhaft mit den im Teil A hergeleiteten Ergeb-
nissen beschreiben und approximieren lassen.
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8 Sinterkinetik

Ein Beispiel zum Sinterverhalten und seiner Modellierung soll als wesent-
lich diffusionsbedingter Vorgang, wie in Kapitel 2.4 allgemein angegeben,
mit entsprechenden reaktionskinetischen Berechnungsgleichungen ange-
fithrt werden. Vereinfachend werde hier angenommen, dass die Autheiz-
und Abkiihlvorgiinge im Vergleich zum isothermen Halten zu kurz sind,
um einen nennenswerten Einfluss auf das Sintergeschehen auszuiiben.
Experimentell erfasst und als Modell beschrieben wurde der Zusammen-
hang zwischen der (relativen) Dichte des Sintergutes nach erfolgtem
Sintern und der Ofentemperatur sowie der Sinterdauer. Untersucht wurden
pulvermetallurgisch hergestellte Metallmatrix-Keramik-Verbunde (MMC).
Das Pulver bestand aus einer Kombination von austenitischem rostfreiem
Stahl (Stahlschliissel 1.4301) und verschiedenen Dotierungen mit ZrO,-
Keramikpulver. Dieser als Matrixwerkstoff vorgesehene metastabile Stahl
hat die fiir zahlreiche Anwendungen positive Eigenschaft, dass er sich unter
dem Einfluss einer mechanischen Formgebung in eingeschrinkten Tem-
peraturbereichen nur teilweise martensitisch umwandelt, was trotz eines
Festigkeitszuwachses mit einer zugleich steigenden Plastizitéit einhergeht.
Diese prinzipiell bekannten Effekte der spannungs- und verformungs-
induzierten Martensitbildung, wie sie in der Fachliteratur als TRIP, TWIP
oder SBIP-Effekte analysiert wurden, sind in der Arbeit [YAN 13] fiir diese
MMC “s konkret charakterisiert worden. Hier sollen deshalb lediglich einige
Resultate knapp wiederholt werden.

Als Modellgleichung fiir die reaktionskinetisch beeinflusste Dichte wurde
ein Ansatz der Form (2.4-3) gewéhlt, wobei die Beriicksichtigung nur eines
Reaktionsmechanismus ausreichte, um den Sinterprozess angemessen zu
beschreiben. Da beziiglich der ZrO,-Abhéingigkeit keine physikalisch be-
griindete Charakteristik bekannt war, wurde diese heuristisch als quadra-
tischer Ansatz multiplikativ eingefiihrt mit der Variable Z und den zusétz-
lichen Parametern z; und z, in der Gestalt

p(t"g’Z) - (1+ z;-Z+1z, VA )'{leN +(pMAX 'leN){]_e(I(t’lg)/q)q }] (8-1)

Mit Bild 8.1 wird die Sinterkinetik zunichst fiir den undotierten Stahl
gezeigt.
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Bild 8.1: Relative Dichte (extrapoliert) von Stahl in Abhéngigkeit
von Sintertemperatur und —zeit (0% ZrO,)

Die von den Messwerten in Verbindung mit dem reaktionskinetischen
Ansatz (8.1) nach Parameterbestimmung aufgespannte doppelt sigmoidale
Modellfliche wurde hier iiber den experimentellen Bereich hinaus extra-
poliert und dargestellt. Sie spiegelt den grundsétzlichen qualitativen und
quantitativen Zusammenhang zwischen relativer Dichte des Werkstoffes,

der Sinterdauer und der Temperatur anschaulich wider.

710, dotierten

MMC10 zeigen im untersuchten Bereich eine insgesamt hohere Dichte im

Die entsprechenden Modellergebnisse fiir einen mit 10%
Vergleich zu reinem Stahl (Bild 8.2).

Sowohl bei niedrigeren Temperaturen von z.B. 1250°C und lingeren Zeiten
als auch bei noch hoheren Temperaturen von mehr als 1400°C und
verkiirzter Sinterdauer liegt die Dichte um ca. 10% bzw. 20% hoher als bei

undotiertem Stahl.
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100
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Bild 8.2: Relative Dichte von MMC10 in Abhiingigkeit
von Sintertemperatur und —zeit (10% ZrO,)

Bild 8.3 stellt die Modellflsiche fiir einen MMC30 dar. Gegeniiber undotier-
tem Stahl und einem MMCI10 liegt die relative Dichte von MMC30 im
untersuchten Temperaturbereich um bis zu 15% niedriger.

relat.Dichte [%)]

Bild 8.3: Relative Dichte von MMC30 in Abhéingigkeit
von Sintertemperatur und —zeit (30% ZrO,)
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Mit einem solchen Modell lisst sich z.B. explizit auch der Zusammenhang
von Sinterdichte zu Sinterzeit und ZrO,-Gehalt veranschaulichen, Bilder
8.4 — 8.6, dargestellt fiir ausgewéihlte Sintertemperaturen.
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Bild 8.4: Relative Dichte in Abhéngigkeit von Sinterzeit
: o
und ZrO,-Gehalt (Sintertemperatur 1300°C)
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Bild 8.5: Relative Dichte in Abhéngigkeit von Sinterzeit
und ZrO,-Gehalt (Sintertemperatur 1400°C)
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Bild 8.6: Relative Dichte in Abhéngigkeit von Sinterzeit
und ZrO,-Gehalt (Sintertemperatur 1420°C)

Die metallkundlichen Ursachen und Zusammenhéinge fiir Verhalten und
Abhéngigkeiten der Sinterdichte werden in der genannten Arbeit [YAN 13]
ausfiihrlich diskutiert hinsichtlich der realisierten Sinterbedingungen wie
Sintertemperatur, Sinterzeit, Sinteratmosphire, ZrO,-Anteil, Phasenzu-
sammensetzung der Stahlmatrix und der darin enthaltenen ZrO,-Partikel
sowie deren Einfliisse auf die mechanischen Eigenschaften, wie sie sich nach
dem Sintern ergeben haben.

Im vorliegenden Zusammenhang sollte exemparisch und stark verkiirzt
lediglich gezeigt werden, welche Moglichkeiten eine entsprechende reak-
tionskinetische Modellierung auf Gundlage der Beziehungen aus Kapitel 2
auch im Zusammenhang mit pulvermetallurgischen Prozessen, wie dem
Sintern, bietet.
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9 Zur bedingten Austauschbarkeit von Temperatur und Zeit

Frage®”: Im Zusammenhang mit Rationalisierungsmafinahmen ist in
einem grofleren Drahtunternehmen der NE-Metall-Branche vorgesehen,
einen Teil der Drahtproduktion aus einem Zweigbetrieb zuriick in den
Stammbetrieb zu verlagern. Dabei ist u.a. folgende Frage vorab zu kléren:

Kann die teilrekristallisierende Glihung einer CuZn-Legierung, wie sie im
Zweigbetrieb im Durchlaufverfahren bisher durchgefiihrt wird, ohne Um-
setzung der Ofenanlage (Platzbedarf!) auf einer der im Stammbetrieb
vorhandenen, aber mit anderem Drahtmaterial nur teilbelegten Wiarme-
behandlungsanlage gleicher Bauart (16-Drahtader-Rohrofen) unter Beibe-
haltung der bisherigen Temperatur des Stammwerkofens allein durch
Anderung der Durchlaufgeschwindigkeit mit gleichem Ergebnis, d.h., mit
gleichen Festigkeitseigenschaften vorgenommen werden, wenn folgende
Randbedingungen hinzunehmen bzw. einzuhalten sind:

- Durchsatzleistung m der umzulagernden Produktion: nicht unter

10 kg/h ; Drahtdurchmesser d = 1,2 mm , Dichte p=8470 kg/ m’
Aktivierungsenergie Q =40 kJ/mol

- Ofen Stammbetrieb: 16-Drahtader-Durchlauf-Rohrofen, davon nur elf
Rohre belegt
Ofenlédnge [g =95m
Ofentemperatur ¢ =562°C bzw. Og =835 K

- Ofen Zweigbetrieb: 12-Drahtader-Durchlauf-Rohrofen, davon nur
vier Rohre belegt
Ofenlénge [, =10m
Ofentemperatur §, =587°C bzw. @, =860 K
Durchlaufgeschwindigkeit v, = 0,08 m/s .

Damit ist die Frage zu beantworten, welche Durchlaufgeschwindigkeit fiir
das Material aus dem Zweigwerk zu wéihlen ist, damit trotz niedrigerer
Ofentemperatur des Stammwerkes die gleichen Werkstoffeigenschaften
erreicht werden?

* Diese Problemstellung ldsst sich z.B. in einem Seminar zur Rekristallisation behandeln.
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Zu welchem Ergebnis fithrt Thre Recherche und welchen Vorschlag unter-
breiten Sie der Produktionsleitung zur Realisierung der Rationalisierungs-

mafinahme?

Antwort:

Die Beantwortung der Frage lidsst sich unter Heranziehung der Regel von
der bedingten Austauschbarkeit von Temperatur und Zeit geméfl der Be-
ziechungen (2.2-6.1) - (2.2-6.3) herbeifiihren. Diese Regel besagt, dass in
gewissen Temperatur-Zeit-Bereichen, in denen der Werkstoff mit seinen
Eigenschaften sensibel auf Anderungen der Wirmebehandlungsbedin-
gungen reagiert, immer dann etwa gleiche Werkstoffeigenschaften erzielt
werden, wenn Temperatur und Zeitdauer der Warmebehandlung in ganz
bestimmtem Verh&ltnis zueinander stehen. Veranschaulichen ldsst sich das
mit einem dreidimensionalen A VRAMFDiagramm:
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Bild 9.1: 3D-AVRAMEDiagramm

Vergleichbar der Regel der Mechanik, bei der die “Waage-Beziehung” Last
mal Lastarm ist gleich Kraft mal Kraftarm gilt, trifft hier &hnlich zu, dass
gleiche Entfestigungs- bzw. Rekristallisationsgrade stets dann erreicht
werden, wenn die Temperatur-Zeit-Verhéltnisse so gewahlt werden, dass
sie auf einer entsprechenden Isolinie liegen.

Zunichst werde der Vorgang vereinfachend als isotherm betrachtet, d.h.,
die stark anisothermen Bereiche der Drahterwirmung am Ofeneingang und
der Drahtabkiihlung am Ofenaustritt werden gegeniiber dem thermisch
nahezu stationiiren Abschnitt im mittleren Bereich des Durchlaufofens als
vernachléssigbar angesehen. Damit wird die Beziehung (2.2-6.3) anwendbar
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Q( 1 ]
Rle, o, l )
und wegen ¢, =1, -e ROz ) byw. mit ty = =, t, =2 ergibt sich die
Vs Vz
dquivalente Durchlaufgeschwindigkeit fiir den Ofen des Stammwerks zu:
l _Q_(J _ 1]
ve =v, e ©\O O2) _00643ms .

Damit erhélt man den Durchsatz je Ader zu

. -4kg kg . T ;2 -6 2
mg=vs - A-p=6,13-107"->=221-> mit 4 =7-d =1,131-10 " m~ bzw.
fiir vier Drahtadern einen stiindlichen Durchsatz von m,, =4-2,21 kTg

_ kg ke _ -
—8,847<107—m

erreicht. Allerdings ist noch ein Rohr fiir eine weitere Drahtader frei. Damit

o s d.h., die Sollmenge wird auf diese Weise nicht

scheint es die Moglichkeit zu geben, den Ofen des Stammwerkes entweder
mit einer zusétzlichen fiinften Ader zu beschicken oder aber die Ofen-
temperatur entsprechend anzuheben, wobei diese zweite Variante die
Moglichkeit zur Erhohung der Durchlaufgeschwindigkeit der elf urspriing-
lichen Adern erfordert.

Bei dieser Betrachtung waren vereinfachend isotherme Verhiltnisse voraus-
gesetzt worden. Deshalb soll noch iiberpriift werden, ob diese Ndherung im
Nachhinein zu rechtfertigen ist. Hierfiir miissen die tatsichlichen Tempe-
ratur-Zeit-Verldufe, die der Draht wihrend seiner Reise durch den Ofen
erfihrt, bekannt sein. Diese konnen einerseits aus Temperaturmessungen
stammen, wie sie z.B. mit hinreichend langen Mantelthermodriihten (sog.
Schleppelementen), deren Thermofiihler in engem Kontakt zum Werkstoff
des wirmebehandelten Drahtes anzubringen sind, bei der gemeinsamen
Ofenpassage erhalten werden. Dieses Verfahren ist nur bedingt genau und
versagt naturgemifl zunehmend bei diinneren Drdhten. In diesen Fillen
léisst sich immerhin auf die Temperaturberechnung zuriickgreifen. Dafiir
lassen sich die Formeln (1.4-3.9) oder auch (1.4-7.5) heranziehen, wobei
auch hier die Genauigkeit begrenzt ist durch Annahmen hinsichtlich der
Randbedingungen, was z.B. Warmeiibergéinge und Emissionsgrade anlangt;
hierfiir lassen sich jedoch treffende Abschéitzungen vornehmen, indem
einschléigige Nachschlagewerke wie z.B. [VDI 13| herangegezogen werden.
Im vorliegenden Fall erhilt man fiir Gl. (1.4-3.9) mit ¢, =0 bzw. fiir (5.1)
eine Zeitkonstante T'=30,6s (fiir isotherme Néherung gilt 7'— 0).
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Die mit der Beziehung (2.2-6.3) fiir den isothermen Vergleich erhaltenen
Ergebnisse sind jetzt mit der isotherm <> anisotherm-Beziehung (2.2-6.2)
auf anisotherme Verhiltnisse zu iibertragen. Dabei verlingern sich die fiir
isotherme Bedingungen ermittelten Haltezeiten des Zweigbetriebes
tZisoz 125,0s und des Stammbetriebes tSisoz 147,8 s auf t, =187 1s und

aniso

t¢  =2103s deutlich. Die Temperatur-Zeit-Verhéltnisse veranschau-
aniso

licht Bild 9.2. Das bedeutet, dass etwa gleiche Werkstoffeigenschaften
durch die Warmebehandlung gegeniiber der urspriinglich isothermen N#he-
rungsbetrachtung zu erhalten sind, indem beim Realvorgang der Erwir-
mung die Ofenzeiten wie angegeben verldngert werden.
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Bild 9.2: Drahterwidrmung im Ofen; Abkiihlbeginn aus Rechnung

Fragt man nicht, wie soeben, nach der Verdnderung der Aufenthaltszeiten
im Ofen bei unveridnderten Ofentemperaturen, sondern danach, wie unter
Beibehaltung der Zeit die Ofen- bzw. Umgebungstemperaturen anzupassen
sind, so ergibt die isotherm — anisotherm-Rechnung eine Temperatur-
erhohung bei 147,8 s von 562°C auf 646°C fiir den Stammbetrieb und
entsprechend bedeutet das fiir den Zweigbetrieb bei 125 s eine erhebliche
Anhebung von 587°C auf 698°C, vgl. Bild 9.3.

Dieses Ergebnis macht deutlich, dass es durchaus lohnt, die unrealistische
Annahme isothermer Bedingungen sowie die Vernachlissigung der Anlauf-
phase zu hinterfragen und dass gegeniiber dem isotherm <> isotherm-
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Vergleich mit (2.2-6.3) Zuriickhaltung geboten ist — auch wenn es Bedin-
gungen (Aktivierungsenergie) geben mag, unter denen die Unterschiede
weniger krass als hier im konstruierten Beispiel ausfallen.

700
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Q600 [cccccccctas e === o=
N B it 3\ -
o/ 1\
[ 1
o I
Q 400 :
g Aufheizen = Halten = Abkuh/en \
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< | |
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100 - Ofentemperatur Stammwerk = 646°C
0
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Bild 9.3: Drahterwidrmung im Ofen; Ofentemperatur aus Rechnung

Das zeigt recht deutlich und direkt, dass statt der Vergleichsbeziehungen
isotherm ¢» isotherm (2.2-6.3) und isotherm «» anisotherm (2.2-6.2) von
vornherein die anisotherm <> anisotherm-Beziehung (2.2-6.1) herangezo-
gen werden sollte:

s 2 @Q(r) Loz R @Q(r)
J‘ -dt J‘ -dt (9.1a)
0 0

bzw. mit der modifizierten ARRHENIUS-Beziehung;:

-0y —0p
t
J‘S SR (85(t)-85) ;L J‘ R (82(0)=-95) 4. (9.1h)
0 0

Wenn die Drahterwérmung, wie hier im Beispiel, im Ofen gem#f (5.1)
stattfindet, muss die Integration nicht numerisch erfolgen, sondern kann
analog der Beziehung (5.2) geschlossen analytisch vorgenommen werden.
Im vorliegenden Zusammenhang werde die Bezugs- bzw. Grenztemperatur
95 wiederum als Temperatur beim absoluten Nullpunkt, d.h. mit
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9 =-273,15 °C angenommen. Entsprechend (5.2) lassen sich die Integrale
von (9.1a) durch

R — -0 f
:Ieﬁ'@m-dr = T-(Et(/,e@m eF U Eil 2 (g - @—2)”

ersetzen. Damit kann statt (9.1a) der Vergleich auch mit

-0
?@U
Ty - /E’(/?@S(zs) o E(/? (o3~ @US))/
el 2
- TZ /E’(/?@Z(tz) N E(/? (@Z(tz) O, ))/

gefithrt werden; naturgemifl stimmen bei exponentieller Aufheizcharakte-

ristik geméf (1.4-3.9) die Temperaturen des Beharrungszustandes @(t— )
mit den betreffenden Umgebungs- bzw. Ofentemperaturen iiberein, d.h.,
Oyt >x) = @US und O, (t-x) = @UZ . Auflerdem werde angenommen,

dass sich die Zeitkonstanten der Drahterwérmung von Stammwerk 7g und
Zweigwerk T, infolge baugleicher Ofen praktisch nicht unterscheiden und
damit gleichgesetzt werden kénnen.

Wenn man von der oben berechneten Zeit ¢ty = 210,3 s ausgeht, erhlt
aniso

man fiir die Durchlaufgeschwindigkeit des Stammwerkes statt
ve =0,064m/s nur noch vy =0,045m/s. Damit ergibt sich ein gegeniiber
der rein isothermen Betrachtung noch deutlich geringerer Durchsatz je

Ader zu sing = vy - A-p=4,31-10"2 = 1,55 byw. fiir vier Drahtadern ein

stiindlicher Durchsatz von m,, =4- ],55%g = 6,2] <10-= kg d.h., um

die Sollmenge zu erreichen, ist der Ofen des Stammwerkes entweder mit

Soll )

zusitzlichen Drahtadern zu beschicken (sieben statt vier bzw. fiinf, wie es
die isotherme Schitzung noch als moglich erscheinen lief}; dafiir miisste der
Ofen allerdings um wenigstens zwei Rohre erweitert werden) oder aber die
Ofentemperatur ist anzuheben, wobei diese zweite Variante die Moglichkeit
zur Erhohung der Durchlaufgeschwindigkeit der elf urspriinglichen Adern
erfordert. Der Technologe wird dariiber hinaus zu bedenken haben, dass
bei einer Fahrweise des Ofens bei hoherer Temperatur Anlagenverschleif3
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und Energiebedarf steigen, wihrend umgekehrt die Verlingerung der Gliih-
zeit bei abgesenkter Temperatur mit einer Anlagenvergréfferung und damit
steigendem Platzbedarf verbunden sein wird. Aber auch hierfiir, ndmlich
die Optimierung des Wirmebehandlungsregimes unter den konkreten
betrieblichen Restriktionen, konnen die angegebenen Beziehungen weiter-
filhrende Hilfestellung sein, indem eine ganze Palette an Temperatur-Zeit-
Realisationen, die iiber jene der Bilder 9.2 und 9.3 weit hinausgehen, zur
Verfiigung stehen. Das funktioniert allerdings nur dann, wenn fiir den
betreffenden Werkstoff die Aktivierungsenergie bereits bekannt ist, d.h.,
wenn fiir den Werkstoff und seinen konkreten Ausgangszustand (z.B.
hinsichtlich Kaltumformgrad) bereits einmal Warmebehandlungsversuche
durchgefiihrt worden waren, auf deren Grundlage eine Identifikation der

Aktivierungsenergie bereits einmal vorgenommen wurde — siehe Kapitel 5
oder [MUL 98, Kap. 3.5.2 und Anhang B zu Kap. 3.5.2.1].

Angemerkt sei abschlielend hierzu, dass bei den Berechnungen der expo-
nentielle Abkiihlbereich vernachlissigt werden konnte, da er gegeniiber
dem beim Aufheizen von wesentlich geringerem Einfluss ist. Denn beim
exponentiellen Abkiihlen sinkt die Temperatur im oberen Temperatur-
bereich, in dem die Werkstoffreaktionen infolge thermischer Aktivierung
noch besonders rasch ablaufen, deutlich schneller ab, als sie umgekehrt
beim Aufheizen im oberen Temperaturbereich ansteigt — wie auch den
Bildern 9.2 und 9.3 zu entnehmen ist. Ist die Abkiihlung demgegeniiber ggf.
jedoch deutlich verzogert, so ist auch dieser Bereich bei der Berechnung
mit zu beriicksichtigen.
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10 Diffusion zwischen zwei sich in Kontakt befindlichen Korpern

Werden zwei stofflich unterschiedliche Kérper iiber ihre Oberflichen (bzw.
Teilbereiche davon) miteinander in Kontakt gebracht, so erfolgt zwischen
ihnen ein mehr oder weniger rascher Wirme- und Konzentrationsaus-
tausch. Dieser Austausch ldsst sich in der Anfangsphase, solange sich die
Wirkungen gegeniiber anderen vorhandenen Ober- bzw. Grenzfldchen noch
nicht oder nur kaum bemerkbar machen, vergleichsweise einfach mit dem
Modell zweier sich beriihrender halbunendlich ausgedehnter Korper be-
schreiben. Hierfiir liegt bereits eine weitreichende Losung fiir das Wérme-
{ibertragungsproblem mit [MUL 98, Anhang B, zu Kapitel 3.1.1.1] vor®.
Dessen Ubertragung auf die Fragestellung der Diffusion ist leicht moglich,
wenn mit den Indizes der Halbriume j=1, 2 entsprechende Substitut-

ionen sinngemaf als a; > D;, b; > /D, vorgenommen werden. Eine sinn-

volle Spezialisierung kann darin bestehen, an der Kontaktfléiche bei x =0
Kontinuitéit herzustellen. Das wird erreicht, indem die Grenziiberginge
k; — ( = ungebremster Stoffaustausch an der Kontaktfliche bei x=20)

ausgefithrt werden”. Weiter werde angenommen, dass die beiden Diffu-
sionskoeffizienten in einem festen Verhiltnis zueinander stehen, d.h., sie
unterscheiden sich nur um einen Faktor &k, d.h., D, =k-D;. Damit folgen
analog [MUL 98, (B3.1.1.1-1.8.1) und (B3.1.1.1-1.8.2)] die Losungen:

~ Ji —x )
C](t,X) = C]A + (CzA —C]A) m el’_’fC(W fU_I' X <0, (101)

)i x
¢ (tx) = ¢, —(c, —c -—erfc( ) fir x>0; (10.2)
2 24 (ZA ]A) ]+\/; 2\/E- /D]-t
die Anfangskonzentrationen sind durch c¢;(0,x)=¢, ,, =konst. und durch
¢,(0.x) = c;, = konst. gegeben. Die Gleichungen (10.1) und (10.2) gelten fiir

zeitunabhingige Diffusionskoeffizienten®.

%6 Im Unterschied zur Losung aus [HAH 12, Ezemple 10-7) wird ein Temperatur- resp. Kon-

zentrationssprung an der Kontaktfléiche bei x = 0 zugelassen (Randbedingung 3. Art).

T Diese Losung ist jetzt gleichbedeutend mit der aus [HAH 12, Exemple 10-7], sofern dort

Kontinuitdt des Warmeflusses, d.h., k, =k, sowie T, - ¢, y und ¢, = 0 , vereinbart werden.

8 Zum komplementiren Fehlerintegral erfc(z) siche Anhang.
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Beachte: Wihrend bei den vorangegangenen Kapiteln von einer Orts-
abhingigkeit in der Folge lokaler Mittelung bewusst abgesehen wurde, wird
sie hier, so wie im folgenden Kapitel 11, eindimensional beriicksichtigt.

Erwdhnt sei an dieser Stelle, dass die Orte gleicher Konzentration durch
die Bedingung gegeben sind, dass sich das Argument des Fehlerintegrals
nicht #ndert, so dass der Ausdruck |x|~ \/D;-t bzw. X ~D;-t bis auf
eine Konstante einzuhalten ist, weshalb diese Bedingung auch als
"quadratisches Wachstumsgesetz~ bezeichnet wird — siche Anhang.

Wiederholt wurde in den vorangegangenen Beispielen zu zeigen versucht,
dass in technischen Anwendungen infolge praktisch stets mehr oder weniger
anisothermer Prozesse der Diffusionskoeffizient und damit ebenso die Akti-
vierung vom Temperatur-Zeitverlauf direkt abhingen, wihrend konstante
Diffusionskoeffizienten einer isothermen Betrachtungsweise entsprechen,
die mit mehr oder weniger groflen Fehlern behaftet ist. Es lidsst sich nun
zeigen, dass auch im ortsabhéingigen Fall analytisch geschlossene Losungen
fiir zeitabhéngige Diffusionskoeffizienten existieren.

So erhilt man mit der Aktivierung entsprechend (2.1-4.3), also mit
t

II(I)ZJ D,(r)-dt , gegeniiber (10.1) und (10.2) als Verallgemeinerung die
0

beiden expliziten Losungen fiir anisotherme Kinetik™:

_ Jk —x )
Cl(f,X) = CIA +(CZA_CIA).W el’fC(m fiir x<0 (103)

fiir x >0 (10.4)

] x

c,(tx) = c,, —(c, —c -—erfc(—
2 24 (ZA IA) ]+\/z 2\/E. ,_[}(t)
Auch im anisothermen Fall ergeben sich Isolinien der Konzentration, indem
— wiederum bis auf eine Konstante — die Beziehung |x|~ JZ (1) bzw.

t
x? ~ Z( t):j D,(7)-dr eingehalten wird, allerdings mit dem Unterschied,
0

dass jetzt nicht allein die Zeit, sondern der Temperatur-Zeit-Verlauf die
Bahnlinie des Ortes steuert.

9 Siehe im Anhang , Transformation der Diffusionsgleichung*

Dieses Werk ist copyrightgeschitzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



10 Diffusion zwischen zwei sich in Kontakt befindlichen Koérpern 99

Zur Veranschaulichung werde hier ein Fallbeispiel numerisch berechnet.
Dafiir seien die folgenden Annahmen getroffen:

o Der Halbraum 1 fiir z < 0 bestehe aus Zink, das in den Halbraum 2,
z.B. aus Kupfer, fiir x > 0 durch thermische Anregung diffundiert.

o Der Diffusionskoeffizient D,(t) des Halbraums 1 werde entspre-
chend (2.1-5a) gebildet mit Mengenfaktor D; =6-1 0~ mz/s und
der Aktivierungsenergie Q, = 144500 J/mol

o Erwidrmung von Anfangstemperatur 4, =20°C auf Umgebungs-
bzw. Ofentemperatur &; = 550°C ; Zeitkonstante T'=40s

o Es werde D,(t)=D,;(t) gesetzt, d.h., es gilt k=1.

Den angenommenen anisothermen Temperaturverlauf nach Art der Ofen-
erwirmung geméif (1.4-3.9) bzw. (5.1) zeigt das folgende Bild:

800 1000
O =
—~ 600 1 750 =
5 -
o) =
T 400 4 500 ®
Q Q
2 =
€ 200 - 250
L L

0 0
0 100 200 300 400

Zeit [s]
Bild 10.1: Temperaturverlauf wie bei Ofenerwirmung

Der Diffusionskoeffizient und die Aktivierung reagieren darauf mit den
folgenden Verldufen:

2 610 £ 15-10M

E £

= 410 L 1,0-10

a "

g =3

T 210 2 0,5:10

o] Q

9 o

3:' -

a 0 '/ 0

0 100 200 300 00 0 100 200 300 400
Zeit [s] Zeit [s]

Bilder 10.2 und 10.3: Diffusionskoeffizient und Aktivierung unter
anisothermen Bedingungen
Den Diffusionsfortschritt zeigen in Abhéngigkeit von Ort und Zeit die
beiden folgenden Darstellungen, die normierend mit den Anfangskonzen-
trationen ¢;, =/ und c¢,, =0 berechnet wurden.
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Halbraum 1 Halbraum 2
1,0
Ofentemperatur 9, = 550°C
0,8 Zeit t [s]
= 80
o 120
T 0,6 180
ks 250
o 350
T 04 500
Q@ | 650
S - 840
0,2 \
\
0,0 \\ —~
-4 -2 0 2 4 6 [um] 8

Zn-Seitex < 0

Cu-Seitex >0

Bild 10.4: Thermisch aktivierter Diffusionsverlauf in Abhéingig-
keit vom Abstand zur Kontaktfliche unter anisother-

men Bedingungen

Den Konzentrations-Zeitverlauf vermittelt folgende Darstellung:

1,0

Zn-Gehalt c(x,t)
o o o
Fay (o)} oo

o
¥

0,0

Abstand von
Iy =3550°C der Kontakt-
flache x [pm]
-5,0

-2,0 _ Halb-

raum1

0

0,5 | Halb-
2,0 raum2
5,0

0 500 1000

1500 2000

Ofenzeit [s]

Bild 10.5: Diffusionsverlauf in Abhiingigkeit von der Zeit

Werden anstelle anisothermer Erwirmung vereinfachend isotherme Be-
dingungen, d.h., sprunghafte Erwérmung, angenommen (7 — 0s ),

so erhélt man die folgenden Verlidufe:
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Diff.-koeff. D4(t) [m?/s]
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Bild 10.6: Temperaturverlauf bei isothermer Simulation
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Bilder 10.7 und 10.8: Diffusionskoeffizient und Aktivierung unter
isohermen Bedingungen

Halbraum 1 Halbraum 2
1,0
Ofentemperatur 9, = 550°C
0,8 Zei; t[s]
= 120
>
T 06 180
f 250
E _ 350
. 500
8 0,4 \\ = 650
r\én % 840
0,2 \‘\
“%Nx%
0,0 i—————
-4 -2 0 2 4 6 [um] 8
Zn-Seitex <0 Cu-Seitex >0

Bild 10.9: Thermisch aktivierter Diffusionsverlauf in Abhéngigkeit
vom Abstand zur Kontaktfliche unter isothermen Bedingungen
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1,0

Abstand von
8y =3550°C der Kontakt-
- 08 flache x [um]
2 \\ -5,0
e e | -2,0  Halb-
S raum 1
S 0
Q04 F’ 0,5 Halb-
'SI 2,0 raum?2
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Bild 10.10: Diffusionsverlauf in Abhéngigkeit von der Zeit unter
isothermen Bedingungen

Beim Vergleich von Bild 10.4 mit 10.9 sowie von Bild 10.5 mit 10.10 wird
unmittelbar deutlich, das insbesondere hin zu kiirzeren Zeiten die Uberein-
stimmung dramatisch abnimmt. Das genau war in dieser Weise zu erwarten
gewesen, denn die Erwdrmungsphase, die hier unter den simulierten Bedin-
gungen wenigstens 100 s betridgt (Bild 10.1), tréigt zunichst nur wenig zur
Aktivierung bei (Bild 10.3). Demgegeniiber findet deren Akkumulation
unter isothermen Bedingungen von Anbeginn maximal statt (Bild 10.8), so
dass die Diffusion entsprechend (unrealistisch) stark einsetzt.

Als Schlussfolgerung ergibt sich, dass die isotherme Niherung nur berech-
tigt ist, wenn der tatsichlich ausgeprigte nahezu isotherme Zeitabschnitt
gegeniiber dem der aufheizenden Anlaufphase wesentlich grofer ist. In allen
anderen Fillen sollten die realen Aufwirmbedingungen auch realititsnah
in der Rechnung beriicksichtigt werden. Mit diesem durchgerechneten Bei-
spiel soll insbesondere der in der Praxis stehende Technologe auf diese
Problematik aufmerksam gemacht und dafiir sensibilisiert werden. Eine
entsprechende Praxisanwendung bringt das folgende Kapitel, bei dem
ausnahmsweise wiederum ganz bewusst die Ortsabhéngigkeit nicht ver-
nachlédssigt wird, da fiir die angestrebten qualitativen und quantitativen
Aussagen die Betrachtung der Ortsabhéingigkeit hier zwingend ist. Andern-

X
falls wire eine lokale Mittelung der Art E(t)zﬁ-‘[ 2c(z‘,x) dx durch-
2741 Jx,

zufithren, die allerdings mit einem Informationsverlust verbunden ist.
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11 Diffusion von Oberflichenschichten

In der Industrie werden mannigfach beschichtete Bénder und Dréhte fiir
unterschiedlichste Anwendungen benétigt. Bei einem Teil davon wird diese
meist nur sehr diinne Deckschicht durch eine Diffusions-Wérmebehandlung
modifiziert. Als Beispiel diene hier die Herstellung von sog. Cementdraht.
Dabei wird ein galvanisch verzinkter Kupferdraht einer definierten
Glithbehandlung ausgesetzt, entweder ruhend im Ofen, bewegt bei einem
Ofendurchlauf oder auch mit -elektrischer Durchlauf-Widerstandser-
wirmung. Die thermisch angeregte Diffusion des Zinks in die Kupfermatrix
bewirkt die Bildung einer Messingschicht, deren Zn-Gehalt von der
Oberfldche in Richtung zur Kupfermatrix abnimmt. Die Diffusionsbe-
dingungen sind dabei so zu wihlen, dass direkt an der Oberfliche ein
Zinkgehalt von etwa 20 ... 25 Masse% erhalten wird. Dann besitzt die
Drahtoberfliche die gewiinschte goldgelbe Farbung, vorausgesetzt man hat
unter Schutzgas gegliiht oder die oberflichigen Oxide wurden mit einer
Beizung eliminiert.

Im gewdhlten Beispiel lautet die zentrale Frage, welche Diffusions-
bedingungen hinsichtlich Temperatur und Zeit einzustellen sind, damit bei
vorgegebener Dicke L =R,—R der Zn-Auflage vor der Diffusionsglithung
spiter nach der Glithung an der Drahtoberfldche ein Zn-Gehalt bzw. eine
Messingauflage im angestrebten Bereich erhalten wird, wobei R, den
Draht-Halbmesser (Drahtoberfliche) und R den Halbmesser bzw. Radius
des Cu-Kerndrahtes bezeichnen.

Zur adidquaten Beschreibung dieser Aufgabe ist das Diffusionsproblem
mathematisch zu formulieren und dann zu lésen. Dabei handelt es sich um
ein iiber die Randbedingungen gekoppeltes partielles Dgl.-System in
Zylinderkoordinaten von der Art

Msz(t)-iitr oc; (”)j fir 0<R<r<R, (11.1-1.1)

ot r or or
o6, (Y :DZ(r)-ii(rac2 (’"’t)) fir 0<r<R (11.1-1.2)

ot r or or

mit folgenden Anfangsbedingungen
c;(rt=0) =c;,(r) fir R<r<R,, (11.1-2.1)
cy(rt=0) =c,,(r) fir 0<r<R, (11.1-2.2)
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und den Randbedingungen

c;(r=Rt)=c,(r=Rt) (Kontinuitit bei r=R) (11.1-3.1)
=R =R
k; o¢; (r=R) =k, 9¢y (r=R) (Kontinuitdt bei r =R ) (11.1-3.2)
or or
dc; (r=R
k, % =0 (Diffusionssperre bei r =R, ) (11.1-3.3)
r
L : : 0
sowie einer Symmetriebedingung G_CZ (r=0,0)=0. (11.1-4)
r

Das ist die Formulierung fiir einen ,,unendlich“ langen Zylinder mit beliebig
starker Schichtauflage. Als Besonderheit wurden die Diffusionskoeffi-
zienten, aus demselben Grund wie in Kapitel 2, als zeitabhéngig deklariert.

Ein einfacheres Ersatzsystem ist stets dann moglich, wenn die Schicht-
auflage im Verhéltnis zum gesamten Drahtquerschnitt hinreichend diinn
ist und die Diffusionszeit nicht ausreicht, um die Teilchen der Deckschicht
bis ins Zentrum des Drahtes bei » =0 zu transportieren. Damit wird die
Diffusion auch weitestgehend von der Kriimmung der Drahtoberfléiche
unabhéngig und es ist gestattet, das Problem als eben zu betrachten und
dariiberhinaus den Bereich des Kerndrahtes durch den eines halbendlichen
Korpers zu ersetzen. Die mathematische Formulierung lautet dann in
katesischen Koordinaten:

2
ocy(x,1) :DI(U.M fiir 0<x<lL (11.2-1.1)
ot ox
2
_a"zaf”) _p,p.- L2 "’5 ) iy L<x<oo (11.2-1.2)
X

mit folgenden Anfangsbedingungen

¢;(x,t=0) =¢;,(x) fir O0<x<L, (11.2-2.1)
¢y (x,t=0) =cy,(x) fir L<x<oo, (11.2-2.2)
und den Randbedingungen
c;(x=L,t) =c,(x=L,t) (Kontinuitit bei x=L ) (11.2-3.1)
oc; (x=L 0 =L
k, 24 (gx )1, 22070 e ontinuitit bei x=1 ) (11.2-3.2)
X
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oc; (x=0)

. =0 (Diffusionssperre bei x=10) (11.2-3.3)
x

sowie statt der Symmetriebedingung

c,(x—>o,1)—>0. (11.2-4)

Dieses Modell ist fiir das Szenario der Diffusion einer nur wenige Mikro-
meter dicken Zinkschicht in eine weitrdumige Kupfermatrix gut geeignet.
Vereinfachend werde weiter angenommen, dass die beiden zeitahéngigen
Diffusionskoeffizienten in einem festen Verhéltnis zueinander stehen, d.h.,
sie unterscheiden sich nur um einen Faktor k (nicht zu verwechseln mit
dem Mengenfaktor k& bzw. D, des ARRHENIUS-Ansatzes) gemé8
D,(t)=k-D,(t). Die Losungen fiir die beiden x-Bereiche werden hier ohne

Herleitung nur mitgeteilt™:
_ (2n+I)L X (2n+1)L+x
¢0t) = eyt (0, -c), JISK fc( ) f( )
2 Z,(1)
fir 0<x<L, (11.2-5.1)

200 = ey~ (oy—ey)

]—_/cm n 2nL+n-(x— L)) ((2n+2)L+77 (x— L))
> ZK‘ erfc( T 70

n=0

fiir L < x < o0.. (11.2-5.2)

Der Ziahler der Summationsobergrenze m — o« wird in Abhéingigkeit der
numerischen Konvergenz der Reihen auf einige der ersten Glieder zu
begrenzen sein.

Die Parameter x und 7 sind mit

Nk =k,
e n=1/x (11.2-5.3)

festgelegt und fiir die Aktivierung gelte wiederum entsprechend (2.1-4.3)

0 I [HAH 12, Ezample 10-8] wird eine Losung fiir das entsprechende Wérmeleitproblem
angegeben, allerdings nur fiir zeitunabhiingige Temperaturleitfihigkeit resp. konstanten
Diffusionskoeffizienten. Eine Moglichkeit zur Erweiterung auf zeitabhingige Koeffizienten
ganz allgemein siehe [JOS 72, Transformation (1-9)] und die Bemerkung im Anhang.
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Z)(t) = I;Dl(r)-dz- : (11.2-5.4)

Fiir zeitunabhéingigen Diffusionskoeffizienten D;(#) = D, = konst. ergibt sich
daraus als Aktivierung unmittelbar das bereits bekannte Ergebnis
Z;(t)=D,-t. Fiir den Diffusionskoeffizienten kann wieder der ARRHENIUS-
Ansatz (2.1-5a) oder auch in der modifizierten Form (2.1-5b) — dann wegen
Vergleichbarkeit mit 8 =-273,15 - verwendet werden. Damit ergibt sich
die Aktivierung (11.2-5.4) formal zu (2.4-1.1), wenn dort der Mengenfaktor
k durch D, ersetzt wird. Da die Erwdrmung des Drahtes im Ofen
entsprechend (1.4-3.9b) bzw. (5.1) erfolgt, lisst sich die Integration geméf3
Beziehung (5.2) umgehen.

Fiir die weiteren Berechnungen wurden die folgenden Vorgaben getroffen:

o Drahtdurchmesser d =0,0014m
o Zn-Schichtdicke L =0,0000035m = 3,5um
o Erwdrmung von Anfangstemperatur, §, = 20°C

o Umgebungs- bzw. Ofentemperatur 4; =550, 650, 750°C (da bei
diesen Temperaturen von experimentell durchgefiihrten
Diffusionsgliihungen metallographisch bewertete Querschliffe zum
vergleichenden Diffusionsfortschritt vorlagen)

o Zeitkonstante der Erwdrmung 7 =40s

o ARRHENIUS-Vorfaktor des Diffusionskoeffizienten D,;(?):
Dy, =6-107 m’/s

o Aktivierungsenergie von D,(t): Q, = 144500 J/mol .

(Die beiden ARRHENIUS-Parameter Dlo und Q; wurden nicht als

Tabellenwerte dem Schrifttum entnommen, sondern tiber das Diffu-
stonsmodell an die eigenen experimentellen Befunde angepasst. Das
war nicht nur sinnvoll, sondern notwendsig, da die konkreten Werte
empfindlich von den Ausgangsbedingungen der Werkstoffe, wie z.B.
Raffinationszustand und Umformgrad des Kupfers, Abscheidungs-
zustand des Zinks usw. beeinflusst sind, ohne hierauf ndher ein-
gehen zu konnen.)

o Es werde, mangels genauerer Kenntnis, D,(¢)= D;(t) gesetzt, d.h.
esgilt k=1.
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o Die beiden Losungen (11.2-5.1) und (11.2-5.2) lassen sich besserer
Ubersichtlichkeit wegen z.B. auf den normierten Zn-Bereich

0<¢/c <1 einschrianken, oder aber, um direkte Vergleichbarkeit

mit den Berechnungen des vorangegangenen Kapitels zu gewéhr-
leisten, wiederum auf die Anfangskonzentrationen ¢, =1 und

¢,, =0 spezifizieren, womit sich das Augenmerk der Diffusion er-

A
neut auf die Orts- und Zeitabhéngigkeit des Zinkgehalts fokussiert.

Ebenso werden am Interface zwischen Zinkschicht und Kupfermatrix die
Diffusionsfliisse von einem Bereich in den anderen einander gleichgesetzt,
d.h. k, =k;, wodurch infolge postuliertem k=17 der Wert von x entspre-
chend (11.2-5.3) zu k=0 entartet. Das hat unerwartet den Charme, dass
sich die Summationen in (11.2-5.1) und (11.2-5.2) ausschliellich auf den
Index m=n=0 reduzieren und die Losungen sich damit auf den jeweils
ersten Summanden der Reihen beschréinken. Damit wird das Ergebnis vom
Konvergenzverhalten der Reihen unabhéingig und statt (11.2-5.1) und
(11.2-5.2) gilt kiirzer:

¢, (x<L.t)= C](4+%|ierfc2]4;x() +erfe—LEX ] (11.2-5.5)
V4t 2L (1)
Cy —C —
e (oL Y)= ey AU orfe T e T (11.2-5.6)
2 2L, 2.2,

In den beiden folgenden Bildern 11.1 und 11.2 werden einerseits die Draht-
temperaturverldufe angegeben, wie sie sich unter den vorliegenden Bedin-
gungen der Ofenerwirmung darstellen,
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Bild 11.1: Erwarmungsverldufe des Drahtes im Ofen
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sowie andererseits, wie sich die Diffusionskoeffizenten in Abhéngigkeit
von der Zeit resp. Temperatur dndern.
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Bild 11.2: Diffusionskoeffizienten D;(t) = D,(t) infolge $(?)

Die in Abhingigkeit von Temperatur und Zeit berechneten Konzen-
trationsverldufe zeigen die drei folgenden Bilder.
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Bild 11.3: Verlauf des Zn-Gehaltes bei Ofentemp. von 550°C
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Bild 11.4: Verlauf des Zn-Gehaltes bei Ofentemp. von 650°C
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Bild 11.5: Verlauf des Zn-Gehaltes bei Ofentemp. von 750°C

Die experimentellen Befunde ergaben, dass unter den Diffusionsgliithungen
bei 550°C und nach 840 s an der Oberfliche noch ein Zn-Gehalt von 36%,
bei 650°C und 280 s noch 26% und bei 750°C und 140 s etwa noch 23%
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vorlagen. Damit erfiillte insbesondere die letzte der drei Versuchsreihen die
Bedingung, bei der sich eine goldgelbe Drahtoberfliche einstellt.

Mit dem Diffusionsmodell fillt es jetzt leicht, nahezu beliebige weitere
Temperatur-Zeit-Kombinationen festzulegen, die diese Bedingung ebenfalls
realisieren. So wiirde die Glithung bei 550°C etwa 1800 s bendtigen, um
ebenfalls in den betreffenden Bereich der goldgefirbten Messingoberfléche
zu gelangen. Fiir diese Betrachtungen, bei der zu gegebener Ofentem-
peratur die erforderliche Ofenzeit gesucht ist, bietet sich besser auch
folgende Darstellung an. Zum vorgegebenen Konzentrationsbereich des
Zinks von 0,20-0,25 an der Drahtoberfliche ldsst sich das erforderliche
Zeitfenster auf der roten Kurve direkt ablesen.
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Bild 11.6: Zeitverlauf des Zn-Gehaltes bei Ofentemp. von 550°C

Abschlieflend soll noch gefragt werden, welche Auswirkungen es hat, wenn
statt der Beriicksichtigung des gesamten Aufheizverlaufs der Vorgang
vereinfachend als isotherm, d.h., mit konstantem Diffusionskoeffizienten,
betrachtet wird. Fiir die Drahttemperaturen gelten dann die technisch
nicht zu realisierenden Verldufe von Bild 11.7, die hier ganz einfach mit
der extrem kleinen Zeitkonstante 7' =1Is simuliert wurden.
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Bild 11.7: Drahttemperaturverldufe bei isothermer Simulation

Die Zeitabhéngigkeit des Diffusionskoeffizienten, wie sie Bild 11.2 zeigt,
geht im isothermen Fall verloren — Bild 11.8.
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Bild 11.8: Diffusionskoeffizienten D;(t) = D,(t) infolge $(?) = konst.

Das mit Bild 11.3 zu vergleichende Bild 11.9 zur Zeitabhingigkeit der Zn-
Konzentration ldsst erkennen, dass insbesondere in Richtung hin zu
kiirzeren Zeiten die Diffusion deutlich schneller fortschreitet. Das ist ganz
einfach deshalb so, weil es keine allmihliche Erwidrmungsphase gibt,
sondern der Draht die Ofentemperatur bereits zum Zeitnullpunkt schlag-
artig, d.h., unrealistisch annimmt. Damit wirkt sich die isotherme
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Néherung im Vergleich zum anisothermen Realvorgang erwartungsgeméf
besonders dann umso merklicher aus, je grofler der Zeitanteil der
Erwirmung gegeniiber dem der gesamten Glithzeit bemessen ist. Diesem
Umstand ist es im gewéhlten Beispiel geschuldet, dass bei der langen
Gliithzeit von 840 s der Unterschied zur anisothermen Glithung nur noch
etwa 3% Differenz in der Zn-Konzentration an der Oberfliche ausmacht.
Fiir die unter diesen Bedingungen erforderliche Gliithzeit von 1800 s, um in
den goldgelben Bereich von 20 bis 25% Zink zu gelangen, reduziert sich der
Konzentrationsunterschied auf dann nur noch ca. 1%.
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Bild 11.9: Verlauf des Zn-Gehaltes bei Ofentemp. von 550°C,
jedoch gegeniiber Bild 11.3 bei isothermer Gliithung

Es zeigt sich damit erwartungsgemifl, dass die isotherme Nédherung bei
langen Gliihzeiten, bei denen die instationire Erwidrmungsphase gegeniiber
dem gesamten Zeitraum, in dem der Draht im Ofen verbleibt, deutlich
zuriicktritt, ganz gute Niherungsergebnisse liefert. Umgekehrt erkennt man
aber genauso, dass hin zu kiirzeren Ofenzeiten und gleichzeitig damit hin
zu einem wachsenden anisothermen Anteil des Erwdrmungsbereichs die
isotherme Nidherung immer ungenauer und schliefllich unbrauchbar wird.
Deshalb wird man sicherheitshalber von vornherein die realen, d.h., die
anisothermen Aufheizbedingungen zu beriicksichtigen versuchen.
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Da fiir die Berechnungen von Kapitel 10 und 11 die gleichen Stoffwerte
verwendet wurden, zeigen die Unterschiede zwischen den Bildern 11.3 und
10.4 sowie 11.9 und 10.9, wie sich die unterschiedliche Korpergeometrie
auswirkt. Wahrend die Zn-Menge der 3,5 pm dicken Oberfléichenschicht
endlich, d.h., sehr gering ist, stellt jene des bis ins Unendliche reichenden
Halbraumes 1, d.h. fiir —oo<x <0, im Beispiel von Kapitel 10 quasi ein
unerschopfliches Zn-Reservoir dar, weshalb der Zinkgehalt dort deutlich
langsamer abnimmt, als im Deckschichtmodell. Deshalb war es im
Nachhinein nicht nur richtig, sondern erforderlich, fiir die Modellierung der
Diffusion diinner Oberflichenschichten das ,,Modell mit Deckschicht*, wie
es im vorliegenden Kapitel vorgestellt wurde, anzuwenden.

Die Frage, ob das Modell des beschichteten einseitig unendlich ausgedehn-
ten Korpers auch in der Lage ist, die Verhiltnisse stellvertretend fiir einen
Runddraht zu beschreiben, hingt wesentlich davon ab, ob und nach
welcher Zeit das Zink der Deckschicht im Zentrum des Runddrahtes an-
zulangen beginnt. Denn erst ab diesem Zeitpunkt wiirde die Zn-
Konzentration in Drahtmitte stdrker ansteigen, als das im Modell des
halbunendlichen Korpers in einer Tiefe von 0,7 mm, dem Drahthalbmesser,
der Fall wire. Die Rechnung mit demselben Modell zeigt, dass das bei einer
Temperatur von 750°C erst nach der Dauer von etwa einem Tag erfolgt.
Demgegeniiber sind die Diffusionszeiten, um einen goldgelben ,,Cement-
draht“ zu erhalten, mit zwei bis dreiflig Minuten, je nach der Temperatur,
vergleichsweise sehr gering. Das zeigt dariiberhinaus, dass auch der Fehler,
der durch Ignorieren der Oberflichenkriimmung des Drahtes verbleibt, im
vorliegenden Fall vollig vernachléssigbar ist.

Auch die in diesem Kapitel angestellten Untersuchungen zum Diffusions-
verhalten diinner Schichten sollten zeigen, dass es bereits auf der Grundlage
relativ einfacher, analytisch geschlossener Modellvorstellungen gelingt,
thermisch aktivierte Werkstoffreaktionen insbesondere auch unter aniso-
thermen Verhiltnissen zu untersuchen, um den realen Verhéltnissen, wie
sie in der Praxis vorliegen, zu entsprechen und um die dabei gewonnenen
Ergebnisse fiir die Praxis anzuwenden.

Dieses Werk ist copyrightgeschitzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



114

12 Lokale Wiarmebehandlung - Presshirten

Zur Verbesserung der Umform- und Funktionseigenschaften von hochst-
festen Stihlen durch lokale Wirmebehandlung wurde ab dem Jahre 2008
durch ein aus mehreren Instituten gebildetes Konsortium das Forschungs-
projekt LOKWAB initiiert. In diesem Projekt standen mehrere Werkstoffe
im Fokus der Untersuchungen. Einerseits sollte die Maoglichkeit einer
Festigkeitsreduzierung von hoch- und hochstfesten Stdhlen ndher charak-
terisiert werden, wihrend andererseits zu kldren war, was ein nach-
trigliches Erwdrmen von pressgehéirteten Bauteilen aus den Stéhlen
22MnB5 bzw. 35MnB5 bewirkt und in welchem Mafle eine Festigkeitsver-
minderung moglich ist. Der Boranteil von 5 ppm fithrt zur gewiinschten
Verschiebung der Austenit-Martensit-Umwandlung hin zu lingeren Um-
wandlungszeiten. Der Kohlenstoffanteil von 0,22 bzw. 0,35% sorgt fiir eine
ausreichend hohe Hirteeignung, so dass mit diesen Werkstoffen Zugfestig-
keiten um die 1500 MPa erreicht werden.

Bei den hoch- und hochstfesten Stidhlen handelt es sich um Mehrphasen-
stidhle, die sich in ihrer Zusammensetzung relativ &hnlich sind. Wihrend in
der Dissertation [HEY 12] die versuchs- und werkstofftechnischen Aspekte
ausfiihrlich dargestellt sind, soll hier beispielshalber zum Rekristallisations-
glithen des Komplexphasenstahls CP-W800 noch einmal exemplarisch und
knapp eine weitere Moglichkeit gezeigt werden, wie sich die Ergebnisse der
reaktionskinetischen Modellierung darstellen lassen.

Fiir die Durchfithrung der gezielt variierten Warmebehandlung von Zug-
proben wurde das Wiarmebehandlungssimulationssystem Gleeble HDS-V40
am Institut fiir Metallformung der TU Bergakademie Freiberg genutzt.
Diese Anlage ermoglicht Aufheiz- und Abkiihlszenarien in einem breiten
Temperatur-Zeit-Bereich. Bei den Wiarmebehandlungsversuchen, die als
rekristallisierende Glithung im Kurzzeitbereich bezeichnet werden kann,
erfolgte die Aufheizung der Proben konduktiv. Dabei ermdoglichte die
Anlage Aufheizgeschwindigkeiten von bis zu 1000 K/s. Die Abkiihlrate lief3
sich anlagenseitig bis etwa zu 1000 K/s einstellen. Die Kiihldiisen waren
ober- und unterhalb der Probe so angebracht, dass die Kiihlung moglichst
gleichméfig erfolgte. Eine Vorstellung der realisierten Temperaturverldufe,
denen die Proben wihrend insgesamt fiinfzig Versuchen ausgesetzt waren,
vermittelt das folgende Bild. Das Schema der Wirmezyklen bestand stets
aus einer nahezu linearen Aufheizphase, einer kurzen Haltephase und
schliellich einer erzwungenen Abkiihlung.
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Bild 12.1: Fiinfzig Temperaturzyklen mit dem Stahl CP-W8&00

ZielgroBen nach den Versuchen waren jeweils die Werkstoffpriifgrofien
Zugfestigkeit und Gleichmafldehnung. Auf deren Grundlage in Verbindung
mit den Temperaturzyklen erfolgte die reaktionskinetische Auswertung und
Modellierung entsprechend der Gleichungen im Anhang ,,Zu Kapitel 2.):
Mehrphasenmodelle “. Dabei wurde zur Approximation der Modelle an die
Datenlage die Kombination mehrerer Reaktionsmechanismen realisiert,
indem z.B. ein oder zwei Entfestigungsmechanismen mit einem oder zwei
Aushértungsmechanismen gekoppelt wurden - oder umgekehrt.

Eine bildliche Darstellung der Zielgrofie (z.B. Zugfestigkeit, 0,2-Dehngrenze
oder Bruchdehnung) in Abhiingigkeit der Temperaturverldufe ist zwar
nicht moglich, das Resultat lésst sich jedoch versuchsabhéngig zuordnen:
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L 750

Zugfestigkeit [MPa]

1] 650

Bild 12.2: Reaktionskinetische Verldufe der Zugfestigkeit in
Abhéngigkeit vom Temperaturzyklus bzw. je Versuch
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Fir die Giite des Modells, d.h., mit welcher Qualitit es die durch die
Messergebnisse vorgegebene Realitéit widerspiegelt, ldsst sich neben dem
Bestimmtheitsmafl auch der direkte Vergleich zwischen Modell- und Mess-
werten heranziehen.
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Bild 12.3: Modell-Messwert-Vergleich

Diese Darstellung zeigt, wo bei einzelnen Versuchen grofiere Unterschiede
zwischen Modell- und Messwert, sog. Ausreifler auftreten. Das kann u.U.
Hinweise liefern, um nach Fehlerquellen bei einzelnen Versuchen zu suchen
und diese ggf. zu wiederholen. Eine weitere Moglichkeit der 3D-Visuali-
sierung der Abhingigkeit der Zielgrole von der Wiarmebehandlung kann
auch darin bestehen, dass charakteristische Eigenschaften der Temperatur-
Zeit-Zyklen als konstante Plot-Parameter herangezogen werden.

Zugfestigkeit [MPa]

Bild 12.4: Modellfléiche der Zielgrofie in Abhiéingigkeit
von HilfsgroBlen der Temperatur-Zeit-Zyklen
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Im vorliegenden Zusammenhang eignen sich hierfiir Haltetemperatur und
Haltezeit, die einen besonders starken Einfluss auf die Ausprigung der
Werkstoffeigenschaften haben. Das sind beim rekristallisierenden Gliihen
jene Abschnitte des Temperatur-Zeit-Regimes, bei denen die Aktivierung
auf die Werkstoffreaktion besonders ausgeprigt ist, d.h., wo z.B. hohe
Temperaturen iiber einen gewissen Zeitraum ihre reaktionskinetische
Wirkung besonders effektiv ausiiben. Damit bekommt man zumeist einen
recht guten Uberblick iiber die Bereiche, in denen Entfestigungs- oder /und
Aushértungsreaktionen stattfinden. Die reaktionskinetisch anisotherme
Berechnung zur quantitativen Ermittlung der Werkstoffeffekte kann
dadurch dennoch nicht ersetzt werden.

Da die Versuchsreihenfolge aus unterschiedlichen Griinden nicht immer
ganz systematisch erfolgen muss, wie auch bereits Bild 12.1 vermuten lésst,
kann es, um eine bessere Anschauung iiber den gesamten Versuchsbereich
zu bekommen, hilfreich sein, wenn die Reihenfolge der Versuche bzw.
Temperaturzyklen umsortiert wird. Als Kriterium hierfiir kann z.B. eine
Aktivierung oder deren Summe, nach aufsteigender Quantitdt sortiert,
dienen. Damit beriicksichtigt man, dass nicht Temperatur oder Zeit fiir
sich genommen eine Werkstoffreaktion bewirken, sondern dass hier deren
unitdre Betrachtung weit eher angemessen ist, womit die Grofle
HSAktivierung“ zum Maflstab der Ordnung avanciert. Hierfiir sind Beispiele
bereits in [MUL 98, Kap. 3.3.2.2 Bilder 3.3-5 bis 3.3-7 gebracht worden.
Allerdings findet auch diese Art der bildlichen Darstellung ihre Grenzen,
ndmlich dann, wenn das Modell mehr als zwei Reaktionsmechanismen bzw.
Aktivierungen aufweist. Auflerdem ist selbst im Falle, dass nur zwei
Aktivierungen vorliegen, zu beachten, dass diese iiber die Temperatur-Zeit-
Bedingungen miteinander gekoppelt sind und damit nicht unabhéngig
voneinander variiert werden diirfen. Damit zeigt sich, dass diese reaktions-
kinetischen Modelle i. allg. komplexer sind, als es die beschréinkten Mittel
der grafischen Darstellung zum Ausdruck zu bringen gestatten. Der Ausweg
besteht dann darin, durch numerische Auswertung der Modellgleichungen
in ausgewihlten Bereichen von Temperatur-Zeit-Verldufen bzw. Aktivie-
rungen jene Bedingungen einzugrenzen, die fiir eine technische Umsetzung
die betreffenden Werkstoffeigenschaften garantieren.
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13 Elektrisches Durchlauf-Widerstandsglithen — Ziehgliihen

In der Arbeit [MUL 98, Kap. 3.2] wird auf das direkt mit dem Drahtziehen
gekoppelte thermische Entfestigen durch konduktive Kurzzeiterwidrmung
eingegangen. Dieses energetisch vorteilhafte Verfahren wird immer dann
gern beim Ziehen von umwandlungsfreien und nicht aushértenden NE-
Werkstoffen angewendet, wenn der hochverfestigte Draht sein Umform-
vermogen weitgehend erschopft hat und durch eine Zwischenglithung fiir
weitere Umformstufen entfestigt werden muss. Oder aber der Draht wird
im Durchlauf schlussgegliiht, um in einer bestimmten Festigkeitsstufe, z.B.
weich, Y4-hart oder %-hart ausgeliefert werden zu koénnen. Ebenso ist es
natiirlich auch moglich, einen zuvor entfestigend geglithten Draht auf End-
festigkeit zu ziehen. Die Aufgabe des Technologen besteht dann vorzugs-
weise darin, die Ziehfolgen bzw. Umformstufen, ausgehend vom Ausgangs-
zustand (Festigkeit, Durchmesser), so aufzuteilen, dass der geforderte End-
bzw. Fertigzustand hinsichtlich der mechanischen Eigenschaften und des
Drahtdurchmessers moglichst 6konomisch erreicht wird. Hierbei sind zu-
sitzlich gewisse durch Ausriistung und Zustand der Zieh- und Wirme-
behandlungsanlagen gegebene Restriktionen zu beriicksichtigen. Insofern
handelt es sich bei diesem direkt gekoppelten Problem zwischen Ver- und
Entfestigung um eine komplexe Aufgabe der Fertigungsoptimierung.

Wihrend sich der durch das Drahtziehen einstellende Verfestigungszustand
relativ einfach auf der Grundlage der Werkstoffpriifung verfolgen lisst, ist
das bei der thermisch aktivierten Entfestigung des Drahtes nicht ganz so
einfach. Denn der durch das Drahtziehen herbeigefiihrte Kaltverfestigungs-
zustand wird vollstindig oder teilweise aufgehoben, indem man dem
Werkstoff eine bestimmte Menge an thermischer Energie in Form eines
geeigneten Temperatur-Zeit-Zyklus zufiihrt. Wie sich zeigen wird, lésst sich
auch hier im Beispiel die bedingte Austauschbarkeit von Temperatur und
Zeit durch den reaktionskinetischen Terminus der Aktivierung treffend
charakterisieren. Nachfolgend sollen noch einmal die wichtigsten Bearbei-
tungsschritte - vom Rechengang bis hin zur FErgebnisdarstellung - im
Uberblick von experimenteller und numerischer Simulation angegeben wer-
den.

Im vorliegenden Beispiel wurde einheitlich kaltverfestigter Zinnbronzedraht
(CuSn6-Legierung) von 0,2mm Durchmesser unterschiedlichen thermischen
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Entfestigungsglithungen unterzogen. In Anlehnung an die Verhéltnisse in
Durchlauf-Widerstands-Glithen wurden fiinfzehn Kurzzeitversuche durch-
gefiihrt. Als Versuchsanlage diente eine sog. Labor-Blitzgliihe (siehe An-
hang zu Kap. 13). Als Temperatur-Zeit-Zyklen wurden trapezformige Tem-
peraturverldufe mit unterschiedlichen Haltezeiten realisiert. Die nahezu
linearen Erwidrmungsabschnitte, wie sie Bild 13.1 zeigt, konnten auf Grund
des geringen Drahtdurchmessers messtechnisch nicht erfasst werden und
sind deshalb jeweils aus der abgerufenen elektrischen Leistung berechnet
worden. Dabei konnten die Temperaturverhiltnisse infolge der sehr kurzen
Erwérmungs- und Haltezeiten (< % s) als adiabatische N#herung behan-
delt werden.

Realisiert wurden drei Versuchsgruppen zu je fiinf Versuchen, wobei
Aufheizzeiten von 0,2 und knapp 0,4 s und Haltezeiten von 0 s (Ausgangs-
zustand), von ca. 0,15 s sowie von 0,35 s bei Maximaltemperaturen zwi-
schen 570 und 750°C eingestellt worden waren. Die Aufheizgeschwin-
digkeiten lagen damit etwa zwischen 2000 und 3600 K/s, wihrend die
Abkiihlrate, erzeugt durch Wasserschwallkiihlung, dem Betrag nach noch
um mindestens eine Zehnerpotenz grofler war; damit hatte die Abkiihlphase
auf die thermische Entfestigung praktisch keinen messbaren Einfluss.
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Bild 13.1: Temperatur-Zeit-Zyklen beim elektr. Widerstandsglithen von
CuSn6-Draht (Draht-& = 0,2 mm)
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Mit der folgenden Darstellung soll auf Basis der Software ,,MathCad“ tiber-
blicksartig gezeigt werden, welche Bearbeitungs- bzw. Berechnungsschritte
auf Basis der MathCad-Syntax durchzufiihren sind, um das reaktions-
kinetische Entfestigungsmodell quantitativ bestimmen zu koénnen.

Der erste Bearbeitungsschritt besteht darin, eine Datenmatrix mit den
Temperatur- und Werkstoffdaten (Zugfestigkeit, Bruchdehnung vor und
nach Glithung) als Text (txt- bzw. prn-Datei) zu generieren.

ORIGIN = 1
data :=
=2
D:...\Bitzglihen CuSné_(mit Ausgangsdaten).pm
Nr = damm ty = dama(z> ty = daram tp = daram a= dalam ap = da:a(s) ay = dalam ay = damm ay = dmm ag = dala{lo) Rm := datam) A= dala("2>
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0.2 1| 0375 1 0.41 1 20 1| 1575 1| 335 1] 19429 1 675 1 -19000 1 454 1| 333
2| 2 2| o2 2| 037 2| 0.405 2| 2 2| 1650 2| 3s0 2| 2147.1 2 715 2 ~20500 2 435.7 2| w4
3| 3 3| 02 3| o037 3| 0405 3| 2 3| 1790 3| 3o 3| 22059 3 745 3 21500 3 422 3| 487
4| a4 4| 02 4| 037 4| 0.405 4] 20 4| 1600 4| 340 4| 20588 4 690 0 -19667 4 451 4| 383
5 5 5 0.2 5 0.38 5| 0.405 5 20 S| 17% 5| 370 5| 20556 S 740 = 31000 5 a2 5 47
6| 6 6| 02 6] 037 6| 0.405 6| 20 6| 3600 6| 740 6| -588 6 730 6 21000 6 402 6| 623
7] 7 7| 02 7] o038 7] o041 7] 2 7| 1% 7| 0 7| 278 7 685 7 24250 7 423 7] s8
Nr=[8] 8] ¢ =[8] 02]¢, = [s] o3sly _f8] oa], _[8] 20}, _[s] soms], _[8] 635] , 8 0| ay =8 635] 4o = |8 2730 | Ry = | 8 47| o = [8] 513
9 9 9 0.2 9 0.36 9| 0395 9 20 9| 2925 9| 605 9 313 9 610 9 -18214 9 477 9| 477
10§ 10 10| 0.2 10| 038 10/ 0.41 10 20 10| 2800 10| 580 10 83.3 10 595 10 -22250 10 490 10 43
1| 11 1| 0.2 11| 0.5 11 0.59 1| 20 1| 2750 11| 570 11 735 11 595 11 -12375 11 485 11| 463
12| 12 12| 0.2 12| 057 12| 0.605 12| 20 12| 2925 12| 605 12 54.1 12 625 12 -19167 12 465 12 50
13[ 13 13 02 13] 056 1] 06 1| 2 13| 310 13| &40 13 13.9 13 645 13 -17800 13 446 1| 547
14] 14 14| 02 14] 055 14| 0.575 14] 20 14| 3400 14[ 700 14] 286 14 690 14[ 29500 14 414 14 e
15| 15 15] 0.2 15| 0.56 15 0.59 15| 20 15| 3675 15| 755 13 -69.4 15 730 15 24231 15 390.7 15| 633
16| 16 6] o 16 0 16 0 16 20 16 0 6] 0 16 0 16 0 16 0 16 1150 16 2
17| 17 17| 100 17] 100 17| 100 7| 20 17 0 17l o 17 0 17 0 17 0 17 1150 17 2
n= linge(Nr) = 17  i:=1l.n 0(t,j) = wem{l < tll ,soz + all . t‘wenn[t < l:l ,a:! + :3] . (l - 'li) ,\\'enn[r < IEI‘I_'] + :15] . ‘l- 13)),10:H] Temperaturverlaufe

Einen Uberblick iiber die realisierten Temperaturverliufe einschlieBlich
zweier , Kaltversuche® (Ausgangswerte) sollte man sich anschlieflend ver-
schaffen, wobei ggf. entstandene Fehler entdeckt und korrigiert werden.
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Bild 13.2: Temperatur-Zeit-Zyklen als MathCad-3D-Plot
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Auch die Lage der Werkstoffpriifdaten (Bruchdehnung, Zugfestigkeit), wie
sie nach der entfestigenden Kurzzeitglithung erhalten worden waren, lisst
sich visuell iiberpriifen und einschiitzen.

tE ,Nr,A

Nachdem die Datenlage kontrolliert wurde, folgt die Formulierung der Mo-
dellgleichungen. Hierbei zeigt MathCad seine nutzerfreundliche Stérke, die
u.a. darin besteht, dass die Formeln in mathematisch gewohnter Schreib-
weise eingegeben werden konnen. Zu beachten ist, dass neben den Prozess-
parametern der Temperaturzyklen und der Zeit die numerisch erst noch zu
ermittelnden reaktionskinetischen Parameter ¢, k, 05, O (resp. QB) als
Argumente der Modellfunktionen (hier fiir die Bruchdehnung) entspre-
chend benannt sind.

Aus Griinden der numerischen Genauigkeit kann es zweckméfig oder sogar
notwendig sein, das Aktivierungsintegral in mehrere Abschnitte zu zerlegen
und als Summe der Teilintegrale zu berechnen; im Beispiel wurde das
Aktivierungsintegral in m = 9 dquidistante Intervalle zerlegt.

Die numerische Integration lisst sich vermeiden, wenn von [MUL 94,
Kap. 3.2, GI. (22.1-22.3)] Gebrauch gemacht wird. Der folgende MathCad-
Block mit den Modellfunktionen sieht die numerische Integration vor.

In Vorbereitung der Parameterberechnung (Identifikation) der vier bzw.
sechs reaktionskinetischen Parameter sind die Testgleichungen (Bestimmt-
heitsmaf}, Standardabweichung) zur Beurteilung der Giite der Uberein-
stimmung von Modell- und Mess- bzw. Priifwerten bereitzustellen.
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Damit sind die Voraussetzungen fiir die Berechnung der reaktions-
kinetischen Parameter geschaffen. Wie bei nichtlinearen Quadratmittel-
aufgaben generell, sind fiir die zu bestimmenden Parameter Schitzwerte
vorzugeben. Der Losungsblock mit der Funktion Minfehl minimiert die
Summe der Abweichungsquadrate SSE nach GAUB, wobei als Minimie-
rungsalgorithmen jene nach LEVENBERG-MARQUARDT, als konjugierte
Gradienten oder, wie im Beispiel, als Quasi-NEWTON gewihlt werden
konnen. Mit grob geschétzten Parameter-Startwerten, die meist nur durch
Probieren zu erhalten sind, ergibt sich fiir die gesuchten Parameter neben
ghnlich guten numerischen Ergebnissen z.B. die folgende Losung;:

Parameter-Startwerte:
q=1.5 k=20 Bg = -273 Q := 9000 Apin = min(A) = 2 Ay = max(A) = 63.3

r2vor Identifikation:  B(q.k,05.Q Ay ,Apay) = 0.142 Standardabw.  S.(q.k.05,Q A, Apa) = 20.1

Parameteridentifikation - Lsungsblock:

Vorgabe SSE(q.k.05,Q . Agin »Apa) = 0 0 < Apin < Apay < 64 fg = —273.15
9 ' Quasi-Newtan
k
r.
.= Minfehl(q.k,0p,Q,Amin »Amax)
2
Amia,
m
berechnete Parameter:
q = 0.496 k= 3301 O = 244.8 Q = 20530 Apin = 2.03 Ay = 64
r2 nach Identifikation:  B(q.k,05.Q,Ampin Amax) = 0.988 Standardabw.:  S.(q.k,05,Q Ay, Apa) = 24

on2 Nach Identifikation:  Byo,(q.k,05,Q , Apin »Apa) = 0.981

(Zum korrigierten Bestimmtheitsmafl siehe z.B.
https://de.wikipedia.org/wiki/Bestimmtheitsmaf)

Das Ergebnis der Parameterberechnung hingt bei Aufgabenstellungen
dieses Typs naturgemifl auch von den vorgegebenen Startparametern ab.
Denn die Eigenart besteht u.a. darin, dass nicht nur ein Minimum von SSFE
existiert, sondern dass es stets eine groflere Anzahl lokaler Minima gibt. Es
lohnt sich also durchaus, die Startparameter zu variieren, um neue und
bessere Minima zu lokalisieren. Vom Ehrgeiz allerdings, das tiefste, das
globale Minimum zu finden, sollte man besser ablassen, denn das wird mit
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Sicherheit einen zu hohen Zeit- und Rechenaufwand bedingen, ohne dass
man sicher sein kann, das globale Minimum dann tatséchlich gefunden zu
haben — vgl. [HOF 99, Kap. 2.2.1]. Dabei ist auflerdem zu beriicksichtigen,
dass einerseits die eingeflossenen Mess- bzw. Priifergebnisse empirischer
Natur und damit stets mehr oder weniger fehlerbehaftet sind, und
andererseits, dass auch das reaktionskinetische Modell auf Annahmen
beruht, die z.T. nur Ndherungscharakter beanspruchen kénnen. Bestimmt-
heitsmafBe r* etwa von > 0,92 bis < 1,0 diirfen i.allg. als akzeptabel bis hin
zu sehr gut angesehen werden. Im Beispiel ist dieser Wert mit 0,988 (bzw.
0,981) ein Beleg dafiir, dass das Modell eine gute oder sogar sehr gute
Anpassung an die Messwerte besitzt und dass es damit diese entsprechend
realistisch abbildet.

Damit lassen sich die Ergebnisse genauer betrachten, wobei die infolge der
Parameterberechnung zunéchst erforderliche schwerfillige Schreibweise der
besseren Ubersicht wegen jetzt verlassen werden kann. Die Modell-
gleichungen von oben schreiben sich damit kiirzer als:

Ergebnisse: Versuche: j:=1,
Modellfunktionen:

W

.17

Temperaturverlaufe:

O(t.g) = wcrml:t <ty . +ag - t_.wcnnlit <ty .,y +a3 - (t - tl‘) _.wcnn[t < tg a4 +as - (t - tp__) ,20:|:|]
I | ] J ] ] J I J J

t
Q9
(07 .j)-0
Aktivierungsintegral:  I(t,j):=k- | wenn ”(T,j)SHB,O,cR( (r.i)-68) |
to

2 (t-t0)+10
m -Q
< R(0(7)-05)
I(tj):=k- Z wenn| 8(7,j) < 85.0.¢ ’ dr
p=1 p——l-(t—to:]ﬂo
m
2
Bruchdehnung: Ap(t.j) = Apin + (Apax — Amm) ‘L1-e 1

Die Kinetik der Bruchdehnung den Temperaturzyklen gegeniibergestellt,
zeigen fiir jeden Versuch (Temperaturverlauf) die folgenden beiden
Grafiken:
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Es ist sehr schon zu sehen, wie sich die Temperatur-Zeit-Verldufe in der

thermisch angestoflenen Entfestigungsreaktion unmittelbar widerspiegeln.

Die Abweichungen zwischen Mess- und Modellwerten je Versuch veran-
schaulicht die folgende Grafik.
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Eine weitere Darstellung wird zur Beurteilung der Ubereinstimmung von
Mess- und Modellwerten ebenfalls gern herangezogen:
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Insgesamt zeigt sich, dass Mess- und Modellwerte recht gut korrespondieren
und damit das Modell, wie schon das Bestimmtheitsmafl vermittelte, als

repriasentativ gelten kann.

Letztlich erhebt sich die Frage nach einer moglichst zweckméfligen Dar-
stellung des reaktionskinetischen Entfestigungsverhaltens. Dafiir bietet sich
hier besonders an, die Bruchdehnung iiber der Aktivierung aufzutragen.
Diese Darstellung tréagt insbesondere dem Umstand Rechnung, dass es
weniger auf einen bestimmten Temperaturverlauf und eine konkrete
Zeitdauer der Glithbehandlung ankommt, sondern nur darauf, dass ein
bestimmter Entfestigungszustand einer Aktivierung eindeutig zuzuordnen
ist, wihrend die betreffende Aktivierung infolge der bedingten Austauch-
barkeit von Temperatur und Zeit auf mannigfachen Pfaden der Warme-
behandlung zu erreichen ist.

Diese Darstellung weist bei logarithmischer Skalierung der Aktivierungs-
achse fiir die Bruchdehnung den bekannten sigmoidalen Verlauf auf. Der
Plot der Mess- und Funktionswerte der Bruchdehnung ergibt damit die
folgende Abhéngigkeit.

I q.
MI):=Anm+(Anm—Anm][l—c ["‘]] 1:=0,0.01..100

80

60
/
&

40

>| & Bruchdehnung [%]
|

o
S
\
LA\

o

0.01 0.1 1 10 100
Aktivierung LI

Ebenso erhilt man fiir die Zugfestigkeit die entsprechende Abhingigkeit,
jetzt natiirlich mit entsprechend anderen reaktionskinetischen Parametern.
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Es zeigt sich, dass die Entfestigung hinsichtlich Bruchdehnung und Zug-
festigkeit nicht génzlich konform ablduft. Wihrend die Bruchdehnung noch
eine deutliche Differenzierung in Abhéngigkeit von der Aktivierung
erkennen lisst, zeigt die Zugfestigkeit, dass die Aktivierungen, die wihrend
der Versuche erzielt wurden, bereits ausgereicht haben, um praktisch eine
vollstéindige Entfestigung zu bewirken. Dabei ist mangels Versuchen mit
geringerer Aktivierung I < 3 der Verlauf dort als nicht gesichert anzusehen.
Hierfiir sollten genaugenommen einige wenige Versuche mit entsprechend
geringerem Energieeintrag ergidnzt werden.

Der Vorteil dieser Modellbetrachtung liegt nun auch darin, dass man jetzt,
um einen bestimmten Entfestigungszustand einzustellen, nicht mehr an die
konkreten thermischen Versuchsbedingungen gebunden ist, sondern mit
dem Modell nahezu beliebige, jedoch solche Temperatur-Zeit-Kombina-
tionen aufsuchen kann, die die zum gewiinschten Entfestigungszustand
entsprechende Aktivierung I = I, ergeben, d.h., es ist lediglich erforder-
lich, die Gleichung (2.3-1.2) fiir Iy = 1,,,,, zu erfiillen. Damit wird es dem
Verfahrensingenieur moglich, aus dem Vorrat moglicher Temperatur-
verldufe jene herauszusuchen und zu favorisieren, die im technologischen
Ablauf auf ggf. weitere Restriktionen, z.B. hinsichtlich der Ofenbauart oder
aber energetischer Art, Riicksicht nehmen.
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14 Eigenschaftsoptimierung von niedriglegierten Kupferlegierungen

Im Rahmen der Arbeit [ZIL 13] werden niedriglegierte Kupferbasislegierun-
gen, insbesondere aus der Legierungsgruppe Kupfer-Magnesium, daraufhin
untersucht, dass neben guter Verarbeitbarkeit die Bedingungen zur Anhe-
bung solcher Eigenschaften, wie Festigkeit und elektrischer Leitfdhigkeit
ermittelt werden Ein konkreter Anwendungsfall dieser Legierungen ist der
Einsatz als Oberleitungs-Leitmaterial fiir elektrische Bahnen. Speziell die
Legierung auf Kupfer-Magnesium-Basis ist an Hochgeschwindigkeits-
strecken, wo die dynamische Belastung besonders hoch ist, weltweit im
Einsatz. Die Arbeit [ZIL 13|, aus der hier zitiert wird, leistet einen Beitrag
zur Optimierung und Weiterentwicklung der Legierungsgruppe Kupfer-
Magnesium im Hinblick auf eine erhohte Festigkeit bei gleichzeitig ver-
besserter el. Leitfahigkeit.

Wihrend sich mittels Umformung mit wachsendem Umformgrad die
Festigkeit durch Versetzungsbildung erheblich steigern ldsst, sinkt in etwa
demselben Mafle die elektrische Leitfihigkeit. Das ist im vorliegenden
Zusammenhang jedoch hochst unerwiinscht. Deshalb wird ein anderer Weg
beschritten, indem die Festigkeitssteigerung duch eine Ausscheidungs-
hirtung vorgenommen wird, die den Vorzug aufweist, dass sich zugleich
die elektrische Leitfdhigkeit verbessert. Den Beitrag, den in diesem Zusam-
menhang die statische Rekristallisation durch Kornfeinung und Aushértung
beisteuert, zeigt sich hier mit der reaktionskinetischen Modellierung der
Legierung CuMg2,5. Voruntersuchungen hatten das folgende Umform- und
Wirmebehandlungsschema nahegelegt.
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Bild 14.1: Temperatur-Zeit-Verhéltnisse wihrend der statischen
Rekristallisation (rechts, schematisch)
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Die Wirmebehandlung der Proben erfolgte experimentell im Bereich bei
Zeiten von 1 bis fast 200 Stunden und Temperaturen von 350 — 500°C. Die
Werkstoffpriifung ermittelte anschliefend die Werte hinsichtlich Zugfestig-
keit, Bruchdehnung, Héirte und el.Leitfdhigkeit. Fiir diese Versuchsergeb-
nisse erfolgte dann die reaktionskinetische Modellierung. Dabei wurden hier
von vornherein die Anwéirm- und Abkiihldauern im Verhiltnis zu den
Haltezeiten vernachlissigt und der Vorgang damit vereinfacht als isotherm
betrachtet. Zur Modellierung wurden nur zwei Modellterme verwendet,
einer fiir rekristallisierende Entfestigung und ein zweiter zur Beriick-
sichtigung der Ausscheidungshiirtung (siehe Kapitel 2.4 sowie Tafel zu
Kap. 2.4 im Anhang). Damit sind die Modellgleichungen fiir die Werk-
stoffeigenschaften Hirte und Konduktivitit von gleicher Bauart:

( _(WJW j _(quz
y =y, \I-e T + y,e T (14.1a)
mit den Aktivierungen
_Qn
I,)=k, 1R 190 g 9-9 >0, sonst0, n=1v2. (14.1b)

Die durch Minimierung des Abstands zwischen Mess- und Modellwerten
nach GAUS quantifizierten zehn Modellparameter (je Werkstoffeigenschaft)
wurden mit der Software TableCurve 3D berechnet und sind in [ZIL 13,
Kap. 5.3.5.4] angegeben.

Fiir die Aussage, welche Temperatur-Zeit-Verhéltnisse fiir hohe Festigkeit
bei gleichzeitig hoher Konduktivitéit zu bevorzugen sind, lassen sich die mit
(14.1) berechneten 3D-Grafiken vorteilhaft heranziehen. Insbesondere der
Vergleich von Zugfestigkeit bzw. Hérte mit der Konduktivitidt ist auf-
schlussreich (siehe Bilder 14.2). Man erkennt, dass durch die Ausschei-
dungsbildung die Temperatur-Zeitbereiche fiir das Ansteigen von Festigkeit
und Konduktivitdt durch die Warmebehandlung praktisch deckungsgleich
verlaufen, wie es aus metallphysikalischen Uberlegungen auch zu erwarten
war. Es ist zu erkennen, dass sich auf diese Weise sowohl die Festigkeit als
auch die el. Leitfihigkeit jeweils um etwa ein Drittel steigern lassen, was
einen betridchtlichen Zuwachs bedeutet. Wie unmittelbar zu sehen ist,
beginnen beide Groflen nennenswert anzusteigen nach etwa zehn Stunden
der Auslagerung im Temperaturbereich oberhalb von 350°C. Dieser
Vorgang erreicht sein Maximum dann etwa nach 100 Stunden. Oberhalb

Dieses Werk ist copyrightgeschitzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



130 Teil B: Thermisch aktivierte und reaktionskinetisch ...

von 400°C verringert sich der Festigkeits- bzw. Leitfihigkeitszuwachs
wieder infolge zunehmender Koagulation der Ausscheidungen.
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Bild 14.2: Temperatur-Zeit-Abhingigkeit von Hérte (links) und Konduk-
tivitéat

Insofern zeigen die reaktionskinetischen Modelle zu Festigkeit (Zugfestikeit
und Hirte) einerseits und zu elektrischer Leitfihigkeit andererseits nicht
nur rechnerisch, sondern ganz anschaulich und direkt, welche Temperatur-
Zeit-Bedingungen zur Optimierung der betreffenden Eigenschaften einzu-
stellen sind.

Dieses Werk ist copyrightgeschitzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



131

15 Innenhochdruckumformen von Kupfer und Simulation der thermisch
aktivierten Entfestigung

Die reaktionskinetische Modellierung mit der halbempirischen bzw. semi-
physikalischen Methode, wie sie in den verschiedenen Beispielen bisher
gezeigt wurde, hat i. allg. zur stillschweigenden Voraussetzung, dass die
Temperatur-Zeit-Verldufe, denen der Werkstoff ausgesetzt wird, hinrei-
chend genau bekannt sind. In diesem Fall sind die Modelle ,,werkstofftreu*,
d.h., eine Ubertragung auf andere Temperatur-Zeit-Verhéltnisse, als sie im
Versuchsbereich vorgelegen hatten, ist prinzipiell moéglich. Dabei ist klar,
dass eine solche Extrapolation umso eher an Vertrauensgrenzen stofit, je
enger der urspriingliche Versuchsbereich im Verhéltnis zum FExtrapo-
lationsbereich gezogen worden war. Fiir eine bildliche Darstellung sind die
anisothermen Modelle nur bedingt geeignet, da es ja keine unmittelbaren
Temperaturfixpunkte gibt. Immerhin lassen sich die bereits in Kapitel 13
angegebenen Moglichkeiten der Darstellung nutzen.

Sind bei einer wesentlich isothermen Wirmebehandlung die Zeiten des
Aufwirmens bzw. Abkiihlens im Vergleich zu denen des Haltens hin-
reichend kurz, so darf von vornherein mit den Modellgleichungen fiir
isotherme Verhiltnisse gerechnet werden, ohne damit einen merklichen
Fehler zu machen. Die bildliche Darstellung der Reaktionsgrofie (z.B.
Entfestigung, Aushirtung) erfolgt dann direkt in Abhéngigkeit der Wirme-
behandlungsvariablen Temperatur und Zeit.

Es kann aber auch vorkommen, dass die Temperatur-Zeit-Verldufe, die der
Werkstoff z.B. bei einem Durchlauf durch den Tunnel eines Mehrzonen-
Kammerofens erfihrt, nicht anndhernd bekannt sind und im Ablauf der
betrieblichen Praxis nicht oder nur sehr ungenau gemessen werden kénnen.
In diesen Fillen bleibt dann nur iibrig, die Modellrechnung isotherm
vorzunehmen und fiir die Betriebsversuche als Basis der Wirmebehand-
lungsverhiltnisse die Ofentemperaturen und Durchlaufgeschwindigkeiten
zu variieren. Dann allerdings sind die kinetischen Modelle nicht mehr
werkstoffbezogen, sondern ausschliellich anlagengebunden zu verwenden.
Die Moglichkeit der Extrapolation muss sich dann bestenfalls auf die
konkrete Anlage beschrinken, weshalb man nicht mehr von einem werk-
stofftreuen Modell, sondern nur noch von einem anlagen- bzw. verfahrens-
gebundenen Modell sprechen kann.
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Dass sich auch unter solchen stark eingeschrinkten Randbedingungen
sinnvolle technologische Aussagen erzielen lassen, soll im folgenden Beispiel
gezeigt werden, bei dem es im Zusammenhang mit dem Verfahren des
Innenhochdruckumformens um entfestigende Zwischenglithungen von
Kupferwerkstoffen fiir ein mittelstdndiges Unternehmen ging.

Da im vorliegenden Beispiel nur versuchsweise ganz wenige Temperatur-
messungen mit Schleppelementen moglich waren, wurden zur reaktions-
kinetischen Modellierung stellvertretend die jeweils vorgegebenen konstan-
ten Ofen-Maximaltemperaturen, im Bild 15.2 als Gliithtemperaturen
bezeichnet, und die Durchlauf- bzw. Gliihzeiten vereinfachend heran-
gezogen und zur Grundlage der nunmehr ausschliellich anlagenbezogenen
Betrachtung gemacht. Die wenigen Temperaturaufzeichnungen zeigten
immerhin, dass die Temperatur des Schleppelements selbst am Ofen-
ausgang noch nicht anndhernd die eingestellte Ofentemperatur erreicht
hatte.

Als Reaktionsgrofie in Abhéngigkeit dieser Durchlaufglithungen diente hier
die Berstdehnung, die im Nachgang an die Warmebehandlung als relevante
Eigenschaft der Innenhochdruckumformung auf einem speziellen Priifstand
ermittelt wurde. Einige Beispielbilder fiir geborstene Rohrproben zeigt Bild
15.1.

8L
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Bild 15.1: Berstproben nach der Priifung

Im vorliegenden Fall wurden die ermittelten Berstdehnungen in Abhéngig-
keit von (Ofen-)temperatur und Gliihzeit mit Ansatz (2.4-3) approximiert,
aus den genannten Griinden jedoch als isotherme Betrachtung, d.h., fiir
(1) = 9 = const., sowie reduziert auf zwei Aktivierungsmechanismen, d.h.
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—Op,
m=2, j=1,2 , mit den Aktivierungen L) = kBj -1-e” (9= %) und mit den
beiden Gewichten y; und y,=1-y;. Da sich der ¢,,,-Wert infolge
ungenauer oder fehlender Messwerte héufig nicht eindeutig vorgeben lésst,
kann man diesen Wert auch als zusétzlichen Parameter auffassen und in
die Parameteridentifikation mit einbeziehen.

Die Darstellung mit Bild 15.2 ist jener in Bild 5.4 prinzipiell dhnlich,
wenngleich im jetzigen Beispiel die Datenlage zu liickenhaft war, um neben
den Bereichen von Rekristallisation und beginnendem Kornwachstum auch
den vorgelagerten Bereich der Erholung abbilden zu kénnen; hierfiir wiren
offenbar noch ein paar Messergebnisse im Steilanstieg der Rekristallisation
und knapp davor notig gewesen.
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Bild 15.2: Berstdehnung nach Wirmebehandlung

Dennoch ldsst sich dem Bild bereits entnehmen, welche Kombinationen von
Gliihzeit und Ofentemperatur (hier als Glithtemperatur bezeichnet) seitens
der Technologie vorzugeben sind, damit gewiinschte, d.h., i.allg. entspre-
chend hohe Entfestigungen bzw. Berstdehnungen erhalten werden, indem
der technologische Spielraum, den die bedingte Austauschbarkeit von
Temperatur und Zeit bietet, entsprechend ausgenutzt werden kann; die
Notation der reaktionskinetischen Gleichung im Code der TC3D-Software
siche Anhang.
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Resiimee

Die vorangegangenen Ausfithrungen sollten zeigen, dass sich kinetische
Aspekte von Wirmeleitung, Temperaturausgleich, Diffusion und Material-
eigenschaften auf weitgehend dhnlicher physikalischer Grundlage beschrei-
ben lassen. Dabei wurde von Ndherungslosungen der Wirmeleitungs- und
Diffusionstheorie Gebrauch gemacht, indem die Ortsabhingigkeiten von
Temperatur- und Diffusionsgradient als nachrangig bis vernachlissigbar
angesehen wurden. Das ist stets dann gerechtfertigt, wenn die Korperab-
messungen klein genug und die Wéarmeleitfahigkeit bzw. die Teilchenbe-
weglichkeit hoch genug sind, so dass dann fiir das Bro7-Kriterium hin-
reichend kleine Werte in der Grofenordnung von etwa unter 10 vorliegen.
In diesen Fillen, in denen die Realitéit dieser Bedingung nahekommt, ist es
nicht nur gestattet, sondern, wie gezeigt wurde, sehr sinnvoll, die einfache-
ren und anschaulicheren Modellbeziehungen zur Anwendung zu bringen.

Die in Kapitel 2 zu Diffusion und Reaktionskinetik zusammengestellten
Modellansitze und die im Teil B gezeigten Anwendungen sollen wenigstens
einen kleinen Ausschnitt aus einem sehr weiten Umfeld thermisch akti-
vierter Werkstoffbeeinflussung vermitteln. Dabei koénnen die Modellab-
straktionen der beschriebenen Art vor allem immer dann vorteilhaft einge-
setzt werden, wenn eine metallphysikalisch tiefergehende Betrachtung
nicht moglich oder zu aufwendig wire. Auch wenn die Forschung in den
Werkstoffwissenschaften fortwidhrend Fortschritte macht, indem die
Modellbildung z.B. zunehmend auf der Grundlage der Werkstoff-Mikro-
struktur erfolgt als ab initio-Modellierung (z.B. DFG-Sonderforschungs-
bereich 761), wird sich die vereinfachende reaktionskinetische Betrach-
tungsweise fiir viele ingenieurtechnische Fragestellungen generell wohl auch
kiinftig vorteilhaft anwenden lassen. Dabei wird das reaktionskinetische
Modell stets am konkreten Experiment ausgerichtet, mittels Parameter-
identifikation quasi justiert. Und umgekehrt zeigt das Modell, in welchen
Versuchsbereichen es zweckméflig sein kann, weitere Versuche vorzusehen
bzw. zu erginzen. Insbesondere aber koénnen solche Modelle aufzeigen,
welche Verfahrenseinstellungen vorzunehmen sind, um z.B. gewiinschte
Werkstoffeigenschaften zielgerichtet ansteuern und erhalten zu kénnen.
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Ein jeder reaktionskinetische Modellansatz mit den an das thermische
Verfahren gebundenen konkreten Temperatur-Zeit-Verhiltnissen sowie mit
den auf experimenteller Basis ermittelten Parametern charakterisiert je-
weils einen spezifischen Teilraum in einem wohl unerschopflichen material-
und werkstoffbezogenen ,Kosmos® mit einer grenzenlosen Vielfalt an
Gestaltungsmoglichkeiten. Jedoch erst die wissenschaftliche Herangehens-
weise in Verbindung mit einer gezielt ingenieurméfigen Einflussnahme lésst
die gewiinschten Werkstoffeigenschaften und ein optimiertes Materialde-
sign entstehen sowie den geeignetsten Entwicklungspfad dorthin erkennen.

Die Grundlagen der physikalisch-mathematischen Beschreibung sind be-
kannt. Dennoch ist der theoretische und experimentelle Aufwand zur Erfor-
schung realer Systeme i. allg. recht hoch. Dabei bedienen sich Forschung
und industrielle Anwendungen auf dem umfangreichen Gebiet der Werk-
stoffwissenschaften der Gesetze von Diffusion und thermisch aktivierter
Reaktionskinetik jeweils mit dem Ziel, interessierende Werkstoffeigen-
schaften nach thermischer Beeinflussung quantitativ beschreiben und
zielgerichtet beeinflussen zu konnen.

Erinnern wir uns nicht zuletzt auch bewundernd daran, dass unsere Um-
welt, wir selbst und das gesamte Universum maflgeblich durch Prozesse der
Diffusion beeinflusst, gestaltet, gesteuert, ja iiberhaupt erst ermoglicht
werden. Insbesondere alle Lebensvorginge sind ohne Wéirmetransport-
vorgiange und diffusiven Stoffaustausch nicht moglich, auch wenn wir es
kaum bewusst zur Kenntnis nehmen. Mindestens ebenso staunen diirfen
wir dariiber, dass sich diese universellen Vorginge, die, wenn auch lokal
und temporir eng begrenzt, zur Vermehrung der Entropie beitragen,
immerhin ndherungsweise bereits mit so vergleichsweise einfachen mathe-
matischen Strukturen beschreiben lassen, wie es die sich dem Entropietod
engegenstellende selbstorganisierende biologische Materie herausgefunden
zu haben glaubt.

Ubrigens: Die Gesetzmiifligkeiten von Diffusions- und Ausgleichsvorgéingen
gelten phinomenologisch #hnlich auch im gesellschaftlichen Bereich.
Werden diese Gesetze stark verletzt oder mutwillig aufler Kraft gesetzt,
indem gewisse Gruppen einseitig begiinstigt und andere dafiir umso
deutlicher benachteiligt werden, so sind gesellschaftliche Konflikte, die sich
dann oft eruptiv und schmerzlich entladen, nahezu unvermeidlich.
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Diffusionsmodell und Reaktionskineti
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Anhang

Diffusionsmodell und Reaktionskinetik (Forts.)

Zu Kapitel 2

Lem—a dap - xQ \CEn ._.
\\ // 2- — Q H.%
' op (9 ._Amvl N “a)uis - \I a)urs M d = c\
\ 1°,¢
ek dpe ()P (dupF | = (19)d
__ m

' :|[9M1ed uaJie|nqo|d ‘Mzqg uadiwa0}a8ny WIUIS Ul UoISN}IQ

\]
%.«ws&m‘s.qm [=u
- B S R ey T 0 d = (43
v MN:* (g™ (M) = 0
ot dp (@) (U8 | = (19)2

J|9Y1Med UaBiwJiQ)Iase) ‘Mzq -13pUul|Az wauls uluoisnd

+
_
\\\Il...l MN.Q NM\N.N -—-Nt
, /z Cank %
Cor o E) T S T
Ep(9)T @é& (x9)o

;|9 11ed USSIWIQJUI||SWE.| WIUId Ul uoisniiiq 19p 3ay3idueyqellaz

Dieses Werk ist copyrightgeschitzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.

Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



142 Anhang

Zu Kapitel 2.1: Zum ARRHENIUS-Ansatz

-0

Der ARRHENIUS-Ansatz wird gemeinhin in der Form k-e”®® angegeben,
wobei neben der universellen Gaskonstante & und der absoluten bzw.
thermodynamischen Temperatur @ die beiden Parameter k£ (bzw. D,
in (2.1-5a)) als sogen. Frequenz-, Mengen- oder schlicht als Vorfaktor und
Q als Aktivierungsenergie enthalten sind. Die beiden Parameter sind
jedoch nicht generell als Konstanten anzusehen. Denn sie hidngen mehr
oder weniger empfindlich von den konkreten Materialeigenschaften ab und
sind damit insbesondere als orts-, konzentrations- und vor allem
temperaturabhiingige Grofien anzusehen; vgl. [MUL 98, Seite 81 bzw. korr.
Ausgabe 2014 S. 79.

Im vorliegenden Zusammenhang werde die Temperaturabhingigkeit, die
sich z.B. im Laufe von Wirmebehandlungsablidufen stark &ndern kann,

bevorzugt betrachtet. Dann nimmt der ARRHENIUS-Ansatz die Form
~0(0) -0(0)
Dy(®)-e RO haw. k(@)-e O an, wobei Dy bzw. k und insbesondere

O temperaturabhingige Parameterfunktionen sind. Dabei ist die Tempe-

ratur selbst, wie in technischen Prozessen iiberwiegend, keine Konstante,
sondern eine zeitabhingige Funktion @ =®(t). Auflerdem ist zu beriick-
sichtigen, dass Rekristallisations- bzw. thermisch aktivierte Entfestigungs-
prozesse oder auch Phasenumwandlungen stets in mehr oder weniger
eingeschrinkten Temperaturbereichen ablaufen. So wird es statistisch
immer unwahrscheinlicher, dass unterhalb gewisser Grenztemperaturen
bzw. Energieschwellen kinetisch bedingte Werkstoffreaktionen iiberhaupt
ablaufen konnen. Mit anderen Worten, unterhalb solcher Grenz- bzw.
Bezugstemperaturen @, strebt die erforderliche Aktivierungsenergie, bei
der thermisch angestoflene Werkstoffreaktionen gerade noch stattfinden
konnen, gegen Unendlich. Damit kommt dort jede Werkstoffreaktion zum
Erliegen, und zwar bereits oberhalb des absoluten Temperaturnullpunkts
bei 0 K <@ <Oy bzw. -273,15°C <8< 85 . Dieser Umstand lédsst sich
dadurch beriicksichtigen, dass die Aktivierungsenergie durch einen Aus-

+oo flir @ <Oy

druck der F =
ruck der Form Q(®) O - @?@ fir @ > 6y,
B

(*)

beschrieben wird. Die Bezugstemperatur selbst ist vom Werkstoff und
dessen thermodynamischem Zustand abhingig und kann insofern alle
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Werte &z 20K bzw. 5 2-273,15 °C annehmen. Berticksichtigt man
noch, dass die Temperaturdifferenz @ —-@5 auf der Celsiusskala mit
93— unverdndert gilt, so folgt aus der allgemeinen ARRHENIUS-
Beziehung (2.1-5a) unmittelbar die modifizierte Form (2.1-5b) - und
umgekehrt. Entsprechend ist eine Umrechnung der Aktivierungsenergien
Q und Qg bei der Temperatur @ mit der Transformation (*) unmittel-
bar gegeben. Wie sich damit zugleich zeigt, sind die Beziehungen (2.1-5a)
und (2.1-5b) mit der Aktivierungsenergie (*) nur zwei verschiedene,
praktisch jedoch #dquivalente mathematische Ausdrucksformen der Tat-
sache, dass gewisse Werkstoffreaktionen erst oberhalb einer Grenz- bzw.
Bezugstemperatur @z 20 K bzw. 5 2-273,15°C ablaufen konnen.

Die temperaturabhingigen Funktionsverliufe von Aktivierungsenergie
und ARRHENIUS-Funktion zeigt das folgende Bild exemplarisch (berechnet

2
fir Op = 3000%, @, =0, 150, 300K, k=00155" bzw. D, = 0,0151—).

o0
T
10000000, - 0.01
°
— -
=
@_ o S)
o ®* 0) 8
Q@ 1000000 = 0.007¢
.a () g
o ® %"
g °
1
Y ) Y
0 ° D, (®) =
D 100000 - - 0.005 =
< ° ¥ %
5 4 3
2 e . <
.-': 1 ® 1
« 1 [ [}
10000+ = = 002
< 0000 | 0.0025
1

1000 0
0 200 400 600 800 1000

Absolute Temperatur ©®

Erst mit fallender Aktivierungsenergie bei Temperaturen @ > @, ist die
thermische Anregung grofl genug, um Platzwechselvorginge in der Mikro-
struktur des Werkstoffs und damit Diffusionsprozesse in Gang kommen
zu lassen. Die Intensitdt der davon abhingenden Prozesse, wie z.B. jene
der Rekristallisation, Entfestigung, Ausscheidung oder Umwandlung, wird
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vom Wert der ARRHENIUS-Funktion bestimmt. Die typische Charakteri-
stik des ARRHENIUS-Verlaufs bleibt auch fir @ > @5 >0 erhalten.

Insgesamt sei hier daran erinnert, dass die Beschreibung von diffusions-
bedingten Werkstoffreaktionen mit den Mitteln der Reaktionskinetik nur
Naherungscharakter beanspruchen kann. Das trifft auch auf die hier
getroffene Festlegung der ARRHENIUS-Funktion (2.1-5a) zu, die in den
Beispielen jeweils durch einen konstanten Vorfaktor und eine tempera-
turabhéingige Aktivierungsenergie (*) représentiert wird. Diese konkrete
Form realisiert, wie ausgefiihrt, eine untere Temperaturschranke @5 bzw.
9p , unterhalb der Werkstoffeigenschaftséinderungen infolge zu geringer
thermischer Anregung, phidnomenologisch betrachtet, praktisch nicht
mehr stattfinden konnen — siehe S. 13 unten. Das driickt auch der mit
(2.1-5a) dquivalente Ansatz (2.1-5b) aus. Die Berechtigung fiir diesen heu-
ristischen Ansatz liefert nicht zuletzt die mit den halbempirischen Model-
len iiberwiegend deutlich geringere Abweichung zwischen Messwertbasis
und Modellfehler gegeniiber einem zunichst benutzten Ansatz mit kon-
stanter Aktivierungsenergie. Das bestéitigten immer wieder die numeri-
schen Resultate zur Beschreibung ausgewihlter Werkstoffeigenschaften.

Erwidhnt sei jedoch, dass auch andere Festlegungen denkbar sind, bei
denen z.B. auch der Vor- bzw. Mengenfaktor, wie bereits erwihnt, als
temperaturabhéngige Funktion eingefiihrt wird. So wird im Schrifttum
angegeben, dass der Anlaufprozess am unteren Temperaturende, also bei
O =05 20, zu modifizieren sei dergestalt, dass der Vorfaktor einer
temperaturabhéngigen Potenzfunktion geniigt

0 fir @ <O
k(©)= \ , (*%)
ky-(©@-0y)" fiir O>0
wobei der Exponent vorzugsweise in der Nidhe von n ~ 0,5 zu finden sein
sollte; auch hier wieder formuliert mit der Moglichkeit einer Parallel-
verschiebung um @j. Abgesehen aber davon, dass mit n ein weiterer
Parameter zu identifizieren ist, womit einerseits das numerische Quadrat-
mittelproblem einen zusitzlichen Freiheitsgrad erhilt, andererseits aber
auch eine zusitzliche Schéitzung und damit hoheren Rechenaufwand
erfordert, wurde im vorliegenden Zusammenhang von dieser oder #hnli-
chen Modifikationen Abstand genommen. Generell sei daran erinnert, dass

Modelle nicht die Wirklichkeit sind, sondern diese nur annéhern kénnen.
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Mehrphasenmodelle

Zu Kapitel 2.4
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Phasenumwandlung und Wirme

Zu Kapitel 3.1 und Kap. 13
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Beispiel zur Schnellerwirmung

Zu Kapitel 3.1
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Zu Kapiteln 4, 10 und 11: Zum Oxid- bzw. Zunderschichtwachstum

Es werde gefragt, bei welchen Abstdanden x und Zeiten ¢ zweier sich bei x = 0 beriihrenden
halbunendlichen Kérper (-oo <x < 00) konstante Konzentrationen ¢(t,x) = konst. vorliegen
und welcher funktionale Zusammenhang zwischen Ort x und Zeit ¢ diese Konzentrations-
Konstanz x = X(2),.—j,ps. realisiert?

Das Konzentrationsfeld wird im isothermen Fall durch die Losung

c(tx)—c; / c T
)¢

I x :
= —erfc( o ) = konst. t=0
2 2ND-t Caf”

_c=honst | oM s

beschrieben. Das bedeutet, dass

X = x(t) ~~D-t| gelten muss.

X, x> X

x=0 X
Demnach wachst die Oxidschicht proportional der Quadratwurzel aus dem Produkt von

Diffusionskoeffizient und Zeit, solange Diffusionsmechanismen bestimmend sind. Dieser

Zusammenhang wird auch als parabolisches Wachstumsgesetz bezeichnet: v ~D-tl.

Mit der Anfangsbedingung s(t=0) = s, und der Annahme sz(t) —55 =D-t
ergibt sich fur das Schichtdickenwachstum die Losung:

———> |s(t)= s5+D~t

Oder reaktionskinetisch begriindet und auf anisotherme Verhaltnisse verall-

gemeinert - vgl. [MUL 98, Kap. 3.3.1.2.2]: |s(t) = X/ s) +1(1)

Andere Wachstumsformeln gehen bei der Herleitung nicht von der Schichtdicke, sondern
vom Schichtdickenzuwachs As = As(?) = s(t)—s, aus:

Dann folgt aus dem Ansatz  As® = It

die Schichtdicken-Wachstumsformel | s(2) = sy ++/ 1(t)

Eine weitere Annahme beriicksichtigt, das der Schichtdickenzuwachs 4s neben dem
guadratischen Anteil auch einen linearen, der ggf. am Oxidationsbeginn auftritt, aufweist.

Beide sind der thermischen Aktivierung I wiederum direkt proportional, d.h.
As? + 2k - As = I ().

Damit ergibt sich die Wachstumsformel | s() =5, +4/ K+ It —k
/4
mit der Aktivierung I)= j D(7)-dr
0

_ 0

und dem Diffusionskoeffizienten D(1)= DO .e RS- 9p) .

Wesentlich weiterfithrend siehe [GEG 05].
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Zu den Kapiteln 5 und 9: Das Exponentialintegral

Definition:
Ei(x) = — j Spde; e

Daraus folgt:

4

Reihendarstellung: mit FULER s Konstante y = e = 1,78107241799

Ei(x)= - j)oe?édg = Ix§d§ =

0 k
In |}/ . x| + Zﬁ fiir kleinere |x|

Ei(x) =

N
e_ Z fiir groBere und grofle |x]
x it

In der Mathematiksoftware MathCad ist diese Funktion implementiert
und steht dort sowohl fiir algebraische als auch fiir numerische Berech-
nungen zur Verfiigung; der Graph im Bereich um x~0:

4 \ |

3 Ei(v - +00) = +a-/4

2 -
| /

Ei(x) 2 || Bi(zr— -00) — -0 //

. | /

; I/

; \/

4 V

-5 Ei(z — £0) = -oc0

6 | |

-1,5 -1 -0,5 0 05 1 1,5
X —
Ein entsprechendes Programm fiir die Taschencomputer HP48 oder HP50
fiir reelles Argument x in speicherplatzsparender umgekehrter polnischer
Notation ist nachfolgend angegeben.
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HP48 /HP50-Programm ’Ei’:

CAS-Modes: Numeric, Approx, Complex.

<LK = x
<< IF x —»NUM TYPE ==
THEN RCLF -22 SF
IF x ABS IF x 0 <
THEN 8
ELSE 14
END <
THEN 1 1 1 DO SWAP ROT 1 + SWAP OVER /
x * DUP2 SWAP / 4 PICK +
UNTIL 4 ROLL OVER ==
END
3 ROLLD DROPZ2 x * x ABS
1.78107241799 * LN +
ELSE IF x 1152 >
THEN MAXR —»NUM
ELSE 0 1 1 DO SWAP ROT 1 + DUPZ2 *
x / DUP 5 PICK +
UNTIL OVER ABS 5 ROLL
ABS > OVER 6 ROLL == OR
END
SWAP DUP x * 4 ROLL / 3 ROLLD
- DUP ROT - + 2 / x EXP * x /
END
END
SWAP STOF
ELSE '"Exponentialintegral

mw

GROB 131 64 00000... Pict™

END
>>
>>

3! Das kurze Unterprogramm Pict steuert die Anzeige eines HP-Graphikobjekts GROB. Es
zeigt bei Eingabe eines Fragezeichens den Funktionsgraphen in der N#dhe von x~0. Das
betreffende Graphikobjekt dazu ist allerdings zu umfangreich, um die Ziffernkolonnen hier
wiederzugeben. Weitergabe der Programmsoftware auf Anfrage beim Autor.
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Zu den Kapiteln 10 und 11: Das Fehlerintegral

Das normierte Fehlerintegral ist definiert durch

erf(z)zﬁj‘oze_éz dé , z=x+i-y.

Das komplementére Fehlerintegral ergibt sich damit zu:

erfe(z) = 1—erf(z) = % j T e erfelz)=2-erfels).

Auch diese Funktionen stehen sowohl in der Software MathCad als auch

als HP-Programmversion des Autors zur Verfiigung: —néchste Seite.

Hier ein Ausschnitt der Funktionsverlidufe dieser beiden Fehlerfunktionen

(engl. error functions) fiir reelles Argument x bzw. (x,()) und davon
abgeleiteter Funktionen — vgl. [TAU 71] und [MUL 98, Kap. A2.3.2.8):

1,2
1,1
1,0
0,9

l 0,8

0,7
flx)
0,6
0,5
0,4

0,3

0,2

01f

0

1 x® 2 1
N L 2k-int.erfc(x) '
> v ‘

1 !
|

ST T 1 ]
L
. | ¢
erf(x) | | |
| |
L |
Vr | |
/e"z-en‘{!)d |
Pl erfe) |
\ 4 A\ |

0,5 1,0 1,5 2,0 25
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HP48 /HP50-Programm ’erfc’ fiir reelles oder komplexes Argument

z=x+i-y, Eingabe bei reellem Argument als x-Wert, bei komplexem

Argument in der Form (x, y); CAS-Modes: Numeric, Approx, Complex.

<< = z << IF z —NUM TYPE DUP (0 == SWAP 1 == OR
THEN IF z RE 0 =
THEN z DUP SQ 2 * NEG — z Vv

<< IF z ABS 3 <
THEN 1 1 1
DO SWAP 2 + SWAP OVER /
v NEG * ROT DUPZ +
UNTIL DUP 5 ROLLD ==
END

DROP2 2 * 7 =NUM N / z
* z SO EXP / 1 - NEG
ELSE IF v ABS 1.E12 >
THEN I
ELSE 1 1 1
DO SWAP ROT 2 +
DUP2 * v / DUP 5
PICK +
UNTIL OVER ABS 5
ROLL ABS >
OVER 6
ROLL == OR
END
SWAP DUP v * 4 ROLL
/ 3 ROLLD - DUP ROT
-+ 2/
END
v,/ 1+ z / z SO EXP /
z >NUM N/
END
>>
ELSE 2 z NEG erfc -
END
ELSE CLLCD "Komplementdres Fehler-
integral:

erfc(z)=1l-erf(z)

z=x+1-y"
1l DISP 3 FREEZE
END
>>
>>

Dieses Werk ist copyrightgeschitzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



154 Anhang

Zu Kapiteln 10, 11: Transformation der Diffusionsgleichung

Die allermeisten Aufgaben der Wirmeleitungs- und Diffusionsgleichung
wurden ausschliellich fiir zeitunabhingige Temperaturleitfihigkeit bzw.
Diffusionskoeffizienten gelost. Benotigt man dagegen die entsprechenden
Ergebnisse fiir zeitabhingige Koeffizienten, so kann man sich auf die
bekannten Losungen fiir konstante Koeffizienten stiitzen, indem man sich
folgender bei [JOS 72, Kap. 1.9] erwéihnten Transformation bedient:

2
Die Dgl. %:D(t)-ﬁc—(zx’t), t>0, Dt)#0 wird durch die Sub-

ox

¢
stitution d&:=D()-dt (bzw. &:= .[0 D(t)-dt) in die koeffizientenfreie

de(,&) e é)

g ox?
Gestalt wie jene urspriingliche von oben, jetzt allerdings speziell fiir
konstanten Koeffizienten D()=1.

transformiert. Diese Dgl. besitzt die gleiche

Form

Besitzt man demzufolge hierfiir (oder auch fiir D=konst.) bereits eine

Losung c¢(x,&), so folgt die fiir zeitabhingigen Koeffizienten gesuchte

t
Losung durch Riicksubstitution mit & := J.O D(t)-dr . Die spezielle Losung

fiir konstanten Diffusionskoeffizienten, d.h., fiir D=Fkonst., ist dann mit

t
E:=D- IO dt = D-t ebenfalls enthalten.

Zahlreiche Beispiele der voranstehenden Kapitel haben gezeigt, dass bei
vielen Anwendungen die Prozessfunktion Temperatur auch niherungs-
weise besser nicht als konstant angesehen werden sollte, was bedeutet,
dass der ARRHENIUS-Ansatz und damit auch der Diffusionskoeffizient
bzw. die Aktivierungsgeschwindigkeit als zeitabhéingig zu betrachten sind.
Eine weitere Anwendung, bei der ein zeitabhéingiger Diffusionskoeffizent
eine Rolle spielt, wurde bereits in einer fritheren Arbeit [NOL 62] zur
quantitativen Bestimmung von Diffusionskoeffizienten mitgeteilt.

Dieses Werk ist copyrightgeschitzt und darf in keiner Form vervielfaltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fur den persénlichen Gebrauch.



Anhang 155

Ein weiteres Beispiel zur Diffusion (siche auch Uberleitung zu Teil B)

Diffusion unter anisothermen Bedingungen (zeitabhang. Diff.-koeffizient):

Folie zwischen zwei Halbunendlichen Zwei sich beruhrende Halbunendliche
Kérpern Korper unterschiedlicher Konzentration

GG

DE
|

64 2 0 2 4 6

c(x,t)

—X

t
¢ o [yp()dr

c(xt) = t c(t) = %".elfc( - al )
Zq’ﬂJ'oD(T)-dr Z,H.OD(T)-dT

Gezeichnet wurden die schematischen Graphiken fiir zeitunabhéngige
Diffusionskoeffizienten, wihrend die Formeln den allgemeineren Fall zeit-
abhéingiger Koeffizienten beschreiben. Hierfiir kann z.B. wieder ein
ARRHENIUS-Ansatz mit zeitabhidngem Temperaturverlauf stehen.
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Zu Kapitel 15: Innenhochdruckumformen von Kupfer

Bei Beriicksichtigung von zwei Aktivierungsmechanismen lautet der
betreffende TC3D-Losungsblock mit den Funktionstermen:

F1=IF(Y<#C,0,EXP(-#D/(R*(Y-#C))))
FO=IF(Y<#G,0,EXP(-#H/(R*(Y-#G))))
F8=1-EXP(-(#B/#A*X*F1)"#A)
F}=1-EXP(-(#F/#E*X*F2) " #E)
Z=EPSMIN+(#J-EPSMIN)*(#I*F3+ (1-#1) *F});

die zu identifizierenden Parameter sind die mit Doppelkreuz versehenen
Buchstaben von A bis J, die noch vor dem Losungsblock zu vereinbaren
sind ebenso wie die universelle Gaskonstante R=8.315:

#A = qj, #B = kBj, #C =. 331, #D = Q31,

#E =.q>, #F = kBg, #G = 932, #H = QBQ, #I =71 #J = Eyux

Die Variable X bezeichnet die Zeit, wihrend Y fiir die Temperatur und Z
fir die Dehnung stehen. Unter EPSMIN (=g, ) ist jener Berst-
dehnungswert zu verstehen, der im durch Umformung verfestigten
Zustand vor der Glithung vorliegt.

Wie bereits allgemein ausgefiihrt, setzt die nichtlineare Parameter-
identifikation prinzipiell, d.h. unabhéngig von der verwendeten Software,
die Kenntnis von Schétz- bzw. Ndherungswerten - zumindest hinsichtlich
der Grolenordnung - fiir die Modellparameter vor Rechnungsbeginn
voraus, hier also die mit vorangestelltem # gekennzeichneten Groflen.
Mittels mathematischer Minimierungsverfahren versucht dann der Solver-
algorithmus des Dbetreffenden Rechenprogramms durch geeignete
Variation der numerischen Parameterwerte ein sogen. lokales Minimum
anzusteuern bzw. durch entsprechende Anpassung zu finden. Die , Tiefe“
des Minimums - und damit der Modellfehler - hingt leider oft auch von
den vorgegebenen Parameter-Startwerten ab. Es lohnt sich deshalb,
mehrere Rechnungen mit variierten Startwerten durchzufiihren, um eine
moglichst gute Modellanpassung zu erreichen.
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