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 G = (V,E) �� � ����� �� ��� ����� ����� �
� ��������

��� �� �����	�� V ��� �
� ��� �� �
��� E� �� �
��
���
 ���
 �� ��
����� (u, v) ∈
V × V �� ����	��� �� ���
 ��	� e ∈ E� ������� �� e = (u, v)�

• � ���� �
 G �� � ����� �������� w = v0, e1, v1, . . . , ek, vk ��
 �� ���
��
����

k ∈ N0� �
��� ��
�� �
� ����
������ ��
����� vi ��� ��	�� ej ���
 ei = (vi−1, vi)�

w �� ���� ������ � ���� ���� v0 �� vk� �
�
� v0 �� �
� �����
 �� w ��� vk ���

�����
����

• � ���� �
 G �� � ���
 w = v0, e1, v1, . . . , ek, vk �� G ���
 k ≥ 1� �
�
� v0 = vk
��� �
�
� �
� ��	�� ei �� ���� �� �
� ��
����� vi� i = 1, . . . , k� �
� ���������

• �
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��
 G �� 	�
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 �� ��
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 �� ��
����� (u, v) �� G �
�
� ������ �

���
 �
�� u �� v ����	 ��	�� �� E��
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• G �� �������� �� ��� ����� (u, v) ∈ V ×V �����	
� �
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 ��������
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� ��
 ������� 
��
� ��
 ���
��
��� ��
	� �
� � ����
��
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��
 e = (u, v)� u ��

����
� ��
 �����	 �
 e �	� v �� ��� �����	�
�

��������

�� ��� �������� 	� � ����� ��� ����������� �� �	��� ���
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���� ���

���
���� �� ���	��� �	� � ���
�� �	� �� ���� e = (u, v) ��� ���	� ������ �� u ��� ����

�� v� ��������	��� ��	� �	� 	� �� ��

 ��� ��� ����� 	
�
� ��� ���	��
� ������� 	�

�
����
� ��� 
��
�� ��� �� ��

 �	������ 	�
� �	������� ��� �������� �������

!�� ��� �	�������� ��������� 	� � ������� �� ����� �� � "����� ��������� ��� �	�������

����� G = (V,E)� #	�� ���� ���� ����� �	������ ���	�����	� 	�
� ��	�� ��� �������

�
�
�
��� ��� ���	�����	� ��	�� ��� �	��	����� �� ������� !�� n := |V | ��� b := |E|
���	�� ��� ������� 	� �	��� ��� ��������� ����������
�� $���� G �� �	�������� 	�� ����

��� �� 
���� n − 1 �������� �� G� ����� �� ��� ������� ������ 	� �������� ������ �	

�	����� n �	��� ���� ���� 	����� %����� b ≥ n − 1� �	 �

 ek ∈ E � ������ �������

ik ��� � ������ �	
���� uk �� ��������� ����� ����� �	������ ��������� �������	� �� �����

�� ��� �������	� 	� ek� �	� ��� ������� �� ������ &�' ���� � ������
� ������� ����� �	� ���

���������	� 	� ��� �	�������� ��������� �� ��	�� �� ������ &�& ����

�	� ����	�� �	 ������ �� ��

 ������ ��� ��� 	� �������� 	� � ����� ���	 ��	 �	�	
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	�� )������� �������	��

���������� ���� ��� ��� ����� G = (V,E) 	� 
����
��
�

• � �������� ��		 �� 
���
	�	 ��		 �� ���� � ��		 �� G �� � ��	����� T =

(V,ET ) �� G 
��������� �� ��� ���� ��� �� ��
��� ����� ET ⊆ E� |ET | = |V |−1��

�� � ��	��� �� ��� 	���
��� �� G 
����
���� ��� ��
�� �� V � ��� 	���
��� �� ET

��� 
����
 ��		 ����
�	��

�������� ��	 
������
 �� e = {u, v} = {v, u} 
�� 	��	� �
 �
���	��	� ������ �
� e = (u, v) �= (v, u)


�� ���	��	� �������
�|E| ≥ |V | − 1� ��
�	 G �� ��

	��	��
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• � ����������	 	

� �� � ���� T = (V,ET ) �	 G �
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���� �
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• �������� 	��� G ��� � ������ �	 � ���� T ��� ����������	 	

� ������ �
 ���


�� �	 ��� |E| − |V |+ 1 	���������� ����
 �����
������� �� ��� 
��� ������ �	

���� �������
�

������ ���� ���� ���� �� ��� ����� ���������
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 ��� ���� ��� ����
��  �������� �� ������� � ����� �������
 ���� ��!����� ����
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���
�
��� �
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� �
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�� �� 	 ��
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�
 ���� 	�� �
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��� ��� ���� ��� ������
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 ����	����	�

����� ���� 	�� ������ �� ��	����� {b, c, a} 	�� {d, c}� �������
�����
 ����� �� ��� ������
�
 ������� �	� �� ����� 
� ��� 	�����
!� ��� "���
��  � �������

 ��� #� �
�� �� 
�����	�� �	��� 
� ��
� �	�	
�	���

�	�
��� ���� � 	���������� ���� 
�
��� �	 � ����� G = (V,E) �
 �������� ��������

���� ��� 
���
 ��� 
���� �	 ��� ��
 ����
� �

#� �	��� ��� ����� �� 	 
�	�� G 
�����
�
 ��� $��� ���� 	�� ��� ��
�� �� 	�� 
�� ��	����

�
�%�
�� ����� ���� 	 ������ ��	��� #� ��� ������ ��� ����� 	�� 
����
&�� �� ���
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�������

��	������ '�
�� ��� 	��
�
�� �� (���� �������( l1 	�� l2 
� ��� 
�	�� 
� 

��� �� ���

�������
� �
)������ �� ���
� ��	�����

l1Δl2 := (l1 ∪ l2) \ (l1 ∩ l2),

��� ��	�	� ����
��
�	�
�� 
� ��&��� ��
�
 ��	�	�� ���� ��� &��� Z2
∼= {0, 1}�  �����
�
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�� #� �
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��� ��������� �� 	 
�	�� �	� 	��� �� �����
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�	�� G �� �� &�
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� ���� "�� G = (V,E) �� � ����� 
��� V = {v1, . . . , vn} ��� E = {e1, . . . , eb}�
��� ��������� �
��	 ��������� ������ �	 G �
 ��� n× b������# Aa = (aij)� 
����

aij =

⎧⎨⎩
1, ej = (vi, y),

0, ej = (x, y),

−1, ej = (x, vi)
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��� x, y ∈ V \ {vi}�

����� �	�� ��� �� Aa ����������� �� 	 ���� �� G 	�� �	�� ������ �� 	 ��	���� ��������

�	�� ������ �� Aa ����	
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��� �	�� ��	��� ��
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��
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�� ����� V = {v1, . . . , vn} ��� �����
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���������� ���� ��� G = (V,E) �� � ����� �
�� E = {e1, . . . , eb} ��� m 	����

l1, . . . , lm� ��� 	��� 
��
����� ����

 �� G 
� ��� m× b�����

 B = (bij)� �����

bij =

⎧⎨⎩
1, ej ���
�
��	� 
��
���� �
�� li,

0, ej ��� 
��
���� �
�� li,

−1, ej �����
��	� 
��
���� �
�� li.
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�� T � ��� ������� 	��� 
��
����� ����

 �� G ������ T 
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�
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�� B��

� !� A · i = 0,"��#
$

�%!� B · u = 0."��#�$

&�
�� i �� ��� �����
 i = (i1, . . . , ib) �	 ��� b �

��� ��

���� 
�� u �� ��� �����
 �	 ��� b

�

��� ����
��� u = (u1, . . . , ub)� '���� ��� ���
��� 
 �(���� �	 �)�
����� �	 ���� (b×2b)�

"���$

[
A 0

0 B

]
·
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i

u

]
=

[
0

0

]
.

*�� ��������� �
���	( ��� ��
����+ �
��� ���� ��� ���������
� �����

���� �	 ��� ����������

��
����
�� 
�� , 
� ��� -�
��� �	 ��� ��	�.�
�� �
�
�/ ����� �
� 	��� 

�- b , 	�
� 


b.���������
� �����
�� �	 ��� ��
�� �	 
�� �

��� ��

���� 
�� ����
���� ��� ��.�
����

�������� ��
�	�

0�
 ��� ����
���
���� �	 ��� ��
����+ ��
�� �� �� ����	�� �� ������� 
 �
��� �	 ��
� ��
���

1�� �
���
�( �	 ��� "
������$ ��������� �
�
���� A 
�� B 
����� 
 ��
��� �����
���� �	


� 
��
��
�
�� ����

������� ��	 
�����
��� ���� ��	 ��	���	�� 
��
� �
���	
�	 �
���� A 

� ��	

��

����	 BT �� ��	 ��	���	�� ���� �
���	
�	 �
���� ���� 

 ����� ���� 	
 ���������
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� M2 ∈ Rk×m 
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M1 ·M2 = 0 

� rank(M1) + rank(M2) = k.
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·
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]
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"��6$ i = BT j 
�� u = ATv.
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1
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 � 
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� 1 ��� 2 ��
 ���

���(� fR(i12, u12) = u12 − R · i12 = 0,
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�
 u12 ��� i12 �
��
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 ������ ���
��
 ����
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�
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��	��� 1 
� 

��	��� 2 ���� %	���
 ��) ����� �	�	������ ��� � �	�
��

	����
�� L� �� 	��
�
��
�
 ���
��
 �����
 V � ��� � ����	�
�� �	��
 D � 	
� 

��	����

A ��� C� ����
 ��� ��
���
� ��
 ���

0 = fL(i
′
12, u12) = u12 − L · i′12,���*��

0 = fV (i12, u12) = 0 · i12 + 1 · u12 − U0,���*��

0 = fD(iAC , uAC) = iAC − Is ·
(
e

1
VT

uAC − 1
)
.���*��
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��� ��
�


�� ������
 �� ����� ��
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���� ����������� 
�����
 �	�� 
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��� �
���� �� 
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 �� ����
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�� ������������	�� ����
� ��	
������ (�	
���� ������ ��� ��� 
��
� ���� ������
�� A �
�'

�
�� 
�
 C ��
���
�� �� ��� ��'�
���
 �����	�� �
������ )���*� ����� ��
��� ��� 
��
�"�

���
���� �� ����� ����	������� ����� Is = − limuAC→−∞ iAC(uAC) ≈ 10−9...−15� �� 
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�������� ��� ������	 ��	���� VT �� 
 ����
� �
�
����� ���� VT ≈ 0.026+ 
� ���� ���'
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�
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 ����
�*� �� �� �
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 ���� ��� ��� ����	������� ����� �� ��������
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� �,���� �� ��� �������
	���� �
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� �� 
 ��
� /0��  ���� ��� ��
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�
����	
�� ���� $��	�� ��% ����� �� �� ����� ��

���2� 0 =

(
iBC + Is

(
e

1
VT

uBE − 1
)
− Is

1+βb

βb

(
e

1
VT

uBC − 1
)

iBE + Is
(
e

1
VT

uBC − 1
)
− Is

1+βf

βf

(
e

1
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uBE − 1
) )

��� 
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�
 ������� ���	��������� ������������� Is 
�
�� �� ��� �����
� 	������ �������


�
 VT ��� ������	 ��	����� 3���
���� βb �
-�� �
�	�� ������� 0.5 
�
 20� �����
� �
�	��

��� βf 
�� �� 
 �
��� ���� 50 �� 500� ��� �
����	
� �� Is �� 
����!��
���� 10−14��

����� VT 
� 
 ������
�	�� T = 300.154 �� 
����!��
���� 26�+�
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���
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�� �
� �	� �������  �
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� �����
 	� ��
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� �
� ���
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� �������� �	
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 ����
���� ��� ����	��� �������� 	� �
� ����� ��� 	
��

�� 	�� �����  ��
 � �
	���� �
���
	���
�	� ����� 	������ &��� '�(����	� )�*+,� �
� ��

����

�	����� 
�����	�� 	� �
� b �
���
�� ��� ��  
����� �� � �	
� ����� ���
���� P,Q ∈ Rb×b�

&)�-, P · i+Q · u = s,

 
�
� s ∈ Rb �� � ����	
 	� ����������� �	�
�� �	������ ��� ��

����� �� �
�� ����� �
�

����� ����� ��� �� �	������ �� �	����� �
� 2b× 2b�������

&)�.,

⎡⎣ A 0

0 B

P Q

⎤⎦ ·
[

i

u

]
=

⎡⎣ 0

0

s

⎤⎦ .

�
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� ���� ������ ������� �	����
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���
�� ������� 	
 ���
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�/� ������	��
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��� 
	 ���
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��� 	��� �����
 �	��	����� �� �� �����
���� ��
�����
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�
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� ������ ��
�����
�� ������������ 	� ���� ������� �� �	� ����� ��� �	 ��
����

�
������ �#����� 0	 �
� ��

�����	����� 
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�	������
 ����	
������� ������	��

&)�*1, fj(i, i
′, u, u′, x, x′, t) = 0

���	����� ��
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���
 ��

���� ��� �	������ �
�� ����
��� �
��� 
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 �
�
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 �	��	����� ���
 �� 
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���� ��� ���	 �	
 � �	������
 ��	�� ��� � 34� 	� �	 �
 �	����/��� 
���

��� ���� �	�����
�� �� �
� �
���	�� ��������	��� ��� ������	�� &)�+, 5 &)�6, ��� ����
�

)�7� �
� ��
������ x �� ������	� &)�*1, �
� ����
��� 	
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������  
��
 �	 �	�

�� ������ ������ �� � ������ 	��
 ��
� ��	 �� ��� ������� ����� ��������� � ������ ��������� ���

�� n× n ������ �� ������ �� �
� ������ �� ��� �������� ������� �� O(n)�
������ �
�� � ���� ����� �������������� 
��� �
� ����� ��� �� �
	��� ������
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� ��� ������������� ����	���� ��� ��	 �� ����� 	�� ��������

���� ��� ��� ��� ��� 	�� ������	 ���	��� ����	����

!"�##$ f(i, i′, u, u′, x, x′, t) =

⎛⎜⎝ fc1(i, i
′, u, u′, x, x′, t)

���

fck(i, i
′, u, u′, x, x′, t)

⎞⎟⎠
�� 	�� k ������	 ��
�����	� c1, . . . , ck� ����� ��� �
	���� � ���	�
 �� 2b+m ����	���� ��

2b+m �����
���� 	�� ������ ������	 �
	����
�� ����� m �� 	�� ��

�� �� ��� ��	�����

�����
��� ���� �� 	�� k ������	 ��
�����	�%

!"�#"$

A · i = 0,

B · u = 0,

f(i, i′, u, u′, x, x′, t) = 0.
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������ ẋ = f(x, t),

��� �	
� ��� ���� ����� ������ �� �������� ���	�	�
��� 	�
�
���� ����� 	� �
�	����� �	��

� 
��	��� �� ���� �����	
�� ���
��	�	�� 
��
�����

����
�� ����	
�� ������� ��
� �� ���
��	
�� 
	�
�	�� ������� ��� ���!�
� �� 
����	� 
��"

����	��� ���� �	���	�� ��������	
�� �����	��� ���� ��� ��� �� ��� #$% ����� ��	�

��
�	�� ���
	��� ��� ��
������ ������ ����� ������� �� �����	��� ���� ��	�� 	� ���
"

��	
�� ������� ������	� ������ ������� �� ���	�	�
�������	����� 	�
�
���� ����� ���

������� �� ���
��� ���	�	�
�������	����� 	�
�
���� ������� &�� $'%� �� ��	��� ������

(������) ��� (��	
�)� *	�
� ��� ������
� ���� �� +$'%� 	� ��	�� ����� ��� �� 
����

��� ,�� ��� ��-����� 
��
���	�� ��	� ���	
 �� 
����
��� ���� ������ (�
�����������

������� ���

� ���
�� ���������� ������� ����
�� ����
�) �� ��	
� ���

������ �� +$'%� ���
	��� ���� 	� ������ &�� ������� 	�������	�� �� ����� �� ����� ���

��� �������
�� �����	��

��� ���� �	���� ���� �����	
�� ��
��	��� ��� ��� �����	
�� ���
	�� �� ������� �� +$%�

	� ��� ���
	 	�	�	�
 �	
��� ����� ������� ��� ���
	 ���	�	��	 �	
��� ����� ��� ���

���
	  ��
�	 �	
��� ��!��� '�� ����� ������� ���	
���� ���� �� � ���	�	�
���	.��	��

������ ���
� �	���	�� ������� �� $'%� ���� ������ �� �	�� ����� ��������� 	� ���

���������� ��
�	��� ��� 
������� �� ��� ��
���	�� �� $'%� ������ ���� +$%� �� +$'%��

��� ��
�	�� 
��
����� �	�� ���� �-������ ��� ������� �� $'%� ��� +$'%� ���������

���� ������ 
	�
�	��� �� ��� ������ 
��� ��	��� ��� +$% ���� �� ��� 
	�
�	� ��
	
�� �

������	��	�� �	�� ��� � �	��� 	� �	�
����� ��	�� 	� ��� ,��� 
��� ���
�	�	�� �����	���

��� ��� 
������ �	
	��� ���� &	���� ��/ ��� ��� � ��	����� 
��	�� 
���	�� ��� ��� ���

������ � �!��� �" #�$�� '� ������� ����	���� ���� ����	
�� ������� ������� ���

	� ���� ��� 
������	��� �� ���� 
�����
��	�� ���� ��
� �� ��� 0	�
���� ���� 	� ���
��	
��

�������� ���� �����	
�	�� ���	� �����	�� �� � 
����	� �������	�� ��������� ��� ���
�	"

�	�� ��������	
�� ������� ���� 
����	� �������	
 �����	��� �� ����� ����� 1 �-��	
	�

��� ���� �������
 1 �	�	���	��� ���� ���� %-����� ��/2 �� ��� ��� �� ��	� �����
�	���� ���


���������	�� �����	��� ��� ������� �� ���	�	�
�������	����� 	�
�
���� ���� ��� ���
	��

����� �� �	���	
	�� �	������	�� �����	��� ��� �����	��� ���� 
����� ���	�������	�	�
��� ��



�� �� �����	
����

�������� �	�
��� ��������� ��� ��	
 ����
�� ��
� �� � 	�	
�� �� ���	 �	 ����� ��


�� ��������� �����
����

���������� ��	�� 
�
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�� ������ � �	�
�� �� ����������	
�	������
 ��������� ������

�� 
��	 �����
��� ��� !	!���� ��	 T = R≥0,R� �
 �!

��
 ��
���
�	 
�� 
�
� ��������

�	�
�� 	��"� ��
 � 	�	
�� �� #��	 F 
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�� ����� ��
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� (x(t), ẋ(t)) ∈ Dx ×Dẋ ���
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��� x �� ������ � ��	����� �� F �

-�
� 
��
 �!� 
� 
�� ��������� "��	

���
	 ��
 ��� �� 
�� "��%����
	 �� x ���� 
� ��

��'�
��
������

,�����
 
� 	�	
��	 �� #��	 ��� ��	� "��	���
	 ������	 ��	�� ����	��� ��
 ���	� .!


�� "��

�	
 
� 
�� #�� "�	� 
�� ���
��� ���!� x0 "����
 �� "��	�� �
���� ��"�!	� �� 
��

�����
��" "��	

���
	� /��"� 
�� 
�
� ������
��
 ���
��� ����� ��	 ���� ��
����

���������� ��	�� 
�
 F �� � �	�
�� �� ���� �� 
�� ����� �� �� ��
��� !�"! ���

x : T → Cn �� � ����
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��� t0 ∈ T � ��� x0 ∈ Rn� ��

����0�
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�	 �����	� ���� � 
����� ��� �� 	,������ ��������� ����"

���������� ����� ��� T ⊆ R �� � ���� �����
�� �� ��� Dx ⊆ C
n1 �� Dy, Dẏ ⊆ C

n2

�%��" n = n1 + n2" ��� F : Dx × Dy × Dẏ × T → Cn �� � �&�� ������ ������ �� ����

���� ���� �� ��� ��  �
� � ���� �  �'���������� F1 : Dx × Dy × Dẏ × T → Cn2 �� �

���������� F2 : Dx ×Dy × T → Cn1 ���������(

#���7% F (x, y, ẏ, t) =

(
F1(x, y, ẏ, t)

F2(x, y, t)

)
= 0.

�� DẏF1 �� ��(����" ���� F �� ����� � ����	�������� �������

���
� 
	��)	,������ 
�
�	�
 ��� �	 ����
����	� ���� ��	 ����

ẏ = F̃1(x, y, t)

0 = F2(x, y, t).
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��	

�
	� �	� A : Dx × T → Cn×n �	 ���������� ��� A(x, t) �������
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 �� ���� F �	��	� ��
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Eẋ(t) = F (x(t), u(t)),
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Eẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) + f(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t) + g(t)
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0 = ẋ1 + x1, ��12
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0 = x2ẋ2 − x3, ��12�"

0 = x2
1 + x2

2 − 1, ��12�"

����� x1, x3 ∈ R 
�� x2 > 0 �� 
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ẋ = f(x, t) ���� x ∈ Rn �
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 (*+� F (x, ẋ, t) = 04 M �� ���������� �� ��	� �����	
�� ��



���� ������� �	 �
���
��� ��

��� �������	
 
��
���	��
� ��� 
	�
� ��� ��� �� ��� ���	���	��
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�	��� �� ��� ���	�� Va(x1, x2, x3) = (−x1, x3/x2, a) �	�� �� ���	����� ���������

a� !�� �� Va ���	�� �� �� �������	�� �� M1� 	��� grad(M1)⊥Va� 	������������ �� ���

��������� a ��� ����	�


����" 0 = −x2
1 + x3.
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V (x1, x2, x3) = (−x1, x3/x2,−2x2
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√
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 �� ������� ��������

z : Ω → R Ω ⊆ Rd ���� d ≥ 2 �!��! �������� ��
���� 
�
�"���"�� �� z#

$�
�!�
 ���! ����

���� �� z ��
 ��� ��
���� 
�
�"���"�� �� �"������
 �� �!�

���� ����� x ∈ Ω#

"� �������� Ω �� �� ���� ������ �� � 
������������ �������
 �� 
�������� d ≥ 2� � ����

���
��� 
�/������ �� �� �������0
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������ F (ω, z(ω), Dz(ω), D2z(ω), . . . , Dkz(ω), . . . ) = 0,

���	� ��	 Ω ⊆ Rd ���
� d ≥ 2� ω ∈ Ω �	� 
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������ z : Ω → RN �	�
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���� �� ��� ������������� +',� �� 
�
�� ����� �� %���&�

/� ��� �����	� �� �
������

 ������$�! ��� ��

� ���� +',� ��
� ����
�� �����������

�
��
�
�� (x, t)! ����� t ������� ��� ���� �
��
�
� 
�� x �� 
 ��
��

 �
��
�
� ��� ���

�������� �� R! R2! �� R3� .�� ����
�����! �� ��� ��

����� �� ������ ��� �
���

 �����
����

���� ������� �� ���� ��

ż := zt =
∂z

∂t
.

#�� ��
��

 �����
����� 
�� ������� �� zxi
! �� �
�� x �� �������������

 �� �����

z′ := zx =
∂z

∂x
.

�� �
�� ������ �� +',� �
� �� ��
�������� ���� (��� ����� �����

���� %��	
 ��
��
&!

�� ���� ��� �� �������� �����
��� �� +',� �� ��� ����

����0� F (z, ż, zx1 , . . . , zxd
, x, t) = 0,

����� d ∈ {1, 2, 3}� 1�������! ������� 
������ ���� �
������

 ������$� �
�� 
 ������ ��
���
����� ��
� ���

� ��� ������ �� ��������� �
��
�
�� z! �� �� ��
� �������� 2���
��

�������2! ���� z 
�� F ���� �
� �� Rn�

���������� ����� ��� F : Ω× T ×Dz ×Dż ×Dzx1
× . . .×Dzxd

→ R
n �� �
��	�
�
����

��	��� ż� ���	� z : Ω×T → Rn 
� �
��	�
�
����� Ω ⊆ Rd �
 ���
 ������ �
�� d ∈ {1, 2, 3}�
T ⊆ R � �
�� 

��	���� �
� Dz,Dż,Dzx1

, . . . ,Dzxd
⊆ Rn ���
� ��� ��	���	 z(x, t) ∈ Dz�

ż(x, t) ∈ Dż� �
� zxi
(x, t) ∈ Dzxi

��	 ��� (x, t) ∈ Ω× T �
� i = 1, . . . , d�

�� ���  ����
�
 DżF 
� �

����	 �
 Ω× T ×Dz × Dż × Dzx1
× . . .× Dzxd

� ��� ������ ��

�	�� �	��	 
���
�
� ��	�
�� �
��	�
�
�� �����
�
�

����3� F
(
(x, t), z, ż, zx1, . . . , zxd

)
= 0
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 � ��� ���� F ��� � ��� ���� G ��� �����


� ��� ����� �
 ����
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�� �����

������ � ������ (
0 = F (w, ẇ, t)

0 = G((x, t), z, ż, zx1, . . . , zxd
)

)
���� x ∈ Ω ⊆ Rd 
�� t ∈ T ⊆ R �
�  � ������� 
�

F̃
(
(w, z), ˙(w, z), (w, z)x1, . . . , (w, z)xd

, x, t
)
= 0


��� ���������� ���� ˙(w, z) = ∂
∂t
(w, z)� ��� �
�

D ˙(w,z)F̃ =

[
DẇF 0

0 DżG

]
.

F  ���� 
 ������ �� 
��� ������ DẇF ������
� �� Dw × Dẇ × T � ��� ��������
�� ��
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��+ '
( �� �
�� +� ���� ���� ������� �������� R1� R2� RL� 
�� V0� ��� !������ �� ���

�������������  �
��� �������� 
�� !���
��� 
�� �������  �

i = (iR1 , iR2 , iRL
, iV0)

T 
�� u = (uR1, uR2, uRL
, uV0)

T ,

��������!���� 
�� ��� ���� !���
��� 
� ����� 1 
�� 2 
�� �������  � v1, v2� ��� �������

���
� ��������� �
���" A �������� ��

A =

[
1 0 0 1

−1 1 1 0

]
.

��� ����� ���������, �������*!���
�� ��
�
���������� �
�  � �"������� �� 
�����
��� ���*

���
�����  �� ��� ��� ��� �� ��� ����������� !���
�� ������ ��!��  � uV0 = U0� -�����
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i = (i1, i2) �� ��������� �	
� ���� i1 
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����� �� ��� ���� ����� �
������ ������
� ���

������� 
���� �
������ �� ���
����� �
 ��
���
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iV0 = − 1

R1
(v1 − v2),

0 =
1

R1
(v1 − v2)−

1

R2
v2 −

1

RL
v2,

0 = v1 − U0

�
 ����� ��������� iV0 , v1, v2 �� � ���������
�� ����� ��� ��� ������� �������� R1, R2, RL,

�
� U0 ��� ���������� �� ��� ������ � ���
� 
�
 ���� ��� �� �	�
��! ���� �� ������
�

� 
�����
 �	�
� ��
���� U0�

"� ��� ������ ������	 �
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���� ������
� �� 	���! �
� �
��

	� ���� ����� �
����� �� ����� �#	����
�

0 = uR1 + uR2 − uV0 ,

0 = uR1 + uRL
− uV0 ,

0 = iR1 + iV0 ,

0 = −iR1 + iR2 + iRL
,

U0 = uV0,

0 = R1 · iR1 − uR1 ,

0 = R2 · iR2 − uR2 ,

0 = RL · iRL
− uRL

�
 ����� ��������� (i, u)T = (iR1 , iR2 , iRL
, iV0 , uR1, uR2 , uRL

, uV0)
T �

$�� � ��
�
� �%�����! 
�
����� ����
 ��� �������&������� 
��
	��! �	� ���� ���� ���� ���
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 �� ��� ���
 ��� �#	����
 '���(!

iD = Is ·
(
e

1
VT

uD − 1
)
.

"�� 
	���
� �
� ������� iD, uD ��� ���	��� �� �� ����
��� ���� 
��� 1 �� 
��� 2 )
�� 
���&

���
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 $��	�� ��� )�**� +�� �	����� ���
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��! �� 
�	���� ��

� D �����	��� ��� �
 �������

�

����	�����
! i = (iD, iR2 , iRL
, iV0) �� ������� �
 i = (i1, i2)! ����� i1 ����
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iV0 = −Is ·
(
e

1
VT

(v1−v2) − 1
)
,

0 = Is ·
(
e

1
VT

(v1−v2) − 1
)
− 1

R2

v2 −
1

RL

v2,

0 = v1 − U0.
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������� 	��� ������ �� �	�������	 �������� ������ ���� ���������������� ������� �������

�	������ ������ �� ����		�� �� ����� �������� ��� �� ������ 	��� �����
 
	�� ��� ���� ��
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�
� ��� ������� ����������� �� ����� �� !���� ������ ������ 	
�
� ��
��
�

���"�

�� ���� �#���	� �� ��� �����		$ ���	��� ���� � ����	�� �$���� �� %&'� ��� (�$�����	��)

*%'� ��� 	����� ��� ����		��� ��� ������������ 	����� ��� ����

 �	
���� �	����� ���

��� ��� �� ��� ���	�
�� ��� ��� ����� �	
���� �	���� �� ��� ��������� �� ��� ���������

������� ���������� ��� ��� ������������ 	����� �� ����	 ����� ��$����	 ������ �� ���

��������������� �� ��� ������� ��� ��������� ������� �+������� ��� ����	�� ���� ���

��
��		�� �����������	
 �����
��


(,�-.)
−∂u(x,t)

∂x
= R′ · i(x, t) + L′ · ∂i(x,t)

∂t

− ∂i(x,t)
∂x

= G′ · u(x, t) + C ′ · ∂u(x,t)
∂t

.

�� ���� �$���� i(x, t) ��� u(x, t) ������ ��� ������� ��� ��� ��	���� �� ���� t ��� ��������

x �� � ����	� ������������ 	��� �� 	����� l� ��� ���������� R′ = R
l
 L′ = L

l
 C ′ = C

l
 

��� G′ = G
l

��� �����	�/�� ���������� �� ����	 ��� ��		����� ��$����	 ������ �� ��� 0

���������� ����������� 0 ������������ 	���1 ��� ���������� �� ���� � 	��� �� ������� �$

R� ������� ��� ��	�
���������� ������������� �� � �������� 
�	� �� ����� ���� �������

�$ �� ���������� L� ����		$ ��� ����������� C ����	���� ��� �	������ 
�	� ������� ���

������������ 	��� ��� ��� ������ ��� G ����������� �� ��� ������ ��� 	������ ��������

�	��� ��� ����	���� �������� !	
�
"�

'+������� (,�-.) ��� �� ������� ���� ��� �����

 ������	�� (��� !�����" ��� �����	�)�

2������ ���� �� ��		 ��� �� �+����	��� ������� ��� � ���		 ���� �� 	����� Δx �� ���

������������ 	��� ������� ����� �� ����� �� ������ ,��� ���� 	����� �� ���		 ������

�� �������� ��� �������� ��� ��	����� �� ��� ���� �� ����������� �� ��� �������� ���

��������� ��	$ �� ��� �	���������� �
������ R′Δx L′Δx C ′Δx ��� G′Δx�

R′Δx

i(x,t)

L′Δx

C ′ΔxG′Δx

i(x+Δx,t)

u
(x
,t
)

u
(x

+
Δ
x
,t
)

x
x+Δx

x = 0 x = l

������ ��	� '+����	��� ������� ��� � ���		 ���� �� 	����� Δx �� ��

�	�������		$ 	��� ����������� ������������ 	����



���� ������� �	 �
���
��� ��

i(0, t) i(l, t)

Vl(t) = u(0, t) u(l, t) = Vr(t)

Il(t)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ ��� Ir(t)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭���
������ ��	� ���������	 �
� �����
 �� ���� �� �
� ����	���
����

��������� �� �
� ��
�����	 ������� ��������� �� ����	 �������� ����

������� ��� !"�

#���	 �
� $���

�% ���� ���&" ������� �� �
�� �������' ��� ������ �������

0 = i(x, t)− i(x+Δx, t)−G′Δx · u(x+Δx, t)− C ′Δx · ∂u(x+Δx, t)

∂t
,��� (�"

0 = R′Δx · i(x, t) + L′Δx · ∂i(x, t)
∂t

+ u(x+Δx, t)− u(x, t) = 0.��� (�"

��)����	 �� Δx ��� � ���������� ��
�� ���������� Δx → 0 *����� ������ �
� ��� �������

������� ��%�������� ��������� ��� +"�

,�� �
� ����	���
���� ��������� ��� �� ������� ���
 �
� ��
�����	 ������� ���������

�� �
� )����� �� �
� �������� �� �
� �����
������ ����-

��� !"
u(0, t) = Vl(t), i(0, t) = Il(t),

u(l, t) = Vr(t), i(l, t) = −Ir(t).

.���' Vl(t) ��� Vr(t) ������ �
� )����	� ���������� �� ��
� t �� �
� ����� �� �
��
 �
�

���� ��������)��� ��	
� ��� �� �
� �����
������ ���� �� ���������' �
����� Il(t) ��� Ir(t)

��� �
� ��
� �� ��� �
� ��
�����	 �������� �������� �� �
��� ����� ���� /�	��� ��0"�

1
��' ��� ������� �� ������	
����
��� ��	�� ����	�� ��� � 
�2�� �����
 �� �3�� ���

�
���������" �����

�������� ����������	�
� �

�� �
� �����
�
���
� ������	� 1
� ���� �������

���� �� ��������� �� � ������ �2�
��� ��� � �����
 �� ��3�� �� �
� �����2� �� �����	

������� ��������� 4� ������ ���
 ������� �������� �
�� ��)��)� ��
���������� ��)���� ���


�� ������ �/�	��� ��+" �� ������������ 1
� ��
�)��� �� ���
 ��)���� ��� �� 
������� ��

�
� 
����

������� ���������� 1
�� ��� ������� ���
�� �
����� �� �
�� ����������' �
���

�� ����� �� ������� /�� 
��� �������� �����
����� �� ����� �� 5������ 6 �� �
� �������2

��� 7����	�
��
 �����
 �����	���
 ���
 ���8� 1
��� �� ���� �� �2��������� �����


�� � ����� ����� ���)���� �� �
� �������2�

1
� ��
����� 
���� ��� �
� ��������)����	� �������� �� � ����� �� 	�)�� �� �
� �����	��

�������� 7���8

iD = Is ·
(
e

1
VT

uD − 1
)
,

�
��� iD ��� uD ��� �
� ������� �
���	
 ��� �
� )����	� ���)� �
� ����� D' Is �� �
�

������� ���������� �������' ��� VT �� �
� ������	 ��	���� �
��
 �� ���
 ��
�������� ��

�����2�
����� 0.0269� 1
�� �������� �� �������� �� ��
� ��
�������	 ����
������ ��

�
� ������
�������� �������� �/�	��� ��+' ��	
�"�



�� �� ����	
����


va vc

iD

uD = vc − va
Ω+ Ω−va vc

xa xc

������ ��	� ��� �����	��
 	� ��� ��
� ��� ����	� 
	� ��� ����	��

�	��	���� ��� 	� ��� ����� � ������ 	
 ��� 	����������	��� ��	�����

��������� ��� ��	 �	�������� �Ω+� ��� ���������� �Ω−� �	��� ����	���

����	�� ����� ������
���� ��������	�� 	�� 	������ � ������ 	
 ������� ����������� �����

��	�� ��� ����������	�
� �
����
�	� ���� ��� ����� ��

div(ε gradV ) = q(n− p−N),�!�"#��

div Jn = q(∂tn+R),�!�"#��

div Jp = q(−∂tp− R),�!�"#��

Jn = q(Dn gradn− μnn gradV ),�!�"#��

Jp = q(−Dp grad p− μpp gradV )�!�"#��

�� ��� ��������� n p V  Jn ��� Jp ����� ������ 	� �	�� ��� ���� t ��� ��� �������

�	����	� x ∈ Ω+ ∪ Ω− =: Ω ⊆ Rd d = 1, 2, 3 ��
� $������ !�% ��� &�" 	� ���� '(' �� ���

�������)�� ��� ������������ 	�����	�� 
	� ��� ����������

div(ω1, . . . , ωd) = ∂x1ω1 + . . .+ ∂xd
ωd

��� ��� ��������

grad(f) = (∂x1f, . . . , ∂xd
f)

��� ������� 	��� ���� ������� �	 ��� ������� �������� x ��� ���� �������� t �� �)������� ���

��������� V ���	��� ��� �����������	� 
�����	�� �	 − gradV �� ��� ������	� ���
 ������

�� 
��� �	������ ��� �������� ������ �������� ���� ��������� ��� ����� �� ��� ������	� 	


��� �����	�����	� ������� n ��� p ���	�� ��� ����������	��� �� ��������� ��
 ����� 

������������� ����� ������� 
���	�	�� ��� ����� �� Jn ��� Jp ����� Dn Dp μn ��� μp

��� ����� 
	���	�� �����	���� ��� ���	�	�	��� ε �� ��� �	������� 
���	��	�	�� �������� ����

�� ����	)����� ����� �� �����	� 	
 10−12 ��

� ��
� ��� ���������� ������ q ��� � ����� 	


����	)������� 1e := 1.60218 · 10−19* �� R �� ��� �	������� �������	���������	���	�� ����

����� ��������� ��� ���� 	
 ��������	� 	
 ������	���	�� ����� ��� ����� ������������� ��

���� 	
 � ��������+���	� 	� ���	�������	�� N = N(x) 	� ��� ����� ���� 	
 �!�"#�� �� ���


�
	�� ����������	�� ����� ��������� ��� 
������������	�� 	
 ,)�� 	�
��	�� ����� �� ���

�����	� �������� N(x) = N+
D(x) − N−

A (x) �� �	��	��� 	
 ��� �	���� �	���������	�� N+
D

��� N−
A 	
 
���� ��� ����
��� ����� ������������� ���� ����	���������	� ����������

��� �	�������� ��� ���������� �	��� ����	�� 	
 ��� �����	� ������� ���� ������ ��� ���
��

������	� ������	�� ��������� 
	� ��� �	������� 	
 ��� �����	�����	� ������ ��
� $�����

&�' 	� ���� '-. �� ��� �������)��



���� ������� �	 �
���
��� ��

�� ��� �� ��� �������� 	���
�
���	 �
� ��
����� ����� �� �������� ����� �� ��� �����

��������� ��� �������������� ����� ��� ����� �
��
	� �������� ��� ������� �� ΓD	 ���

���������� ��������� ���� �� ��� �������� �� ������� �� ΓN ���� ���� ������ �� ��

���� !"# �� ��� �������$�� ���������	 ��� ��� ΓD ∪ ΓN = ∂Ω	 ΓD ∩ ΓN = ∅ ��� %�

��� �������� ΓD	 ��� ���	� 	����� ��&�� �� ��� ���������� ���� �� �'�#(�� &�������	 ��

n − p − N = 0 ��� x ∈ ΓD� )���������� ��� �������� �� �� ����� ������ n · p = n2
i ���

x ∈ ΓD	 
���� ni �� ��� 
���
��
	 ����
�� �≈ 1011 ��−3 �� ������� �� ���� �������������

)�������� ����� �
� ���������	 ��� ���

n(x, t) = n(x) =
1

2

(√
N2(x) + 4n2

i (x) +N(x)

)
,�'� *��

p(x, t) = p(x) =
1

2

(√
N2(x) + 4n2

i (x)−N(x)

)
�'� *��

��� x ∈ ΓD� ��� ��� ������������� ��������� V 	 ��� ���

�'� !� V (x, t) = V��(t) + V��(x) ��� x ∈ ΓD,


���� V��(x) = VT · ln
(

n(x)
ni(x)

)
= −VT · ln

(
p(x)
ni(x)

)
	 x ∈ ΓD	 �� ��� ��������� ��
���
� �������

��� V�� �� ��� ������� &������ ��������� �� ��� �����+� ��������� ,���� ����� �� �� �������

-�
 �� ��� ���������� ����� ΓN ��� � .��� �������� /��� �� ��� ������ ���������	 ���

������������ ���

Jn(x, t) · ν = 0,�'� '��

Jp(x, t) · ν = 0,�'� '��

grad(V ) · ν = 0�'� '��

��� x ∈ ΓN 	 
���� ν �� ��� ���� ���
��� ������ &����� �� ΓN � �������	 ��� ������� &�����

�� ��� ������ ������� �������������� n ��� p ��� ���������� ��

n(x, 0) = n����(x),�'� #��

p(x, 0) = p����(x),�'� #��


���� x ∈ Ω �� ��� �������� �� ��� ������� ��������

����	 �� �0������� �'�#(� ������� �'� #� ��� ������� �� ���������������� &���� �������


���� ��� �� ������ �� ��� ��������� ���
��� �0������� ��

V��,1(t) = Vl(t),�'�  ��

V��,2(t) = Vr(t),�'�  ��

i1(t) = −Il(t),�'�  ��

i2(t) = −Ir(t).�'�  ��

V��,1 ��� V��,2 ��� ��� &������ ���������� ������� �� ��� �����+� ���� ��� �
��� �������� Γ1

��� Γ2 
���� ���1���� ����� �� Γ1 ∪ Γ2 = ΓD ���� ������ '�2�� Vl ��� Vr ��� ��� &������

���������� �� ��� ������������� ���� ��� ����� ���������� ����� nl ��� nr �� ��� ������

���
���� ��� �������� Il ��� Ir ��� ��� ���� �� ��� ��� ��������� 
�	��
�� ��������

����� ������� 	
� ��� �
 ��� ���� 
� �
���	
� �
�����
��� �

 ��� ���	� �
��	��� ΓD� ��� �	���� 
�

��� �


���
����� ��������� 	
� �
���
����� �
 
�� �	� 	���
���� �
������ 

�����
��� �

 ��� �����	����

�	
� ΓN � 
�� �	� ������� �
������ 

�����
�� ���	��� ��� �	���� 
� ������� ����������� 	
� ������



�� �� ����	
����


nl nri1(t) i2(t)

Vl(t) = V��,1(t) V��,2(t) = Vr(t)

Γ1 Γ2

Ω+ Ω−Il(t)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ ��� Ir(t)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭���

������ ��	� ���������	 �
� ���
���������� ����� ��������� 
�� �
�

����� �� �
� ��������	 ������� ����������

�
 nl ��� nr� ��� ������ �
� �������� ij � j = 1, 2� ��� �
� �������� ������� �
� �����

��� �����	 �
���	
 ��� ����� �������� Γ1 ��� Γ2 ������� �
� ����� nl ��� nr� �
���

�������� ��� 	���� ��

� �!"# ij =

∫
Γj

(Jn + Jp − ε∂t gradV ) · νj dγ,

�
��� νj �� �
� ���� ������� ������ ������ �� Γj�

$� �� �
� %������� ���������� ����� ������������ ������ �
� ���
���������� ����� 
�� �����

��������� ������� �������������� �� �
� ��������	 ������� ���%������ ������ � ���%���

������ �
 &'(� ��� '$(�� )� ��� �� �����
����� ���� � ������ �
 '$(� �� �%%����	 �

������������*����� ���
 ���%��� �� �
� %������� �������� x� '�%�����	 �� �
� ����������

�
�� ��� �������� �
� ������+� ��������� ������������

���� �����	
�� 
�����	� �������

)� �
�� �
����� 
�� �
� ���	��� %��� �� ��� ������	 ���
 �	
����
 �������� ��������	 �
�

	��������� �
 �	
����
 ������� �
 ��������� ���
 %��������� p 	���� �� ������� ������� �


��������� ������� ,�� � ����������� 
������� ��� �
 ������ ����� ��������� ���� �� �����

���
 � ������� -����� ��� ����� �� ����� � ������ ����� π� ���� � ��� �
 ��������� ������


�� �
� �������� %��������� �������	 �� �
� ������� �� ������ �
� ������+� ��%�������

�� �
� �������� %��������� p� �� ���� ������ �� �� F (x, ẋ, t; p) ������� �
 F (x, ẋ, t) ��

�
� 
�������	 ���������� ,���
��� ����� �
� ���� ������ ���� ��������� ���
��� 
��

������	 ������� �
 &'(� ��� ����� �� ������������*������ ������ �
� �%����� �������� x�

�� ��������� ������� �� 
���� �� ������� �
 '$(� �� ���������� �������� ��� �
�%�����

���������� ����� ��� F (x, ẋ, t; p) = 0 ������ � �����
�������� �	���
 �� ���� ����

�	
����
 ����
���� ��
��� p = (p1, . . . , pN) ��� T ⊆ R � ��
� ��������� � ��
���
��

����������� π = (π1, . . . , πN) �� p ���� πi ∈ R �� πi : T → R �� 
����� � ������ ����	 ��

F �

)� �
� 
�������	 ������������ �� ������ �
��� ��%������ ��������� �������� ���
����

���� �� ����	���� �� ����	���� ��� ��������� ����	������ ,�� ��� �
 �
��� ���
��� ��

�� ��������� �� �������� �
� ������ F �� �� ������������ �	���
� ,�� �
��� ���� �


�
� �������� %��������� p ���� �� ��		�� �� �� ������ u = (u1, . . . , um)� �
��� �
�

��������� �����	
�� ����
�	� ������� ��
� �� ��	��� ��������� �
��� ����� ������� �� ��������	
 ����
�	�

�	�� ��� �� ������� 	� ��	� ����	��



���� �����	
�� ����
�	� ������� ��

������ �� � ������ �	
������	� 	
 ��	
� 	
� ��� �������� ��������� x ��� ���	��� ��

y = (y1, . . . , yk) = Cx� �����
	��� �� ���� ��� ��� �	����	�

F̃ (x, ẋ, y, t; u) := F̃ (x, ẋ, y, t; u, p̃) =

(
F (x, ẋ, t; p)

y − Cx

)
= 0

������ ���� F (x, ẋ, t) = 0 �	 ���	�� ��� �	�����	����� �����
 ���	���	�� ���� �����	��

����� p̃ ��� ��� ��
������ ����
����� �� p ����	�� ��� ������ 	��� �� u�

��� 
	�� �
�	����� ��
������ �������� 
���	� �� ���� ������ �� ��� ��������� ���������

�	������ ����� 	� �� ���� ���	�� ��� 	
 ��� �������� 
���	�� �� ���� �����	� ��
��� ��

A� ���� ���� �	����	�� y = A(F, u) ���	��� ��� 	����� ���� �� 	������� �� ����� ���

��
������ �������� 
���	� A 
	� ��� ��
�����	� 	
 � �����
 	
 ������	�� F = 0� �����

��� ����� ��� 	����� ��� u ��� y� ������������� �	�� ���� � �������� ������ �	��� π ��

��������� 
	� ��� 	
 ��� �������� 
���	�� A� �	������ �� ���� �	� ���������� 
����	� ��

�� ��� 
	��	���� ��������	���

������ ����	
��� 
����	
	� ��� �����	
�� ������	� A���� 	
 � ����
���� �����


F = 0 ������� ��� �	
������	� 	
 ��� ��
� ��������� 	����� y(t) = A����(F, u(t))

�	�����	����� �	 ����� ��
� ��������� ����� ������� u(t)� t ∈ T ⊆ R� !����
���������

��� �����
 F �� ��
�������� �����������

���������� ����� 

� F (x, ẋ, y, t; u) : Dx × Dẋ × Dy × T → Rn �
 � ����
� �� �����

��
�
 Dx,Dẋ ⊆ R
n ��
�� Dy ⊆ R

k ��
�� T = [t0, t1] ⊆ R 	� � �	�
 	��
����� ���

u : T → Rm 	� �	
�
�	�
 ����	������ 

� �����
� ẋ0 ∈ Rn ��� (x, y) ∈ C1(T ,Rn+k) �
 �

�����	�� ��

�"�#$�
0=F (x(t0), ẋ0, y(t0), t0; u(t0))

0=F (x(t), ẋ(t), y(t), t; u(t)) ��� t ∈ T .

��
� (x, y) 	� � ��������� ��	
���� �� F ��� ��� ��

� u� ��
 ��������� ���	����

A���� �� F 	� �
��
� �	� A����(F, u,T ) := (x, y)�

%� ������ ������� �� &����	� "�"�'� �	� ��� ����� 	
 x �� ���������� �� t = t0� ��� ��� �����

	
 ��� ���������� ẋ(t0)�

������ �� 
����	
	� ��� �� ������	��� A�� ������������ ��� ������ ����� �����
(�

������	� ����	�� ��� ����
���� ��)������� ���� ��� �����
 �� �������� 
	� t → ∞ ����� 

��� � �	������ ��������	�� �����
	��� ��� ����
���� �	
�	����� 	
 F � ���� ��� 	�������

����������� 	
 ��� �����
 ���������� ��� ��� �	 *��	 ����� ���������� 
���� ��� ������� 


��� 	
� ����� ������������ �� 	��� �������� ��� ����������� �� ��	�� ��������� �����

iC(t) = C · ∂tuC(t), ∂tuC ≡ 0,

uL(t) = L · ∂tiL(t), ∂tiL ≡ 0.

���� ����� �	 � ����	� ����
� Fdc� ����� 
	� �	������ ����� ������� u ��� ������ �����


Fdc �� �	�����

��
�� ����� ��	�
� ��		���




�� �� ����	
����


���������� ����� ��� F (x, ẋ, y, t; u) : Dx × Dẋ × Dy × T → Rn �� � ������ 	
 ��
��

����� Dx,Dẋ ⊆ Rn 	���� Dy ⊆ Rk 	���� T ⊆ R �� � ���� ��������� ��� t0 ∈ T � ���

Fdc(x, y; u) : Dx × Dy → R
n �� ������ ��

������ Fdc(x, y; u) := F (x, 0, y, t0; u) 
	� (x, 0, y, t0) ∈ Dx × Dẋ × Dy × T .

���� Fdc �� ��� �� ������ 	� ����	
 ������ �� F �� t0� �
 u0 ∈ Rm �� ����� ���

(x0, y0) ∈ Rn+k �� � �	����	� 	


������ Fdc(x0, y0; u0) = 0,

���� (x0, y0) �� � �� 
�	�� 	� �
����	�� 
�	�� �� F � ��� �� ������	� A�� 	
 F ��

������ �� A��(F, u0) := (x0, y0)�

�	
�� 
�� �� �

 
��� ��
����
�� �� � ������ 
����
��� �
��
� ��
 ��
��� �� 
�� ������
�


	 
�� �
�
�� ���
�� ����
� � ���
��� ������
��� ���� ����� 

 
�� �
 ������ �� �����
��

�������� 
� �� ���������

���������� ����� ��� F (x, ẋ, y, t; u) : Dx × Dẋ × Dy × T → Rn �� � ������ 	
 ��
��

����� Dx,Dẋ ⊆ Rn 	���� Dy ⊆ Rk 	���� T ⊆ R �� � ���� ��������� ��� t0 ∈ T � ���


������ U ⊆ Rm ��� 
	� u ∈ U ��� (xu, yu) ∈ Rn+k �� � �	����	� 	


Fdc(xu, vu; u) = 0.

�
 (x, y) : U → Rn+k �� ������ �� u �→ (xu, yu)� ��� �� �������� �����	�� 	� ��

�����	�� 	
 F ��� u �� ����� �� (x, y)� ��� �� �������� ������	� 	� �� ������	�

A�� 	
 F �� ������ ��� A��(F,U) := (x, y)�

������ �� ��	
��
�� ��� ������������ 
� �� �������� �����
���
�� 
�� �������!��

���
�� ������
�� ����� 
�� ����
 �� � ����� �����
���� ������ ��
� � �
��
��
 	��"������

#
� 
���� 
�� ���
�� �� �������!�� �� � ���
��� �������!�
�
� �
��
� �
�
�� � ��	
������

�
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��
� #�
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����� ����������� ��� �
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�
� �
��
' �� ����� ����
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� �
��
��


�$%� �
����� ���
��� 
	 
��� ��������
 �(%� �
����� ���� '����� �������' ���

�

 ��
 
�)�� ��

 ���
��
��

• ��� �������!��� 
�� ���
�� �� �
� 
�����
 ������� �� 
��� �������!�
�
� �
��
�

*	� 	
� �&������ � ������
 �
�
��� ����
�
� i = f(u) ��� � �������!�
�
� �
��
 u0 ��� ������


�� ���� ���� � �������!�
�
�

i = f(u0) + (u− u0) ·
(
∂f(u)

∂u

∣∣∣∣
u=u0

)
+ ������� 
���� 
�����

��� � ����
� �&�����
�� ��� +��
 ������� 
� 
�� ����
 ���� �
�����
��� 

 
�� $% ���
�

���� 
�� �������!�
�
� �
��
� ��� ���
�� ������� �� 
�� ��
���
 
	 
�� ������ �	�������

u − u0 ��� 
�� �� �������� !	���!���!� �
 u0� ��� ������ 	���� ����� ��� ������
���

����� 
�� �� ��
����
�� 
��� �� � �������!�
�
��

���� �������� 	
� ������ 
��	��� u − u0 �� ����� �� ���������� 	� 	
� 
��	��� u0 �� 	
� ���������	���

����	 �
��
 ��	�
�	�� 	
� 	��� ����� ������ ���������



���� �����	
�� ����
�	� ������� ��

�������� ��	
�� �
�
�	
���
�� ��
 ����
� 
� �	����
		
� �� �	
��
��� ����
� �� � ���	

	

�	 ������
 �	�����	���
��� ��
 ������
�� �
��
�
�� 
����
�� ��� � �
�
	�� ����
�
�	

����
� F ��� �� �������	�
 �� ������ � �����
���
��� �� ������ Fac�

���������� ����� �����	
��	��
��

��� F (x, ẋ, y, t; u) : Dx × Dẋ × Dy × T → Rn 	� 
 ������ �� 
���� ����� Dx,Dẋ ⊆ Rn

����� Dy ⊆ Rk ����� u : T → Rm� 
�� T ⊆ R �� 
 ���� ������
�� �������� ���

(x0, ẋ0, y0, t0, u0) ∈ R2n+k+1+m 	� 
 ����
���
���� ����� ���� ��
�

������ F (x0, ẋ0, y0, t0; u0) = 0.


���� ��� �
��	�
�� A1� A2� A3� 
�� B 	�

������

A1 :=DxF (x0, ẋ0, y0, t0; u0)∈R
(n+k)×n,

A2 :=DẋF (x0, ẋ0, y0, t0; u0)∈R(n+k)×n,

A3 :=DyF (x0, ẋ0, y0, t0; u0) ∈R(n+k)×k,

B :=DuF (x0, ẋ0, y0, t0; u0)∈R(n+k)×m.

��� s ������ ��� ������� ���	�
�� 
�� U(s) ��� ������� ����
���� �� ��� ����� u(t)�

 ��� ��� s ∈ C ���

������
A(s) := (A1 + s · A2, A3)∈C (n+k)×(n+k),

b(s) :=−B · U(s) ∈C
n+k.

���
���� ��� ����
� ������ Fac(x, y, s) ������ 	�

������ Fac(X, Y, s) := A(s) ·
(

X

Y

)
− b(s)

�� ��� �� 
�
��� �� F ������ ��� ����� u(t) 
�� ��� ����
���
���� ����� (x0, ẋ0, y0, t0, u0)�

��� �����
��� �� ��� ����� 
�������� �������	�
 � ������� 
�
��� � !"#
 �� ��� �����

�������	����� ������ ���  ����$��� �%����� 
��$
 ���� ���
 �����
��� ��������
��
 ���

��������� �
�� � � �������	������

	
��
�� ����� &��
�
�� ��� 
�
��� F : x − u2 = 0 �� R2� ���
 �������� ������
��

��
 ��� ������� ����

x = 2u− 1

�� ρ = (u0, x0) = (1, 1)�

������ ��	�

'������	����� � ���

�������� �� (1, 1)�



�� �� ����	
����


��������	���
� �
� 	�
 	������ ��� ��
��
� ���	� TρF �
 ρ ���
�

TρF⊥ grad(F )(ρ),

����� grad(F ) = (−2u, 1)� ���� ����� �� ��� ��
��
� ���	� TρF ���
� ��� ���
 �� ���

��	��� (1, 2) �
�� ��
	�� TρF : x− 2u = 0� ��
���
� ��� ��
���������
 �� �
���� F �
 ρ ��

����
 �


ρ+ TρF = (1, 1) + λ · (1, 2), λ ∈ R

= (1 + λ︸ ︷︷ ︸
u

, 1 + 2λ︸ ︷︷ ︸
x

), λ ∈ R

��� ��������
��
� �
 x = 2u− 1�

��� 	�
����� ��� ����
 �
���� �� �
 �
���������� �
���� ���� ��� �
��� u �
� ���

������ y = x� �		����
� �� ��� 
������
 �
 ���� ��	���
� ���� 
�����

0 = F (x, ẋ, y, t; u) =

(
x− u2

y − x

)
.

��� ρ = (x0, ẋ0, y0, t0, u0) = (1, ẋ0, 1, t0, 1) ��
��� ��� ��
���������
 ���
��  ��� ���


������
 �
 !�"
����
 #�#$� �
� �����
�

A1 =

[
1

−1

]
, A2 =

[
0

0

]
, A3 =

[
0

1

]
, B =

[
−2

0

]
,

��
	�

A(s) =

[
1 0

−1 1

]
, b(s) =

[
2

0

]
· U(s),

�
� "
���


Fac(X, Y, s) = A(s) ·
(

X(s)

Y (s)

)
− b(s) =

(
X(s)− 2U(s)

−X(s) + Y (s)

)
.

%�����
� ��� ���� �&�������
 �� ���� ����� �� (U,X) = λ · (1, 2)� ��� ���� �� TρF ������

�

��� �������
� ��"
�� ��� �� �������� �� � �
���� �� !�%� F ������ � ��
���������
 ���
�

ρ �
� �
 �
��� u� '� �� ��� �������
 �� ��� �( �
���� �� F ���
� ��� �����
��
 �&���

���������� ����� 	
� Fac(X, Y, s) = 0 �
 �� �� ����

 �� ��
 �
��
 �� �
������� ����

���� �
��
�� �� � ���
��������� ����� ρ = (x0, ẋ0, y0, t0, u0) ��� �� ����� u : T → Rm� ��

(X, Y ) : W → Cn+k� W ⊆ R� ������
�

Fac(X(ω), Y (ω), iω) = A(iω) ·
(

X(ω)

Y (ω)

)
− b(iω) = 0 ��� ω ∈ W,

��
� (X, Y ) �� ��
 �� �������	 �� F �� W � ��
 �� 
	
����� A�� �� F �� �
��
� ��

A��(F, u, ρ,W ) = (X, Y )�



���� ������� 	
� �

��
� ���
�� ��

���� �����	� 
�� 
������ ������

�� ���� �����	�
 �� ��
� �	�� ����� �������	�� ��� ��	������� ��	� ������� ��� �	���	�

���	�� ����� ���� �� ������ ���	���	�� ��� �	��	���� �����	��� �� ������ ���
�� �	 �������

��� ��������� ����� ��� �	��	��� �� �������
 �� �	��	� ��� �	��� 	� �����
 �	��
��
 ��

�	�� ����� �� ������ �	 ��	�� 	� ����� ������� ������� �
�������� �� � !��"���

�	�� 	� ��� �������	�� ��� ��	������� �� ��� �	��	���� ��������	�� ��� ���������� 	�


���� �	� ������� ��������� �������� ��
���������
 �� �	���� �������� 	�����
�� �	 � �

���� 	���� !"#� �� ����� ����� �	�������	�

$%�&'(
ẋ = Ax+Bu,

y = Cx+Du

���� A ∈ Rn×n
 B ∈ Rn×m
 C ∈ Rp×n
 ��� D ∈ Rp×m
 	������ y : T → Rp
 ������

u : T → Rm
 ��� ������ x : T → Rn
 ����� T ������� �� R 	� R≥0�

)	� ��� ����� 	� ���������� �	
�� 
�	����	� U = { u : T → Rm } �� ������� ��������
	�����
�� �	 
�������� ��	��	���� �	
�� 
�	����	� u(·) ���� ���� ��� ����� ������	�� x(·)
��� 
�������� C1�  �� ������ x ��������� ��� *������+� ���	��* ������� �� x0 = x(t0) ��

,�	�� �	� �	�� t0 ∈ T ��� u �� ,�	�� 	� �	�� �����
�� [t0, t1] ⊆ T 
 ���� x ���
 �����


y ��� ���-���� ���������� �
�������� �� [t0, t1] ⊆ T ��

$%�&.( x(t) = e(t−t0)Ax0 +

∫ t

t0

e(t−τ)ABu(τ) dτ.

 ���
 ��	
���� ��� ������ ����� �� ��
��
 x0 = x(t0) �	������ ��� ��� ���	�����	� ��	��

��� *����* �	 �	����� ��� *������*�

 �� ����� ���������� 	�


$%�&&( ϕ : {(t, t0) ∈ T 2 | t ≥ t0} × X ×U → X , (t, t0, x0, u) �→ ϕ(t, t0, x0, u),

����� X = { x : T → Rn } �� ��� ����� �
��� 	� ������ $%�&'(
 �	������ ��� �����

x(t) = ϕ(t, t0, x0, u) �� ���� t
 ����� x0 �� ��� ����� �� ���� t0 ��� ��� ������� ����� ��

u� /	�� ���������
 ��� 
���� 	� ϕ(t, t0, x0, u) �� ��
�� �� �-����	� $%�&.(� )�	� ����
 �	��

��	������� ���� �� ��	����������
� ��� �� ����
����0

$%�&1( ϕ(t, t0, x0, u) = ϕ(t− τ, t0 − τ, x0, σ
τu),

����� στu(t) = u(t+ τ)�  �� ������������
�� 	�


$%�&2( η : {(t, t0) ∈ T 2 | t ≥ t0} × X ×U → Y, (t, t0, x0, u) �→ η(t, t0, x0, u),

����� Y = { y : T → Rp } �� ��� ���
�� �
���
 �	������ ��� 	����� 	� $%�&'( �� ���� t


������� ���� x0 �� ��� ����� �� ���� t0 ��� ��� ������� ����� �� u� 3����
 	�� ���

η(t, t0, x0, u) = C · ϕ(t, t0, x0, u) +D · u(t)
	�
 �	�� ��������� ��� �� �	�����	������ �	 �-����	� $%�&.(


$%�&4( η(t, t0, x0, u) = CeA(t−t0)x0 +

∫ t

t0

CeA(t−τ)Bu(τ) dτ +Du(t).

������ ���� �����	 
��
�� �� ���������	����� ���� ��� �����	 	������� A,B,C,D ��� ����������� ��

t ∈ T � ��� ������� ���������� �� ϕ �� ����� �� ������



�� �� �����	
����

������ ����	�
���
�� �� ���� ����	
����� ��	 
	����� ��	����� �� ��	 ����������	
 ��

� 
	����� ����	 x1 �������� ���� �����	� �����
�
�� ����	 x0 �� ���
���� � ������
	 �����

���
���� u� ��	� ��		���� ����	� ������ ���� x0 �� x1�

���������� ����� ��	 t0 ∈ T �� �
�� ��� x1 ∈ X �

��� x1 ��� �� ������� 	�
� x0 ∈ X �� 
��� τ ≥ 0 �� 	���� �
��	� u ∈ U ����

	��	

ϕ(t0 + τ, t0, x0, u) = x1.

��� x1 ��� �� ������� 	�
� x0 ∈ X �� (1) ����� ��� �	 ����	 ��� τ ≥ 0�

��� �
�	�� ������ �� �
����
��� ��������� 	�
� x0 ∈ X �� ��
 x1 ∈ X ��

��������� ���� x0�

��� �	 �� �
����
��� ��������� �� x1 ��� �� ������� ���� x0 ��� ��� x0, x1 ∈ X �

���	 ���� �� ���� �	 ������ ��	 �������� ���	 t0 �� ��� ��������� �	
���	 �� ��	 ���	!

��"�����
	 ����#� �� ��	 ����	 ���������� ���$

ϕ(t0 + τ, t0, x0, u) = ϕ(τ, 0, x0, σ
t0u).

%���� ��� ����
�
���� ��	 ���	� 
�� 
����	 t0 = 0� &�

R(τ, x0) := { x ∈ X | x �� �	�
���
	 ���� x0 �� ���	 τ },
��	 �	� �� ����	� ���� ��	 �	�
���
	 ���� x0 �� ���	 τ �� �	���	�� �����	�

R :=
⋃
τ≥0

R(τ)

'��� R(τ) := R(τ, x0) �	���	� ��	 �	� �� ����	� ���� ��	 �	�
���
	 ���� ��	 ������
 ����	�

(���	� ������ �� 
���
	�	
� �	�
���
	 ���� ��	 ������
 ����	 x0 �� ��� ��
� �� R = X �

)�	 
�� ���' ���� R,R(τ) '��� 0 ≤ τ ��	 ������
	� �� X = { x : T → Rn }� *��	�"	��

R(ε) = R ��� 	"	�� ε > 0� +���� ����� ��	 
�� �����	� ���' ����


���
	�	
� �	�
���
	 ⇔ 
���
	�	
� �	�
���
	 ���� x0�

�� ���	� �� ��,	 � ����	�	�� ����� �	�
����
��� �� �	��� �� ��	 ����	� �����
	� A� B�

C� D �� ������� ���	 �����	� �	 ������� ��	 �	
	�����$

���������� ����� ��� ���
� ����������
� ������� �� ������ �� ������ 	


������ P(t) =

∫ t0+t

t0

eA(τ−t0)BB∗eA
∗(τ−t0) dτ ∈ R

n×n

����� �
�
�� ��
����� A,B� ��� ��
��
�
�����
 �
�	�� �
�
��� ���� ���
��� ������� �
 ��

���� ������ ��� t = ∞ ���

����	� P =

∫ ∞

t0

eA(τ−t0)BB∗eA
∗(τ−t0) dτ ∈ R

n×n

�� ������ 
�� ��������� ��	
�	��
��� ��	��	�� ���
����

����
� R(A,B) = [ B AB A2B . . . An−1B ] ∈ R
n×nm

�� 
�� ��	
�	�� ��	
�	��
��� �	���� �� �
�
�� �������



���� ������� 	
� �

��
� ���
�� ��

��� ���� ����	�
 ��
� ��� ��
�	� ��
� �� ���� ��� ��� �������

��
���
��� ��� 	���������� 
��	�! R(A,B) �� ��"�� � ��� ��#���� 
��	�!

R(A,B) = [ B AB A2B . . . AnB An+1B . . . ].

$�%�"�	� � ��� &� �� '$�
����� ����	�
� ����

χA(A) = An + cn−1A
n−1 + . . .+ c1A+ c0I = 0

%��� χA ��� ���	����	����� ��� ��
��� �( A� ��� ���� �( ��� ���)
�� �( R(A,B) ��

����	
���� � ��� #	�� n ��	
�� *� %��� ��� �������)��� ���%��� R(A,B) �� � 
��	�!

���	���	 ��� �� � ����� ������� � ��� ���)
���

��� (����%��� ����	�
 ��"�� � 	������� ���%��� ��� 	���������� ����� R� ��� 	���������� 

+	�
��� P(·)� ��� ��� 	���������� 
��	�! R(A,B)�

������� ����� ,���� ��
� 4.9-

�������� �	�
�� ������ ��� ε > 0 ��
�
���	� ��� ���

R = R(ε) = imP(ε) = imR(A,B).

������ 
�� ��������� ��� ���������
�

�.� �	�
�� ������ �� ������
���

��� P(ε) �� �������������

��� R(A,B) ��� ���� ��� �����

�

/ ���� ����	�
� ��� ���

��
������ 	�������� ⇔ rank R(A,B) = n�

0)	���	� �� ���� ����� � ��
����� ���)� ()������ ����	��� ��� � ���
 (	�
 ��� ������� �����

x0 �� x �� ��
� ε �� ��"�� � 

u(t) = B∗eA
∗(ε+t0−t)P(ε)−1

(
x− eAεx0

)
����)��

ϕ(t0 + ε, t0, x0, u)

= eAεx0 +
∫ t0+ε

t0
eA(t0+ε−τ)BB∗eA

∗(t0+ε−τ)P (ε)−1
(
x− eAεx0

)
dτ

= eAεx0 +
∫ ε

0
eA(ε−s)BB∗eA

∗(ε−s) ds
(∫ ε

0
eAsBB∗eA

∗s ds
)−1 (

x− eAεx0

)
= x.

�����R(A,B) �� �)��� � ��� � ���
 
��	���� A,B� ��� ���� ��
�� �� � ���� ���������

��	
�� (A,B) �� ���

�����

������ 	
����

������ &������	 ��� � ��
���� � ���
 ������� %���� ����� �����
�

���� t �→ x(t) = ϕ(t, t0, x0, u) )���� ��� ����� �	�������� 
�� ϕ ����	���� ��� �"��)�����

��� 
��� �	����
 �� ����)�� �� ���� ������� �� �� (����%�1 2� � ����� ����� � ���
�

��� ��'������ ��	����� ��������� �	� ��� ���)� ��� �)��)� "�	������� %���� ��� ����	�

��������� �	� ��� ������ x� 2� ����	��� ��� ������ "�	������ �	� �)!����	 �	 �	��#����� 

���	��)���� ���� �� �	��	 �� �	���(�	
 � � ���
 �� #	�� �	��	� 3� � �����4)����� ���
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�������� 	
����� 
� ���
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� 	�� �
 
�����
� ����
 ��
� �
�	���� ����
� �


	
����
� ���
����� ��
 ��
���
� ���� ����
� �� ��
�� ��
 �
������
�� ���� ��� �
 �����

������ ��
 ���
�� �������
� 
� � ����
	 ��
�
 �
 ��
� ��
 	����
�� 
�
�� ���� ������

�
��� �
 ��
 �
�	 
� �� ���������� ����
	 ���� ���
�� ��
 �
�
��������
� 
� ��
 ���
��

�������
� ��
	 ��
 	����
�� 
�
��

���������� ����� 	�
 t0 ∈ T �� ���
�

��� x1 ∈ X ��� �� ���	��
������ 
��� x2 ∈ X �� 	��� τ ≥ 0 �� 
���� ����
�

u ∈ U ��
 t0 ≤ t ≤ t0 + τ ���� 
��


η(t, t0, x1, u) �= η(t, t0, x2, u).

���� u ���	��
������ ��
���� x1 ��
 x2 �� 
��� τ �

� � x1 ��� �� ���	��
������ 
��� x2 �� (1) ���
� ��� �
 ����
 ��� τ ≥ 0�

�!� ���
�� � �"!� �� ���������� �� ��� ��� x1, x2 ∈ X � x1 �= x2� 
�� �
�
� x1 ��� ��


��
��������
 ���� x2�

#��
 �� ���� �
�����
�� ��
 �������� ��	
 t0 �� �
� �	�
����� �
����
 
� ��
 ��	
$���������


� �"%� 
� ��
 ����
 ��������
� 	��� ��
�
�
�
� 
�
 
��
� ��

�
� t0 = 0�

&
��
 ��
 �
�

J (τ, x) := { x′ ∈ X | x′ �� ����������������
 ��
	 x �� ��	
 τ }

��� �
� �����
�

J :=
⋂
τ≥0

J (τ)

���� J (τ) := J (τ, x0) �
�
�
 ��
 �
� 
� ����
� ���� ��
 ����������������
 ��
	 ��
 �������

����
�

'�
 ��� ��
� ���� �� x ��� �
 �����������
� ��
	 x0 �� ���� ��
� �� ��� ���
 �
 ���$

��������
� ��
	 x0 �� ��
 (
�
 ����� ������
�� ��
�
�
�
� ����
��� �
 ��� u ≡ 0

�
� ��
 �
�� 
� ���� ����
���
�� )����
�	
�
� J ,J (τ) ���� τ ≥ 0 ��
 �������
� 
�

X = { x : T → Rn } ��� J (ε) = J �
� 
�
�� ε > 0� *���� ��
 ��
�
� �� ��� �����
� �


��
�� ����

����
	 � �"!� �� 
��
�����
 ⇔ J = { x0 }�

+� 
��
� �
 �
���
 � ����
	
�� ��
�� 
��
��������� �� �
�	� 
� ��
 ����
	 	�����
�

A,B,C,D� ��
 	
�
 �
�����
�� ��
 �
�
�����,

���������� ����� ��� ���	� �����������	� ������� �� ���
�� � �"!� �� 
����
 ��

� �% � Q(t) =

∫ t0+t

t0

eA
∗(τ−t0)C∗CeA(τ−t0) dτ ∈ R

n×n.

���
�������� ��� �����
�
������ �
���� ���
��� ���� ���
��� �� � ! 
�� ������	�� ���

���������	� ������� �� 
����
 ��

� �%!� Q =

∫ ∞

t0

eA
∗(τ−t0)C∗CeA(τ−t0) dτ ∈ R

n×n



���� ������� 	
� �

��
� ���
�� ��

��� �����	�

������ O(C,A) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
C

CA

CA2

. . .

CAn−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ ∈ R
np×n

�	�
�	� ��	 �������� �	
��
�	����� ������ 
� �������

	

 ��
� ��
��
� ���� ��� �
���� ���� �� ���
 ��� ��� �������

��
 ���������  �
��
� �

!��"

  �
 �
�� ��� �����  �
 �"

�#�"��� $ 
��!
 J �  �
 �"%



�#�"��� $ �� ��& O(C,A) ��� ���  �
 �"

�#�"��� $ '������ Q(·)�

������� ����� (���� ���� 6.5)



����	� ����	� ������ ���� ��	 �	�
 ����� ������
� u ≡ 0 ��� ε > 0 ���������� ��	�

J = J (ε) = kerQ(ε) = kerO(C,A).

�	��	� ��	 �
��
���� ��	 	������	���

�*� ��	 ����	� ẋ = Ax, y = Cx �� 
��	�����	�

��� Q(ε) �� �
�����������

��� O(C,A) ��� ���� �
���� �����

�

+$  ��
  �
��
�� ��
 ��


�"

�#�"�
 ⇔ rankO(C,A) = n�

,-� �
�� ��  �� !�

�  �
 ���	�� 
 � 
 #����"�

 x !�� "
 �
!��
 �-! 
� #�� ������ ���

 �
 ��� ��� 
 � 
 x0 = x(t0) ��#
� "$

x0 = Q(ε)−1

∫ t0+ε

t0

eA
∗(τ−t0)C∗y(τ) dτ,

��
�
 y(t) = η(t, t0, x0, u) �
 ��#
� "$ �������

	��!
  �
 �"

�#�"��� $ �� ��& O(C,A) �
 "-�� "$  �
 
$
 
� �� ��!

 A ��� C� ��


��
� 
����$ 
�$
  ��  �
 ������ ������ (A,C) �
 �	
��
�	��� �� O(C,A) �
 
�� ��
� ��

rankO(C,A) = n�

������ �	

���
��  �������� �
 � !�-!��� ����
� $ �� �$����!�� 
$
 
�
 ���!� .�
 

��
 �� ���-!
� ��  �
 �
 ����  �
��$ �� 
�� -�
� '
�
����$ 
�
������ ��

�#� $ �
��
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 ��
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� ���� 
-!� �
 �

�
 ��
� ����

� !���!� ��



 !� 0 �
���

 � �
 �����	 ���
� ��� ��
 ��!
� #�� ��
 ��� !-��
� 
�-�!

� 0"#��-
�$� ��


�
! ��!�� !��!-� !����

� 
� ��
�$ �� ��

�#
 !�����
� 
 �
 ��

�#
�

���� �� ��� �	�� 
� R(A,B)� ��� 

����	
����� �	���� O(C,A) �
������� �� ���
��� 	� 	� �������

�	����� 
�� ��� �
 ��� �	������	����
� ���
��� ��� ���� n ����� 	�� �������� �
� ��� ��������	��
�


� ��� �������



�� �� ����	
����


�� ��� �����	
��� ��� T + = [t0,∞) ��
 t0 ∈ T ���� ��
 q ∈ [1,∞]� ���

Lq := Lq(T +,R
m) =

{
f : T + → R

m |
∫
T +

‖f(t)‖q dt < ∞
}

������ ��� �������� ����� �� 
���������� �����
��� �� �
�� t ���� �
� q��������	
� ��

[t0,∞)� �� ��
� �����
��� ‖ · ‖ 
� ���� ��
� �� Rm� �� �������
� �� Lq 
� ������ ��

Lq
���

:= Lq
���

(T +,R
m) :=

{
v | vτ ∈ Lq ∀τ ≥ t0

}
,

	��
�

vτ (t) =

{
v(t), t0 ≤ t ≤ τ,

0, t > τ,


� � ��������
� �� v� ����
�
�� ��� �� ������ 
� ��� �������
 ����� �
 
� ��� ��
� ����
��

������
����� ����� ��
 ������� 	
�� ����
 ���	��� 
� ������ ��� 
�������

���������� ����� �����	
 

��� Σ 	� � ��������
 ������ �� ����� ����� ������������
� ������	�� 	�

!"�#$% Σ :
ẋ=F (x, u),

y=G(x, u)

���� F,G ��

��� ������ x ∈ X+ := { x : T + → Rn }� ��� ��� ���� ���	�� 
� ������

��� 
������ u, y ∈ Lq
���

�

• Σ �� ��

�� ������� �� �	� ���
���
��
� ����� �� ����� ������ � �
������ β

���� ����

〈u, y〉τ + β ≥ 0 ∀u ∈ Lq
���
, τ ≥ t0,

����� 〈u, y〉τ =
∫ τ

t0
u∗(t)y(t) dt�

• Σ �� ��

�� ����
����� ������� �� ����� ������ � �
��������� ���
��� �
������

S : X+ → R≥0 ���� ����

〈u, y〉τ ≥ S(x(τ))− S(x(t0)) ∀u ∈ Lq
���
, τ ≥ t0.

������������ ����
�
�� 
� ��� ��
� ����
�� �������� �
��� 
� ���� ���� 
����� ��� ��������

��� �� ������� &�	���
� ��
 !��
����
����
����% 
�������� ��� ����
����� ����� �����

�������� ��� ����� �	� ����
�
��� �
� �'�
������ �����	
 � �� ��� ��
�(� �� �� �����

���

���	�
( 	
�� m ��
��� 	��
� m �������� �
� �
���

��� ��� ��
�� �� ��� 
���� �� ���

������� 	�
�� ��� ��

������
�� ��

���� �
� ��� m ������� �� ��� ������� ��� 
���


�
����� 〈u, y〉τ 
� �)����� ��� 
����
�� ���
 ��� 
������������ �����

��� ��	�
 !���
��%

u∗(t)y(t) �� �
�� t� �� *���
�
�� "�+#� ��������
� ��������� 
� ����
��
,�� �� ��� �������

�� ������������� ��� ��� 
���

��
��� �� ��� �����
� �� 
����� ��� ������� �
� �
�����

�� ��� ���� �� �-� �����
��� ������� 
� ����� ����� ��
�����
��

!"�##%
Eẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t)

	
�� E,A ∈ Rn×n� B ∈ Rn×m� C ∈ Rp×n� ��� D ∈ Rp×m� � �����
��� 
����� �
����

����
�
��� ��
 ��� ����
�
�� �� !"�##% 
� ��
�� �� 
�� �
�����
 �
������. ������ ����

��� ���

) ����
� λE − A 
� 
�����
� 
��� det(λE − A) �≡ 0� -��� ��� �������� ������
�



���� ������� 	
� �

��
� ���
�� ��

�� ������ �	 
���
 �� ��� p × m ������������� ��
����
 H �
 ��� �
����
��
� �������

������
�� �������� s

������ H(s) = C
(
sE − A

)−1
B +D,

����� ���� �� ��� �
����	 �
 H �	 � �����
�� ��
����
 �
 s ∈ C� �
 
�
���� � 	�	���!	

���
	��� ��
����
 �	 ��"
�� �� ��� #������ ���
	���� �� ��	 p×m ������������� �������

����	
���� h ����

H(s) = (Lh)(s) =
∫ ∞

0

h(t)e−st dt, s ∈ C,

�
� ��	�����	 ��	 �
���������� �������
 Y (s)/U(s) �
 ��� ������
�� �����
 ����

Y (s) = H(s) · U(s).

�
 ���	 
������
 U(s) = (Lu)(s) �
� Y (s) = (Ly)(s) ��� ��� #������ ���
	����	 ��

��� �
��� �
� ������ ��	���������� $�� ������� �
 ������ �	 �����
�� �� �����
���



��� #������ ���
	���� X(s) = (Lx)(s) �� ��� 	���� ���%������ x(·) ���� ��� #������

���
	������ 	�	����

�� �	 ���� &
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�����& ������ ���� � ��
��� ������
�����
� 	�	��� �� '()	 �� ���

���� ������ �	 ������� �� �
� �
�� �� ��	 ���
	��� ��
����
 H �	 �	��
��� ���� ���� H �	

�
������ �
 C+ = { z ∈ C | Re(z) > 0 } �
� H(s) +H(s)∗ ≥ 0 ��� ��� s ∈ C+�

�������
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� �	 � 
�
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 �� ��� ��		����� ��
���� ���� �	�	 ������� �	
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� �	
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�
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 �� �����
 ��
����� �
 � 	�	���� +��� �����	��� ��		�������
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��
�� $������ �������	 �� ��		������� 	�	���	 ���

���������� 
�����&	 ����� ����	 �� ��� ���������� �
��
� ��� ��		������ ��
� �
 ��	�	���	

�
 ��� ���� �� �����

,�� ��� �������

 ��"
����
 �		��� ���� ��� ��
������ 	�	��� Σ �
 ����-� �	 
���


��
����� ���� � ����������� ��
����
 w ��� ������ ��
� �� ������ ��
�
�	
 ��"
�� �


U × Y � �� �����	�
�	 	������

 ��&� ��� ����� �� �
���� ��������� �� ��� 	�	��� �� ��	

�����
�� �� ��
���	� ��������	 ���� �
��� �
� ������� (		��� ������� ����∫ t2

t1

|w(t)| dt < ∞

��� �
� t1 ≤ t2 ∈ T  u ∈ U  �
� y ∈ Y  ����� w(t) := w(u(t), y(t)) ���� w �	 �������

�
��
������

���������� ����� .���� 	
���/

� 
�
������ ������ Σ ���� �	���� �	
����
 w �� �������
��� �� ����� ������ � 
�

�������

�	
����
 S : X → R≥0� ��� �
	���� ��
�
�	
� �	�� ����

����0� S(x2)− S(x1) ≤
∫ t2

t1

w(t) dt

���������� 	� 
�� �
���� ���� m ����� ��	����� u ∈ U = { u : T → Rm } 	�� p ������ ��	�����

y ∈ Y = { y : T → Rp } 	� 	 ����	� ����	��� S : U → Y �	����� ��� ����� ��	�� �� ��� ������ ��	��

�
 y(t) =
∫
T h(t − τ)u(τ) dτ � ��� p × m �	������	���� �������� h : R → Rp×m �� �	���� ��� �������

����	
�� �� ��� �
����� ���� ����� ������



�� �� ����	
����


��� ��� t2 ≥ t1� x1 ∈ X � ��� u ∈ U � 	
��� x2 = ϕ(t2, t1, x1, u) ∈ X ��� y ∈ Y �
 �
�

������ �� Σ �����
������� �� u�

��� �����	� 
��
���� �� ��������	 ���� � ����������� ������ �������� 
�� ��� �����������

������ �� ��������� ����� ��� ����� ��������� ����� ���� ��� �
���� �� �������� 
�������

���� S(x2)−S(x1)� 
����� ��
��� ��� ����	� ���� �� �������� �� ��� ������� ��� ����������

����� �� 
����� ����������� ��	
�����
� !
 �������� ����� 
�� ��� t1 ≤ t2 ∈ T � u ∈ U � ���

x1 ∈ X � ���� Σ �� 
����� ��

��

�

!
 ��� 
������� ��� ����� ��������� �
 ������������� �� ��� ��������� �
 �������� ���������

�� "�������� ��#$� ��� ������������ ��� ��������

������ �����	��
� ����� ������ � ������� �
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�� ������
�� ���%

����� !� 	������� � 
����� ������ ��� ��� �������� ���� ��� �������� ���&�
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���	� ��� ��
� ����� ����� �������������� '��
�� ��� ���� 	������ ��������� 
�� ���%

������ �
 � ������
�� ������ �� �� ����� �
 ��� ����� ���&�
������ t �→ x(t) = ϕ(t, t0, x0, u)

�� ���� �� �� �����
���� �� � (��� 
���� �
 �������� '���� u �� ������� �� �� ���� ��� x0

�� � ������	������ ������� ����� �� ������� ���� t0 �
 ��� 	���� ������
�� �������

!� ����� �� ����� ���� � ���&�
���� y(·) �� ������� ��� ��� �� ���( ���� �
 ��� ������� ������

y0 = y(t0)� y0 = y(t0) �
 �(� ��������� y(·)� y(·) ��� 
���� �� ��
� ������ ���� ���� ������


���� �� ��
� ����� 
�� ��� t ≥ t0� t0 ∈ T �

���������� ����� 
�
������ �����	��
�

��� t �→ y(t) �� �
� 
������� ���������� �� � ����� ��������� 
�
��� Σ 	��
 ������� ����

t0 ∈ T � ������� ����� y0 = y(t0)� ��� ������ ����� u ∈ U � Σ �
 ������ �
������ �����	

�� ���	 t0 ∈ T �� ��� ��� ε > 0 �
��� ���
�
 δ = δ(ε, t0) > 0 
��
 �
��

‖y0 − y0‖ < δ ⇒ ‖y(t)− y(t)‖ < ε ��� ��� t ≥ t0

��� ��� ��
�� 
������� ���������� y(·) �� Σ 	��
 ������� ����� y0�

!� ��� ������ 
���� 
�� ��� ���� ����	� 
������� ��� )�! ����� ���
� ��������� �
 �� ���

����* 
ẋ = Ax+Bu,

y = Cx+Du.

��� 
����(��	 ������ ��������� �� ����� �
 ��� ����� ���&�
���� x(·)�
���������� ����� 
�����	��
 �� ����� ����� �
������

��� t �→ x(t) = ϕ(t, t0, x0, u) �� �
� 
���� ���������� �� � ����� ��������� 
�
��� Σ �� �
�



��� �� �������� ����* 	��
 ������� ���� t0 ∈ T � ������� 
���� x0 = x(t0)� ��� ������

����� u ∈ U �

• Σ �
 ������ �����	 �� �	� 
������� �����������
 x1(·), x2(·) ��������� �� �
� 
���

����� u 
���
��

‖x1(t)− x2(t)‖ < M ��� ��� t ∈ T + = [t0,∞)

��� 
��� ���
���� M �

•  � �
 ������ ��
����������
 �����	 �� �� ��������

lim
t→∞

‖x1(t)− x2(t)‖ = 0.
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��
� ���
�� ��

����� ��� 	�� 
��������
��� 	�� ��	��	� y1, y2 ��� ���

‖y1(t)− y2(t)‖ = ‖C(x1(t)− x2(t))‖ < M1 ��� ��� t ∈ T +

�� 	�� �	���� 
��� ��
� �� �

�	����

lim
t→∞

‖y1(t)− y2(t)‖ = 0

�� 	�� �����	�	�
���� �	���� 
����

�� ��� ��� ��	
�� ‖ · ‖ ���	��
 �	��
 �� ��� �	���
�	����� 
����
� ���� ��� ��
�����
�

��������� 	��
� ��� ��	
� �������	�
 �	� ������ 
�
���
 ���� ���� ��� ��	������� 	�

���������	 ��������� ���� ẋ = Ax 	� ������ �� ��� 
����� ��
� ������
 ��� �	�������



	� x(·) 	� T +� �� ��� �
����	������� 
����� ��
�� 	�� ������	����� ��
 ‖x(t)‖ ������� �	

 ��	 �
 t ����
 �	 ��������

��� �������	�
 	� ��
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�������� ��� ��
	 �� �!���

�� �� ����
 	� ��� �����
����


	� ��� 
�
��� �������
� "	�
������� ��� ���	�	�	�
 �	� �	�	����	�
� ���� ẋ = Ax 	�


�
��� ������� �	�� ���� ��
 
	����	� �
 ��
�� ��

x(t) = eA(t−t0)x0, x0 = x(t0).

����������� ����	 #���� 	
�$

��� 
�����
�� ���	�� ������ ��

• ���������	�

� ����
� ⇔ Re (λ) < 0 ��� ��� ����������� �� A� ���� ���

��� λ ��	� det(λI − A) = 0� ��


• ����
� ⇔ Re (λ) ≤ 0 ��� ��� ����������� �� A ��
� ��������� ��
� ������

��������� ���������� λ �� ������������ ���� �	� �����	��
 ����

	����
�	� ������ �	� ��������
 ���	����
�	�� �

�� ���
 ��
�� 	�� ��
	 
��
 ���� ���
�� A �� ����������	�

�� ����
�� %������� ���


��	�	
���	� ��� �� �!������ �	 ������ ����&��
������ ����� ���� 
�
���
 '��� ���������

���� Eẋ = Ax + Bu� �� ���� ��
�� 	�� �	�
 �	� �	�
���� ��� �����
����
 	� ��� ���	�


(I,A)� ���� ���  ��	�
 	� det(λI −A)� ��� ��� ����
�
���� �������
��� �� ��� ���	�


(E,A)� ���� ���  ��	�
 	� det(λE −A)���

����������� ���
	 ��	 �� �� ���	�� �� ���� �� ����� ��

���()�
Eẋ = Ax+Bu,

y = Cx+Du.

���� ���	�� �� ����������	�

�� ����
� �� 	�� 
��
�	���� �� !������	��� "�#$ ��� ��	���

%�
 ��� 	�� ��	��& ���
�� (E,A) ���	��
 �� (I, A)� �

*���� ��� ��	
� �������	�
 ��� ��	�	
���	�
 ���� 	� 
�
���
 '��� �!�� �����
 u ���

��� ��
�� �� ��� ������������ ���+��	��� 	� ��,�������� �-����	�
� ����� ��� ��
	 
	��


�������� �������	�
 +�	'� �� ����������� ��� �	���	� ���	�� ���� ���	' ��,����� +���


	� �����
 u�

������ ���� ẋ = Ax ��� 	� �
���

�� 	� P ( d
dt)x = 0� ����� P (s) = sI − A� ��� Eẋ = Ax 	�

Q( d
dt )x = 0� ����� Q(s) = sE −A�
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���������� ����� ����� 	
���
� 
���

� ��������	 
����
��� ����� ����� ������ Σ 
� �����
 ���������� 	��
�� 
� ��
 ���� 
� 
�


� ����
����� �	������������ 	��
��� 
���

u(t) = 0, t > t0 ⇒ x(t) → 0 ��� t → ∞.

�� 
� �����
 
������
������ 
������
������ ������ 	��
�� 
� ��� ����
�
 
���� u

������� 
� � ����
�
 ������ y�

u = (u1, . . . , um) ∈ L∞(T +,R
m) ⇒ y = (y1, . . . , yp) ∈ L∞(T +,R

p).

������������ Σ 
� �����
������ 	��
�� �� Lq
	��
�� ��� ���� q ∈ [1,∞] 
� ����� ��
��

��������
�� ��������� β ��
 γ ���� ����

‖yτ‖Lq ≤ γ‖uτ‖Lq + β

��� ��� t0 ≤ τ < ∞ ��
 ��� 
���� �
����� u ∈ Lq
���

= Lq
���
(T +,R

m)� �����

Lq
���

=
{
v | vτ ∈ Lq ∀τ ≥ t0

}
��
 vτ (t) =

{
v(t), t0 ≤ t ≤ τ,

0, t > τ


� �� ������
�� �� Lq ��
 � �������
�� �� v� �������
����� ��
 �����

‖f‖Lq =
( ∫

T +
‖f(t)‖q dt

)1/q
.
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	� �	��
 ���	
�

u ∈ Lq(T +,R
m) �� 
�
	������� �� Σ �	
� 
	 ��
��
 ���	
� y ∈ Lq(T +,R

p)� ���� 
��� 
��

Lq�	��� �� y �� �	�
� ����� 	���
��� ���� 	�
 �
�� 
� �� 
�� �
�� �	
���
��

�� ����� 
��� ���
��	� �� �	
��� ��
� ���� ������
��� 
	� ��		��
��	� ��
���	 
����
�
��

�

����
� �� ��� ���
���  !�"#$ 
	� �������� � ���
���  ��� 
��� %�����
��	 !�&�'�($)
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� ��������
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 !$ ��� ����� ���
�
�� ���
"
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�� Q ���
���� Q ≥ 0	� ����� ��
��� P ≥ 0 ���� ����

AP + PA∗ + Q = 0� !�
� � ���
�� 
� �����
 ��� �����
�����"�
��	 ��������

���������

 ($ !���� ��
��� P ≥ 0 ���� ���� AP + PA∗ + I = 0� �

*���� A �� 
�� ���
�� �

��� ����� ��������� 
�� ��	
���� �� 
�� �	
��	
� �����
��	 ��
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 ��$ ���
��  !�"#$�


����� ����� �� A 
� ��������
����� ������� ���� ��� �����
�� P �� ��� ��������

� ���
�� 
� ��
 ���� 
�����
��
 ��

P =

∫ ∞

t0

eA(τ−t0)QeA
∗(τ−t0) dτ.

$����� 
� Q = BB∗� ���� P 
� ��� 
�#�
�� �������
�
�� %���
�� P ����  !�"+$ 
� &�#"

�
�
�� '�()� *�� ����  !�,-$�
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Eẋ(t) = F (x(t), u(t)),

y(t) = G(x(t), u(t))
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T ∗
2

]
, T−1 = [V T1 ]
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�W ∗V = Ik 
��� 	���� Π = VW ∗ ∈ Rn×n 
� �����
� 
� 
� ������� ������	
��

��	� 	�� k��
����
��
� �����
�� ��
���� �� 	�� ������� �� V 
���� 	�� %����� �� W ∗�

�� V = W � 
��� 	�� ������� �� V ���� 
� ��	������
� ��	 �� ���	���� Π 
� ��	�����
� 
��

�
���� 
 �������	 ���������	� &	����
��� 
� V �= W � Π 
� �
���� 
 ������
�������	

���������	�

'���	
	�	
�� ��� x 
� ��� !" �� ��
�� 	�� ��
��� �� �����
�
	�� ��� �" 
�� ������	
��
�
�

	
�� �� 	�� ���
�
�
� �
�	 �� W ∗ �
����

��� ("
W ∗E(V ˙̂x(t) + T1

˙̃x(t)) = W ∗F (V x̂(t) + T1x̃(t), u(t)),

y(t) = G(V x̂(t) + T1x̃(t), u(t)).
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x = T−1x = V x̂+ T1x̃ ≈ V x̂ = VW ∗x = Π(x).
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Π(E) := Ê �� ����
� ��
 ��������� 	
���� 	� E� ��
 �������	� �� ��	
� �� �����
 ����

��
 �� ����	���
� �� ��
 �	��	
��� ��!�
���	�� ��"
 ��
 	� ��
 ��	�
���	� �	��
���

��
 �
�
�������	� 	� ��
 ��	�
���	� ������
� V,W �� ���
 ����� #���	� ����
� 	� ���$

����� ����
 �
�	��	����	�� 	� �
����� ������
��

�������� �������� 	���
 �
�
��
����
� ��	��� ��
 
�����
� �
��� ����	��
��

���� %&'�( �� 	�
 	� ��
 �	�� ��
��� �		�� �� �����
� ���
�� ���
!�� 
���� ��� 
)��
����

!
 �	����
�� �����* 

 
��� ���
 � �
+����	� 	� ��
 &'� 	� � �����,�

���������� ����� ���	
��
� �
��� ������������	�

��� 
 	
���� M ∈ Cn×m� n ≤ m� ��� σ1 ≥ . . . ≥ σn ≥ 0 �� ��� ������
���� 
��
�� ����


�� ��� ������
���
 �� MM∗� ����� M∗ �
 ��� ������
�� ��
�
��
� �� M � � ����	��
�����

%��-.( M = UΣV ∗

���� Σ ∈ Rn×m� Σii = σi� Σij = 0 ��� i �= j� 
�� ����
�� 	
�����
 U ∈ Cn×n� V ∈ Cm×m

�
 �
���� 
 �������� ����
 �
�
��
����
� 
� �� 
�� σ1, . . . , σn 
�� ��� ��������

����
� 
� ��

/	�
 ���� ��
 �������� ����
� σ1, . . . , σn 	� M ��
 ���0�
� 1�
�� �����, 
��� 
����
� ��

C ��� � �������� ����
 �
�	��	����	�* �� �� ���0�
 �� �	 ��������
	�� ������������	� 	�

�	��
��	����� �	����� 	� U ��� V !� −1* �� ��� σi ���
 ������������ 1�

	�
��
 ����� ��� �
���
� 
�����
� �
��� �� 
 	
���� M �
 ���
� �� ��
 ������� 2����	�

%��-2( ‖M‖2 = sup
x �=0
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λmax(MM∗) = σ1(M).
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$%�&&' Σ :
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t).

�� ��������� �� ���
�� Σ �� �� ������
������� ������� 	��������� ��� 
���	������ ����

��� ��� ����� ��
�� �
 A �� � � ������ � 	��� ��	� ��� rankR(A,B) = rankO(C,A) = n�

���	� n �� ��� ��������� �
 ��� ����� ����� $�
� ��� ��		��������� �
��������� �� �������

%�('�

��� 	��
����� �
 Σ �� ��	
�	��� �� �������� � ��������� ��������� �	��
��	
����� ���

�
���)
����� �	
������� ��� �����  ����	 x �� �� ���	��	���� ���� ��	 ��� 	��
���

������� ��������� �� �	���	 �� ��� �� � �	��	� ����
����� �		�	 ��
�� �� � �������� �� ���


��������� �� �*����� ��� ��������

��� ������� �
 ��������� �� ��	����� ��������� �� ��� ���
�� �
 ���	�� $�
� �������

%�(�+' ���� �� ������ �� ����	 � ������ ������ 
	�� ��� ������� ����� x0 �� � ����� x ���

��� ���	�� ���� �� �	��
��� �� ����	 ��� ��� �
��
� ���	� ��� ������� ����� �� x� �����

��	���� ������ �
 ��� ������ �� � �� �� 	��� �� �� �	��	 �� ������ � 	��
��� �������

��� ���� �� �� 	��� � ����� ������ ���� �	� ������� �� 	���� ��� ����� ���� �	� �������

�� ����	 �� ���� ����� ������ ���� ���� � ��� �
 ���	�� �� �� 	������ ��� ����� ���� ������

��
�	���� ���	���

,��� �	� ����� �������� ������ �� ��� ������ ������ ���	�
�	�� ������ ���� �	� ��-�
�� ��

	���� �� ����	�� ��� ��� �� ��-�
�� �� ����	 � ���  ���  �	��� ��	 ���� �
	����� � �����


�	 ��� ����� ����� �� ������ �� ����� ������ ���� �	� ��-�
�� �� 	���� 
�
��������
�� �	�

��-�
�� �� ����	 �� . �	���
�	������ �����
���� ����� 	�)
�	������ �� ������ � ���������

�	��
��	
������

������ ���� �	� ��-�
�� �� 	���� �� � � �����!���� ��������� �� ��� ���� �
 ��� ������

 ����	� �
 ��� 	����������� �	�
��� P ��		��������� �� ����� ����� ��
��� ��� ����

����� 
�	 ������ ����� �	� ��-�
�� �� ����	 � ��� ��� ��
�	�������� �	�
��� Q� ���	� P
��� Q �	� �� �� �� ��� ��!���� �����	��� �� $%�/0'� $%�/+'� ���� �	� ��� 
��)
� ���
�����

�
 ��� ����
�
� ��
���
�� $��� ����	�� %�(% ��� 1���	2 %�(+'

0 = AP + PA∗ +BB∗,$%�&3�'

0 = A∗Q+QA+ C∗C.$%�&3�'

4��� ���� 
	�� ����� �)
������ �� 
������ ����������� ���� P ��� Q �	� ������	��

$��	������'� 5�	�� �	� ����� Σ �� $��������������' ������� 	��������� ��� ����	 �����

P ��� Q �	� ������ � ��!���� $�
� ����	�� %�(% ��� 6���7'� �� �������� ���	��	����

�)
� ������ �	���
�	�������

P̃ = TPT ∗, Q̃ = (T ∗)−1QT−1

�� P ��� Q� �� �� ����� �� ����

$%�&8' P̃ = Q̃ = diag(σ1, . . . , σn)



�� �� ����	
����


���� σi := σi(Σ) ����� ��� ������ ���	
��� ���
�� 
� Σ	 �
�
 ��� ��
��� ����� σi =√
λi(P̃Q̃) =

√
λi(PQ) �� ��� ��������
�� �� ��� ����
�� PQ �� ��� ������������ ���

������������� ����������
 ���� ��� ���
���
��
� ���������� �� Σ
 �� ��� ���������������

�����	 �� �� ���
��� ���� ������ ���� ��� ����
�� �� ����� ��������	
���� ��� ����
��

�� �������	 ����� P̃ ��� Q̃ ��� ��
��
 �� ������ � �
������ �������������� ������ T 	

������ � �������!������ P = UU∗ ��� Q = LL∗ ��� ��� "#$ �� U∗L = ZSY ∗ ���

����
���	 ����� S = diag(σ1, . . . , σn)
 ����	 S �� 
��� �� ��%�� ��� ��������������

������ T ��

T = S
1
2Z∗U−1 = S− 1

2Y ∗L∗.

$
� �� ��� ����
������ �� ��� "#$ �� U∗L �� ����� �� ������ ��� &�� �� ����
���

���
�� �� ��� ������	 �������� ��
������� �� ������ �� �
�����	� ����� ����� ���
�����

�������
�


'������� ��� ���� �������������� T �� ��� ������ �������� �� ()
**+	 ��� ������� �

�������� ������� �� Σ

()
,-+ Σbal :
ẋ(t) = TAT−1x(t) + TBu(t),

y(t) = CT−1x(t) +Du(t).

�������	 ��� ����������� �������� P̃ ��� Q̃ ����� 	
� ���
���� ����	���� ������� �
���

	
� ���	�� ��	����� A,B� ��� C 
��� 	� �� ��
����� �� 	
��� �������� ���������	�

Â := TAT−1, B̂ := TB� ��� Ĉ := CT−1� ����� 	
� �������� P̃ ��� Q̃ ��� ����� ���

����� �� S = diag(σ1, . . . , σn)� 	
�� ��� �� 
��	�	������

P̃ = Q̃ = S =

[
S1 0

0 S2

]
,

���
 	
�	� ��������� S1 �� � k×k ��	��� ��� ���	���� 	
� k ������	  ��!�� �������� ������

σ1 	
����
 σk� �
��� S2 ���	���� 	
� n−k �������	 ����� "�������� 	� 	
�� 
��	�	�������

	
� ���	�� ��	����� Â, B̂, Ĉ ��� 
��	�	����� �� ����#

Â =

[
Â11 Â12

Â21 Â22

]
, B̂ =

[
B̂1

B̂2

]
, Ĉ =

[
Ĉ1 Ĉ2

]
.

$������� 	
� ���	�� ��%��� ��

����&� Σ̂ :
ż(t) = Â11z(t) + B̂1u(t),

ŷ(t) = Ĉ1z(t) +Du(t)

�� 	
� ������� �����	 
� 
���� k ��	����� '��� Σ �� �������� 	�����	���� "� ���� ��

Σ �	���'� Σ̂ �� ��������� (�������� �' 	
� �������� ������	� �' S1 ��� ���	���	 '��� 	
���

�' S2� ���	
�
��� ���������� ������������� ��� 
������������ �' Σ ��� 
�������� ��

Σ̂� $��	
������� �� 	
�� ���� 	
� ����� ������ Σ− Σ̂ �� ������� �� 	���� 	
� ��� �' 	
�

������	��  ��!�� �������� ������ σi )���� ������� ��� ��'������� 	
�����*�

������ σk ≤ ‖Σ− Σ̂‖H∞ ≤ 2(σk+1 + . . .+ σn).

+
� H∞,���� �� 	
�� ����� �� ����� ��

‖Σ‖H∞ := ‖GΣ‖H∞ := sup
Re(s)>0

‖GΣ(s)‖2 = sup
ω∈R

‖GΣ(iω)‖2,

������� λk(M) ������	 �
� k��
 �
���	� ��� �
�������� ������
��� �� M �



���� ����� �	��	 	��
��
�� ��

����� GΣ := C(sI − A)−1B +D �� ��� ���	�
�� 
�	���
	 

 Σ ����	 �� ������ ��������

A,B,C� �	� D �� �	 ������� �	 
���� �
���� ��� H∞�	
�� ��������� ��� ������� 



��� ������� ���� 

 ��� �������� 
�� ��	�� ����
	��� ���� ��� !������ ��	��!�� ��!�� 

 GΣ

���!����� 
	 ��� �����	��� �����

������ ����� �������� �	
 ���

� �������� ����
� �
��� ������� ���	 �	�� �	
 ���
�

����� �� ���"�� �������

� ���� �������������� 
�
� ��� �
�� ����� ����
�� Σ̂ �� ���
�

k � n� � ����� �� �	
 �
��� ���
 �� ���

� �������� ����
� ��� �
 ����� �� #����

$������ 9%�

����	��� ������ �����	�
�� 
�����������
 ���
�� &�� �
��! 
���� ������

��
	 ����
� 

 ��
��� 
���
�
	�! ���
��
����
	 �'()� �� �	 ���!�����
	 

 ��� *+)

�	 
���� �
 ����
������ �
�
��� ��������� ����
��� &��� ���!�����
	 ,�����!��� ��!��� 
	

��� 
��� ���� ��� ������� ������ �� ������� 
�
� � ����	 �
� �� ����� ���� ���������	��



 ��� ����� ���-���
�� �� ������	 �
�	�� 

 ����� .
� 	
	!�	��� �������� ��� ��	�����
	



 ����� ���
 �����	��� ����� �� �
��!� ��� �
 ��� �� ����� ����!���
	 

 ��� 
����	�!

	
	!�	��� ������� .�������
��� �	 �
�� ����� 

 !�	��� �	� 	
	!�	��� ������� ��� ��
���



 ������!� �	���� ���
��� �	�
!���� ��	�� ��� ���� �	����
�� �!���!� ����	� 
	 ���

�	��������	��	� ����!���
	 �����

�	 ���� ��������
	� �� ��!! �
	����� ����� ����� ������� 

 ��� 

�� ����	 �� ����/�� &��

���� ��� ����!!� �� � �
!!����
	 

 ���� �	����
�� 

 ��� ����!��	� ����� ���-���
�� x(·)
������ � ������	 �	��� 
�	���
	� &�� �	����
�� ��� ���	 ����	��� �	 � ������ �	 
����

�
 �
����� �	 *+)� 0 !
������	��
	�! �������� 

� ��� ����
������
	 

 � �����!!�

!����� ���� ��� ���	 �� ��
����� �� ����	� �	�
 ���
�	� 
	!� ��
�� �
	�������
	� ����

�
�����
	� �
 ��� !������ ��	��!�� ��!����

0����� ���� ��� ������ x(t) 

 ��� ��	�����! ������ ����/� !��� �	 Rn� &�� �
�! �� �


����
������ ���� ����� ���-���
�� �� 
	� ���� !���� �	 � !
��������	��
	�! ����� Rk ����

k � n� 0����� 
������ ���� 

� � ��
� �	��� u(t) ���!��� �
 ��� ������ N �����	��� 



��� ���-���
�� x(·) ��� ����	� ���� �����
� 
� �
����
�
��� 

 x(·) �� N �����	�� �	���	���

t1, . . . , tN 

 ����� 0���	��	� ���� �	 � ������ X ���!�� � �
������ ������

���"1� X = [x1 . . . xN ] := [x(t1) . . . x(tN)] ∈ R
n×N .

2
�� ���� ����!!� N � n� �	 � 	��� ����� � ��	��!�� ��!�� ���
��
����
	 X = USV ∗�

S = diag(σ1, . . . , σn) ∈ Rn×N ���� σ1 ≥ . . . ≥ σn ≥ 0� �� �
������� .�
� ���� � !
��


���� ����
������
	 

 ��� �	����
� ������X ��	 �� �������� �
 ��� ��	��!�� ��!��� �����

�����!� 3 ����� ����!!� �� ��� ���� 3 �	� 
	!� ��� k !������ 
	�� �
	������� ���	�4��	�!��

&��� ���
��� �
�� 
���
�� �
 
	� ������ 
�� ��� ������ �
������������ ���� � ��� 

 n


���� ��
����� 

 ��	� 1

X = USV ∗ = σ1u1v
∗
1 + . . .+ σkukv

∗
k + . . .+ σnunv

∗
n

≈ σ1u1v
∗
1 + . . .+ σkukv

∗
k = UkSkV

∗
k ,

����� U = (u1, . . . , un) ∈ Rn×n �	� V = (v1, . . . , vN ) ∈ RN×N ��� �	����� �� �	 )�4	��

��
	 ��55� ����� Uk �	� Vk �
	���� 

 ��� 4��� k �
!��	� 

 U �	� V � ����������!�� �	�

����� Sk = diag(σ1, . . . , σk) ∈ Rk×k� )���	��	� 
	 ��� ����� 

 ��� ��	��!�� ��!����

����!!� k � n�



�� �� ����	
����


�� ������� UkSkV
∗
k =: X̃ = [x̃1 . . . x̃N ] ∈ Rn×N 	 
�� �

��� X̃ �� 
�� 
����

�� ������
�

x̃i 
�������

�� 
�� ������
� �


 ��
 X ��
��
��� �� 
�� ����� 
�

 
�� 2�������� ����

‖X − M‖2 ��� �

����� M ��
� rankM ≤ k �� ��������� �� X̃� ���� �� ��
�
�� 
��


������ �� ��������	�
��
�����
������� �������� �	
� ����� �
����� �����

�


�� 
�



min
rankM≤k

‖X −M‖2 = σk+1(X)

�� σk(X) > σk+1(X) 
�� ��
� 
�� ��


��� ����� ����� ���������	 
�� ������
� �




xi =
∑n

j=1 γjiuj ��
� (γji) := Γ = SV ∗ ∈ Rn×N 
�� 
�������

�� ��������� �� 
��� �����

�� 
�� 
����

�� ������
� x̃i =
∑k

j=1 γjiuj�

��� ��
� �
�� 
� ������ 
 ������� ���
�� �� 
�

 �� 
 ��� ��
���� !���� U∗
kUk = Ik	 


"
���#�� ��� ��
��� Π = UkU
∗
k �� ������ 
��	 
���	 ��� ��

��� 
 ��������

��� �� 
��

������
� ���
�� $%�&'(

$%�)*( Σ̂ :
Êż(t) = U∗

kF (Ukz(t), u(t)),

ŷ(t) = G(Ukz(t), u(t)),

����� Ê = U∗
kEUk 
�� ����� 
�� 
�
 ��
��� z = U∗

kx : T → Rk ������� �� 
 ����

���������
� �����
�� �� X ��
���� �� 
�� k ��
���� ������� �� U �

�� ����� 
��� ���
���	 �� 
�� ����

������� ����� ���
� ��
�

• 	
 ��
�
��� ��
 � ���
�� A ∈ Rn×m� n ≤ m� ��� �
���
 �
�������� ��������

������ �� ����
 �� � ������������


A = [ a1 . . . am ] = [ u1 . . . un ] ·

⎡⎢⎣ γ11 · · · γ1m
���

� � �
���

γn1 · · · γnm

⎤⎥⎦ ,

���
� U = [u1 . . . un] ∈ Rn×n �� � ��� �� �
���
�
��� �����
� uj� ��� �
�������

��
�������� �
� Γ = (γij) ∈ R
n×m �� � �������
� ���
���

• ��
�� ��� 
������
� ��������� ����� Σ̂ ����
�� �
 ��� �
��� ��
����
 ������� ��

��� ������ �
� ��� ���� �
���
��� �� ����� ��� �
������� �
� ����
� ��� 
��

�����
� ��
����
 ������ �
� 
� ������ �
��
��
��� ��
��� �
� ���� 
�� �����


�
 ���
��������
 �� ��� �
���
�� ������� ��� �
 ���
��������
 �� ��� �
���
��

������ �������
 ���� ��� ������� ����

�� �
����  �
���
 ���
���
� �� ��� ������

����� �
� 
�� �����
�� �� ��� �
������� ��

�� �� 
��
���
��� �� ��� 
������

������� ��
��� ���������� �� ���� �
���
��� ���
� ��� ��
����� �� ��� ������

���
�� 
������� ��� ������
� 
��� ��
 ��� �
������� ������ �� �
�
������

• ! ��
�
�� �
����� �� "#$ ������� ��
 %#& �� ��� ����
��
����
 �� ��� 
������

�����'� (������� ���� ��� (������
 ��� ���� ��� 
������ ����� ���
�������� �
��

)����
��� ����
 ���
 ��� �����
�� �
�� ������
� ����
������ ��� 
������ ������

������ ���� ���
��������
� ���� ��
 ����
 �
�����

�������� �

��� �������� 	������� +� !,-��
��� 
����
���� ���� 
� 
�� �
�

�
���� 
����

��� ��
���� �� .
�#�� ���� 
�������

���� 
�� "�
��
�� P,Q 
�� ���

������ ����� 
�� ����
���� 
� 
�� /�
����� �0�

���� $%�&)(� ���������	 
���� ��
����



���� ����� �	��	 	��
��
�� ��

������� ����� 	
���
�
�
�� 
� 
���� n3 �	�� ��	
�
� ��������� ����� n �� 
�� �
�
� ���	�

�������
� 
� 
�� 
������� ���
��� ���	�� �� 
���� ����� �����
�� 
���� ��
�
�� ��� �� 

���	�!�� 

 ���
��� 
� 
��� �
����
� 	
����"�
��

�
������ ��
����
���� ��� ����� !� #$% ����
�	��� ����� 	
�	��
� !���� 
� &���
�

��!���	��� '���� ���	
� �
��
�� ��
���� �
���
��� ���
��
��� �
� 
�� 	
���
�
�
� 
�

����
����
� ��
(�	
�
� ��
��	�� �� 
���� 

 ��
(�	
 � ���
��)� �
�
� ���	� 
�

 � �
��� 

�������
��� ��!���	�� *�
�
��� ���
�� ��
���
��� ��	� �� �������
� ��� �
�!���
� ��

������� ��� �

 ��������� !� &���
� ��
�
��� 
�
�� ����
�	��� ��� �
�
 ������ ���� �
�


�� ����	
�
� 
� +', ���
���� '��� �� ������ ��� 

 �����-	��
 ������� �� 	
���
�
�
���

�.
�
 ��� 
���� �����	�!���
� 

 ����� �	��� ���
����

* ������ ��	
� 
� 
���� i �� ��-��� !� �� n×n ��
��" M ��� �� n �������
��� ��	

�

v �� �
��
��/

���0�� Ki(M, v) = span col [ v Mv M2v . . . M i−1v ].

,� 
�� �
��
����� �� ���� �

 ���
������� !�
���� 
�� ���	� Ki(M, v) ��� 
�� ��
��" 
�


�� ����
 ���� ����� ,� M �� ������� �
 	�� ���	1�� !� ���
������ 

 v� ���	� � !���� �
�

Ki(M, v) 	�� ���	1�� !� 	
���
��� * �
�
��	��
� �
�� ���� �� n×m ��
��" V ���
���


� v� ����� �
� m 	
����� ��� ��
�����
�� �� ��	

��� ���	�� 
�� ��
��	����� ������

��	
� �� ����� !�

���0�� Ki(M,V ) = span col [ v1 Mv1 . . . M i−1v1 . . . vm Mvm . . . M i−1vm ],

����� vj ��� 
�� 	
����� 
� V � &���
� ���	�� ��� ���� 1�
�� �� 
�� ������	�� ������ ���� 

!�� 	
�����
�� ,� 
�� 	
�
�
� ���
��� 	
�����
�� �
������ Kn(A,B) ��� Kn(A
∗, C∗)∗

��� 1�
�� �� �
������	��� ��� 
��
�����	��� �������
� R(A,B) ��� O(C,A) �	�� ��	
�
��

��2�� ��� ��2���� '�� 
����� 
� &���
� ��
�
�� �� �
��� �� �
���
��� 	
���
�
�
�� 
�

�������	

�� ��� ����������� 
� ��
��	��� !�
 
���� ��� ���
 �����	�
�
�� 

 
�� �
���
���

�
����� 
� ��
��" ����
�
�� ��� 

 �
���
��� ����
"���
�
� 
� ������ ������	�� ���
���

!� ��
	���� �
�
��� 
� 
���� 
������� ���	
�
��� ,� 
�� �
��
����� �� ���� �
	�� 
� 
��

��

�� 

��	�

*����� � ������ 
��� ��������
 ���
�� Σ �� ����� �� �
�
� ���	� �
�� !�

���03� Σ :
Eẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t),

����� E ∈ Rn×n ��� !� ��������� '�� ��������� ���
�� ��
��	�� A ∈ Rn×n� B ∈ Rn×m�

C ∈ R
p×n� ��� D ∈ R

p×m ��� �� ������ ���	� Σ �� �������� ��
������� !� �
� ����	�


�
��
��
 h 
�� ���������
��� !� �
� 
������� ���	
�
� H ���	� �� 
�� +����	� 
�����
��

H(s) = (Lh)(s) =
∫ ∞

0

h(t)e−stdt, s ∈ C,


� 
�� ������� ����
���� � �
���!���
� 

 ����
"���
� ���
�� ���03� �� 
�� ����
"���
�
�


� �
� 
������� ���	
�
�� '��� 	�� !� �	������ !� ��
	���� � ���!�� 
� �
�
���� ���� 	
 

�4	���
�� 
� 
�� +�����
 ������ �"�����
� 
� H �
 �
�� �
��
� �� 
�� 	
����" ������

'���� �� ���
��
	���
� 
� 
�� 
������� ���
��)� 
������� ���	
�
� �� ��������

%�	��� 
��
 �� 
�� ��
��" ���	�� λE − A �� �������� ���� det(λE − A) �≡ 0� 
�� 
�������

���	
�
� 
� Σ �� ����� !� 
�� p×m ��
��" ������ ���	
�
� H �� 
�� ����������
 	
����"



�� �� ����	
����


��������� 	
��
�
� s

H(s) = D + C
(
sE − A

)−1
B,

����� �
�� �� ��� ������� �� H �� 
 �
����

 �������� �� s ∈ C� �� E �� ����

�� ���� ������ ��


� ���� ���
����� H 
����� ������� �� 
��
���� ��� �����		 �
��	�
�	� ��� ���
���

H(s) = D + C(E−1B) · s−1 + C(E−1A)(E−1B) · s−2������

+ C(E−1A)2(E−1B) · s−3 + . . . .

 �� !�!���� m0 = D� mj = C(E−1A)j−1(E−1B)� j > 0� 
�� �


�� ������ �����������

 ��� 
� 
������!
���� H̃(s) =
∑

j≥0 m̃j s
−j ��H �� 
������ ���� ��
� ��� ���� k !�!����

m̃j � j = 0, . . . , k − 1� !
��� ��� ���� k ���� �� H �  ��� ����
�! �� "���� 
� ��� ����
��

����
���
�	 ������� #���� ���$�

�� H �� ���
���� �� s0 ∈ C� det(s0E − A) �= 0� ��� ���
���

H(s) = D − C(A− s0E)−1B

− C(A− s0E)−1E(A− s0E)−1B · (s− s0)����%�

− C
(
(A− s0E)−1E

)2
(A− s0E)−1B · (s− s0)

2 + . . .

���� ��
���� ����	�� 
� ��� ���
����� ����� s0 ��	�� ��

m0 = D − C(A− s0E)−1B,

mj = −C
(
(A− s0E)−1E

)j
(A− s0E)−1B, j > 0.

&�
�� 
� 
������!
���� �� ��
����� ��� ����� ���� k !�!���� !
��� ����� ���� ��

����%�� �� s0 = 0� ���� �� "���� 
� ��� ���� �����

���
�	 ������� #��	
��$� ���
� ���


 �����

 	

�� �� s0 ���� �� ��� ����
�! �� ���
�	�� 
	��������
�	 #������$�

�� �����

� ��� �
� 

�� ��������� �������'����� !���
� ����� ��
����� ��������� !
���

��� ������

 ��� 
� !�
���
� �������

���� ������ s0, s1, . . . , sl�  �� ������������� 
�'

�����!
���� �� �


�� ����
���
	� ���
�	�� 
	�������	� #
��
�
���� 
�
� ����
�$�

�� ��� �
�� ����� ��� ��������� ����
�!� �
� �� ��
	�� ��!����


� ��
�
� 
�� �(����� ��


��
���� ������� �� �	�
��� 
������ ����� ��

 �� ���

���� ����������
��  �� ���


�	
��
�� �� ����� !������ �� ��
� �� �� ��
�
����� ��
� ��� ����
���� ������� �����!)�

��
����� �������� �
� ��� �
!� !�!���� 
� ��� ��� �� ��� ������

 �����! �� �� 
 ����
��

��!��� ������� �
	��� �� ��!���� ����� !�!���� �
��
�
���� *����� ��� !
���� ��	��'

����� 
�� �
�����+
����� ��	�
	�� �� ���
���� !�!��� ��!���
����� 
�� 
	��������  � ��

!��� �������� �� ��� ��������� ��� ��
� �� ��� ���� k !�!���� �� ��� ������

 �����!)�

��
����� �������� H ���
���� 
����� s0 �= ∞ 
�� ���!�
���
��� �� C−1 �D 
���!�� ��

�� +����� ���� ��� ,��
�	 ��
��

Kk

(
A−1

0 E,A−1
0 B

)
= [A−1

0 B A−1
0 EA−1

0 B . . . (A−1
0 E)k−1A−1

0 B ]

���� A0 := A − s0E� ���� ��� ��������!

�+
���� �� Kk(A
−1
0 E,A−1

0 B) ���
�� 
 !
����

V ∈ Rn×mk ���� ��
� ��� mk ≤ n 
 -

��"�� ���.������ Π = V V ∗� V ∗V = Imk� �� Rn ��

������ ���� �� 	���
�� ��� ��
�������� �� ��� 
�
���� �� ��
�
������ �
����
����� ����� ��� ����
�

�� ��	�������� �� A 	
�� ������������� �����



���� ����� �	��	 	��
��
�� ��

������ ������ M ∈ Rn×n� 	
���� b ∈ Rn� �
� ���
� k �� � �����	 ����
 Kk

(
M, b

)
������� V ∈ Rn×k� f ∈ Rn� �
� H ∈ Rk×k ���� ����

MV = V H + fe∗k,

���� H = V ∗MV, V ∗V = Ik, V ∗f = 0,

��
�
 ek �� ��
 k��� �
�� 	
���� �
� ��
�
 H �� �
 ���
� �
��

�
��

�����

v1 =
b

‖b‖
w = Mv1
α1 = v∗1w

f1 = w − α1v1
V1 = [v1]

H1 = [α1]

��	 j = 1, . . . , k − 1 
�
βj = ‖fj‖
vj+1 =

fj
βj

Vj+1 = [Vj, vj+1]

Ĥj =

[
Hj

βje
∗
j

]
w = Mvj+1

h = V ∗
j+1w

fj+1 = w − Vj+1h

Hj+1 = [Ĥj, h]

��


�
��	���� ����� ��
 ��
���� ����������

��	

� ���� ����
����
 ��

 �� ��
� �� �
��	
 � �
���
� ����
� Σ̂ �
 

� ��

!"�#$% Σ̂ :
Êż(t) = Âz(t) + B̂u(t),

ŷ(t) = Ĉz(t) +Du(t),

��
�
 Ê = V ∗EV � Â = V ∗AV � B̂ = V ∗B� Ĉ = CV � �
� ��
�
 ��
 ����
� z = V ∗x


	��	
 �
 Rmk� ��
 ������� ���� 
�� �� ���� ��
  ��� k ���

�� m̂j �� ��
 �
���
�

����
�&� ���
��
� ��
����
 Ĥ = Ĉ(sÊ − Â)−1B̂ +D ����� ����
 �� H '�	�(�

m̂j = mj , 0 ≤ j ≤ k − 1.

��
 ����������
 �� V ��
 �
 �����
� ��� 
)��

��� �
� �
 �
 ��
����	
 ��� �� ��


������� ��	���
�� !��� ��������� "�*+% �� 	�
����
���� �������� �
�

��
� �
 ��
��
�

�

 �
��� ���� ��
��
��
��� ��
��
������� !,-,.% �� �������
��� ������������ !/-/.%

����
��� ,��������� ��
���
��
� ��
 ��� �����	 ����
�

Kk

(
A−1

0 E,A−1
0 B

)
= [A−1

0 B A−1
0 EA−1

0 B . . . (A−1
0 E)k−1A−1

0 B ],

Kk

(
A−∗

0 E∗, A−∗
0 C∗) = [A−∗

0 C∗ A−∗
0 E∗A−∗

0 C∗ . . . (A−∗
0 E∗)k−1A−∗

0 C∗ ]



�� �� �����	
����

���� A0 = A − s0E ��� ��� 	
���	
���� −∗ �������� ��� ����	��	�� �����	�� ��� ����

����� 	
��
�� ����
���� �� ��������	
�� 
�	���� ����� ��� ����	������� �����
�	

V,W ∈ R
n×mk� W ∗V = Imk� 	

� ���� � ��������������� �����
���� Π = VW ∗ �	

������ �������� ���	 �����
���� �� ����� � ��� �!����	 � ���

�� 	�	���

���"# Σ̃ :
W ∗EV ż(t) = W ∗AV z(t) +W ∗Bu(t),

ỹ(t) = CV z(t) +Du(t),

���	� ����	$�� $
�
���� ��	 ��� 	��� ������	 �	 H ��� ���� 
� �� ��� %�	� k� !
� ����


� �� ��� %�	� 2k ���	&

m̃j = mj , 0 ≤ j ≤ 2k − 1.

'�� 	��� �
�!��	 �$ ���
��� ������	 ��� �
������ �$ ��� 
��	����	 ��� ������ �����


�	��� �$ ��� 
����	������� ����	$�� $
�
����	� ���� ��� 
��(
����	 �$ ��� )�
���� 	����	

�*���	��� �� s0 = ∞� +� ���� 
�	�� ��
��� ���� E ��	 �� !� ���
���� '��� ��� ��	 ��


��	���� ��� ,����� 	��
�	

Kk(E
−1A,E−1B) = [E−1B E−1AE−1B . . . (E−1A)k−1E−1B ]

$�� ������������ ������	 ��

Kk(E
−1A,E−1B) = [E−1B E−1AE−1B . . . (E−1A)k−1E−1B ]

Kk(E
−∗A∗, E−∗C∗) = [E−∗C∗ E−∗A∗E−∗C∗ . . . (E−∗A∗)k−1E−∗C∗ ]

$�� )��
-�	����� ���������	� .��� ��$�������� �!�
� )��
-�	� ��� ������������ �����

��	 ��� ���������	 
�� !� $�
�� �� /���� ������� ���	
� ������� �������

� ����

���������0�

1�� ���	��	 �$ 	�����
���� ��� ������� ��� 	�������� ������� ������	�
� ��� ��	
��!��

���� �� ���������	 ��2� ��� ��34 ���� $�� 5+56 	�	���	� ���� $�� m = p = 1� 5��
� ��

���� 
�	� ��� 	�	��� �����
�	 B,C �
�
���� ��� ���	��� �� Rn� ��� �!��� ���������	 ���

$���
����� ��������� ���	��� b, c∗�

+� ��� ������� ���������� ���
� �	 ������ � ����%�� �����5
����� ������������-������

��� ����	 ��������� �$ ��� $�
� ���� $��� 	��� �� 	��� ���� ��� ��	� 
��
�� ��� ��� �����

(k, k − 1) �$ ��� �����
��� �����* Hk = V ∗
k MVk 
������ 7��� ���� $�� ��� ����	����

)��
-�	 ��������� ��34 ��� ��	

MVk = VkTk + βk+1vk+1e
∗
k, M∗Wk = WkT

∗
k + γk+1wk+1e

∗
k,

����� Vk = (v1 . . . vk)� Wk = (w1 . . . wk)� ���

Tk =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
α1 γ2

β2 α2
� � �

� � �
� � � γk
βk αk

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ .

������ ����� ��� 	�������� ������� ������	�
 �� � 
������	��� �� 	�� �������� �����

��� ��������� ����� �� �������� ���
 ��� �


�	��� 
�	����� M � ����� 	�� 	�������� ���

�� 
��� ��������



���� ����� �	��	 	��
��
�� ��

������ ������ M ∈ Rn×n� 	
����
 b, c∗ ∈ Rn� ��� ���
� k �� �����	 
���



Kk

(
M, b

)
��� Kk

(
M, c

)
������� Vk,Wk ∈ Rn×k� fk, gk ∈ Rn� ��� Tk ∈ Rk×k 
��� ����

MVk = VkTk + fke
∗
k, M∗Wk = WkT

∗
k + gke

∗
k ����

Tk = W ∗
kMVk, V ∗

k Wk = Ik, W ∗
k fk = 0, V ∗

k gk = 0.

β1 =
√

‖b∗c∗‖
γ1 = sign(b∗c∗)β1

v1 = b/β1

w1 = c∗/γ1
��	 j = 1, . . . , k 
�

αj = w∗
jMvj

rj = Mvj − αjvj − γjvj−1

qj = M∗wj − αjwj − βjwj−1

βj+1 =
√

‖r∗j qj‖
γj+1 = sign(r∗j qj)βj+1

vj+1 = rj/βj+1

wj+1 = qj/γj+1

��


�
��	���� ����� ��
 ����
��
� ������
 ����������

�����������	 
�� �������
� ����
��� M ��� ����
��� Hj 
� ��� ������
 
�����
�� ���

��
�
������ ��� ��� ������
 �����
��� ��
��
��� �
�� ��� ������� ��� ����� �
��� 

!"�#�$%�

��
�
 
��
�
 � 	���
�� �� �����	
�� ����&
�� �� �
�
�����
� �
����
 '�

� �� �����	


���
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 ���
���� ������ �������� 
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�
��� ��������� ����
��� �� ��
 (������ ��

������
 ����
���

� ���������
 ��� ����
��� 
���������
�� ��
���� �� ���
���� 
���������

�
�� ����� ��
�	����� �	�� �����
%� �����	�'�

� ���
����������� �
����
 ���
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� �� ����
�
���
 ���'�
�
� ��
 ���
�
��� �� ��
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 ��

�� �������
� *� ��
 ���
� ����� ��
 �
���
� 
�
�
� ��
��
 � ���� ������������� ����

������� ������ ��
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��� �����+
, s0 �

�
���	
�� s0, . . . , sl� ���
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��������� ������� ���� ����
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�#�
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����%�&� ��������	
 ��
�	��� /01������	 �
����
 ��� �� ��
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����
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��'����� ��� 3 ���
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�� �� ����	
����


������� �	�
�	 ����� 
��
�� ��� ��� ����� ������ Σ − Σ̂� ������� ������� �
���
�� 
�

���	�� ������� ����� 
� �
���
	���� �	�
�	 ����� 
��
�� ��� �
 ��
���	 �	�� 
�� �����

	�
	� ��� ��� 	����� �
�� �
� ��
���� �� ��
�	�� ������� ����� 
���� ���
 �
��� ������


��
�����
� �
 ��� ������
�	��� �
� �
�����
�	��� �������� �� ��� ��������
��
� �������

��������	���� ���	�� ������� ����	� ��� ��������� ����� �� ���
	� ��� �� ��� ���
� �

��
� ����
�� �
 ����������
 �!���" ���	� ��	��
� ��� �����
�� �#�����
� �
��	��� �


$%&�
���� ��������
 ������� 
���� O(n3) ��������
� �
�� ���������� ��� ��������
��
�

�	�������� ��� ���	���
	� �� ������� ���� �
	� � ��� ��
���� ��������� ��� ����������
�	

���� ��� ��
����� �� ��
�	������� ��������
� ����
�� �� O(k2n) ����������	� O(kn2) ����

�����
�� ����
��
� �
 ������� �
� ���	� ���� �������� �� ����� ���������� '���� ���	��

������� ��
 
� ���	��� �	�� �� 	��������	� �������� ����� n �� �� �� ��		��
�� (��������

�����) ������������
� �
� �
������
� 
�������� �
 $%&�
���� ���������� ��� ��������

��
�� ���	���
���� ������� �
��	�� �
	� �����)������� ��	���	������
�� *
 �������
�

����� �� 
� 
��� �� ������� ��� ���
������� n��� ����� 
�	�
��� ����	 �
 ����� ��

��
��#��
�	� ������� � ���
�����
 �� ��� ����� �������

+�� ��� �����
� �)�	��
�� �
���� ����� ��� ���������� ����	�
	� ,����� ���	
���� 
� �����

��	���� -���.� ��� �)���	� , ���� ���
�
� /���� ��0 ��� ����
����� �� 
��� ��� ���	���

�
� $%&�
���� �������� '��� �� �������� ���
	� 
� �)�	����
� ������
 ��

�����
�


�����
 ��� ��� �����)������
 ��
������ +�� �)���	�� ��� /��
���	����0 ������
�	���

�
� �
�����
�	��� ������
� ��
 
� �
���
�� 
� ��	��
� ��� ��������� ��	������� � ����

��
���	 ���� �� ��� �����
�� �#�����
� /1�230� �
����� �)���	� �� ��� ��� �� ���������

������� �� ��	�� ��� �����
�� �#�����
� �
 �
 �����)����� ���� ����� ���	�� ��������

������ 
����
��� ���������������� 4�
��� �
� �
���
� ������� ������� 
� �������������


����
�� ��	�
������

4������� �� �
����
 ���� ������� ������
�
� ����� ������� �
� ����� �� -���� 5������

61. �
������

�������� ��� �����	
��� 
��	������������ ��
��� ������	�� '�� ���7���

���� ����������	�
��� /'89�0 �������� -	
�. �� � ����	 ����� ��������
 ������ �����

�� �������
���		� ���	���
	� �� ��������� ��
�����	 �������� *� ���  ���	� ����	����

�
 -	
��
���. 
� :����;��� �
� 9���� /��� �	�� -	
��
���� 	
��
���.0 �
�

���
	� ������� �� (<: �� ������� �����
� ���� �	�������	 ��������� '�� ���
 ���� �� ����

����
�#�� ��	��� �
 ��� 	�
���������
 �� � 
�
	�
��� ��
�����	 ������ ��  ��� ����� ��

��	���	� ���
�� �	�
� ��� ����� ���7������ ���� ��������
�� �� � �������� ���	� u� '��

	�
������� ����	� ���
 ��� ������� 
� ����������� (<: ������� ��� 	�
��� ������� ��

 
�		� �
���
 � ������� �����)������
 �� ��� �����
�	 
�
	�
��� ������ 
� � ��������

��� ������ �� �	
� ��� ��
������ ���������� �	
����	� ������ ���	���� ���� ����� ������
���������� �������� �	��� 	��� ���� ���� �������� 
� �	� ����������� �� ���	��� �� ��������

�	
� ������� �� ��
�� ������
����  ���
�� ��������
��� ���� ������ 	
��
�� ������� �������

������
������
��� ������ 
� ������ ������ 
� �	� ������ ����
��� A,E ��� ������� � ����
� 
� ��
� �� �� ������ 
�

��
� �� 
�� ����
�� ��� !���� � ������ ��"�
�
�� 
�# �� n× n ����
� M 
� ������ 
� �	� ������ �� 
��

���
!��� ����
�� 
� O(n)�
��$����� ����� 
� ���	 ����� ��� �� �	� ����� O(kn) ������
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 �
��
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��� �� �	
 ���������� �	
 ���
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����� � ����
�� �� �
��
���� �
�	��� ��� ���
�� ���� �� �����
����� ��� ����
��

��

 �	
 ��


���� �

������� �	
 ����
 ��
� �
	��� �	
 � !� ������
	 �� �� ��"
 �����#

���
 �� �	
�
 �
�� "���� ������
	
� �� ���
� �� �
��

 � ���
� ������
�� ����
�� ���



���
���������� ��
�� ���� �������������� ���� ��
���� ������ �	
 ���
��������� ������ ���#

����
 ���
���������� ����� �������� �
�

�
� ����
� ��
 �


������ $
�

� � %��� ��
� �� �	


� !� ������
	 �� �	
 
	��

 �� ����������
 ������ �� �	
 ����
 ���&

���� x(·) ��� �	

�
�������� �� �	
 
���
�������� ���
����
� ����
��� �� � �
�� ��
�� �	
 ���&

���� ���
�

V,W ��� �	
 �
��
���� �� �	
�
 ���
����
� ����
�� 	��
 �� �
 
������
�
� ��� �����
��

�	
 ���� ����	 �� �	
 �������� ����
� %����� �� � 
���
� 
���������� �� �	
 ���
����
�

�
��

� ����
��� ����
'�
����� �	�� ����

���� ������� �	
 ���
� �� (���)�

*�����
� � ������
�� ����
� ���
� ��

�+�,+� Σ :
d
dt
g(x) = f(x) +B(x)u,

y = Cx,

�	
�
 x ∈ X = { x : T → Rn } ��
 �	
 ����
�� f, g : Rn → Rn ��
 
��������� ������
��

���
����� �� �
�
���
 �	
 ����
�-� ������
�� B = B(x) ∈ Rn×m �� � ����
#�
�
��
��

����� �������� u ∈ U = { u : T → Rm } �	
 
��� ������ C ∈ Rp×n �	
 ������

�������� ��� y ∈ Y = { y : T → Rp } �	
 ������ �� Σ� �	
 ������ 
'������� ��
� �	

�

��� 
'������ �� �+�,+�� ��
� ��� 
	���
 ������ �	
 ��������� ���

���
� . 
�

�� ���

�
���
��� x �� � ������

 ������������� . �� �
 ���� 
�����
� �	
 ������
�� ���� �� Σ�

/�� �	
 ���
 �
���� �����
 �	�� s ���
��������� ������ xi := x(ti) ��
 
	��
�� �	
�


i = 0, . . . , s − 1� !��	 �	
 �
��� �� ����
� �	
 %��� ���
� �������������� �� f ��� g�

��
� �	
�� ���
����������� �� ����
� xi ��
 �	
� ���
� ��

�+�,0�
f̃i(x) = fi + Fi(x− xi),

g̃i(x) = gi +Gi(x− xi),

�	
�
 fi = f(xi)� gi = g(xi)� ����	
� Fi = Dxf |xi
��� Gi = Dxg|xi

�
���
 �	
 1�
������

�� f ��� g 
������
� �� x = xi� ��� �	
�
 x0 = x(t0) �� �	
 ������� ����
 �� Σ� ������������

�	
 ���
���������� �� �	
 ������
�� ���� �� Σ ��� 
�
	 i� ��
 ������� � �
� �� ���
����
�

����
�� ���
� ��

�+�,2� Σi :
d
dt

(
gi +Gi(x− xi)

)
= fi + Fi(x− xi) +Biu

���	 Bi = B(xi)� �	
�� �� ������������� �� �	
 �������� ����
� Σ �� 
������
�
� ����

�	
�
 ���
���������� �� � �
��	�
� 
����������

�+�,3�
d

dt

( s−1∑
i=0

wi(x)
(
gi +Gi(x− xi)

))
=

s−1∑
i=0

wi(x)
(
fi + Fi(x− xi) +Biu

)
,

�	
�
 �	
 �
��	�� wi ��
 ��
� �� �
���� �	
 ���
����
� ���
�� Σi �� ��� �4 �
�
�����

�� �	
 ���
��������� ����� xi �� �	�
	 �	
 
���
�� ����
 x �� 
���
��� �	
 �
��	�� ��



�����
�
� �
��#����
� ����
�����
 ��� ���������� �	
 
��������
∑s−1

i=0 wi(x(t)) = 1 ���

��� t ∈ T � �	
�
���
� �	�� 
���������� �� �������



�� �� �����	
����

��� ���� ���� 	� ��� 
���
�	�� �� ��� ������� Σi ��
 ��� i �� �����	�� � ��	����� ���

������ ��
 �	���
 ���������� �����	�� ���� n×k �
���
�	�� ���
	
�� V,W ���� ��
����

���� 
�������� � 
���
�� ��
�	�� �� ��� !" 	� �	��� ��

d

dt

( s−1∑
i=0

wi(V z)
(
W ∗gi +W ∗Gi(V z − xi)

))
=��� #"

s−1∑
i=0

wi(V z)
(
W ∗fi +W ∗Fi(V z − xi) +W ∗Biu

)
.

$� �
��
 �� ��
���
 
���
� ��� 
�������	���� 
��� �� �������	�� %�	��� ���
�	��� ����

��	�� ������ �� n&�	����	���� ������� ��� ��� ��'� � ��% ��� �� %�	��� ���
�	��� wi ����

������ ������ �� ��� 
���
�� ������ z = W ∗x 	������� ��	� �	���� ��� 
���
�� �
��


�����

��� ("

d

dt

(( s−1∑
i=0

wi(z)Ĝi

)
z + γ

)
=

( s−1∑
i=0

wi(z)F̂i

)
z + ϕ+

( s−1∑
i=0

wi(z)B̂i

)
u,

ŷ = Ĉz,

%��
�

γ = W ∗(g0 −G0x0, . . . , gs−1 −Gs−1xs−1)(w0(z), . . . , ws−1(z))
∗,

ϕ = W ∗(f0 − F0x0, . . . , fs−1 − Fs−1xs−1)(w0(z), . . . , ws−1(z))
∗,

Ĝi = W ∗GiV, F̂i = W ∗FiV, B̂i = W ∗Bi, Ĉ = CV,

��� ��
� ����
s−1∑
i=0

wi(z(t)) = 1, wi(z(t)) ≥ 0 ∀t ∈ T .

)����� ��� (" 	� 
����� ��� ���� ����	 �� Σ� 	� 	� �����*������ ������� �� Σ̂� +���

���� ��	� ������ 	� ��	�� ���������� ��� ����	���
	�	�� �
� 	��
���
�� �� ��� �����&

��������� %�	��� ���
�	��� wi� $� 	� �� �
��� 	���
���
� �� ���� ��� �������	�� ��

wi 	� z 
�������	������ �,
	��� ���� �	������������� ��� 
���
�� ������ ��� (" �
�&

�	�	�� � ���� ���
��	���	�� �� Σ� -��
�� ���	
����� ���� ��� �
 �%� �� ��� %�	���� wi

������ �� ���&.�
� �� � �	��� ������	�� �� ��� ���	���� �	���
	.�� 
���
�� ������ Σ̂j


�

������	�� �� �	�� ����� zj = W ∗xj %�	
� 	� ���
��� �� ��� 
������ ����� z = W ∗x�

/�	��� ���
�	��� ���� �
���� �� %�
' �0�
�	���� 	� 1���2 �
� �	��� ��

wi(z) = w̃i(z)/S(z), i = 0, . . . , s− 1,

%��
� w̃i = e−βdi/md � S(z) =
∑s−1

j=0 w̃j(z)� di = ‖z − zi‖2� ��� md 	� ��� �	�	��� ��

��� ��� di� ��� ��
��
 ��� ����	�	��" 
������� β� ��� �����
 ��� %�	���� wi 
����� �
��

≈ 0 �� ≈ 1 �� zi ��
���� ��� ����� 
������ �� z� ��� ��
' �� ≈ 0� 	� ������
 ����� zk�

k �= i� 	� 
����
 �� z� ��	� ���	����� ��� ��
� ���
�
���������� 	� ��� �3/4 ���
��
��

��������� 	� � ��
	
� ������ Σ̂ 	� ��� �	�
�%	��&�	���
 ��� �� ��� %�	���� wi ��	�� ��	��

������ ���
�	���� 5�
 ������
 β� ��� ������ �� ��� %�	���� �
� 
����
 ����
������

���� ������ ��� 	
� �� 
����� ������
 ���� �� ������	���� ��� ������� ��������� �
 �����
��� �	�

��
� ������
�� ������
 
	�� �
 �������� ��	������� ��� �� ���
����������
��� ���	� �� β = 25 ������ �� �� ��� 	��� �� ������



���� ����� �	��	 	��
��
�� ��

�� �� ������� 	��
���� ��� �

 ��� ����	���	��
� �
���� xi 	�� ��������� �
� �

 ��
�����
�

�	��� V,W 	�� �
���������� �
� ����� 
� ���� 	�� �
�� ���	���� �
�� ��	� �	�� �
���

Σi �� ���� ! 	�� ��� ������� �"��#	����� Σ̂ ��
#��� 	� 	��"�	�� 	���
$��	��
� 
% Σ


��� �� 	 ����	�� ���&��
��

� 	�
��� xi� ���� %
� ‖x − xi‖ < ε = ε(xi)� '
 	#
�� ���

#��� ���(����� 
� ��%�	����� �
#����& 
% ��� ������ ��	�� ��	�� �� ���� ��	�� �	������ �� ��

�����	� )�
#���� 
��� �
����) 
��� 	�
�& ��� �������� �����	�
�� x(·) �
�����
����&

�
 ��� �$�� �������� ���
� u(·)� '
 	����#� ����� 	 ���&�� �����	��
� 
% ��� 
��&��	�

������ Σ �� ���%
���� �� 
���� ��� ����	���	��
� �
���� xi 	� 
��� 	� ��� �
�����
����&

����	����� �
���� Σi 	�� �$��	���� 	� %
��

��

�*! ����	���� Σ �� ��� �����	� ��	�� x0 = x(t0)� �����	���� i = 0
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���!#" Σ : A(s, p)x(s) = b(u(s), s, p), s ∈ C,
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� �������
� �������� s� %������	 p �� ��� ��
��� �� ��
����
 ����
�&

���� ���	 �� ����� �� ��������	 x(s) ��� u(s) ������ ��� �����
� ��������
� �� ��� �����


��������� x(t)	 x ∈ X = { x : T → R
n }	 ��� ��� ����� u(t)	 u ∈ U = { u : T → R

m }�
%�� ������ y �� ����� �� � ������ 
�
�������� �� ��� �����
 ��������� x ��� �� ���

�
������� ��� ��� ��������� 
��������������

�� '���(	 ��)��*� ��������
 �� �������� �
������� �� � ���� ����	 ��� ���
 �� �������� ��

�� ������� ���
 � 
����$ ����� �� ��� ����	�����
 �� +���� %�� �������� ỹ �� ��� ���������
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�
����� ��� 
�
����� �� ��� �������
� �������� y �� 
������ �������
� �������

�� ��� �	����� ���	�� �� ����� ��� 
��������	

εN,��� =

∣∣∣∣‖ỹ‖ − ‖y‖
‖y‖

∣∣∣∣ , εN,��� = | arg ỹ − arg y|,
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∑
ai(p)s

i∑
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F (x, ẋ, y, t; u, p) = 0 ���� ����
��
 ���������� p� ���	� u� 
	��	� y� ��� �������� �����

����� x = (x1, . . . , xn)�  ��	�� ���� 
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� ��� �(	���
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�����
����� ����� �� ��� ���������

����� ������	�
 �� �
�����
� �������
� ��� ��� �	������ ���
 	� ������	��� �	��
	�
 ��� �	��� �� �����
�

�	
���������� ��� ��� ��� �� ���������� 	� ������	�
� ��
����	����� �� � ��
 �	���	�� ������� ���

�������	��� ����	�
��
 ��� ��

 ���
 ��� ���


��
� ��	�� ��� �	������ �
����� ��� 	
 

�
�	�
��� ��

��� ��� �� ��

 ���
�����	�� �� ���� �����



���� ����� �	��	 	��
��
�� ��

��������	 ��
 �� 

������ ��� �������� ���� 
����	 x1�

F :

⎛⎜⎜⎝
· · ·

0 = x1 − f(x1; p)

0 = g(x; p)

· · ·

⎞⎟⎟⎠ ⇒ G :

⎛⎝ · · ·
0 = g(f(x1), x1; p)

· · ·

⎞⎠ ,

���
� x1 = (x2, . . . , xn)� ������	��� ���	 �����
 �	 �������������� ������ ����
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�

f(xi; p) =

⎧⎨⎩
f1(xi; p), xi < a

f2(xi; p), a ≤ xi ≤ b

f3(xi; p), xi > b

⇒ f(xi; p) = f2(xi; p) ��
 ��� xi.

�� ���	 ��	�� f �	 �� �� ���	�
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 �� �� ���	� ��� ��
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��������� �������� ���
� ��� j �� �������� Fj �� F �	 � 	�� �� ��
�	 ϑi ��
 ���
� ���

k �� ��
� ϑk �	 ��������
� 	���	 ��� �
������� �� ���	 ����������

Fj :

Nj∑
i=1

ϑi(x; p) = 0 ⇒ Gj :

Nj∑
i=1, i �=k

ϑi(x̃; p) = 0.
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�� F(·)$

E��ẋ�� = A��x�� +B��(v1, uext = V1)
T ,

i1 = C��x��,
�%�&�

E��ẋ��=A��x�� +B��v8,

i8=C��x��,
�%�%�

E��ẋ��=A��x�� +B��v9,

i9=C��x��,
�%�'�

��	 �����
�� ���� ��
 ����
��� i6, i7 	��
��
	 �
���	� ��
 ���
��
� 
� ������

0 = F���(x���, ẋ���, y���, t; u���, p���),�%�(�

0 = F����(x����, ẋ����, y����, t; u����, p����),�%�)�

��
�
 u��� = (i6, i7, i9)
T ��	 y��� = (v6, v7, v9)

T ��	 ��
�
 u���� = (i1, i8, v6, v7)
T ��	

y���� = (v1, v8,−i6,−i7, yext = V $5)T � *
�
 ���� ��
 ��
��
 
� ��
 ���
���� ������ ��	


������ 
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 ��
 ����������� �� �
� �
���
�
�� ���������� ��� ��
�
 ��
 ����
�� 	��
�
��

��
��
� �
�����
� +
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� i6 ��	 v6 ��
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���
 �� ��
 ����� ��	 
�����

�
��
�� 
� ����� �� ��
� ��
 ���
�����"
	 �� ��
 ����� ��	 
����� �
��
�� 
� ������ ��

�
���

-
� ��
 ����� ��	 
����� ����
�� u ��	 y �
����� ��
 �������	 ������ ��	 
������ uj ��	

yj �� �
��
�
���� �����"��" ��
� �� ���
�	���
 ���� ��
 
�	
���"

���� ��� ��� ���� �����


� ��
 ������������ ��
�

u =
(
(v1, V1)

T , v8, v9, (i6, i7, i9)
T , (i1, i8, v6, v7)

T
)T

,

y =
(
i1, i8, i9, (v6, v7, v9)

T , (v1, v8,−i6,−i7, V $5)T
)T

,
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	� �
�����

��� �����	
� �����	�
� 
���	��� 	
 ����� ��� �	��
 �� ��� ������ ��

K =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

H =
[

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
]T

,

R =
[

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
]
,

	���

u = Ky +Huext, yext = Ry.
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����	�� �
� 
��� ���
 30 ����� ��� ��
����� ��� �
	����������� ���� ���
 ����	����

&������� #
�� ������'� �
 )������ * "� "�
� �� ����� ��� 
����
�����	
� ��������

�� +,- �� ����� ������	��� �	���	���

.�� �	
��	�	�� ��
�	��� �
 ������	��� �	���	� Σ "�	�� 	� �	�	��� �
�� 	
�� �"� ����	���	��

P �
� Q �.	���� ��/�� P �
� Q ��
�� ��� 
���� "	�� ������� ����
�	��� v1, . . . , vm "����

m 	� ��� 
�
��� �� "	��� ��

���	
� ��� �"� 
����� �� Σ� !�����	
� �� ��� 0	�����1
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Σ

P Q

v1

vm

iP1

iPm

iQ1

iQm

���
���

���

������ ��	� ���������	
� 
� � �	
��	� Σ 	��
 ��
 ����	
��	�� ����

�

�� P ��� Q�

���� ������ 
�� 
��	
���� ���

����� iPj + iQj = 0, j = 1, . . . , m.

�
�	
���� 
�� ���� �� �
���� Σ �� ��� ���
�� �
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�
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���� iP1, . . . , iPm ��� iQ1, . . . , iQm� "�	� 	� �
�� �
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������������� ����	�� ��� �	�� �������� �� ���� ������ �� ���� ���� ���������	 �����


������ ����� ��� ����������� ������ �� ��������� ��� ����� ���� ������� ��� ���� �

������� ����	� �� � �� 	��� ����	�!���� ���� ��� �������� ������� ����	
 ��� �������

������� �� ���	���� ���
�����������	 ����������� "������� �� ��� �������	 ������� ����

���	�� ��
��� ������� ����	
 ��  ��� 	�� ����	�!���� �� ���� ���� ���� �� ��� ����	


���� ����	� �� ��� ��	� �� � � ���� 	� �	 �� ��������� ���� ����� �� ���  ��� ������

������ ������� ����� �!��������� ��� ��� �� ����	���� ����� � 	�� ������ ���� ��� �������	

�������

���� �����	��
� �
	����

#�� �� ����� ���� � ���� ����� �!���	� ��� �������� ��� ����������	
���	�
�� �������

���������� �� ��� ��� ���� �������� ����� �� ����� �� $����� %�&� ���  �	���� �������

��� ��� ��� ������ ���  �	���� ����	� ��� ��� ���	�
�� �������� ������� ���  �	����

��������� �� ��� ������ �� ��
��� ��� ������ ��� ������ �� �� �� �� ���  �	����


��������	 �� ���� 5� ������� �� ����� ��� ����� ������� ��� ��������� �� ��� ���������

������� ����������  �� ����� ������������ 	����� ��� ����� � ��������'�� (�) ����	 ��

��� ��	���������
 ��������
 *+�,-. ���� ���� ,+ ���� 20 	��� �������� ���� �� �����

/� ��� ��		����� ������������ �� ������� 
�������� ���	������ �����	�� ���������� �����

����� ���� ��� ��� ���� ������� �� ������ ��� ����������	 ���	�
�� ��� ������� ���

����	���� ����	�
�� ������ �� ��� ����	 �������� �� �������� ��� ������ ������� �������

������ ��� ��������� ���� �������� �� ��		 ��� ����� �������� �� ��� ����	�� ���������

��� ��������� �!�	������ ��� ����� � 	���� ��������	 �� ���� � ����	�
�� ����	� �� 	����

����	�!��� ��� �� ��	� � �������� �� ��� ������������	 �����

������ �������� ��������
 �� ��� �
���� �������� 0���� 123 �� ����  �	����

�����	����� �� ��� �� ��� ���������� ������ �� ��������� ��� ��� ��������� ������� ���� ����

�� ������ 167 ��������� ���� � ����	 ������ �� 645 ������ $�� ��� ����� ��� �� ������ �

����
�� �  �	���� �!�������� u0 ���� � ��������� �� 24 ��� � ��������� �� 1055'� ���

����	�  �	����� ��� ��� ��� ��� 124 ��� −124� �������� �	��
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������ �������� �������
 10� ������� ������ ���	�� �
� ����������

���
 ����� �����

�� ����
 �
� �������� ��������� ���
������ 	�� ��������� ������� ��������� �� �������

�� ���� ��� ���������
 �� ����� �	 2�� 	�� �
� ������ ���� �� ������ �
� ������ ������! ��

������ � ������ ���������
 �	 124 ��������� ���
 425 ����� �� ������ "�� �
� ���������! �

	�� 
���� ��� �������! �� �
��
 ���� �
�� 95� �	 �
�� ���� �� ����� 	�� �
� �����������

�	 �
� ��������� ���� ���#��
�� ��� ������� $�%�& 	�� ���� ��	�������� ����� �
� ���#��


�	 ������ "�
��� $�� �
��� �
� �������� ��� �
� ����� �	 �
�� ������� ������ �� ����������

�� �
� �������� �	 �
� ���
���� ���! ���� �
� ��	������ ��������� '�������
 �� �
��� (
����!

�
� ������� ������ ���
 ���� ����� 1� ����� �� � )��� �������� ��������������

*	 �� ����� �� ����� �	 10� 	�� �
� ��������� ������� �	 ���� 2�! �� ������ 44 ���������

���
 � ����� �	 284 ������ �
� ���� ������ �� ������ �
� ���� ������� �	 �
� ���#��


����������� ��������� ���)�� +���)��! �
� ������� ���������� �	 �
� ��������� 
��

���� ��
��)�� �� �
� ������� �	 �������� ��	� "�
��� $�%��

������ ����	
���
	
 	� ��� �
������
��� ���������� ,
�� 
������ �	 �� ��#�

�� -�������)�- �������������� �	 �
� 
������
� ���� �������. �
���	���! �������� �������

�x% ����� ���� ����� x
100 �	 
�� �����
� �����

�� �	 
�� ��	������ ���

���� ���������� �� 
��

��
��� 
��� ��
����� T = [t0, t1] �	 
�� ���������
x

100 · supt∈[t0,t1] ‖yF (t)‖� ���� ����� �� ����
��� 
����

�� ����� 	
��
��� ����� �� ����� �� ���
��� ����

���� ����

�
����  ��� ���	����� �� � !
�� "
�� #��� $%�&'  �
� &�% ()* ��� +� ,- ./(�
�0�
� 
��
  � 
�� 	
�� ���
��
���� 	�� 
�� ���1��� �	 
�� 
����� ���� 
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���������	 �������� �� ������� 	���	 �� ����� �� ��
�� ����������� ������ ��� ����������	

���	�
��� ��� ����������	 
��� �� ����������� Q1� Q2 �������� ���� ���� ��������� �� ���

����� ��� �� ��� ����� ���� �� ������  � ���� � ���������� !����"� ��� ������� 
�����

�� ��� 	���� ����� ��
��� !���"� ��� ����� ������������ 	���� �� ��� ����	� ���� �����

����������� !��"� !��"� ��� !��"� ��� 
��		� ����� ��� ��� ������� �� ��� 	����

#� ��������� ������� �� ����� ���� $%# �� ��� �� ��� ���������� �&������� ��� ��� ������

�������� ��� ��������� ����������� �� 	���� ����� ��� ������ �������� �&������� ���� �����

����� ���� �������� ������������ '�� �� ��� 
�� ����������� ��� ���������� ��� �� ����

��� ��������� ����������� �� ������� 	���	 ��� �� ����������� ���� ��� ���������� ��� ��

�&������� ��� ��� ����������� ��� �� ������� ��������	�� (��� �� ���� ��		����� ��� �����

���� )������ *� � �� ����� ����������� �� ����� �� )������  �+�

��� ��� ��������� �� ��� ����� ������������ 	����� �� �����	��� ��� ���������� 	����� ������

�� �&������� ���� ����� ����� �����	����� ��� ���	� #���	��,� �	������� !��� )������

+�-�.�-"� ��� ���� ��� ������������ 	���� !��	�" �� ������� ��	� ��� ����� (��� ��������

��/����� �������� ����� ����� ��� ��� ��� ��� �0 �������� ��� ��� ������������ 	���

!��" ����� �� ��������� �� ��� ����� ��	���� ��� �� ������� ����� ����� �� ��� #���	��

���������� )��� ����������� ���� � ������ ������ �� ��������� ����� ���� ���� ��� ����

�� ���������	 �������� �� ���������� �� ��� ��1� �� ��� 	����� ������ �� ������ �������	

��� � ������ �� ���������� ������ ���� 
��� ��� �� ��� ���������	 �&������� ��� ������	��

��� �������	 ���� ����		���� �� ���� ��� ������ ��� ������������ 	��� ���������� ����

50 ���� �� 8 ����� 4 �&��������

(�� ���������� ������������� �� !���" ��� !����" ��� ������� �����	���		� ����� ���

���	����� ������&��� ���� )������ +�-�+�+� ��� ���� ����� ���������� � 22 ����� �����

�� ���������� ��� �� ������� �	���� �� ������� ����������� �� �� �		�� 102 ����� ��������

%��� ���� ����� ����� ������ ��� ��� 	������� ��� ����� �� ��� ������ �������,� ������ ����

�� ��� ����� ��	���� ����� ��	� ��� ����	� ���������� ��� ������� !��� )������  �+ ���

#	�������  �. ��� ������� �����	�"� 3� ���� �� ��� ������� ������ ���������� ��� �����	��

����	�
������ ���	�� 9 ������� �� 16 �&������� ���� � ����	 ������ �� 20 ������� �� 59

������ ��� ��� ��������� ���� ��� ����������	 ����� �� ������ � ������� ������ ���� 13

������� �� 22 �&������� ��� 50 ������� �� 91 ����� �� ����	� %��� ���� �		 ����� ����������

��� �������� ������ ��������
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������� �������� �
� ������� 
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� ��� ��

 ����� !�"� #����
� �	 167 �$�
����� 
�� 
 ���
� ������ �	 645 ������ %� ���� 

�� 62

�$�
����� %��
 252 ����� 
������
��� �
� ����� �	 �
� ������� ������ ������ ����
���

�� �
� ��	������ �������� �	 �
� ������
� ��� �� 
����&��
���� 8%�

� 
��
�� ���������
� ���'������ ��
�� ���
���� �� �
� ������� ����
���� �������� ����


����
�� ���������� ��� �	 ������ 
��� ��
�� �� �
���� �������� #	� 	�� �&
����� %� ���	���

��� ������� ����
���� ����� �� ������ �
� ��������� ������������� �� ���� �����
� �	 ����

�
���� %� �
� 	���
�� ������� ��� ������� (� �
�� ���
�� 
 �
&���� ����� �	 �
� ������

������� ������ �	 
����&��
���� 2% � ����� !�)�� *�%����� �� �

� �
�� �
� �������

������ ������ �������� �	 66 �$�
����� 
�� 
 ���
� ������ �	 396 ������

������ �����	
���
 �� ������
� �
����� #� ����� �� �
��+ %
��
�� �
� ���������

����� ���
���� �� �
� 
���
��
��
� ��������� 
����
�
 %��+� ��� 
��� 	�� ��
�� ������� %�


���� 
 ����� %
�� u1 %��
 
 �
������� �	 2,� 
 ��� u2 �	 �
��� ������ %��
 �
��������

�	 1,� 2,� 
�� 3,� ������������� 
�� 
 ��� �	 �
��� ���� 	��������

u3(t) := 2 · sin(2π · 105 · t) + 2 · sin(2π · 2 · 105 · t) + 1 · sin(2π · 5 · 105 · t)
�� ��� �
� ��
�
� �	 �
��� 	�������� 
�� �
�%� ��  ����� !�- �� �
� ���� ������
�

[ 0 s, 10−5 s ]�
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���� � ����	
�� 	�� ��
������� ���������� ��

������ ����� ������	�� �	
��	
 ��	�� �	
��	


	
������� 167 124 44 66 62

�	��� 645 425 284 396 252

��	���� 	���� 2� 10� ∼ 2� ∼ 8�

�����
� ��	�� �5�1� �3�1�

���	 ����� �	� ����� ������ �	���
�

���������� �	��������	
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ỹ�


� ��� ���������� �� ��$�� ��� 	��	������� �� � 	��������� T �� ��� ������ ������� Σ �	

� ������ �� ��
��	 ���������� ��������� ����������� ��� ��� ��	������ ����� �� ��� 
��%

������ ������ 	�	���� &�� 	��
������� �� ���� ��� ��	������	� ������� 	���������
 ���

��� �����	
������ ��	������� 	��
�
�	�
 ��	�� �� ��������	 ��� ������ ���� �� ����

	��
�� �� T �

���������� ���� �	� Σ = ( { Ti | i = 1, . . . , m }, S ) �	 �� 	�	������� ������� �� ���	�����

�	��	
 
���������
 Ti ����	��	
 �� � 
�������	 S� �	� �����	� T �	 ��	 �� ��	 
���������


�� Σ� ��	 ����������� �	 T �� Σ �
 ��	 �	����

���'� sT =
(
(r1, E(y, yT ;r1)), . . . , (rmT
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������ �������� 	�	����� ỹ = A(Σ̃, u) �� ��� �� �	� ������� ������ Σ̃ 	�� 	������� ����

	�� ��������� ���� ���� 	���� 	 ����� ������� �� ��������� ���������� �� �%������� $� �	��

��� ����� ����� �� ����� ��� ����	��� �� �	� �������� ���� ��� ��%� ������� �� ���������

����������� ��������� ������� 	�� ���������� �� ��� ������� ������� �	�� �� �� ��&�����

	�� �� �	� �� �� ���������� ��� ������� ���������
�

������� ���	 ��� ������� ������������ �� ��
������ ��� �� ��� ��� �� ���
�����	� �����

��	���� ��������
 ��� ���	 �� ��� �����	�� �����
 ����'� ��������� �� !������ ��"�(� ���� 



��� �� ����	�
��
	� �
��� 
���� ����
��
�

�� ������ �� �		
������� 
�������
≈
y≈ ỹ ��
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circuit netlist

hierarchical netlist

choose reduction methods
for subsystems

reduce subsystems
separately

sensitivity analysis

subsystem ranking

replace subsystem in circuit
by reduced model according

to subsystem ranking

error analysis

reduced
entire system

delete entry in subsystem list

error okay?

higher degree
of reduction?
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reset

no

yes

no
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��� ��	
��	 �
���� ������ �������	 �� ����� ��	��� ��
����� �� 159 ��
����
� �
	 560

����� �
 ����� 0� ��� ���� ����� �� ��� ���
�����
 ��� ∼23.7 � �
	 ��� ����� ����
��	 ��

��� 
�� ����� �

����
 �
	 �������	 �� ��� �����
�� �
��
� ���� �� 0.0335% ����  ��
��

���!��

"��� �
 ����� ��!# ���� �� ��� ��	
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�� ���� �� �� �����
�����  �� �$�����#

����	�
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� ��� ��������� �
�� ����

��

(
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���
���	
�� "�����
� � 10% ����� ��
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 ����� 0� ��� ���
�� �� � ���	 �����$������


�� ��� �����*��/� �
��
� ����# ���  ��
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 ∼9.5 �
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��� 	� � ������� ���� 8 ������	
� ��� ����
	� 8384 � �������� �32
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��� ����	�	�� 
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�� �������	 ��������� �	
�� �
���	 �
� ���
����� ��������� �
��� �� ������ ��� ��� ����

�� ������ ������� ������� ��� ���
 �
����� �� �
� ����� �
������� ��� �
� L2����� �����

�
������ �
� ���
����	 ������ �� �������� �� �
� �
��������

��� !" ������������������	� 
��		" = �#$� ���	�� #%� # &� #�� # &� #�".

��� �������� 145 �'
������ ��� 407 ������ �
� ����
�������� ���� ��� � ���
������

�� ∼15.8 � ��� �
� ����� �� ���� �� 6.9893%� ��� �
� ��� ����� �
������� �� ������ �

�
������� ���(	
������

��� %" ������������������	� 
��		" = �#!� #�� # � ���	�� #�� ���	�� #!".

�
� ������������	 ������ ������ �������� �� 156 �'
������ ��� 527 ����� �� ����� 0� ��

�
� ����������� �� �
�� ���� �� ���
�� ������ �
� ���
������ �� �
� ������ ����� ∼20.0 �

��� �
� ����� �� ���� �� 0.0335%� �
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��
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������ �
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��+ �� �
� �
����

�� �'
������ ��� ����� �� �
� �
������� ����������� ,���
�� ����������� �� ����
�� �
��

���� ���� �
� ������ ���
����� ������� �� �
� ������������� �� �
� �
���� �� �'
������

��� ����� �
���	 �
� ���
� �� �
� ������� ����� ���� �
� �
������� �������������� -� �

���
��� �
������� ��������� ��
��� � 
�	
�� �
���� �� ����� �� �'
������ �
�� �
���

����������� �� �
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�
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��

�
� ������ ���
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��� ��� %" �� ��� ���
���� ������� �
�" �� #�2$� ���
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���� ����� ����� ����	 ε��� ≤ 90% �� sw

�� �������	� #����� �� ��� ������
� 	��������� ���
����� �� ���������� !���"� ����� 
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� 10%� '������������ �� ��� �� ����
�� !���"

�� 
 ��	���	 
�	�� ���������	��� �� 
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	� ������� �������� �� 	������
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Eẋ(t) = Ax(t) + Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t).
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l1Δl2 := (l1 ∪ l2) \ (l1 ∩ l2).
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���	�� �
 ��
� ���� ��� �

� 	� G ��� �� �
	���� �� � �	���
 �
��	���	
� 
� ���

����������� �

��� 0
 ��� l �� � �

� 	� G ��� ��� f1, . . . , fm �� ��� �	�. �
������

�
���	��� 	� l ���	��� ���

�
	��� �
�� �
������� 1�� l1, . . . , lm �� ��� ����������� �

��

���� �
� ��&��� �� f1, . . . , fm ��� ��� l̃ = l1Δ . . .Δlm� 2� ���� �
 ��
� ���� l = l̃�

0	��� ��� �	�. �
������ 
� l �
� �
���	��� 	� l̃ �� ����� lΔl̃ ��� 
��� �
��	�� 
� �
�� �
������
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� � ����

 ����� ���

� �

� ����
� �� ��	�� 
��� �� �
�� �
������� lΔl̃ ���� �� )�

� ��	�� 	� �/�	������ �


l = l̃� �

������� ��
� ��	 G = (V,E) �� � ������	�� ��� �����	�� ����� ��	� n := |V | ����

v ∈ V ��� b := |E| ≥ n−1 �������
 e ∈ E� ��� 	�� �������	��� ����
 ��������� ��	���

Aa� ��� ��
 rank(Aa) = n− 1�

���



��� �� ����	
� ���	



������ ������ ���� ��� �	
� 	� Aa �	����
	�� �	 ��� �	��� ��� ��� �	����� �	����
	��

�	 ��� �������� 	� G� ������ Aa �� �� n × b������� 
��� ������� 	�� ����� ����� �	 1

��� 	�� ����� ����� �	 −1 �� ���� �	����� ������ ��� ��� 	� ��� ��� �	
� �� ���	� ����


�	��� ���� ��� �	
� ��� �������� ��
������ ���� ������	��� rank(Aa) < n�

�	
 �	������ � �
������ ���� T 	� G 
��� n− 1 �������� e1, . . . , en−1 �	�������� ��� n

�	��� 	� G�  	� ���� ������ e = (u, v) �� G ����� ������ � 
��� ��	� u �	 v �� T �����

≤ n− 1 ��������� ����� e �� � ������ �	�������	� 	� ��� �������� e1, . . . , en−1�

!� 	�� ������ 	�� 	�� 	� ��� �������� �� T � ��� ek = (u, v)� ��� �	 ��� �	����������� �����

������ � ������ e �� G " ���� ek ������ " 
���� �� �	 ������ �	�������	� 	� ��� ��������

e1, . . . , ek−1, ek+1, . . . , en−1� #����
���� ��� �	���� T 
	��� ���� ��� �		
�� 
���� �� �

�	���������	�� ����� e1, . . . , en−1 	� ��� �	����
	����� �	����� �� Aa �	�� � �������

���������� ������� !� �	��	
� ���� rank(Aa) = n− 1� �

������� ���� ��� ������� �	�
� ��������� 

���� A 
�� ��� ��
���	�� BT 	� ���

������� �		� ��������� 

���� �	�
 
� ��
�� �
�� 	� 

������� ����

A ·BT = 0 
�� rank(A) + rank(BT ) = b.

���	
� �� ������ ��� ���	�� �	�����	� �	� ��������� 	� A ��� BT �� �������� �����

rankA = n− 1 ��� rankBT = rankB = b− n + 1� ����� rankA+ rankBT = b�

!� 	���� �	 ��	
 ���� A · BT = 0� �	������ ��� i��� �	
 	� A �	����
	����� �	 �	�� vi
��� ��� j��� �	���� 	� BT � 
���� �	����
	��� �	 ��� j��� ����������� �		
 lj� lj ������

�	������ �	 ������ ���� ��� �� 	����� 	� �������� vi� 	� ������� �
	 ���� ��������� !�

��� $��� ����� ��� ������ 
�	���� 	� ��� �	����
	����� �	
 ��� �	���� �� A ��� BT

�� ���	� !� ��� ������ ����� 	�� ��� �	 ����������� �	�� ������������ 	� lj ��� ��� �
	

���	���� ��������� ����� ���� 	�� 	� ���� ������ ��� �� �������� �� ��� ���� 	� ���

	

	���� �������	� �� lj �

#�� $����� ����$�� ���� �� ��� 	� ����� ����� ��� ������ 
�	���� 	� ��� �	����
	�����

�	
 ��� �	���� �� ���	� ������ A · BT = 0� �
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� �� ��� �	��
���	� ���� � ��� ����
� �������	� �� 
	����� ���������

�� ����	��� �� ��� ����� ����
� �	�
� �� ��� ������� ���� � ��� 
	� ������� ����� ���

�	�
�� �� �������� ����
� �� ��
����	���� �	�
� ��� �������������� 	�� ���	��� �������� ��

	� ��� ��������

��� ������������� �����	�� �	� �������� �� ���	��� �� ��� �������� �� ��� ������  � �����

���� �� ����	���� ���
���� ��	�
 ���� ��� ������� �����	� 	�� �� ����� ����	��	���� ����

	� ��� ��	�� �	�	� 	�� ������	� ��	�
 	�� ����
�� ���� ��� �������� �� ��� ��������

������� ����� ��������	����� 	�� ������� �� N+
D 	�� N−

A � ��������
���� 	�� ��� �	����

����	�
 ����� ��� ������������
 �������� 	���� 	�� ���	��� �� Ω+ #$����
����$% 	��

Ω− #$����
����$� ��� ��
���  �&%� ���� 	�� 	������ �� �� �'�� �� ��� ��������������

����� �� (������� �� ��� �������� ��������	����� 	�� ��)������� ��	��� *����� N+
D 	�� N

−
A

	�� ����������� �� ���� 	�� 
�
�� �� ��������� ��������
 ���� �� ��� �������� 
	��	���

x ∈ Rd �� ��� �������� �� ��� ������� �����	�� ����� d = 1, 2, 3 ������� �� ��� ��������


���������� N(x) := N+
D (x) − N−

A (x) �� ��� ���
���� �� �	���� ��	���� ��� ����
����

Ω− �� ��� �����	�� ����� ��� �����������	���� N−
A �� 	������� 	���� ��������	���� 	��

��	�	�������� �� N(x) < 0� +����	���� ��� ����
���� Ω+ 	�� ��������	��� �� �����

	���� ���� ��	� N(x) > 0 ������ ��� �����	���� ������� ��� �� 	�� ����
����� �����

N ��	�
�� ��� ��
�� 	�� �	���� ��� �
����	�
�

��� ������ �� ���� ��	�
� �	������ �� ����������� ��� ��� �������������,� ��������
����

"���� ����� 	���� ��� �� 
�� ��� �� ��� ��������� �� ����� ��������� 	����� ������ 	��

������ 	���� 	���	�� 	�� ��� �� ��� ����� ��������� ����� ���� ���������� ���� �	����

�������� ��������	����� �� ���� ��
	��
� 	�� ������
� ��	�
� �	������� ����� ��������� 	��

�	��
- ���� ��� ������� �����	� �� ��������	��� �����	�� ���� ��� �	�� �	��
���	� �����

��	� ����� �� 	 ������������
 �	�� �� ��� 
	����� �	�� �� ����� ��� ������
� ��	�
�

+q := +1.60218 · 10−19.� �	� �� 	���
���� .� 	��� �� ��� ������������� ��	� �	�/�

��� �� ��� 
	����� ��������� �	� 	���	�� 	� �������� �� ��� ���������� �	�� ���� 	������

	���� ����� ��� ��
����� �� ���� �������� �	� �� ����������� 	� ��� ��
����� �� 	 ����
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 ��� �������������� 	���	 ��
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 ��� �������	����
�  ��	������ �����
��� �� Ω+ �
� ���
����	 �� ��	� ������ 	�!���

�� Ω− �� �
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 �� ������"� ��� 	�!�
��� ���
�� ��

��
 �������
������� ����� ����� �� Ω−
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�� ���	 ��	

��� �������� �������� #� ���� ���������� � ���
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 �������
������ ��	 q �� ���

��������
� ���
�� ���� � ����� �
 ���
�$������� 1e := 1.60218 · 10−19��� ��� �����
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�������� 	
 ��� ������ ������� �	���������	�
 ���� ������

��
�� qDn grad(n) ��� − qDp grad(p)
[
�

�2
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	� ������	�� ��� �	���� ������������� ����� Dn ��� Dp

[
�

2

�

]
� ��� ������ ������� �����

��������� �� ������� ��� �	����� �������� �	������ 
�����	�� ��������� 	� �����	�����	�

��������� �	����� ��� �����������
 �	� �	������������ �����	�����	�� �� ������� � ���

��������� ��� �	�������� μn, μp ��� ��� ������������ Dn, Dp ��� ������� �	 ���� 	���� ��

��� �������� ���	��
��

��
!� Dn =
kT

q
μn ��� Dp =

kT

q
μp,

����� T [K] �� ��� ����������� ��� k = 8.617134 ·10−5eV/K �� ��� �	��"���� �	������


�VT := kT
q

�� ��� �����	� 

��	��
�

#���� ��� ������	������ �	������� V [V ] ��� ��� �������� $��� E ��� ������� ��

��
%� E = − grad(V ),

������� �� ��� ��� �	��������	�� ��	��� 	�� 	������ 
	� ��� ������� ��������� Jn ��� Jp

	
 ������	�� ��� �	���

Jn = −qμnn grad(V ) + qDn grad(n),��
&��

Jp = −qμpp grad(V )− qDp grad(p).��
&��

���� ��� �������� ��
[
�

�2

]
��� ������ 	� ��� ���� t ��� ��� �	����	� x ∈ Rd� d = 1, 2, 3
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 � �������� $��� �	 ��� �����	�����	�� �� ������	���

������� ��� �	 �� ��(�� ���	 ���	���� ������ �	������ ������� ��� �� ��������� 
	� �������

���� �� ���������� ��������


��� ������	�� ������� ��� ������	� ��� �	�� �	���������	�� ��� ��� �	�����	����� �������

��������� ��� ����� �� ��� �
�������� ���	��
�� ���������� �������� �	��������	� ��� ����

�	 �� �����
 �����
	��� 	�� ���

−q∂tn + div Jn = qR,��
)��

q∂tp+ div Jp = −qR,��
)��

����� R = R(x, t)
[

1
�3 �

]
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� ��������� �� �������� ���
 E � ���� �� ��� �������� �� ��� ��	�����


������ �� ������ � ��������������� ���	�������� �!������� "#�$% ��
 "#�&% ��� ��	�����


�� ��� ����
 '� ���� �!������ �������
 E �� ��� �������� ����
��� (���� ��� ����� ����
�

�� � ��	����
����� �������� �� ���������� ������ ��
 
���� ��
 �������� ���	�� �� ����


�!������ "#�)%� ��� ��� ��� ������� ���	
���

"#�*% div(−ε gradV ) = q(p− n+N),

����� N(x) = N+
D (x) − N−

A (x) 
������ ��� 
����
 ������������� 
����
��
 ���� ��

��� �������� �������� x� ε �� ��� ��������
 ���
�

���
� ����
	�
� ��� ����� �� ������� ��

����� �	����� 10−10 ��
��

�

��� ��� �� �!������� "#�$%+"#�*% ���	 ��� ����������	�
� �
�
� 
�����
�	� ���
��

����� 
�� �� ��� ,��������� ������� ����� ��� �������� ��� ��� ������������� ���������

V = V (x, t)� ��� ����
� ������� �������������� n = n(x, t) ��
 p = p(x, t)� ��
 ��� ����

���� 
�������� Jn = Jn(x, t) ��
 Jp = Jp(x, t)� (���� Jn ��
 Jp ��� 
���� �� "#�$%�

��������
 ����� �� ��� ��	�����
 �!������� ����
� � �����	 �� ��� ���	��� ��������� V �

n� ��
 p �����

-��� ���� ��� 
�����
������� 	�
�� �!������� ��� � ��� �� ��� ������
 .�/�� ����� ���
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�� ���
	�
�� 0� ���� �������� ��������� ���� �� ���� ���
 �� ��	����
�������

1�� Ω = Ω− ∪ Ω+ ⊆ Rd� d = 1, 2, 3� ���� 
����
 ��
���� Ω− ��
 Ω+ 
����� ��� d�
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�� 2�
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��
� ��� ��� ����� �� ����
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 �� Γ1 ��
 Γ2 �� 2�
��� #�3� ��
 ���������
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�� �����

Γ1

Γ2

Ω−

Ω+

������ ��	� ��� ���
��
� �� � 2�
�	�������� 	�
�� �����
��
 ���


����
 ��
���� Ω+ ��
 Ω− ��
 ��� 	���� �������� Γ1 ��
 Γ2�



��� �� ��� �	
����
��
�
�� �����

�� ������ 	�
��� 
� ΓN � ��
��� �
� ��� � 	�����
� �
��
 �� ��� 
��
	�
� ���������

∂Ω = ΓN ∪ Γ1 ∪ Γ2�

�� ��� ����� ��
������ ��� ����� ������ ��
������ ���������

����� n(x, t)− p(x, t)−N(x) = 0 ��� x ∈ Γ1 ∪ Γ2 �
	 ��� ��� t.

 � ��
��	�� ��� ����� ��
����� �� 
� ������ ���� ���� ���� � ���� ���� 	���
� �� ������

��������� !���� ���� ����� �������
�� ��
	�
� �� "���� �
� ���

���#� n · p = n2
i ��� x ∈ Γ1 ∪ Γ2 �
	 ��� ��� t

���� ��� ������	�
 
��
��������� ni = ni(x)
[

1
�3

]
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�� ni 	���
	� �
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��	�� ��� ������ �� 
� �
 ������� �%����
����� !��� ���
� ���� ���

������	 �������� �
	� ����� ���� ��� �����
�� ��� ��
��	���	 
�� �� 
� ��� ������ ��
���

���
� ��� ���� ��� �%�����
�� �
� ������ �
���
� ��� ����

��� �������� 
��������	 ��� n

�
	 p

n(x, t) = n(x) =
1

2

(√
N2(x) + 4n2

i (x) +N(x)

)
,���&'��

p(x, t) = p(x) =
1

2

(√
N2(x) + 4n2

i (x)−N(x)

)
���&'
�

�� ��� ����� ��
������ ���� x ∈ Γ1 ∪ Γ2� �
	 ��� ��� t� !�� ������������� ����
���� V ��

��� ����� ��
����� �� ����
 
�

���&&� V (x, t) = V��(t) + V��(x) ��� x ∈ Γ1 ∪ Γ2,

����� V��(x) = VT · ln
(

n(x)
ni(x)

)
= −VT · ln

(
p(x)
ni(x)

)
� x ∈ Γ1 ∪ Γ2� �� ��� ��(�����	 ��������

������� �
	 V�� �� ��� ������	 ������� ����
����� ��
��� ��� 
��
	��� ������ �� n� p� �
	

V ��� ��� 	��	�)� ����� ��
����� ��� ����
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	 ���&&��

 � ���� ��
��	�� ��� �
������
� ������� �������� ����	� ΓN �� ��� 	��	� �� 
� �	����

���� ���� ����� �� 
� �����
� *�� �
	 � "��� �������� +��	 �
 ��� 
����� 	�������
 �� ΓN

�,����� ��-�� !��� �� �����
��	 ��� 
� ��� �%�����
�

Jn(x, t) · ν = 0,���&.��

Jp(x, t) · ν = 0,���&.
�

grad(V ) · ν = 0,���&.��

����� x ∈ ΓN �
	 ν �� ��� �
�� ������	 
����� ������ �
 ��� /����

 
��
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� �����

ΓN � !�� �%�����
� ��� �
���
�	 �� �������0 !�� �����
� I �����
� ��� 	��	� �� ΓN ��

����
 
�

I =

∫
ΓN

(Jn + Jp − ε ∂t gradV ) · ν dγ,

���� ����� �	 ni 
� �
�

�� �� ���� ����������� 
� ������
������ �	 ��� ����� �	 ����
���� 1011 
�−3�
����� ��� 
����� ������� �����
�� ������ �
�
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���
��� �	 ��� ���
�������
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E

Γ1

Γ2

ΓN

ΓN

ΓN

������ ��	� ��� �������	�
��� ���
 E ������� ��� ��� ����
��	 �� 



��
�� ���� E = − grad(V ) 
�
 ν ����
� �� ΓN � ��� �
	 grad(V ) · ν = 0�

����� Jn 
�
 Jp 
�� ��� ������� 
��	����	 �� ��������	 
�
 ����	� ��	���������� 
�


ε ∂tE = −ε ∂t gradV �	 ��� 
�	��
������ ������� 
��	��� ����� �	 
�� �� ��� ��������

	�
��� �������
� V � ����� ΓN �	 
� ��	��
��� 
� 
�� ����� 
�
 ���������� ��� �������

���� �
		��� �������� ��� �
	∫
γN

Jn · ν dγ =

∫
γN

Jp · ν dγ =

∫
γN

−ε∂t gradV · ν dγ = 0

��� 
�� γN ⊆ ΓN 
�����
�� 	�
��� ���	 ��
��� ����
	 ���� !�

"������� ��� �����
� �
���	 �� ��� ��
��� �
����� ��������
����	 n 
�
 p 
�� ���	�����
�

n(x, t0) = n����(x),����#
!

p(x, t0) = p����(x),����#�!

����� x ∈ Ω �	 ��� ��	����� �� ��� �������� �� ��� 	������
����� 
�
 t0 �	 ��� �����
� �����

��� ������ �����
������

�� �
��� ������� ��� ��� 
��
� �	 ���� ����� �� ��� 
�����
�$�	���

�%�
����	 ���&! ' ���(!� ��� ����

�� ���
�����	 ��� ��� ��
��� �
����� ��������
����	
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 ��� �������	�
��� �������
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� ��� )���� ����
��	 ����*! 
�
 �����! 
�
 ���	� ��� ���

������� 
��	����	 
�
 ��� �������	�
��� �������
� 
� ��� ��	��
���� �
��	 �� ��� 	�������


����� ���� !� 
�
 ��
��� ��� �����
� �
���	 ��� ��� ��
��� �
����� ��������
����	 ����#!


� �����
� ���� t0�

���� �����	
� ��
�	
	�
�

���	 	������ 	���	 ��� �� ������ ��� ������ �����
������

�� �
��� ������� ���� ���

���
����� ������+ �%�
����	�

,�� Γj� j = 1, 2� �� ��� ���
� �)����! ����
��	 �� ��� 
��
� 
	 	���� �� "����� ��#� ����

��� ������� ij ������� ��� 
��
� 
�
 -����� ������� Γj ���	�	�	 �� ����� ���������	�

	���� ����� 
�� ��� �������	 �� ��������	 
�
 ����	 
�
 ��� 
�	��
������ ������� ����� �	


�� �� ��� �������	�
��� �������
�� .�����
���� ��� �����	���
��� ������� 
��	����	 ����

��� ����
�� Γj ����
	

����/! ij =

∫
Γj

(Jn + Jp − ε∂t gradV ) · ν dγ,



��� �� ��� �	
����
��
�
�� �����

i1(t) i2(t)

Vl(t) = V��,1(t) V��,2(t) = Vr(t)

Γ1 Γ2

Il(t)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ ��� Ir(t)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭���

������ ��	� ���������	 �
� ���
���������� ����� ��������� 
�� �
�

����� �� �
� ��������	 ������� ����������

�
��� ν �� �
� ���� ������� ������ ������ �� Γj� ���� �������� ������ ��� 
��

V (x, t) = V��,j(t) + V��(x) 
�� �
� ������������� ��������� V ���
 x ∈ Γj ��� ���� t� �
���

V��,j �� �
� ������� �����	� ��������� �� Γj�  
 Γj �� ��������� �� ���� k ���
 ���������

vk �� �
� ������ �������� �
��

����!� vk(t) = V��,j(t)


���� 
�� ��� t� "����� �
� ���� �
 ��� �
� ��������	 �������� �������� �
 �
� �����

�� �
��
 �
� ��	
 ��� ����
 �������� Γ1 ��� Γ2 �
 �
� ����� ��� ��������� #$ Il ��� Ir
��
� ��	��� ��!� ��� �
��� ���������� �����	� ���������� #$ Vl ��� Vr� %
��

����&�
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