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Vorwort

Das vorliegende Buch ist ein reines Mathematik-Buch, auch wenn das aus dem Titel nicht in
eindeutiger Weise hervorgeht. Anders als die iibliche Literatur gleichen oder sinnverwandten
Namens, die in groBem Umfang und hoher Qualitdt vorhanden ist, soll es hier nicht um
eine formal rigorose Darstellung des wohl wichtigsten physikalischen Theoriengebdudes und
schon gar nicht um Anwendungen desselben gehen. Stattdessen steht diejenige Mathematik,
die von der Quantenmechanik oder genauer gesagt einer ihrer speziellen Darstellungsformen
verwendet wird, als Selbstzweck im Mittelpunkt der Betrachtung.

Die Hilbertraum-Formulierung der nichtrelativistischen Quantenmechanik, um die es sich
bei der soeben erwahnten Darstellungsform handelt, kann heute zwar nicht mehr in Anspruch
nehmen, den formal allgemeinsten und grundlegendsten Zugang darzustellen, dennoch steht
sie in Anbetracht ihrer historischen und auch didaktischen Bedeutung nach wie vor im Zen-
trum des Aufbaus unseres physikalischen Weltbilds. Dabei macht sie nicht nur wie in der
theoretischen Physik iiblich von sehr abstrakten mathematischen Hilfsmitteln Gebrauch; ihre
Entwicklung hat in ganz besonders starkem MaB iiberhaupt erst dazu gefiihrt, einen wesent-
lichen Bereich der Mathematik in Gestalt der Funktionalanalysis und deren Randgebiete auf
ihre moderne Form zu bringen. Dabei war es keineswegs das erste Mal, daB ein solches Pha-
nomen zu beobachten war; man denke etwa an die deutlich friihere schrittweise Entdeckung
der elementaren Analysis. Es stellt inzwischen auch keine Ausnahme mehr dar. Der Nebenef-
fekt der Physik, als Quelle fiir primar innermathematische Erkenntnisse zu dienen, trat dabei
jedoch erstmals in vollig neuer Dimension auf.

Hier soll in zwei Banden genau derjenige Teil der Mathematik detailliert beschrieben
werden, aus dem die Hilbertraum-Quantenmechanik aufgebaut ist, aber nicht, um das not-
wendige Handwerkszeug zur Beschiftigung mit dieser bereitzustellen — dafiir gibt es wie
gesagt geniigend hervorragende Anleitungen — sondern um diesen Teil der Mathematik selbst
kennenzulernen, ohne Riicksicht auf Anwendungen, dafiir jedoch mit einem geschéarften Blick
auf Zusammenhénge, Querverbindung und Verallgemeinerungen, welche die Sache um ihrer
selbst willen besonders interessant machen. Dabei wird die Mathematik zu jeder Zeit als etwas
real existierendes aufgefaBt, dessen Bestandteile entdeckt und nicht erfunden werden. Es darf
dariiber gestaunt werden, ohne es irgendwie erklaren zu kénnen, daB Mathematik zur Be-
schreibung von Naturvorgdngen hervoragend geeignet ist; im Mittelpunkt des Interesses steht
das hier jedoch nicht, vielmehr dient die mathematische Physik als Fundgrube fiir Themen,
die zu betrachten aus rein mathematischer Motivation lohnt.
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Aus inhaltlicher Sicht startet der hier vorliegende erste Band bei der linearen Algebra,
dennoch wendet er sich an Leserinnen und Leser mit etwas breiteren Vorkenntnissen. Wah-
rend die Funktionalanalysis oder genauer gesagt die in den Untertiteln genannten Themen von
Grund auf entwickelt werden, kommen dabei verbreitet Hilfsmittel aus Nachbardisziplinen zum
Einsatz, die teilweise im ersten Kapitel kurz beschrieben, teilweise auch ohne weitere Erldute-
rungen verwendet werden. Entsprechende Kenntnisse insbesondere aus der reellen und kom-
plexen Analysis sowie der Mengenlehre werden daher vorausgesetzt. Darauf aufbauend fiihrt
das Buch in Bereiche der Funktionalanalysis, die weit iiber die in den Standard-Lehrbiichern
betrachteten Themen hinausgehen und teilweise bis jetzt nur in der Originalliteratur zu finden
sind.

Rottweil, im Oktober 2013

Markus Vogt

Email-Adresse des Autors: Vogt.Markus@t-online.de
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Einleitung

Es gibt viele Arten, sich mit Quantenmechanik zu beschaftigen. Wenn man von der Expe-
rimentalphysik absieht und ansonsten mit einer sehr groben Charakterisierung zufrieden ist,
lassen sich zwei grundsatzliche Varianten unterschieden. Beispielsweise kann man es auf die
Berechnung von Zustandsfunktionen, Eigenwerten und dergleichen sowie auf die Herleitung
spezieller und allgemeiner GesetzmaBigkeiten abgesehen haben und befindet sich dann auf
dem Gebiet der theoretischen Physik; man kann andererseits auch iiberpriifen, inwieweit das
alles mathematisch iberhaupt existiert und strengsten Anforderungen an die formale Rigo-
rositat standhalt, womit man sich auf dem Areal der mathematischen Physik bewegt. Wir
werden uns hier zwar tendenziell an die zweitgenannte anlehnen, aber genaugenommen einen
dritten Weg beschreiten.

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit der Mathematik der Quantenmechanik, ge-
nauergesagt mit derjenigen der Hilbertraum-Formulierung der nichtrelativistischen Quanten-
mechanik. Dies geschieht aus rein technischer Sicht im Sinn der mathematischen Physik, aber
nicht mit den Randbedingungen der physikalischen Brauchbarkeit und Anwendbarkeit, son-
dern mit denjenigen der Beschaftigung mit Mathematik um ihrer selbst willen. Die zentralen
Fragen lauten daher: Welche interessanten Sachverhalte hat die Mathematik der Quanten-
mechanik zu bieten? Welche Zusammenhange zwischen ihren einzelnen Bereichen gibt es?
Welche Verallgemeinerungen sind bekannt, was geschieht, wenn man physikalisch motivierte
Einschrankungen mathematisch iiberschreitet? Wo kommen in der Physik gelegentlich nur
heuristisch oder auch gar nicht begriindete Begriffe aus mathematischer Sicht her? Ganz we-
sentlich ist es dabei, die diskutierten Resultate selbst in das Zentrum des Interesses zu riicken
und nicht deren technische Anwendbarkeit fiir was auch immer. Daher sind durchweg ausfiihr-
liche Beweise unverzichtbarer Bestandteil der Darstellung; sie sind ebenfalls als Selbstzweck
zu betrachten. Natiirlich kommen dabei sozusagen als Nebenprodukt hier und dort auch phy-
sikalische Einsichten heraus, nicht diese stehen jedoch im Zentrum des Interesses, sondern in
erster Linie die rein mathematischen Erkenntnisse, die man dabei kennenlernen kann.

Die erkenntnistheoretische Grundhaltung, die hierbei dem Umgang mit der Mathematik
unterlegt wird, ist eine uneingeschrankt platonistische Einstellung. Das bedeutet, daB die
Mathematik als etwas auBerhalb des menschlichen Geistes gegebenes angesehen wird, dessen
Bestandteile — Definitionen, Satze, Beweise — entdeckt und nicht erfunden werden und schon
gar nicht in irgendeiner Form gesellschaftlich konstruiert sind. Die Mathematik ist, wenn iiber-
haupt, genau dann eine Naturwissenschaft, wenn man alles nicht vom Menschen gemachte
unter dem Begriff der Natur subsummiert, sie unterscheidet sich jedoch insofern drastisch
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von den (brigen Naturwissenschaften, auch von den mathematischen, als sich letztere mit
Gegenstanden der materiellen Welt beschaftigen, die Mathematik dagegen mit Gegenstan-
den einer idealen Welt, die aber gleichwohl als real existent aufzufassen ist. Das fiihrt dazu,
daB die Mathematik als einzige Wissenschaft nachweislich richtige und fiir alle Zeiten giiltige
Resultate liefert, was sicherlich auch und nicht zuletzt ihre Faszination erklaren kann.

Exemplarisch und skizzenhaft seien zwei Aspekte genannt, welche besonders gut in der
Lage sind, die hier verfolgte Intention zu illustrieren. Erstens werden wir uns ausgiebig mit
den merkwiirdigen Sachverhalten befassen, die im Zusammenhang mit unendlichdimensiona-
len Vektorraumen auftreten. All die schonen einfachen Dinge, die in der elementaren linearen
Algebra mit ihren endlichdimensionalen linearen Rdumen zu finden sind, verwandeln sich,
wenn man sich stattdessen mit unendlichdimensionalen Raumen einlaBt, in ebenso unendlich
komplizierte aber auch entsprechend interessante neue Eigenschaften, und viele weitere, zuvor
nicht gekannte, aber ebenso komplizierte neue Phanomene kommen dazu. So werden etwa
Hamel-Basen, Schauder-Basen und Orthonormalbasen, zuvor als Synonyme fiir ein und das-
selbe gehandhabt, jetzt zu véllig unterschiedlichen Objekten, kompakte Mengen verhalten sich
nun scheinbar verriickt, es gibt unbeschrankte und damit nirgends stetige lineare Abbildungen,
die noch dazu eigentlich den Normalfall darstellen, und Eigenwerte und Eigenvektoren erwei-
sen sich gleich in zweifacher Hinsicht als sehr spezielle Sonderfille viel allgemeinerer Begriffe.
Zweitens und damit zusammenhangend liefert die Beschaftigung mit unendlichdimensinalen
Banachraumen im allgemeinen und mit dem Spezialfall unendlichdimensionaler Hilbertraume
im besonderen eine unerschépfliche Quelle der Unterhaltung. Besonders interessant daran ist
der Vergleich der extrem geordneten Verhaltnisse bei letzteren mit der uniibersichtlichen Viel-
falt an zusatzlicher Struktur bei ersteren oder auch der nur stellenweise erfolgreich zum Ziel
filhrbare und dann stets sehr aufwendige Versuch, bei Hilbertraumen vertraute und einfach
konstruierbare Begriffe in passende Analoga fiir Banachraume zu iibertragen.

Das ganze wird nicht nur der besseren Ubersichtlichkeit wegen, sondern auch inhaltlich
angepaBt auf zwei Bande verteilt. Zum Aufbau des ersten Teils: Wir beginnen in Kapitel 1
mit einem kurzen Uberblick der teilweise iiber den Standardstoff einfiihrender Mathematik-
Vorlesungen hinausgehenden Voraussetzungen aus den Bereichen der mengentheoretischen
Topologie sowie der MaB- und Integrationstheorie, wie sie im weiteren Verlauf wiederholt ver-
wendet werden. In Kapitel 2 beschaftigen wir uns ausfiihrlich mit Banachraumen, wobei wir
auch die Randgebiete nicht ganz auBer Acht lassen und insbesondere auch diskutieren, wie
man durch spezielle Fragestellungen auf den wichtigsten Sonderfall innerhalb dieser Raum-
klasse, namlich denjenigen der Hilbertraume gefiihrt wird. Diese stehen dann im weiteren
Verlauf im Blickpunkt. In Kapitel 3 verschaffen wir uns einen Uberblick iiber die wichtigsten
Operatorklassen auf Hilbertraumen, und in Kapitel 4 betrachten wir wesentliche Aspekte
der Spektraltheorie auf Hilbertraumen. Dabei werden physikalische Beziige nur sporadisch
und eher beildufig sichtbar. Im zweiten Teil folgen dann je ein Kapitel iiber Distributionen
und verallgemeinerte Eigenvektoren, statistische Operatoren, Kommutator- und Unscharfere-
lationen, Schrédinger-Operatoren sowie quantenmechanische Axiomatik. Diese Themen las-
sen unschwer erkennen, daB dabei physikalische Interpretationen sehr viel deutlicher werden,
wenngleich sie auch hier nur Nebenprodukte sind. Natiirlich konnen beide Biicher auch ganz
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direkt als nicht ganz elementare Einfiihrung in die Funktionalanalysis gelesen werden.

Eine kurze Bemerkung zur Bedeutung mathematischer Strenge in der Quantenmechanik
diirfte hier angebracht sein. Was der Quantenmechanik im Vergleich zur klassischen Physik
ihren Weltbild-erschiitternden Charakter verleiht, hat zunéchst einmal nichts mit formal rigo-
roser Darstellung oder gar unendlichdimensionalen Hilbertrdumen zu tun. Wesentliche revolu-
tionare Aspekte wie Welle-Teilchen-Dualismus, das Bellsche Theorem oder dergleichen lassen
sich sogar bereits in endlichdimensionalen Zustandsraumen diskutieren, und die Tatsache, da3
beispielsweise jederzeit spektakuldr genaue Energieeigenwerte realer physikalischer Systeme
brechnet werden, ohne daB dabei irgendjemand iiber unbeschrankte Operatoren und singuli-
re Spektren nachdenkt, unterstreicht diese These nachdriicklich. Interessiert man sich jedoch
fiir die Details und den prazisen Aufbau der Theorie, wird mathematisch strenges Vorgehen
relevant, zumal jeweils auch die dabei zutage tretenden Feinheiten physikalische Interpretatio-
nen zulassen. Im Rahmen der Hilbertraum-Quantenmechanik sind daher die Besonderheiten
unendlichdimensionaler Rdume fiir ein intuitives Verstandnis sicherlich nicht zuallerserst von
Bedeutung, fiir ein Durchdringen der Theorie in ihren Einzelheiten dafiir jedoch umso mehr.
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Kapitel 1

Mathematische Grundlagen

Bevor wir zu den im Mittelpunkt des vorliegenden Buchs stehenden mathematischen Ge-
genstinden kommen, wiederholen wir einige wichtige Begriffe und Sachverhalte aus zwei
Disziplinen, die sich als wesentlich fiir die gesamte Thematik erweisen werden. Gemeint sind
Topologie und MaBtheorie; erstere, um qualitative, letztere, um quantitative Aspekte von
Mengen zu beschreiben, welche in der Quantenmechanik von Bedeutung sind. Wir beschran-
ken uns dabei auf eine Auflistung bendtigter Definitionen und Satze ohne Beweise; Details
findet man beispielsweise in [172] oder [173] sowie [56] oder [136]. Natiirlich gibt es noch
eine Menge weiterer mathematischer Teilgebiete, die fiir eine sorgfiltige Formulierung der
Quantenmechanik gebraucht werden, diese werden wir jedoch, soweit sie hier von Bedeutung
sind, jeweils bei Bedarf entwickeln, da sie nicht einfach Hilfsmittel, sondern eher Gegenstand
der mathematischen Quantenmechanik sind.

1.1 Elementare Topologie

Die Topologie steht direkt tiber der Mengenlehre an der zweituntersten Stelle der mathemati-
schen Grundlagendisziplinen!. Man kann sie in drei Bereiche unterteilen, die mengentheoreti-
sche Topologie, welche die Grundlage bildet und mit Techniken aus der elementaren Mengen-
lehre arbeitet, die algebraische Topologie, die Hilfsmittel aus der Algebra wie Ringe, Gruppen
oder Moduln verwendet, und die Differentialtopologie, die den betrachteten Objekten diffe-
renzierbare Strukturen aufpragt und damit fiir die globalen Aspekte der Differentialgeometrie
zustandig ist. Betrachtet man die fiir die Hilbertraum-Formulierung der Quantenmechanik
getreu dieser Bezeichnung zentralen Zustandsraume als Punktmengen, kann man ihnen auch
topologische Eigenschaften zuordnen, die wesentlich von der mengentheoretischen Topologie
erfaBt werden. Entsprechend wird ausschlieBlich diese Gegenstand der folgenden Abschnitte
sein. Dazu beginnen wir mit einigen Konventionen hinsichtlich der Notation? sowie einigen
grundlegenden mengentheoretischen Begriffen.

1Sofern man von eher metamathematischen Disziplinen wie Logik oder Modelltheorie absieht.
2Wir verwenden hier im wesentlichen die Schreibweise von [188].
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10 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

1.1.1 Notationen und Begriffe aus der Mengenlehre

Die grundlegenden Symbole {, }, €, () der Mengenlehre brauchen wohl keine nihere Erldute-
rung, ebensowenig wie C, D, €, 2 sowie N und U. Einige weitere Symbole seien nachstehend
kurz erlautert. Zu zwei Mengen A und B sei A\ B = {x € A|x ¢ B} deren Diffe-
renzund AAB=(A\B)U (B\A)=(AUB)\ (AN B) deren symmetrische
Differenz. Fiir Ordinalzahlen verwenden wir griechische Buchstaben o, A, 3, B,y, I, ... vom
Anfang des Alphabeths; die kleinste transfinite Ordinalzahl sei w. Fiir unendliche Kardinal-
zahlen verwenden wir entweder kleine griechische Buchstaben k, A, ... aus der Mitte des
Alphabets oder die Aleph-Reihe Yo, N1, Ny, ..., Ny, Ny, ..., welche die Klasse der un-
endlichen Kardinalzahlen vollstandig ausschopft. Nq ist die einzige abzahlbare Kardinalzahl;
alle R, mit o = 1 sind iiberabzahlbar. Die Alephs sind gleichzeitig die Machtigkeiten der je-
weils kleinsten transfiniten Ordinalzahlen w, wq, wo, . .., Wy, . ... Ist a eine Ordinalzahl, dann
sei a<® = |J {aP | B < k}. Die Michtigkeit einer Menge A sei mit |A| bezeichnet; man
kann sich unendliche Kardinalzahlen stets auch als Mengen von jeweils entsprechender Méach-
tigkeit vorstellen. Somit gilt k* = |k|*|. Die Potenzmenge von A bezeichnen wir mit SB(A)
und die Menge aller Funktionen f : A — B mit ~B. Damit gilt |*k| = k. Jede wohlgeord-
nete Menge A 13Bt sich ordnungserhaltend und bijektiv auf eine Ordinalzahl « abbilden; man
sagt, a sei der Ordnungstyp von A und schreibt o = # A. In diesem Sinn kann man sich
auch Ordinalzahlen als Mengen vorstellen. Wir schreiben [A]* = {B S A | #B = a } sowie
[A]<¢ = {J [A]® und [A]=* = J [A]P. Eine Ordinalzahl o heiBt Nachfolgerordinalzahl,
B<a

B
wenn es eine Ordinalzahl B gibt mit o = 8 U {B}, andernfalls heiBt sie Limesordinalzahl.
Eine Kardinalzahl k heiBt Nachfolgerzahl, wenn es eine Ordinalzahl o gibt mit kK = Nyq;
dann gibt es ein A mit Kk = A U {\}. Andernfalls heiBt x Limeszahl, in diesem Fall gibt
es eine Limesordinalzahl v mit k = R,. Die Beth-Reihe ist definiert durch 3y = Ry und
Jos1 = 27 sowie I, = |J Jp, falls a eine Limesordinalzahl ist. Eine Kardinalzahl x
B<a

heiBt starke Limeszahl, wenn fiir jedes A < k auch 2* < k gilt, das heiBt kK = 3 fiir eine
Limesordinalzahl «. Fiir die Konfinalitit der Limesordinalzahl o schreiben wir cf (o). Eine
Kardinalzahl k heiBt reguldr, wenn cf (k) = K; sie heiBt singuldr, wenn cf (k) < k. Eine
liberabzdhlbare Kardinalzahl Kk heiBt schwach unerreichbar, wenn K eine reguldre Limeszahl
ist. k heiBt stark unerreichbar, wenn K eine reguldre starke Limeszahl ist. Unerreichbare Kar-
dinalzahlen sind die einfachsten Beispiele fiir groBe Kardinalzahlen, also solche, die viel gréBer
sind als alle Kardinalzahlen, die durch konventionelle arithmetische oder mengentheoretische
Konstruktionen erreichbar sind®. Wesentlich groBere Exemplare werden wir im Abschnitt 1.2.1
kennenlernen, wobei wir ausdriicklich anmerken, daB es auch dariiberhinaus noch viel groBere
groBe Kardinalzahlen gibt.

3GroBe Kardinalzahlen stellen ein wesentliches Teilgebiet der Mengenlehre dar; ihre Existenz muB in Form
zusatzlicher Axiome zu den gewdhnlichen Axiomensystemen der Mengenlehre dazugefiigt werden. Entspre-
chend liefern Resultate liber groBe Kardinalzahlen Informationen iiber mogliche sinnvolle Erweiterungen der
Standard-Axiomensysteme und damit iiber die Grundlagen der Mathematik auf fundamentaler Ebene. Dabei
sind inzwischen sehr viele unterschiedliche Klassen groBer Kardinalzahlen mit sehr unterschiedlichen GroBen
entdeckt worden. Ausfiihrliche Informationen hieriiber erteilen [72] und [188].
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1.1. ELEMENTARE TOPOLOGIE 11

1.1.2 Offene Mengen

Die Topologie beschaftigt sich mit Eigenschaften von Punktmengen, die nur von der gegensei-
tigen Lage der Punkte abhangen und nicht von irgendwelchen Abstanden. Etwas vereinfacht,
aber sehr anschaulich kann man sich vorstellen, daB solche Eigenschaften bei beliebigen ela-
stischen Verformungen erhalten bleiben, wobei das natiirlich mathematisch prazisiert werden
muB. Dabei ist die Feststellung hilfreich, daB bei elastischen Verformungen in der Nihe eines
beliebigen Punktes des betrachteten Objekts in gewissem Sinne relativ wenig passiert, wah-
rend etwa bei Verformungen, die Risse zur Folge haben, das nicht der Fall ist. Entsprechend
gelingt die erwdhnte Prazisierung mit Hilfe der Begriffe der Umgebungen und der stetigen Ab-
bildungen, wobei letztere im Vergleich zur elementaren Analysis auf wesentlich allgemeinere
Art zu definieren sind.

1.1.2.1 Topologische Raume

Wir beginnen mit dem grundlegenden Begriff der Topologie.

1.1 Definition: X sei eine Menge, B(X) deren Potenzmenge und X C 3(X) ein System von
Teilmengen von X, das folgende Eigenschaften erfiillt:

(iynex Xex,
(i) ABeX = ANBeX,
(i) USx = U Aex

AC
Dann heiBt (X, X) topologischer Raum.

X heiBt Topologie auf der Tragermenge X. Die Elemente von X heiBen Punkte, die Elemente
von X heiBen offene Mengen. Die Komplemente der offenen Mengen heiBen abgeschlossene
Mengen.

Die hier angegebene Definition auf der Grundlage offener Mengen ist nicht die einzig
mogliche; genausogut kann dies ausgehend von abgeschlossenen Mengen, Umgebungen oder
der Bildung abgeschlossener Hiillen von Teilmengen erfolgen.

Ist (X, X) ein topologischer Raum, dann heiBt eine Menge B von offenen Mengen Basis
der Topologie, wenn jede offene Menge Vereinigung von Mengen aus B ist. Die kleinste
Kardinalzahl k so daB es eine Basis von (X, X) der Kardinalitat k gibt, heit topologisches
Gewicht oder kurz Gewicht von (X, X); man schreibt dafiir to(X). Eine Menge & von offenen
Mengen heiBt Subbasis der Topologie, wenn jede offene Menge Vereinigung von endlichen
Durchschnitten von Mengen aus & ist. Fiir eine Menge X und eine beliebige Menge & von
Teilmengen von X gibt es genau eine Topologie X(&), fiir die & Subbasis ist; X(&) nennt
man die von & erzeugte Topologie. Ist T eine Teilmenge eines topologischen Raums (X, X),
dann heiBt Xt := {A N T | A € X} Relativtopologie oder Spurtopologie auf T beziiglich
(X, X), und (T, X1) heiBt Teilraum von (X, X).

Die Topologien einer Tragermenge X miissen nicht notwendigerweise vergleichbar sein
beziiglich der C-Relation; sind es zwei Topologien X; und X, von X doch und gilt dabei

Dieses Werk ist copyrightgeschiitzt und darf in keiner Form vervielféltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
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12 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

X, € X5, dann sagt man: X; ist gréber als X, beziehungsweise X, ist feiner als X;. Auf
jeder Tragermenge X ist {(), X} die grobste und 3(X) die feinste Topologie. {0), X} heiBt
triviale Topologie und S3(X) heiBt diskrete Topologie*. Die von einer beliebigen Menge &
offener Teilmengen von X erzeugte Topologie X(&) ist die grobste Topologie, die alle Mengen
aus & enthdlt.

Ist J eine beliebige Indexmenge und (X;, X;);¢, eine Familie topologischer Raume, dann
kann man das kartesische Produkt X = ] X; unter anderem folgendermaBen topologisieren.

JjeJ
Sei B = { ] A ! A; € X;fiirallej € J, A; # X; nur fiir endlich viele j € J}; dann
€J

ist X = {A jC X | A ist eine Vereinigung von Mengen aus B } eine Topologie auf X. Diese
heiBt Produkttopologie, und (X, X) heiBt dann das topologische Produkt der (X;, X;)jc .
Definiert man die kanonischen Abbildungen 7; : X — X; durch m;((x));c,) = x; fir j € J,
dann ist die Produkttopologie gleichzeitig die grobste Topologie auf X, fiir die alle ; stetig
sind. Auf die topologische Bedeutung des Begriffs der Stetigkeit kommen wir gleich zuriick.

1.1.2.2 Umgebungen

Im folgenden sei (X, X) stets ein topologischer Raum. Wir gehen gleich weiter zum néchsten
grundlegenden, weit iiber die Topologie hinaus bedeutsamen Begriff:

1.2 Definition: Eine Teilmenge U C X heiBt Umgebung eines Punktes x € X, wenn es eine
offene Menge G C X gibt mit x € G C U.

Damit lassen sich offene Mengen anschaulich charakterisieren: A C X ist genau dann offen,
wenn A Umgebung jedes seiner Punkte ist. Sei nun xo € X. Eine Menge £l von Umgebungen
von Xq heiBt Umgebungsbasis von xg, wenn jede Umgebung von X, eine Umgebung aus (
enthalt.

Fiir eine Teilmenge A C X lassen sich nun spezielle Punkte mit besonderen Eigenschaften
angeben. x € X heiBt Beriihrpunkt von A, wenn jede Umgebung von x mindestens einen
Punkt mit A gemeinsam hat, andernfalls heiBt x duBerer Punkt von A. Ein Beriihrpunkt x
heiBt innerer Punkt von A, wenn es eine Umgebung U von x gibt mit U C X; enthalt jede
Umgebung von x zugleich Punkte von A und von X \ A, dann heiBt x Randpunkt von A.
Ein Randpunkt, der eine Umgebung besitzt, die keinen weiteren Punkt von A enthilt, heiBt
isolierter Punkt von A. Ein Punkt x heiBt Haufungspunkt von A, wenn jede Umgebung von
x einen Punkt x” # x aus A enthilt. A’ ist die Menge aller Hiufungspunkte von A und heiBt
Ableitung von A. Mit OA bezeichnet man die Menge aller Randpunkte oder kurz den Rand
von A. AuBerdem heiBt A° := A \ OA Inneres oder offener Kern von A und A := A U 0A
abgeschlossene Hiille oder AbschluB von A. Offensichtlich bestehen offene Mengen nur aus
inneren Punkten, wahrend abgeschlossene Mengen alle ihre Randpunkte enthalten. Hieran
ist erkennbar, daB es Mengen gibt, die weder offen noch abgeschlossen sind. AuBerdem gibt

“Der Name kommt daher, daB im Falle der diskreten Topologie alle Teilmengen von X offen sind, insbe-
sondere auch die einpunktigen. Die Punkte kann man sich daher als diskret und nicht kontinuierlich verteilt
vorstellen.
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1.1. ELEMENTARE TOPOLOGIE 13

es Mengen, die Punkte enthalten, die gleichzeitig innere Punkte und Randpunkte sind, und
damit auch Mengen, die offen und abgeschlossen sind.

Eine Teilmenge A C X heiBt dicht in X, wenn A = X. Sie heiBt nirgends dicht, wenn
A =10. Gilt A2 A’ und damit A = A, so ist A abgeschlossen, gilt A € A’, so heiBt A in
sich dicht, und gilt A = A’, so heiBt A perfekte Menge. Anschaulich gesprochen sind perfekte
Mengen abgeschlossene Mengen ohne isolierte Punkte oder abgeschlossene, in sich dichte

Mengen. Fiir alle A C X gilt das folgende:
a) A’ e X,
by AcX <= A=A,
c) A°CACA,

d) pe=0=0 und X°=X=X,

e) A° =X\ (X\A) und A=X\(X\A%.

In der diskreten Topologie sind alle Teilmengen der Tragermenge zugleich offen und abge-
schlossen.

Ein topologischer Raum (X, X) erfiillt das erste Abzahlbarkeitsaxiom, wenn jeder Punkt
x € X eine abzadhlbare Umgebungsbasis besitzt. Er erfiillt das zweite Abzidhlbarkeitsaxiom,
wenn es eine abzihlbare Basis der zugehdrigen Topologie X gibt. (X, X) heiBt separabel,
wenn X eine abzihlbare dichte Teilmenge enthilt. Die kleinste Kardinalzahl k so daB es eine
dichte Teilmenge A der Menge X mit |A| = k gibt, nennt man topologische Dichte oder
kurz Dichte von X und schreibt dafiir 9(X). Die beiden Abzahlbarkeitsaxiome iibertragen sich
auch auf Teilrdume; fiir die Separabilitit ist das jedoch nicht der Fall. Erfiillt ein Raum das
zweite Abzahlbarkeitsaxiom, so erfiillt er auch das erste und ist separabel; das umgekehrte gilt
jeweils nicht. Das erste Abzahlbarkeitsaxiom wird gleich im Zusammenhang mit Kompaktheit
und Stetigkeit wieder auftauchen; das zweite spielt insbesondere im Rahmen der Differen-
tialtopologie eine Rolle, und Separabilitat ist bei Hilbertraumen der Quantenmechanik von
wesentlicher Bedeutung.

Eine weitere Einteilung topologischer Raume in Kategorien stammt von R. Baire [17] und
ist auBer in der Topologie auch in der Mengenlehre, der MaBtheorie und der linearen Algebra
von groBer Wichtigkeit. X sei ein topologischer Raum und A eine Teilmenge von X. Dann
heiBt A von erster Kategorie in X, wenn A eine Vereinigung von abzahlbar vielen nirgends
dichten Mengen ist. A heiBt von zweiter Kategorie in X, falls A nicht von erster Kategorie in
X ist. Eine Teilmenge A, die von zweiter Kategorie in X ist, enthdlt somit mindestens eine
Teilmenge, die nicht nirgends dicht ist. Ein topologischer Raum, in dem jede nichtleere offene
Menge von zweiter Kategorie ist, heit Baire-Raum.

Mit den bisher zur Verfiigung stehenden Begriffen konnen wir bereits einiges iiber die
Struktur topologischer Rdume aussagen. Dazu benétigen wir folgende

1.3 Definition: (X, X) sei ein topologischer Raum.
(i) A, B C X heiBen separiert, wenn A N B = und A N B = 0) ist.
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14 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

(it) (X, X) heiBt zusammenhingend, wenn X nicht als Vereinigung zweier nichtleerer sepa-
rierter Teilmengen dargestellt werden kann.

(iii) Eine Teilmenge von (X, X) heiBt zusammenhangend, wenn sie versehen mit der Relativ-
topologie zusammenhangend ist.

Eine zusammenhangende Menge A C X heiBt auch ein Gebiet. Ist (X, X) zusammenhan-
gend, dann sind () und X die einzigen Teilmengen, die offen und abgeschlossen zugleich sind.
Die abgeschlossene Hiille T einer zusammenhingenden Teilmenge T und jede Menge A mit
T € A C T sind zusammenhingend.

Bei nichtzusammenhadngenden Riumen ist man hiufig daran interessiert, jedem Punkt
eine moglichst groBe Teilmenge zuzuordnen, die diesen Punkt enthédlt. Die Vereinigung aller
zusammenhangenden Teilmengen, die einen Punkt x enthalten, heit Zusammenhangskom-
ponente von x. Zusammenhangskomponenten sind stets abgeschlossen. Jeder topologische
Raum [&Bt sich in disjunkte Zusammenhangskomponenten zerlegen, die paarweise separiert
sind. Ein topologischer Raum heiBt lokalzusammenhangend, wenn jede Umgebung jedes Punk-
tes eine zusammenhangende Umgebung umfaBt. In diesem Fall sind die Zusammenhangskom-
ponenten des topologischen Raumes auch offen. (X, X) heiBt Hausdorff-Raum, wenn je zwei
verschiedene Punkte disjunkte Umgebungen besitzen. (X, X) heit normal, wenn je zwei belie-
bige disjunkte abgeschlossene Teilmengen von X disjunkte offen Umgebungen besitzen. Eine
wichtige Eigenschaft normaler topologischer Rdume beschreibt das

1.4 Lemma von Urysohn:® Ein topologischer Raum (X, X) ist genau dann normal, wenn
es zu je zwei beliebigen nichtleeren abgeschlossenen disjunkten Teilmengen A und B von X
eine stetige Funktion f : X — [0, 1] gibt mit f(x) = O fiir alle x € A und f(x) = 1 fiir alle
x € B.

Die Aussage des Urysohnschen Lemmas |38t sich natiirlich sofort auf beliebige Intervalle [a, b]
tibertragen und liefert dann fiir jeden normalen Raum X stetige Funktionen mit f(x) = a fiir
alle x € A und f(x) = b fiir alle x € B. Eine weitere und sehr viel bedeutendere Verallge-
meinerung ist der

1.5 Fortsetzungssatz von Tietze:® Ein topologischer Raum (X, X) ist genau dann normal,
wenn es zu jeder stetigen Funktion f : A — R auf einer abgeschlossenen Teilmenge A von
X eine stetige Funktion g : X — R gibt mit g | A = f. Falls auBerdem |f(x)| < s gilt fiir
alle x € A, dann kann man g so wéihlen, daB |g(x)| < s gilt fiir alle x € X.

1.1.2.3 Kompaktheit

Aus der elementaren Analysis ist man gewohnt, daB Funktionen auf abgeschlossenen Inter-
vallen oder, etwas weniger speziell, auf abgeschlossenen und beschrankten Definitionsmengen
besonders iibersichtliche Eigenschaften aufweisen’. Daher liegt der Wunsch nahe, etwas ent-

5Benannt nach seinem Entdecker P. S. Urysohn [380].
5Dieses Resultat verdankt seinen Namen dem niederésterreichischen Mathematiker Heinrich Tietze [370].
"Man denke an solche Sachverhalte wie den Zwischenwertsatz, den Nullstellensatz oder Zhnliches.
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1.1. ELEMENTARE TOPOLOGIE 15

sprechendes fiir beliebige topologische Raume zu haben. Eine solche Verallgemeinerung liefert
die Eigenschaft der Kompaktheit.

Bevor wir nun zu diesem Begriff selbst kommen, ist wieder eine vorbereitende Definition
erforderlich. X sei eine Menge und ® C (X)) ein System von Teilmengen. © heiBt Uber-
deckung von X, wenn X = |J D gilt. D heiBt offene Uberdeckung, wenn alle Elemente aus

DED
D offen sind und abgeschlossene Uberdeckung, wenn alle Elemente aus © abgeschlossen sind.
Damit stellen wir nun einen der wichtigsten topologischen Begriffe iiberhaupt vor.

1.6 Definition: Ein topologischer Raum (X, X) heiBt kompakt, wenn jede offene Uber-
deckung von X eine endliche Teiliiberdeckung enthalt.

Die Starke der Eigenschaft einer Menge, kompakt zu sein, liegt darin, daB die in obiger Defi-
nition formulierte Forderung fiir jede offene Uberdeckung ausgesprochen wird; entsprechend
geniigt die bloBe Existenz von irgendwelchen speziellen endlichen Uberdeckungen nicht. Es
gibt eine Reihe von Abschwachungen und Spezialisierungen des Begriffs der Kompaktheit.
Wenn jede offene Uberdeckung von X eine abzihlbare Uberdeckung enthilt, heiBt (X, X)
Lindeléf-Raum. (X, X) heiBt lokalkompakt, wenn jeder Punkt von X eine kompakte Umgebung
besitzt. (X, X) heiBt o-kompakt, wenn X eine Vereinigung von abzéhlbar vielen kompakten
Teilmengen ist. Eine Teilmenge eines topologischen Raums heiBt kompakt, wenn sie versehen
mit der Relativtopologie kompakt ist. In einem kompakten Raum ist eine Teilmenge genau
dann kompakt, wenn sie abgeschlossen ist. Eine Teilmenge A eines topologischen Raums X
heiBt relativ kompakt, wenn der AbschluB A kompakt ist.

Ein weiterer wichtiger Kompaktheitsbegriff ist derjenige der Prakompaktheit: Ein topolo-
gischer Raum heiBt prakompakt oder folgenkompakt, wenn jede Folge in X eine konvergente
Teilfolge hat. Die beiden Begriffe sind nicht dquivalent; im Gegenteil, weder folgt aus Kom-
paktheit Folgenkompaktheit, noch gilt das Gegenteil. Wenn ein topologischer Raum das erste
Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt, dann ist er auch prakompakt®, und dann sind immerhin alle
kompakte Mengen erst recht prakompakt.

Das folgende Resultat iiber kompakte Teilmengen lokalkompakter Raume ist gelegentlich
sehr niitzlich.

1.7 Satz: X sei ein lokalkompakter Hausdorff-Raum, auBerdem seien A C X kompakt sowie
B C X und C C X offen mit A C BU C. Dann gibt es kompakte Mengen D C B und E C C
sodaB A =DUE.

Aufgrund seiner groBen Bedeutung in mehrerlei Hinsicht erwdhnen wir ein weiteres Re-
sultat explizit, obwohl dieses im vorliegenden Buch nicht unmittelbar zum Einsatz kommt.

8Gelegentlich taucht anstelle des hier definierten Kompaktheitsbegriffs das Attribut quasikompakt auf; in
dieser Terminologie spricht man erst dann von einem kompakten Raum, wenn dieser gleichzeitig auch ein
Hausdorffraum ist.

9Der Beweis hierfiir macht Gebrauch vom Auswahlaxiom. Dieses besagt folgendes: Fiir jede Menge M
nichtleerer Mengen gibt es eine Funktion F : 9 — |J 9 mit F(A) € A fiir alle A € 9. Das Auswahlaxiom
wurde von Zermelo entdeckt [398]. Seine Bedeutung fiir die Mathematik kann hier nur angedeutet werden;
wir kommen in einigen Anmerkungen darauf zuriick.
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1.8 Satz von Tychonoff:!* Das Produkt jeder nicht leeren Familie kompakter topologischer
R&ume ist kompakt.

Abgesehen von seiner sehr weit gefacherten Anwendbarkeit liegt die Bedeutung des Satzes
von Tychonoff vor allem auch in seiner Aquivalenz zum Auswahlaxiom!'. Das hat er mit
einigen anderen fundamentalen Sitzen gemein; zwei davon werden uns im weiteren Verlauf
des Buches begegnen.

1.1.2.4 Konvergenz und Stetigkeit

Im Rahmen der mengentheoretischen Topologie lassen sich nun gewisse aus der elemen-
taren Analysis wohlbekannte Begriffe ausschlieBlich auf Basis der Mengenlehre und ohne
Verwendung jeglicher metrischer Hilfsmittel, insbesondere auch ohne Betrage oder Normen,
definieren und dadurch auf ihre allgemeinste mogliche Gestalt bringen.

Eine Folge in einer Menge A ist eine Funktion f : N — A. Haufig verwendet man die
Schreibweise x,, := f(n); aufgrund ihrer Abzihlbarkeit kann man sich Folgen aufgereit vor-
stellen’? und schreibt (x,)nen oder (xo, X1, X2, . ..). Meist interessiert man sich dafiir, was
die Folgenglieder tun, wenn n gegen Unendlich geht. Dem tréagt folgender Begriff Rechnung:

(Xn)nen sei eine Folge in einem topologischen Raum (X, X). Die Folge heiBt konvergent
gegen a € X, wenn es zu jeder Umgebung U von a ein ny € N gibt, sodaB x, € U fiir alle

n = ng. In diesem Fall heiBt a Grenzwert von (x,),en und man schreibt lim x, = a. Ist
n—oo

eine Folge nicht konvergent, so heiit sie divergent.

Anschaulich bedeutet das, daB man bei einer konvergenten Folge in jeder noch so kleinen
Umgebung ihres Grenzwerts stets unendlich viele Folgenglieder findet. Allerdings sind in all-
gemeinen topologischen Raumen Grenzwerte von Folgen nicht eindeutig bestimmt; es kann
sein, daB Folgen gegen mehrere Grenzwerte konvergieren. Ist X jedoch ein Hausdorff-Raum,
dann ist die Konvergenz eindeutig, das heiBt konvergente Folgen haben stets genau einen
Grenzwert.

Wir gehen jetzt zu allgemeiner definierten Funktionen iiber, namlich solchen von einem
topologischen Raum in einen anderen, und kommen so zu den fiir die Topologie zentralen
stetigen Funktionen. Dazu seien (X, X) und (Y, %)) topologische Rdume und f : X — Y
eine Funktion.

f heiBt stetig in x € X, wenn fiir jede Umgebung V von f(x) eine Umgebung U von x existiert
mit £(U) C V.

f heiBt stetig auf X, wenn f fiir alle x € X stetig ist.

9Der Satz wurde erstmals von Tychonoff fiir beliebige Produkte des Einheitsintervalls bewiesen [377];
Tychonoff stellte wenige Jahre spéter fest, daB daraus bereits die allgemeine Version folgt [378]. Der erste
explizite Beweis des Satzes in der allgemeinen Fassung stammt von Cech [54].

11Zum Beweis des Satzes von Tychonoff ist ebenfalls das Auswahlaxiom oder etwas dazu iquivalentes
erforderlich; umgekehrt konnte Kelley beweisen, daB das Auswahlaxiom aus dem Satz von Tychonoff folgt
[197], [198].

2Daher der Name
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1.1. ELEMENTARE TOPOLOGIE 17

Dahinter steht die anschauliche Vorstellung, daB bei stetigen Funktionen lokal nicht viel
passiert. Eine alternative Definition ist die folgende: f : X — Y heiBt stetig, wenn die
Urbilder offener Mengen stets ebenfalls offen sind. Entsprechend gilt auch, daB f stetig
ist, wenn die Urbilder abgeschlossener Mengen abgeschlossen oder wenn die Urbilder von
Umgebungen Umgebungen sind.

Eine Funktion f : X — Y heiBt folgenstetig, wenn gilt: Aus nan;oX" = a in X folgt

lim f(x,) = f(a)in Y. Folgenstetigkeit ist eine schwachere Eigenschaft als Stetigkeit; ist f
n—oo

stetig, so auch folgenstetig, das umgekehrte gilt jedoch nicht in allen Rdumen. Erfiillt jedoch
ein topologischer Raum X das erste Abzahlbarkeitsaxiom und ist Y ein beliebiger topologischer
Raum, dann ist eine Funktion f : X — Y genau dann stetig, wenn sie folgenstetig ist'3.

Ist eine Funktion f : X — Y bijektiv, dann existiert ihre Umkehrfunktion f=* : Y — X;
fiir diese gilt f(f~(y)) = y fiir alle y € Y sowie f~1(f(x)) = x fiir alle x € X, oder anders
ausgedriickt, f~1(y) = x gilt genau dann, wenn f(x) = y gilt fiir alle x € X und alle y €Y.
Eine Funktion, die stetig ist und eine stetige Umkehrfunktion besitzt, heit homéomorph
oder ein Homéomorphismus. Zwei Mengen, zwischen denen eine umkehrbar stetige Funktion
existiert, heiBen konsequenterweise zueinander homéomorph. Dabei ist allerdings Vorsicht
angebracht, denn eine stetige Bijektion ist noch lange nicht automatisch homéomorph; die
Forderung, daB f und f~! stetig sein miissen, ist wesentlich stirker. Auf jeden Fall ist eine
stetige Bijektion f : X — Y von einem quasikompakten Raum X auf einen Hausdorffraum
Y stets ein Homdomorphismus.

Die Bedeutung hom&omorpher Funktionen liegt darin, daB zwei Punktmengen topolo-
gisch nicht unterscheidbar sind, wenn es eine homdomorphe Funktion zwischen ihnen gibt.
Das heiBt, zwei solche Mengen haben exakt dieselben mengentheoretisch-topologischen Ei-
genschaften und unterscheiden sich nicht hinsichtlich Kompaktheit, Zusammenhangseigen-
schaften und dergleichen. Man sagt auch, solche Mengen seien topologisch dquivalent; ent-
sprechend werden homdomorphe Abbildungen auch als topologische Abbildungen bezeichnet.
Eigenschaften topologischer Raume, die unter topologischen Abbildungen erhalten bleiben,
also Invarianten unter solchen Abbildungen, heiBen topologische Invarianten. Das ist genau
die zu Beginn dieses Kapitels angedeutete mathematische Formalisierung der anschaulichen
Vorstellung, daB sich die Topologie mit Eigenschaften geometrischer Objekte beschéftigt, die
unter beliebigen elastischen Verformungen erhalten bleiben. Dabei ist allerdings der Begriff
der topologischen Abbildung allgemeiner als derjenige der elastischen Verformung, das heifit,
nicht jede topologische Abbildung ist als elastische Verformung deutbar.

Der vorige Abschnitt zeigt exemplarisch, daB kompakte Mengen besonders pflegeleicht
sind. Daher ist es zuweilen drgerlich, daB natirlich langst nicht alle Mengen kompakt sind;
unter gewissen Voraussetzungen kann man jedoch nicht kompakte Mengen wenigstens als
Teilmengen kompakter Mengen auffassen. Das leistet die folgende

1.9 Definition: Eine Kompaktifizierung der Menge X ist eine kompakte Menge C mit einem
Homdomorphismus ¢ : X — C, sodaB ¢(X) dicht in C ist.

3Auch zum Beweis dieser Aussage ist das Auswahlaxiom erforderlich.
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18 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

Ein anschauliches Beispiel fiir eine Kompaktifizierung ist die stereographische Projektion des
R" auf die n-dimensionale Einheitssphdre S"; hierbei wird mengenmaBig gesehen dem R”
ein weiteres Element, namlich der unendlichferne Punkt oo hinzugefiigt. Das zweite Beispiel,
das wir hier betrachten, ist weniger anschaulich. Dazu sei (X, X) ein topologischer Raum.
Eine Stone-Cech-Compaktifizierung** (3 X von X ist ein kompakter Hausdorff-Raum mit einer
stetigen Abbildung ¢ : X — B X, sodaB fiir jeden kompakten Hausdorffraum C und jede
stetige Abbildung f : X — C eine eindeutig bestimmte Abbildung Bf : BX — C mit
f = Bf o  existiert. Die Stone-Cech-Kompaktifizierung von X ist der groBte kompakte
Hausdorff-Raum, fiir den ¢ (X) eine dichte Teilmenge ist. Im allgemeinen liefert das eine sehr
groBe Menge; beispielsweise gilt fiir die Stone-Cech-Kompaktifizierung 8N der Menge der
natiirlichen Zahlen |BN| =3, = 22" das heiBt, BN ist so groB wie die Potenzmenge der
Menge der reellen Zahlen®.

1.1.3 Topologie metrischer Raume
1.1.3.1 Metrische Topologien

Wir haben bisher in diesem Kapitel Lageeigenschaften von Punkten topologischer Raume aus-
schlieBlich iiber Mengenbeziehungen beschrieben. Das hat die bemerkenswerte Konsequenz,
daB hierfiir die Vorstellung irgendeines Abstandsbegriffs zwischen einzelnen Punkten oder
Teilmengen des betrachteten Raums nicht erforderlich ist. Intuitiv liegt ist es natiirlich nahe
anzunehmen, daB es fiir Aussagen iiber die gegenseitige Lage von Punkten sicherlich hilfreich
ist, wenn man etwas liber Abstande zwischen diesen Punkten weiB. Dazu muB man jedoch
erst einmal definieren, was man mit dem Abstand zwischen zwei Punkten meint, und das
fiihrt zu den Begriffen der Metrik und des metrischen Raums.

1.10 Definition: Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung d : X x X — R
mit folgenden Eigenschaften:

(i) dix,y) =0 <= x =y,
(i) Furalle x,y € X gilt d(x,y) = d(y,x) (Symmetrie),
(iii) Fur alle x,y,z € X gilt d(x,z) £ d(x,y)+ d(y,z) (Dreiecksungleichung).

(X, d) heiBt metrischer Raum, d(x,y) heiBt Abstand der Punkte x und y beziiglich der
Metrik d.

Gilt statt (i) nur d(x, x) = 0 fir alle x € X, dann heiBt d Pseudometrik; in diesem Fall folgt

“Benannt nach E. Cech [54] und M. H. Stone [358], die diese Form der Kompaktifizierung unabhingig
voneinander entdeckten. Genaugenommen taucht die Stone-Cech-Kompaktifizierung schon etwas friiher bei
Tychonoff auf, allerdings ohne explizit erwdhnt zu werden [377].

SFiir eine diskrete Menge X ist X die Menge aller Ultrafilter auf X, wobei X durch die zugehorige
Abbildung ¢ auf die Menge der Haupt-Ultrafilter auf X abgebildet wird. Auf jeder Menge X gibt es 22"
Ultrafilter.
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1.1. ELEMENTARE TOPOLOGIE 19

aus d(x, y) = 0 nicht notwendigerweise x = y. Ist X ein metrischer Raum mit Metrik d und
Y C X, dann heiBt
diamVY :=sup{d(x,y) | x,y € Y}

Durchmesser von Y. Der Durchmesser einer Menge kann endlich oder unendlich sein.

Wenn man zu einem gegebenen topologischen Raum (X, X) eine Metrik finden kann, so
daB die beziiglich dieser Metrik offenen Mengen gerade die vorgegebene Topologie liefern,
heiBt dieser topologische Raum metrisierbar'®. Von wesentlicher Bedeutung ist die Tatsache,
daB metrisierbare Raume stets das erste Abzahlbarkeitsaxiom erfiillen. Daraus folgt insbeson-
dere, daB fiir die Dichte 9(X) und das Gewicht 1 (X) eines jeden metrischen Raums X stets
(X) = ro(X) gilt.

Wir betrachten einige Beispiele fiir Metriken!’:

a) Jede Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) wird durch da(x, y) = d(x, y) fiir
alle x, y € A zu einem metrischen Raum. d heiBt die durch d induzierte Metrik auf A.

d(x, .
b) Ist (X, d) ein metrischer Raum, dann liefert d*(x, y) := l-i-(;(i())(/)y) fiir x, y € X eine
weitere Metrik auf X.
¢) R und € werden zu metrischen Riumen durch d(x,y) = |x — y| fir x,y € R

beziehungsweise x, y € C.

d) Fir R” und C” kénnen beispielsweise durch

di(x,y) = Z |x, —y,| oder
v=1

n 1/2
h(x,y) = <Z\x,,fyu\2> oder
v=1
doo(X,y) == max [x, —y,|

v=12,.., n

Metriken definiert werden®.

e) Ist V ein normierter Vektorraum®® mit Norm || ||, dann erhalt man mit
d(x,y) = ||x—y| fir alle x,y € V eine Metrik auf V.

f) Auf jeder Menge X kann eine triviale Metrik definiert werden gemiB

[0 fir x=y ,
d(x,y)f{1 fir x £y fiir x, y € X.

16Dje Frage, welche Eigenschaften topologische Riume aufweisen miissen, um metrisierbar zu sein, wird
durch sogenannte Metrisationssitze beantwortet. Eine Diskussion solcher Sachvehalte geht iiber den hier
gesteckten Rahmen hinaus; naheres dazu findet man beispielsweise in [142] und [173].

1"Beweis durch Nachrechnen

18Beispiel c) entspricht d; und d, fiir n = 1.

9Sjehe Abschnitt 2.2.3.1.
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20 KAPITEL 1. MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

In metrischen Raumen lassen sich spezielle Umgebungen definieren, die von grundlegender
Bedeutung fiir die Analysis sind. Dazu sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann heiBt die Menge
U(x,e) :={y € X| d(x,y) < €} e-Umgebung von x; dabei heiBt € Radius von U(x, €).
Eine Teilmenge O C X heiBt offen, wenn O mit jedem x € O auch eine e-Umgebung von x
enthalt. Die e-Umgebungen sind selbst offene Mengen. Allgemeiner gilt: Eine Teilmenge eines
metrischen Raums ist genau dann offen, wenn sie sich als Vereinigung von e-Umgebungen
darstellen 1aBt. Der Zusammenhang zum vorigen Abschnitt wird nun dadurch hergestellt,
daB die so definierten offenen Mengen den Axiomen des topologischen Raums geniigen. Das
heiBt, die offenen Mengen bilden eine Topologie, die sogenannte metrische Topologie X4 auf
X. In solchen topologischen Raumen (X, X4) kann man nun die bisher rein mengentheoretisch
erfaBten Begriffe auch iiber Abstandsbeziehungen beschreiben.

1.1.3.2 Kurze Einfiihrung in die Epsilontologie

Wenn man bei den Definitionen von Konvergenz und Stetigkeit, die aus topologischer Sicht
tiber offene Mengen und Umgebungen laufen, speziell e-Umgebungen verwendet, landet man
gerade bei den aus der Analysis vertrauten Formulierungen, wie wir gleich sehen werden.

Wir beginnen mit konvergenten Folgen. Es sei (X, d) wieder ein metrischer Raum. Eine
Folge (xp)nen in X konvergiert gegen a € X, wenn es fiir jedes € > 0 ein ng € N gibt,
so daB d(x,,a) < € fiir alle n = ng. In metrischen Rdumen 138t sich diese Definition ab-
schwichen: (x,),en heiBt Cauchy-Folge oder Fundamentalfolge, wenn es fiir jedes € < 0
ein ng € N gibt, so daB d(x,, x,) < € fiir alle n, m = ng. Hier ist nirgends von einem
Grenzwert die Rede; zwar ist jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge, aber Cauchy-Folgen
konvergieren nicht notwendigerweise gegen einen Grenzwert. Metrische Raume, in denen jede
Cauchy-Folge konvergiert, heiBen vollstandig. Fiir solche Raume gilt der

1.11 Satz von Baire: Jeder vollstindige metrische Raum ist von 2. Kategorie in sich.

Das heifit, vollstindige metrische Raume lassen sich nicht als abzahlbare Vereinigungen nir-
gends dichter Mengen darstellen®®. Insbesondere folgt daraus fiir einen vollstindigen metri-

schen Raum € mit £ = |J &,, daB mindestens eines der &, einen inneren Punkt und damit
neN

auch eine offene Kugel enthilt. AuBerdem folgt aus dem Satz von Baire, daB abgeschlosse-
ne Unterrdume vollstandiger metrischer Raume selbst vollstandig sind. Eine weitere wichtige
Konsequenz der Vollstandigkeit betrifft die Kompaktheitseigenschaften: Teilmengen von voll-
standigen metrischen Raumen sind genau dann prakompakt, wenn sie relativ kompakt sind,
das heiBt, die beiden Begriffe sind hier dquivalent.

Kommen wir nun zu den stetigen Funktionen, so finden wir bei metrischen Raumen genau
die altbekannte £-6-Definition wieder. Sind (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume, dann heiBt
eine Funktion f : X — Y stetig in xo € X, wenn folgendes gilt: Zu jedem € > 0O gibt es ein
d > 0 so daB dy(f(x), f(xo)) < € fir alle x € X mit dx(x, xo) < 8. Ist f stetig fiir alle
x € X, dann heiBt f stetig auf X, oder formal geschrieben:

20Zum Beweis und fiir weitere Details siehe beispielsweise [254].

Dieses Werk ist copyrightgeschiitzt und darf in keiner Form vervielféltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fiir den persénlichen Gebrauch.



1.1. ELEMENTARE TOPOLOGIE 21

f: X —> Y heiBt stetig auf X <=
VxeXVe>035>0VyeX (dx(x,y) <d = dv(f(x),f(y)) <e).

Diese Definition fiihrt auf die anschauliche Vorstellung, die man iiblicherweise hat: Stetige
Funktionen bilden Punkte, die in der Nahe voneinander liegen, auf wiederum in der Na-
he voneinander liegende Bildpunkte ab. Da metrische Rdume das erste Abzahlbarkeitsaxiom
erfiillen, sind in ihnen Stetigkeit und Folgenstetigkeit dquivalent. Entsprechend ist in metri-
schen Raumen die obige e-9-Definition der Stetigkeit dquivalent zur folgenden, anschaulichen
Definition: f ist stetig in x, wenn llgl f(x) = f(a) gilt?.

Eine Verscharfung der Eigenschaft einer Funktion, stetig zu sein, liefert der Begriff der
gleichméaBigen Stetigkeit:

f: X — Y heiBt gleichmiBig stetig auf X <=
Ve>035>0VxeXVyeX (de(x,y) <d = dv(f(x),f(y)) <e).

Der Unterschied liegt in der Reihenfolge der Quantoren: Bei gleichmaBiger Stetigkeit ist &
von den x € X unabhangig. Natiirlich sind gleichmaBig stetige Funktionen insbesondere auch
stetig, die Umkehrung gilt jedoch im allgemeinen nicht. GleichmaBig stetige Funktionen auf
metrischen Raumen weisen eine wichtige Fortsetzungseigenschaft auf.

1.12 Satz: Es seien X ein metrischer und Y ein vollstandiger metrischer Raum, auBerdem
sei A eine dichte Teilmenge von X und die Funktion f : A — Y gleichmaBig stetig auf A.
Dann gibt es genau eine Funktion g : X — Y mit g [ A = f, die gleichmaBig stetig auf X
ist.

Eine weitere Verscharfung liefert die absolute Stetigkeit:

f . X — Y heiBt absolut stetig auf X, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so daB fiir jede
Folge {X, | n € N} von kompakten Teilmengen von X mit diam X,, < § auch diam f(X,,) < €
gilt fiir alle n € N.

Absolut stetige Funktionen sind gleichmaBig stetig und damit auch stetig. Auch hier ist die
Umkehrung im allgemeinen falsch??. Abermals starker ist der Begriff der Lipschitz-Stetigkeit:

Eine Funktion f : X — Y heiBt Lipschitz-stetig, wenn es eine Zahl L € R gibt, sodaB fiir
alle x,y € X die Relation dy(f(x),f(y)) < L dx(x,y) gilt. Lipschitz-stetige Funktionen
sind stets absolut stetig, das umgekehrte ist jedoch wieder im allgemeinen nicht der Fall?3.

Auch die Eigenschaft der Kompaktheit wird in metrischen Raumen sehr viel anschaulicher,
als das in allgemeinen topologischen Raumen der Fall ist. Grundlage dafiir ist folgender

1.13 Satz: Jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raums ist abgeschlossen und be-
schréankt.

21Das ist eine nichttriviale Aussage, denn auch hier kommt beim Beweis das Auswahlaxiom zum Einsatz.

22Die absolut stetigen Funktionen sind genau die fast iiberall differenzierbaren Funktionen.

23Es gibt sogar differenzierbare Funktionen, die nicht Lipschitz-stetig sind, etwa f : R — R mit f(x) = x"
fiir jedes n € N.
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Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht, wie wir noch sehen werden. — Satz 1.13 hat weit-
reichende Konsequenzen, beispielsweise:

e Jede konvergente Folge (x,)nen in einem metrischen Raum ist beschrankt.

e Ist X ein metrischer Raum, K C X kompakt und A C K abgeschlossen, dann ist auch
A kompakt.

e Sind X und Y metrische Raume, f : X — Y eine stetige Funktion und K C X kompakt,
dann ist auch f(K) C Y kompakt?.

Insbesondere ist jeder kompakte metrische Raum vollstandig. AuBerdem sind stetige Funk-
tionen auf kompakten Mengen stets gleichmé&Big stetig. Erwahnt werden sollte auch der

1.14 Satz von Bolzano-WeierstraB: Sei A eine kompakte Teilmenge eines metrischen Rau-
mes X und (X,)nen eine Folge von Punkten x, € A. Dann gibt es eine Teilfolge (x,, )ken,
die gegen einen Punkt a € A konvergiert.

Damit besagt der Satz von Bolzano-WeierstraB insbesondere auch, daB in abgeschlossenen
und beschrankten Teilmengen metrischer Raume jede Folge eine konvergente Teilfolge be-
sitzt. Kompakte Teilmengen bieten Folgen gewissermaBen nicht geniigend Platz, sodaB sie
stets gegen womdglich unendlich viele Haufungspunkte gehen. Fiir den speziellen Fall des R"”
gilt der

1.15 Uberdeckungssatz von H'gine—BoreI: Ist A C R" abgeschlossen und beschréankt,
dann kann man aus jeder offenen Uberdeckung von A eine endliche Teiliiberdeckung auswah-
len.

Das ist aber nichts anderes als die Anwendung von Satz 1.13 auf den R".

Das sollte als kurzer Uberblick iiber die mengentheoretische Topologie fiir die hier ver-
folgten Ziele geniigen. Wir bleiben im folgenden Abschnitt bei der Betrachtung von Mengen,
wechseln dabei jedoch von der qualitativen zu einer mehr quantitativen Perspektive.

1.2 Grundbegriffe der MaB- und Integrationstheorie

Die Motivation, die zur Entdeckung der in diesem Abschnitt skizzierten Sachverhalte fiihrt,
ist die Frage, inwieweit es moglich ist, Mengen so etwas wie einen Inhalt zuzuordnen. Im
einfachsten Fall kann man darunter das Volumen geometrischer Gebilde verstehen; es wird
sich jedoch zeigen, daB es sich hierbei nur um einen Spezialfall handelt. Denn das, was man
sich iiblicherweise unter Teilmengen insbesondere iiberabzahlbarer Mengen vorstellt, liefert
nicht einmal die Spur einer Andeutung, welche Vielfalt von Teilmengen solcher Mengen es
tatsachlich gibt. Entsprechend kann man den Inhaltsbegriff sehr weitgehend verallgemeinern,
wobei man insbesondere keineswegs auf geometrische Interpretationen beschrankt ist.

?4Das ist die Verallgemeinerung des Satzes vom Maximum und Minimum fiir reelle Funktionen.
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1.2.1 MaBe und MeBbarkeit

MaBe sind Abbildungen, die den Teilmengen einer Menge im einfachsten Fall nichtnegati-
ve reelle Zahlen zuordnen; diese lassen sich dann in sehr allgemeiner Weise als Inhalte der
Teilmengen auffassen. Der Begriff der Teilmenge einer Menge ist dabei allerdings ein sehr
weitgefaBter und schwer zu liberschauender Begriff; wie vielfaltig die moglichen Teilmengen
einer Menge sein konnen, sieht man etwa am Beispiel des R"”, wenn man dessen Teilmengen
ein wenig klassifiziert. Die einfachsten sind die (offenen, halboffenen oder abgeschlossenen)
Intervalle oder Rechtecke. Bildet man beliebige endliche oder abzéhlbare Vereinigungen offe-
ner Intervalle, landet man schon bei einer wesentlich komplizierteren Klasse von Teilmengen,
den sogenannten Borelmengen. Eine noch kompliziertere Klasse von Teilmengen sind die pro-
jektiven Mengen. Eine projektive Menge ist die Menge der Bildpunkte irgendeiner Funktion
vom R" in den R" angewandt auf irgendein Intervall (man ,projeziert” das Intervall durch die
Funktion vom R" in den R"); entsprechend erhilt man die Menge aller projektiven Mengen,
indem man alle beliebigen Funktionen vom R" in den R" auf alle beliebigen Intervalle anwen-
det, und alle dabei herauskommenden Bildpunktemengen sammelt. Man muB nur geniigend
merkwiirdige Funktionen heranziehen, um entsprechend merkwiirdige projektive Mengen zu
erhalten, die die abwegigsten Borelmengen locker in den Schatten stellen. Aber auch das ist
noch nicht alles. Die Menge aller Teilmengen des R"” geht wiederum weit dariiber hinaus, und
es gibt darin noch viel kompliziertere Teilmengen als die kompliziertesten projektiven Mengen.
DaB ihre Machtigkeit groBer als diejenige des Kontinuums ist, ist dabei noch das kleinste Pro-
blem. Die Menge aller Teilmengen des R" oder irgendeiner anderen kontinuierlichen Menge
sollte man sich auch nicht versuchsweise anschaulich vorstellen wollen.

Es deutet sich also bereits an, daB man auf Schwierigkeiten trifft, wenn man beliebigen
Mengen Inhalte zuzuordnen versucht, und zwar nicht erst bei komplizierten oder sehr groBen
Mengen, sondern auch schon dann, wenn die Betrachtung zunichst ,nur* auf beliebige Teil-
mengen des R"” oder irgendeines anderen Kontinuums beschrankt bleiben soll. Die AusmaBe
dieser Schwierigkeiten lassen sich aus rein metrisch-topologischer Sicht nicht einmal erahnen;
das liegt an den Abgriinden, die sich im Zusammenhang mit Uberlegungen zur Michtigkeit
des Kontinuums auftun. Bevor man im vorliegenden Zusammenhang einen Blick in diese
Abgriinde wirft, sollte man den Begriff des MaBes zunachst sorgfaltig definieren. Die Eigen-
schaften, die man fordern konnte, sind intuitiv naheliegend: Ein MaB p auf einer Menge M
sollte

a) eine nicht identisch verschwindende Funktion p : (M) — [0, o0] sein, auBerdem
b) translationsinvariant:

w(A) = w(A+x) fiiralle x € M,

¢) monoton:
W(A) < u(B) fir ACB
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d) und abzihlbar additiv:

u( U A,,) = " u(A,), falls A;, Ay, ... paarweise disjunkt.
n=1 n=1

Natiirlich interessiert man sich dabei fiir nichttriviale MaBe, also nicht etwa fiir solche, die nur
den Wert 0 oder nur den Wert co annehmen. — Intuitiv naheliegend sind die Forderungen a)
bis d) deswegen, weil dabei einfache Vorstellungen von Langen, Flachen- und Rauminhalten
sowie deren hoherdimensionale Verallgemeinerungen im Hintergrund stehen; dennoch ist das
bereits zuviel verlangt. So zeigten beispielsweise Vitali und Hausdorff fiir den Fall der reellen
Zahlen, daB Forderung b) nicht erfiillbar ist: Es gibt kein translationsinvariantes MaB auf
R oder irgendeinem abgeschlossenen Intervall [141], [382]. Potenzmengen von Mengen der
Machtigkeit des Kontinuums sind zu groB, um darauf MaBe mit den gewiinschten Eigenschaf-
ten definieren zu konnen — oder zu klein, wenn man die Forderung nach Translationsinvarianz
wegldBt?>. Denn dann &ndert sich die Sache, wenn man zu noch sehr viel gréBeren Mengen
tibergeht, namlich zu solchen von mindestens meBbarer Kardinalitat. Um diesen Begriff zu
erklaren miissen wir Eigenschaft (2) verallgemeinern: Ein MaB u auf einer Menge M heiBt A-
additiv, wenn fiir jedes v < X und jede Familie { Ay | x <~} & PB(M) paarweise disjunkter
Mengen u( U Ay) = 3 w(Ay) gilt. Dabei kann ein MaB auf einer Menge der Méchtigkeit
X< X<

K auch k-additiv sein. Eine iiberabzidhlbare Kardinalzahl k heiBt meBbar, wenn es ein nicht-
triviales, k-additives, {0, 1}-wertiges MaB auf k gibt. In diesem Fall gibt es auf k iiberhaupt
nur k-additive MaBe, auch solche, die [0, co]-wertig sind?®. MeBbare Kardinalzahlen sind wie
oben angedeutet sehr viel groBer als nur unerreichbare Kardinalzahlen?”. Auf solchen Mengen
gibt es stets nichttriviale MaBe.

Allerdings hilft das fiir das urspriingliche Problem der Frage nach der MeBbarkeit belie-
biger Teilmengen von R" auch nicht wirklich weiter; man findet sich dann namlich mit zwei
gleichermaBen problematischen Alternativen konfrontiert. Banach und Kuratowski konnten
einerseits zeigen, daB es unter der Annahme der Kontinuumshypothese kein nichttriviales
MaB auf [0, 1] gibt [23]. Da sie dabei nur von rein mengentheorethischen Begriffen Gebrauch
machten, gilt dieses Resultat fiir alle Mengen der Méachtigkeit ¢ = |R|. Man kdnnte nun na-
tiirlich den SpieB umdrehen und die Kontinuumshypothese verwerfen. Doch wenn das wirklich
etwas niitzen soll, macht es alles noch viel komplizierter, wie Ulam [379] und spater Solovay
[349], [350] herausgefunden haben. Die Annahme der Nicht-Giiltigkeit der Kontinuumshypo-
these ist unter der Voraussetzung, daB es meBbare Kardinalzahlen gibt, mit der Annahme
vertraglich, daB es auch nichttriviale MaBe auf beliebigen Mengen der Machtigkeit von R

25Dadurch wird das Problem insbesondere von geometrischen Betrachtungen befreit, sodaB der Begriff des
MaBes auf beliebige Mengen angewandt werden kann.

26 Alternativ kann man meBbare Kardinalzahlen auch iiber Ultrafilter definieren: Eine iiberabzihlbare Kar-
dinalzahl k heiBt meBbar, wenn es einen k-vollstindigen Ultrafilter auf K gibt, der kein Hauptfilter ist.

?’Die meBbaren Kardinalzahlen wurden von Ulam entdeckt, der auch gleich zeigte, daB sie mindestens
unerreichbar sind [379]. DaB die kleinste meBbare Kardinalzahl tatsachlich gréBer ist als die kleinste uner-
reichbare, wurde erst nach und nach von Erdés und Tarski [94], Erdés und Hajnal [93] sowie Rowbottom
[319] gezeigt.
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gibt, nur wird diese dann plétzlich sehr, sehr groB?. Denn aus der zweiten Annahme folgt die
Existenz schwach unerreichbarer Kardinalzahlen, die kleiner als 2% = |R| sind. 2% ist dann
zwar immer noch viel kleiner als jede stark unerreichbare Kardinalzahl, aber viel groBer als
N;. Mit anderen Worten: Nur wenn sich das Kontinuum als ungeahnt groB erweist, bietet es
Platz fiir nichttriviale MaBe?®. Intuitiv neigt man dazu, auch fiir den Fall der Nichtgiiltigkeit
der Kontinuumshypothese die Machtigkeit des Kontinuums deutlich kleiner als die kleinste
schwach unerreichbare Kardinalzahl einzuschatzen, was solche MaBe nicht zulassen wiirde.
Ganz egal, fiir welche dieser Méglichkeiten man sich entscheidet, in jedem Fall erweist sich
das Problem der MeBbarkeit iiberabzahlbarer Mengen als duBerst vertrackt®.

Um solchen Problemen aus dem Weg zu gehen, ist es am einfachsten, nicht nach MaBen
auf der gesamten Potenzmenge der betrachteten Menge zu suchen, sondern sich auf eine
Teilmenge von letzterer oder genauer gesagt auf ein System von in gewissem Sinn verniinftigen
Teilmengen der Menge zu beschranken. Das leistet die folgende

1.16 Definition: Ein System & von Teilmengen einer Menge M heit o-Algebra, wenn
folgendes gilt:

(i PeSundMe &,
(it) Sind A,B € &, dann sind auch AUB€ G, ANBe &S und A\Be€ &,

(iii) Sind A1, A,, ... € &, dannsind auch |J A, € Gund () A, € 6.
n=1 n=1

Ist .27 eine beliebige Familie von o-Algebren auf einer Menge M, dann ist () .2/ ebenfalls
eine o-Algebra auf M, wihrend | J.%”" im allgemeinen keine o-Algebra ist. Bildet man zu
§ C PB(M) den Durchschnitt aller o-Algebren auf M, die § enthalten, dann liefert das
die kleinste o-Algebra auf M, die § enthialt; man nennt sie die von § erzeugte o-Algebra
und schreibt dafiir o(§). Dabei gilt |o(F)| < [B(M)], und fiir unendliche o-Algebren folgt
daraus |G| 2 ¢. Eine o-Algebra & auf M heiBt abzihlbar erzeugt, wenn es ein abzihlbares
Mengensystem T C P(M) gibt mit & = o(%). Wenn das kleinste T mit & = 0(%)
iiberabzahlbar ist, heiBt & tiberabzahlbar erzeugt. Ist S abzihlbar erzeugt, dann gilt |S| = ¢,
ist & iiberabzihlbar erzeugt, dann gilt |S| > ¢.

Natiirlich ist 3(M) eine und damit die groBte o-Algebra auf M. Andere, weniger triviale
und damit fiir die MaBtheorie niitzlichere Beispiele erhdlt man, wenn man als Menge M einen
topologischen Raum wahlt. Ist 9t eine Topologie auf M, dann heiBt o(91) Borel-Algebra
des topologischen Raums (M, 201). Man schreibt dafiir meist 8(M), wobei unberiicksichtigt
bleibt, daB B (M) natiirlich von der gew3hlten Topologie abhingt. (M) ist gleichzeitig die
kleinste o-Algebra, die alle beziiglich dieser Topologie offenen Teilmengen von M enthilt.
Die Elemente von B(M) nennt man Borel-Mengen von M (wieder beziiglich der gew3hlten

28Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daB die zweite Annahme keineswegs aus der ersten folgt; man
kann lediglich die relative Konsistenz dieser beiden beweisen.

29Genaueres dazu steht beispielsweise in [66].

30Detaillierte Informationen zur MeBbarkeit groBer Mengen und iiber meBbare Kardinalzahlen findet man
in [72] und [188].
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Topologie). Ist C.(M) die Menge der stetigen reellen Funktionen auf X mit kompaktem
Trager und 2 = { F1(X) | f € C.(M), X C M offen}, dann heiBt o(2l) Baire-Algebra von
M; man schreibt dafiir B(M). Die Elemente von B,(M) heiBen Baire-Mengen von M. Im
allgemeinen sind B(M) und Bo(M) unterschiedliche Mengen; erfiillt M jedoch das zweite
Abzahlbarkeitsaxiom, dann gilt B(M) = By(M).

Eine abgeschwachte Version der o-Algebren bilden die o-Ringe. Ein o-Ring ist eine nicht-
leere Familie 2R von Teilmengen einer Menge M, die nur die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(i) Sind A, B € R, dann auch A\ B € R},
(i) Sind Ay, Ay, ... € R, dann auch |J A, € R
n=1

Gilt auBerdem M € R, dann ist 2 ein o-Kérper. Niheres dazu findet man in [296]3!.

Auf geeignet gewahlten o-Algebren kann man nun MaBe konstruieren, die alle gewiinsch-
ten Eigenschaften aufweisen, bei Bedarf auch diejenige der Translationsinvarianz. Das sieht
dann etwa folgendermaBen aus:

1.17 Definition: Ein MaB p auf einer o-Algebra G iiber einer Menge M ist eine Abbildung
& — [0, co] mit folgenden Eigenschaften:

(1) w(®) =0,
2) u( U An> — S w(A,), falls Ay, Ay, . .. paarweise disjunkt.
n=1 n=1

(M, &, ), bezeichnet man als MaBraum; die Mengen aus & heiBen meBbare Mengen. Die
Eigenschaft (2) der abzahlbaren Additivitat heift auch o-Additivitat.

Gilt w(A) = p(A+x) fiir alle x € M, so heiBt das MaB u wie bereits gesagt translations-
invariant. w heiBt vollstindig, wenn fiir jede Teilmenge T £ A € & mit u(A) = 0 ebenfalls
T € & und u(T) = 0 gilt. w heiBt endlich, wenn u(M) < oo gilt, und es heiBt Wahrschein-
lichkeitsmaB, wenn (1(M) = 1 gilt. Jedes endliche MaB p 1aBt sich vermége v = /(M) in
ein WahrscheinlichkeitsmaB transformieren. Ein MaB 1 heiBt o-finit, wenn es eine Zerlegung

M = |J M, gibt, fiir die u(M,) < oo gilt fiir alle n. Dieser Definition sieht man natiirlich an,
n=1

daB es auch nicht o-finite MaBe gibt, also solche, gemaB derer man die Mengen, auf denen
sie definiert sind, nur in liberabzahlbar viele Teilmengen endlichen MaBes zerlegen kann.
Gilt fiir ein System & von Teilmengen von M nur (i) und (ii) von Definition 1.16, dann
heiBt & Mengenalgebra. Eine Abbildung u : & — [0, co] auf einer Mengenalgebra, welche
die Eigenschaft (2) von Definition 1.17 erfiillt, heiBt PramaB.
Die Konstruktion geeigneter o-Algebren diinnt nun Potenzmengen geniigend stark aus,
um auf dem verbleibenden Rest auch translationsinvariante MaBe zu finden. In der Tat ist

3INicht bestitigt ist die Geschichte von dem Studenten, der in einer Priifung von einem seiner Mathematik-
Professoren gefragt wurde, ob er etwas von o-Ringen erzihlen kénne und darauf antwortete, dort wohne sein
Onkel.
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diese Ausdiinnung haufig sehr stark; um es vorsichtig auszudriicken: Die Potenzmenge einer
Menge ist sehr viel groBer als die meisten nicht trivialen o-Algebren auf der Menge.

Gilt eine Eigenschaft fiir alle Elemente der Menge M mit Ausnahme einer Teilmenge vom
MaB Null, dann sagt man, diese Eigenschaft gelte fast iiberall auf M32. In diesem Sinn sind
Aussagen zu verstehen wie: Fast alle reellen Zahlen sind irrational, oder f = g gilt fast
tiberall. Teilmengen vom MaB Null nennt man auch Nullmengen.

Wir betrachten ein paar Beispiele fiir MaBe:

a) Das Lebesgue-MaB

Wir wahlen die Menge M = R" und starten mit dem System der offenen endlichen
oder unendlichen Intervalle

J={x|x€eR", a,<x;<b;,i=1,...,n}

also die offenen endlichen oder unendlichen Quader im R”. Jedem derartigen Intervall
ordnen wir nun seinen im geometrischen Sinn verstandenen Inhalt

V:f[(b,-—a,)

zu, also dessen Volumen. Um nun ein verniinftiges System von Teilmengen zu erhalten,
betrachten wir erst einmal das System J aller abzihlbaren Vereinigungen von paarweise
disjunkten offenen Intervallen; das ist genau die Familie aller offenen Mengen im R".
Der Inhalt von solchen Vereinigungen ist einfach die Summe der Volumina der sie
konstituierenden Intervalle, deshalb definieren wir zunachst hierfiir ein MaB X\ durch

A(D(a,,b,)) :i(b,—al),

i=1 i=1

was natiirlich auch unendlich sein kann. Als o-Algebra wahlen wir die Borelalgebra
B(R"). Fir beliebige Mengen B € B(IR") definieren wir nun das Lebesgue-MaB \
gemaB

A(B) = inf { > AU ‘ BC JJdn Un)nen €7 }
n=0 n=0

Entsprechend heiBen Mengen aus B(R") Lebesgue-meBbare Mengen. Das Lebesgue-
MaB ist o-finit, vollstandig und translationsinvariant. Es gibt allerdings wie oben bereits
angedeutet merkwiirdige Teilmengen des R”, die nicht Lebesgue-meBbar sind. Vitali
konstruierte ein Beispiel einer nicht Lebesgue-meBbare Teilmenge von R mit Hilfe des
Auswahlaxioms auf die folgende Art und Weise [382]: Auf dem Intervall [0, 1] sei eine
Aquivalenzrelation ~ definiert durch

X~y = x—yeq.

32|n der Mengenlehre sagt man verallgemeinernd, eine Eigenschaft gelte fast iiberall auf M, wenn sie fiir
alle Elemente von M gilt mit Ausnahme von nichtstationar vielen.
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Die Aquivalenzklassen von ~ sind Teilmengen des Intervalls [0, 1], deren Elemente
sich jeweils paarweise um dieselbe rationale Zahl unterscheiden. Das Auswahlaxiom
garantiert, daB es ein Reprisentantensystem S C [0, 1] fiir die Aquivalenzrelation ~
gibt. Die Frage ist nun, welches Lebesgue-MaB die Menge S hat. Dazu sei

S, :={x+r|xeS} dann gilt

S,NSg=0 fir qreQ, g#r

und

R= ]S~

re@
Die Annahme A(S) = O fiihrt nun wegen

:x(é{g&) PR COEPRICEL

auf Unsinn; dabei wurde die o-Additivitat und die Translationsinvarianz von X verwen-
det. Die Annahme X(S) > 0 fiihrt aber wegen

A([0,2]) >x< U s ): DUAMS)= D AS) =00
0=r<1 0<r=<1 0<r=<1
re@ re@ re@
ebenfalls auf Unsinn. Also ist S nicht Lebesgue-meBbar.

b) Das Lebesgue-Stieltjes-MaB

Das Lebesgue-MaB IaBt sich problemlos verallgemeinern. Dazu sei eine beliebige vektor-
wertige Funktion g : R — R” gegeben. Wir betrachten wieder die Menge M = R".
Jedem offenen Intervall

J={x|xeR" a;<x;<b,i=1,..., n},
sei diesmal der Inhalt

= [Tla:(6) - gi(an]

zugeordnet. Wie im obigen Beispiel erweitern wir das System dieser Intervalle wieder
zur Borelalgebra B(IR") und erhalten so analog zu oben ein vollstindiges MaB X\, auf

dem R",
Ag(B) = inf { > A ‘ BC | JJn Un)nex €7 }
n=0 n=0

Dieses MaB nennt man das durch g erzeugte Lebesgue-Stieltjes-MaB. Der Spezialfall
g(x) := x ist gerade wieder das Lebesgue-MaB.
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¢) Radon-MaBe

Die oben beschriebenen Lebesgue- und Lebesgue-Stieltjes-MaBe sind Spezialfélle einer
allgemeineren Klasse von MaBen, welche sich durch besondere Approximationseigen-
schaften auszeichnen. M sei ein lokalkompakter Hausdorff-Raum und & C B(M) eine
o-Algebra. Ein MaB p auf M heiBt Radon-MaB33, wenn folgendes gilt:

(i) B(M) C G,

(i) fir alle kompakten Teilmengen C von M gilt u(C) < oo,

(iii) fir offene Teilmengen U von M gilt u(U) = sup { u(C) | C € M A Ckompakt },
(iv) fir alle A C & gilt u(A) =inf {u(U) | AC U A Uoffen }.

Verzichtet man auf (i), dann nennt man 1 ein reguldres MaB. — Radon-MaBe zeichnen
sich insbesondere dadurch aus, daB fiir sie das MaB einer Menge das Supremum der
MaBe ihrer kompakten Teilmengen ist. Die Teilmengen endlichen MaBes sind folglich
gerade die kompakten Mengen. In diesem Sinn sind Radon-MaBe vetréaglich mit der
Topologie der Menge, auf der sie definiert sind.

Hinter den oben erwdhnten Approximationseigenschaften der Radon-MaBe verbirgt sich die
Moglichkeit, mit Hilfe von letzteren zu beschreiben, inwieweit man Teilmengen des betrach-
teten MaBraums durch kompakte beziehungsweise offene Mengen anndhern kann; das ist
Gegenstand von folgendem

1.18 Satz: M sei ein lokalkompakter Hausdorf-Raum, & C ‘B(M) eine o-Algebra, 1 ein
Radon-MaB auf M und A € &. Dann gilt folgendes:

(i) Ist w(A) < oo, dann gibt es fiir jedes € > 0 eine kompakte Menge C C A mit
w(A\ Q) <e.

o0
(i) Gibt es eine Familie (U;);c offener Mengen mit A = |J U;, so gibt es fiir jedes € > 0
=1
eine offene Menge U D A mit u(U\ A) < €. !

Die néchste beiden Begriffe sind in gewissem Sinn komplementar zueinander. p und v
seien zwei MaBe iiber derselben o-Algebra G. Dann heiBt v absolut stetig beziiglich ., wenn
aus V(A) = 0 stets auch u(A) = 0 folgt; man schreibt dafiir auch v < . Die Bezeichnung
dieser Eigenschaft wird verstandlich, wenn man folgende alternative Definition betrachtet: v
ist genau dann absolut stetig beziiglich w, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, sodaB fiir
alle A € G aus u(A) < 6 stets v(A) < ¢ folgt. Man vergleiche das mit der e-§-Definition der
Stetigkeit. v heiBt singular beziiglich &, wenn es eine Menge A € & gibt mit ¥(A) = 0 und
1(M\ A) = 0; man schreibt dafiir auch v L . Ein singulires MaB ordnet also unter anderem
gewissen Mengen das MaB 0 zu, die beziiglich p nicht nur von nicht verschwindendem MaB
sind, sondern fast, das heiBt beziiglich u bis auf eine Menge vom MaB 0, identisch mit M
sind. — Zwei Beispiele sollen diese Definitionen etwas verdeutlichen.

33Benannt nach Johann Radon, der MaBe mit solchen Eigenschaften als erstrer betrachtete [295]. Vergleiche
auch [338].
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1. Verwendet man die charakteristische Funktion des Intervalls [ p, o0) mit irgendeinem
peR,
) 1 fir xé€[p, 00),
X) =
X(p.0) 0 fir x¢[p o).

so erhalt man damit das sogenannte Diracsche Punktmal3

1 fir peA,
“‘X[p‘oc)(A) - { 0 fiir p¢A.

In analoger Weise liefert beispielsweise die Summe der charakteristischen Funktionen
von abzahlbar vielen disjunkten Intervallen /, = [p,, ¢,) ein MaB

1 falls p, € AfireinneN,
w(A) =
0 sonst.

Mit P = {p,|n € N} ist dann p (X) = > wu({x}) ein reines Punktmab,
xePnX

das den Mengen {p,} mit n € N das MaB 1 und allen anderen Borelmengen das
MaB Null zuordnet. Das ist eine ungewohnte Vorstellung, weil man es gewohnt ist,
isolierten Punkten das Volumen und verallgemeinernd damit auch das (Lebesgue-) MaB
0 zuzuschreiben. Das ist aber nur ein sehr spezielles Beispiel fiir ein MaB, und wie man
hier sieht gibt es auch andere Maglichkeiten. Die MaBe B, und (&, sind singuldr
beziiglich des Lebesgue-MaBes.

2. Ein weiteres klassisches Beispiel fiir ein singuldres MaB liefert die im folgenden beschrie-
bene, nicht ganz alltidgliche Funktion. Wir betrachten die Menge

oo 3M1-1
3k+1 3k+2
s=U U (57757 con

diese Menge entsteht anschaulich aus dem Intervall [0, 1] durch fortwahrendes Dritteln
und Entfernen des ersten und letzten Drittels ad infinitum. Sie hat das Lebesgue-MaB

. 2N 1</2\" 1 1
*(5)—23~+f52<5)*?1_;*1'

n=0 n=0

folglich hat die komplementire Menge C = [0, 1] \ S das Lebesgue-MaB Null. C ist ein
Beispiel fiir eine iiberabzihlbare Menge vom MaB Null und heiBt Cantor-Menge. Auf S
definieren wir nun eine Funktion a(x) durch

1 3k 3k+1
50 ﬂjrxe<§, 3—: ),ke{o,l ..... 3n1—-1}

a(x) =
) 3k+2 3k+3
1= om firxe (55 3

 ke{0,1,...,3"1—1}
)
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und durch stetige Erganzung machen wir o zu einer stetigen Funktion auf [0, 1]. Die
Funktion o hat die merkwiirdige Eigenschaft, daB sie nichtkonstant und stetig ist
und ihre Ableitung a'(x) fast iiberall existiert und fast iberall 0 ist; beides in Be-
zug auf das Lebesgue-MaB. Nun verwenden wir die so konstruierte Funktion o zur
Bildung des zugehorigen Lebesgue-Stieltjes-MaBes A\,. Auch dieses MaB hat merkwiir-
dige Eigenschaften. Da « stetig ist, ist A kontinuierlich, also gilt Ao ({p}) = O fiir
alle einpunktigen Mengen {p}. Aber A, ist auch singuldr, denn es gilt beispielsweise
Aa([0, 1]\ C) = Ao (S) = 0, obwohl C das Lebesgue-MaB 0 und S das Lebesgue-MaB
1 hat.

Stetige und singuldre MaBe sind nicht nur aufgrund ihrer Eigenschaften komplementar.
Der folgende Satz zeigt, wie sich jedes positive MaB in einen absolut stetigen und einen
singuldren Anteil zerlegen 13Bt.

1.19 Zerlegungssatz von Lebesgue:3* Sind 1 und v zwei MaBe auf einer o-Algebra &
liber einer Menge M, dann gibt es zwei MaBe v, und v, auf & mit v = vy + 15, wobei vy
absolut stetig und v» singular beziiglich p ist.

Auf den ersten Blick scheinen die reine PunktmaBe genau die singularen MaBe zu sein; das
oben beschriebende MaB ), als ein stetiges singulares MaB zeigt jedoch, daB das nicht zutrifft.
In der Tat |aBt sich unter speziellen Voraussetzungen die Zerlegung von Satz 1.19 noch etwas
verfeinern. Beispielsweise sei im folgenden M ein Hausdorff-Raum und & die Menge B(M)
der Borelmengen von M. Ein MaB w auf M heit BorelmaB3, wenn es zu jedem x € M eine
offene Umgebung U gibt, sodaB ©(U) < oo gilt. Eine Funktion f ist eine Borelfunktion,
wenn f~1(A) eine Borelmenge ist fiir alle offenen Mengen A € B(M). Die Menge P der
reinen Punkte von 1 ist definiert als P = { x | u({x}) # 0}, das sind alle Punkte, die als
einelementige Mengen betrachtet nicht vom MaB 0 sind. Wenn p ein reguldres BorelmaB ist,
dann ist P abzihlbar. Fiir beliebige Borelmengen B definiert man nun

ue(B)= Y w({x})=w(PnB).

xePnNB
Offensichtlich gilt up(B) = > up({x}). Ein MaB w ist kontinuierlich, wenn es keine reinen
x€B

Punkte hat. u ist ein reines PunktmaB, wenn

p(B) =Y u({x})

x€B

gilt fir alle B € B(M). Fiir jedes kontinuierliches MaB p ist u.({x}) = 0O fiir alle x € M; das
entspricht der intuitiven Vorstellung, daB einpunktige Mengen das MaB Null haben sollten,
was aber wie gerade gesehen nicht den allgemeinsten Fall darstellt. Fiir regulare BorelmaBe
|&Bt sich nun deren singuldrer Anteil stets selbst wieder in ein reines PunktmaB und einen
absolut stetigen singuldren Anteil zerlegen; man schreibt dafiir etwa fgng = Lp + thes. Damit

34In seiner heute iiblichen Form geht dieses Resultat auf Hans Hahn zuriick [130].
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|aBt sich Satz 1.19 zur folgenden Aussage prazisieren.

1.20 Satz: u sei ein regulares BorelmaB auf einem Hausdorffraum M. Dann existiert fiir
Jedes regulidre BorelmaB v auf M eine kanonische Zerlegung v = v, + Vac + Ucs; dabei ist v,
ein reines PunktmaB, v,. ist absolut stetig und v s kontinuierlich und singulér beziiglich L.

In dieser Version wird uns der Zerlegungssatz in Kapitel 4 wiederbegegnen.

Eigentlich scheint es klar zu sein, daB MaBe die Wertemenge [0, o] haben sollten, da sie
ja gewshnlich im Sinne von ,Inhalten” 3 interpretiert werden. Ist das tatsichlich der Fall, dann
heiBt das betreffende MaB positiv. Wir werden jedoch sehen, daB die Quantenmechanik eine
erhebliche Erweiterung dieses Konzepts und die Betrachtung von MaBen erforderlich macht,
die Abbildungen auf beliebige Banachrdume sind. Entscheidend ist dabei lediglich, daB der
Zielraum eine lineare Struktur aufweist.

Zur Formulierung einer solchen allgemeineren MaB-Definition sei & wieder eine o-Alge-
bra3® von Teilmengen einer nichtleeren Menge M und £ ein Banachraum. Eine Abbildung
u: & — & heiBt MaB, wenn sie o-additiv ist, das heiBt wenn gilt: Aus

fiir Mengen A und A,, n € N aus G, wobei alle A, paarweise disjunkt sind, folgt stets
R(A) = p(A).
n=1

w(P) = 0 folgt daraus von selbst. £ kann ein beliebiger Banachraum sein, wobei im all-
gemeinen auch oo als Wert des MaBes zugelassen wird. Zwei spezielle, eigens Erwihnung
verdienende Verallgemeinerungen sind £ = R U {—00, 00} und & = C U {cc0}; man spricht
dabei von signierten MaBen beziehungsweise von komplexen MaBen3". Im Rahmen der Quan-
tenmechanik sind dariiberhinaus aber auch Banachraume in Gestalt von Hilbertraumen, Ope-
ratoralgebren und dergleichen von Interesse. So bilden beispielsweise operatorwertige MaBe
einen wesentlichen Bestandteil der fiir die Quantenmechanik relevanten Aspekte der Spek-
traltheorie, wie wir sie in Kapitel 4 betrachten.

Ergénzend seien zwei weitere maBtheoretische Begriffe erwdhnt, von denen weiter unten
gelegentlich Gebrauch gemacht wird. Da positive MaBe natiirlich einfacher handhabbar sind
als Banachraum-wertige, ist es gelegentlich hilfreich, wenn man letztere in geeigneter Weise

35Der Begriff der Inhalte ist hier in Anfiihrungsstriche gesetzt, da er in der MaBtheorie eine eigene klar
definierte Bedeutung hat. Ein Inhalt ist ebenfalls eine positive Funktion auf einer o-Algebra, aber eine, die nur
endlich additiv zu sein braucht, wihrend von MaBen o-Additivitdt verlangt wird. Dies ndher zu diskutieren
wiirde hier jedoch zu weit fiihren. Siehe dazu beispielsweise [160] oder [301].

36Eigentlich braucht das System von Teilmengen nur ein Pri-Ring zu sein. Ein System 2 von Teilmengen
einer Menge M heiBt Pri-Ring, wenn folgendes gilt: Sind A und B Mengen aus 2, so 148t sich A\ B als
disjunkte Vereinigung endlich vieler Mengen aus 2 darstellen. Naheres dazu findet man in [160].

37NZheres hierzu steht beispielsweise in [56].
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auf erstere zuriickfiihren kann. Das leistet der Begriff der totalen Variation3®. Dazu sei M eine
Menge, S eine o-Algebra auf M und £ ein normierter Raum. Eine Zerlegung von A € & ist
n

eine Familie A1, A, .. ., A, von disjunkten Teilmengen von A mit A = [ J A;. Die Menge aller
J=1

Zerlegungen einer Menge A heiBe Z(A). Nun sei o : & — & eine beliebige Mengenfunktion.
Die Funktion v: ®& x & — [0, 1], definiert durch

vam) s 3 la)l | 3€ 20 .

A€}

heiBt totale Variation von a auf A. Ist a eine additive Mengenfunktion, dann ist auch
v(a): 8¢ — [0,1] mit v(a)(A) = v(a, A) eine additive Mengenfunktion. Ist o sogar
nicht-negativ und additiv, dann gilt v(a, A) = a(A) fir alle A € &. Ist w ein MaB auf M,
dann ist v(u) ein positives MaB auf M; man schreibt iiblicherweise v(u) = |u|. Es gilt stets
[w|(A) = |u(A)| fir alle A € &.

Zur Definition des zweiten der beiden erwdhnten Begriffe sei M eine Menge, X eine
Topologie auf M, auBerdem sei & eine o-Algebra auf M und u ein beliebiges, reell-, komplex-,
vektor- oder operatorwertiges MaB auf &. Dann heiBt die Menge

supp =M\ U A
Acx
[ (A)=0

Trager des MaBes p. Dieser ist als Komplement einer Vereinigung offener Mengen abgeschlos-
sen. Da man den Trager eines MaBes n durch Heraussortieren nur der offenen Nullmengen
erhilt, ist die offene Menge M \ supp p nicht notwendigerweise eine Nullmenge.

1.2.2 Integrale und integrierbare Funktionen

Nachdem wir nun den Begriff des MaBes auf einer Menge zur Verfiigung haben, verwenden
wir diesen, um mit der Integralrechnung einen der beiden fundamentalen Bestandteile der
Infinitesimalrechnung sehr weitgehend zu verallgemeinern. Integrale erlauben in vielfaltiger
Weise globale Betrachtungen lokal kontinuierlich verénderlicher Systeme, egal ob es sich um
krummlinig begrenzte Flachen, teilweise oder ganz kontinuierliche Spektren linearer Operato-
ren oder wer weiB was sonst handelt. Die Interpretation der Integralrechnung als Umkehrung
der Differentialrechnung im Rahmen der elemenraren Analysis erweist sich dabei als sehr
spezieller Sonderfall.

Bei der Definition des einfachen Riemannschen Integrals bedient man sich bekanntlicher-
weise eines Approximationsprozesses, also eines Grenzwertprozesses, mit Hilfe von Treppen-
funktionen. Dessen geometrische Interpretation iiber Flacheninhalte zeigt, daB dieser Grenz-
wertprozeB und damit der Integralbegriff mit maBtheoretischen Hilfsmitteln sehr stark verall-

38Da MaBe spezielle Funktionen sind, 14Bt sich dieser Begriff in analoger Weise fiir beliebige Funktionen
mit Werten aus normierten Raumen definieren.
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gemeinerbar ist°. Dazu sind zunichst einige zusitzliche Definitionen erforderlich. Es sei y ein
MaB auf der Menge M und A & M meBbar, auBerdem sei £ ein Banachraum mit Norm || ||.
Eine Funktion ¢ : A — & auf A heiBt einfach, wenn es eine Zerlegung von A aus paarweise
disjunkten meBbaren Teilmengen Ay, A5, ..., A, C A sowie Vektoren ¢, G, ..., C, € € gibt,
sodaB

n
) =) X,
J=1

_J 1 fir xeM
TN 0 fir x¢M

wobei

die charakteristische Funktion der Menge M ist. Die Menge der einfachen £-wertigen Funk-
tionen auf A nennt man .#(u, A, E). Eine Funktion f : A — & heiBt meBbar, wenn es
eine Folge (¢n)nen aus F(u, A, E) gibt, sodaB lim || f(x) — @,(x) || = 0 gilt fiir fast alle

x € A. Ist £ separabel, dann ist das dquivalent zur Forderung, daB fiir jede meBbare Menge
B C & auch f71(B) meBbar ist*°. Sind f und g meBbar, dann sind auch f + g, fg und |fg|
meBbar. Ist f eine meBbare Funktion, dann ist ihre wesentliche Wertemenge definiert durch
raness f ={{ec& | u{xeM||f(x)—¢&|<e})>0 firalle ¢ >0}.

Einfache Funktionen stellen eine natiirliche Verallgemeinerung der Treppenfunktionen dar,
denn definitionsgemiB ist die Menge .# (u, A, £) der einfachen Funktionen dicht in der Menge
der meBbaren Funktionen; das ist die entscheidende Eigenschaft zur Definition des maBtheo-
retischen Integralbegriffs. Damit 148t sich nun zundchst ein elementares Integral fiir einfache

Funktionen definieren durch )

fwdu = Gu(A).

A j=1
Eine verallgemeinerte Integraldefinition erhalt man dann durch Approximation der zu integrie-
renden Funktionen durch einfache Funktionen, was ebenfalls definitionsgemaB bei meBbaren
Funktionen stets moglich ist. Eine Funktion f : A — & heiBt u-integrierbar, wenn folgendes
gilt:

(i) f ist meBbar;

39Ein sehr interessanter alternativer Zugang zur Integrationstheorie stammt von D. Hoffmann und F.-
W. Schifke. Bei diesem erfolgt die Konstruktion von Integralen nicht iiber MaBe, sondern in Form von
stetigen Integralerweiterungen mit Hilfe geeigneter Integralnormen. Dadurch werden im Gegensatz zur hier
beschriebenen, klassischen Vorgehensweise MaBe zu abgeleiteten, den Integralen nachgeordneten Objekte.
Naheres dazu findet man in [163].

40Verwendet man diese Eigenschaft als allgemeine Definition der MeBbarkeit von Funktionen, miissen diese
fiir die folgende Integraldefinition im Fall eines nicht separablen Banachraums & zusatzlich separabel sein.
Eine Funktion f von einer beliebigen Menge M auf einen beliebigen topologischen Raum X heiBt separabel,
wenn es eine abzihlbare Teilmenge A von X gibt, sodaB f(M) C A gilt. Offensichtlich sind alle Funktionen
auf einem separablen Raum auch selbst separabel.
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(i) zu jedem € > 0 gibt es ein N(e), so daB fiir die f approximierende Folge {¢,},cn von
einfachen Funktionen

IH ©n— ml|l du < e firalle n,m= N(g).
A

Wenn klar ist, welches MaB gerade gemeint ist, spricht man anstelle von p-Integrierbarkeit
auch nur von Integrierbarkeit.
Wir definieren dann das Integral fiir meBbare Funktionen durch den Grenzwert

deu. = Jer;C f(pn du. (1.1)
A A

Dieser Grenzwert ist unabhingig von der Wahl der Folge {¢,},en von einfachen Funktio-
nen*!. Die Eigenschaft der Integrierbarkeit 138t sich damit auf folgende einpragsame Gestalt
bringen: f ist genau dann integrierbar, wenn

J 17l du < oo (12)

gilt. Ist f integrierbar, so ist folglich auch ||f]| integrierbar. f ist auBerdem genau dann
W-integrierbar, wenn es v(u)-integrierbar ist.

Fiir das so definierte allgemeine Integral fiir E-wertige Funktionen lassen sich nun die
tiblichen Eigenschaften von und Satze iiber Integrale beweisen. Es ist linear und stetig, und
fiir alle integrierbaren Funktionen ist

HAjfduH = [1rion

auBerdem gilt der

1.21 Satz von der majorisierten Konvergenz:*? Es seien (f,),cn eine Folge mit
f [[fall dw < o0, die punktweise fast iiberall gegen eine meBbare Funktion f konvergiert, und
M

g eine Funktion mit [ ||g|| du < oo, sodaB || f,(x)|| < g(x) fast iiberall auf M. Dann gilt
M

(i) j\|f||du<oo und fllf,,Hdu,<ocf[jralIen€N,
M M

“IDie hier beschriebenen Banachraum-wertigen Integrale wurden erstmals von Salomon Bochner eingefiihrt
[37] und werden daher auch als Bochner-Integrale bezeichnet. Ausfiihrliches dazu sowie zu weitergehenden
Verallgemeinerungen des Integralbegriffs steht in [337], dhnliches auch in [163] und [208]. Zum Spezialfall
vektorwertiger Verallgemeinerungen des Lebesgue-Integrals, sogenannter Bochner-Lebesgue-Integrale, siehe
auch [9].

“2Wird auch als Satz von der dominierten Konvergenz bezeichnet; erstmals 1910 bewiesen von Henri
Lebesgue fiir positive MaBe. Einen Beweis fiir vektorwertige MaBe und Banachraum-wertige Funktionen
findet man bei [78].
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(ii) ffdu = lim j fodu,
M M
(i) lim J || £, — £l di = 0.

Fiir nichtnegative Funktionen und positive MaBe kommen weitere bedeutende Resultate dazu,
wie beispielsweise das

1.22 Lemma von Fatou:** M sei eine Menge, & C 3(M) eine o-Algebra und . ein MaB
auf &. Ist {f, : M — R§ | n € N} eine Folge nichtnegativer meBbarer Funktionen, dann
gilt

flimmf fodu < Iiminfffn du.

M n—oo n—oo M

oder der

1.23 Konvergenzsatz von Beppo Levi:* /st (f,),cn eine monoton steigende Folge nicht-
negativer meBbarer Funktionen auf M, dann gilt

Jfﬂfc £, du = JJL”; fodp = lim J £, du.

Ist zusatzlich die Folge ( [ fa du)n o beschrénkt, dann konvergiert (f,),en punktweise fast
M

iberall auf M. Mit f(x) = lim f,(x) gilt [ f du < oo und
M

n—oo
j fdu = lim f £, du.
M M

Uber das Integral erhilt man das verwendete MaB wieder zuriick durch [du = u(A),
A

das heiBt durch Integration der Funktion f = 1. Das |aBt sich verallgemeinern; das Resultat
weist unter anderem den Weg zum oben angedeuteten Sonderfall der elementaren Analysis,
wo die Integration als Umkehrung der Differentiation aufgefaBt werden kann, geht aber weit
dariiber hinaus. Motiviert wird es auch durch den Sachverhalt, daB ein MaB v genau dann
absolut stetig beziiglich einem zweiten MaB w ist, wenn es eine meBbare Funktion f gibt mit
J1f(x)| do < oo fiir jede beschrinkte Menge A € &, so daB

A

J'fdu:jgfda

431906 erstmals publiziert von Pierre Fatou, der das Resultat Henri Lebesgue zuschreibt [99]. Verallgemei-
nerungen auf vektorwertige Funktionen liefern [200] und [394].

4 Auch bekannt als Satz von der monotonen Konvergenz. Das Resultat wurde 1906 von seinem Namens-
geber entdeckt [217]. Hier gibt es ebenfalls eine Verallgemeinerung auf vektorwertige Funktionen; siehe dazu
[362].
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gilt fiir alle meBbaren Funktionen g mit [ |g| du < oco. Die Umkehrung dieses Resultats ist
der fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung und die Quantenmechanik gleichermaBen besonders
wichtige

1.24 Satz von Radon-Nikodym®: Es seien M eine Menge, & eine o-Algebra und £ ein
reflexiver Banachraum, auBerdem seien . ein o-finites positives MaB und v : & — &
ein beziiglich . absolut stetiges MaB auf M. Dann gibt es eine (bis auf Anderungen auf
einer Menge vom p-MaB Null) durch das MaB v eindeutig bestimmte integrierbare Funktion
f:M— &, sodal
v(A) = f fdu firalle A€ &
A

gilt. f heiBt Dichtefunktion des MaBes v .

d
Dieser Satz bildet im iibrigen die Grundlage der symbolischen Schreibweise d—; = f, weswegen

man die Funktion f auch als Radon-Nikodym-Ableitung des MaBes v bezeichnet. Das wird
zusatzlich durch das Auftreten altbekannter Eigenschaften gerechtfertigt; sind etwa 7 und v
absolut stetig beziiglich w, dann gilt p-fast iiberall

dit+v) dr  dv
du du  p’
ist T absolut stetig beziiglich v und v beziiglich w, dann gilt p-fast iiberall

dr _dt dv
du ~ dv du
in Analogie zur Kettenregel, ist v absolut stetig beziiglich © und f eine p-integrierbare

Funktion, dann gilt
dv
f fdv= j f e
M M
in Analogie zur Substitutionsregel, und sind © und v wechselseitig absolut stetig, dann gilt

du _ (dv\™

dv \ du '
Fiir nicht reflexive Banachrdume ist Satz 1.24 im allgemeinen falsch, aber das ist nicht grund-
satzlich so. Es gibt nicht reflexive Banachraume, fiir die Satz 1.24 gilt. Man sagt dann, der
betreffende Raum habe die Radon-Nikodym-Eigenschaft*®. Letztere liegt somit fiir reflexive

Banachraume stets automatisch vor.
Wieder betrachten wir zwei Beispiele.

“Der Satz wurde zunichst von Johann Radon fiir den R” bewiesen [295] und spater von Otton Nikodym
auf beliebige MaBraume verallgemeinert [274].
46 Ausfiihrliche Informationen findet man in [70].
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a) Das Lebesgue-Integral

Wihlen wir als Menge M = R” und als MaB das LebesguemaB, dann wird fiir meBbare
Mengen A C R” durch (1.1) das Lebesgue-Integral

jfdA:jf(x)dx
A A

definiert. Das Lebesgue-Integral ist in gewissem Sinn eine Verallgemeinerung des klas-
sischen Riemann-Integrals, denn einerseits sind alle eigentlich Riemann-integrierbaren
Funktionen Lebesgue-integrierbar, und in diesen Fallen sind die Werte beider Integrale
gleich, andererseits jedoch gibt es sehr viel mehr Lebesgue-integrierbare Funktionen als
Riemann-integrierbare. Ein vielzitiertes Beispiel ist die Dirichlet-Funktion f : R — R
mit
1 falls x irrational ist
(x) = {

0 falls x rational ist.

Fiir sie gilt f(x) = 1 fiir fast alle x, und f ist Lebesgue-integrierbar. Deshalb gilt fiir
Lebesgue-Integrale bei der Dirichlet-Funktion

jfdx jdx_b—a

[a,b]

b
Das Riemann-Integral [ f(x) dx existiert jedoch nicht, da sémtliche Untersummen
a

den Wert Null und samtliche Obersummen den Wert b — a haben und f folglich nicht
Riemann-integrierbar ist. Beriicksichtigt man uneigentliche Integrale mit, dann gibt
es auch den umgekehrten Fall Riemann-integriebarer Funktionen, die nicht Lebesgue-

integrierbar sind. Der Grund dafiir ist das Auftreten der Norm hinter dem Integralzeichen
n (1.2). Ein klassisches Beispiel ist die Funktion f(x) = ? auf dem Intervall [0, 1].

Das Riemann-Integral von f iiber diesem Intervall existiert, und es gilt

J‘SInX

Gleichzeitig ist jedoch

jmdx j

[0.1]

smx smx

x=fim Z f
j 1 (n+1)m

> lim —_— sin x| dx
= jooo nz:;(n—k—l)w n{( | |
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j 1 (/7+})7r
> lim sinx dx
J*’OO; (n+1)m kA

2 | 2 1
=2 i = 00,

WJLU;§H+1 W;H-ﬁ-l o0

und damit ist f auf [0, o] nicht Lebesgue-integrierbar.

Fiir Funktionen von R nach R kann man den Unterschied zwischen Lebesgue-Integralen
und Riemann-Integralen anschaulich verdeutlichen. Beim Riemann-Integral wird in die-
sem Fall bekanntlich die x-Achse, also die Definitionsmenge des Integranden, in Ab-
schnitte zerlegt, deren Lange gegen Null und deren Anzahl gegen Unendlich geht. Ist
Z,= (X0, X1, ..., X,) eine Zerlegung des Intervalls [a, b] mit xo = a und x, = b, dann
erhilt man das Riemann-Integral durch Ubergang zu immer feineren Zerlegungen,

f(x)dx = NIL)m if(xr) (Xiv1—x;).

i=0

O

Beim Lebesgue-Integral wird dagegen die y-Achse und damit die Wertemenge der zu
integrierenden Funktion in Abschnitte zerlegt, deren Lange dann wieder gegen Null
und deren Anzahl gegen Unendlich geht. Man interessiert sich also hier fiir Mengen
der Form f([a, b]) und deren MaBe. Ist Z, = (yo,¥1,...,Yn) eine Zerlegung des
Intervalls [m, M] in n Teilintervalle mit yo = m und y, = M sowie m < f(x) < M,
dann bildet man die Teilmengen Df”) = Y[y, yiy1)) des Intervalls [a, b] fiir

I =0,1,..., n — 1; die Mengen D,(-") sind paarweise disjunkt, und ihre Vereinigung
ist das Intervall [a, b], aber es sind im allgemeinen keine Intervalle. Sie sind jedoch
Lebesgue-meBbar*”. Das Lebesgue-Integral erhilt man nun wieder durch Ubergang zu
immer feineren Zerlegungen mit Hilfe des Lebesgue-MaBes A,

— i (n)
[{]fdA—HILrQO ;y,)\(D, ).

Der Beweis der Aquivalenz dieser hier nur angedeuteten Definition des Lebesgue-
Integrals zu der weiter oben gegebenen ist allerdings nicht gerade trivial und sehr
aufwendig.

Das Lebesgue-Stieltjes-Integral

g : R — RR” sei wieder eine vektorwertige Funktion; mit dem durch g erzeugten
Lebesgue-Stieltjes-MaB X4 erhalten wir dann in der oben beschriebenen Weise das

4TBei diesen Mengen handelt es sich um projektive Mengen, allerdings nicht um beliebige projektive Men-
gen, da bei weitem nicht alle projektiven Mengen Lebesgue-meBbar sind. Entsprechend sind auch bei weitem
nicht alle Funktionen Lebesgue-integrierbar.
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Lebesgue-Stieltjes-Integral

jfdgz ffdAgA
A —00

Dabei wird f(x) = 0 fiir x ¢ A gesetzt. Natiirlich sollte die Funktion g gewisse
Anforderungen erfiillen. Ist sie differenzierbar, so gilt

00 oo

f fdg= j £(x) g'(x) dx. (1.3)

Das ist die Verallgemeinerung einer wohlbekannten vektoranalytischen Situation, denn
wenn A ein Intervall ist, dann ist g eine differenzierbare Kurve im R”, und (1.3) ist ein
Kurvenintegral. Man muB aber gar nicht so viel von g verlangen, um Lebesgue-Stieltjes-
Integrale definieren zu konnen. Ist g fast iberall differenzierbar und hat héchstens

abzihlbar viele Sprungstellen x1, x», . . ., dann gilt
N - * , ) o B
_J fdgf_J f(x)g(x)dx-‘rzk:f(xk) {ll\%g(xk#—&) lim g(x —€)|.

Wenn die Reihe auf der rechten Seite konvergiert, dann sind damit auch Integrale iiber
nicht stetige Funktionen mit den erwéhnten zusatzlichen Eigenschaften definiert.

Da wir oben Funktionen auf beliebigen MaBraumen betrachtet haben, sind Mehrfachinte-
grale und sogar Funktionalintegrale dabei implizit mitberiicksichtigt. Zur expliziten Berech-
nung sind hierfiir jedoch im allgemeinen technische Tricks erforderlich. Einer davon, und zwar
der wichtigste fiir Mehrfachintegrale iiberhaupt*®, sei zum AbschluB dieses Kapitels ange-
deutet. Ist (M1, &1, p1), (M2, G2, u2), .. ., (M,, &, i) eine Familie von MaBraumen, dann
lassen sich in naheliegender Weise MaBe und Integrale auf dem Produkt M; x M, x ... x M,
konstruieren. Dazu definiert man zu einer Menge A € My x My x ... x M, firi=1,2,...,n
den j-ten Schnitt A’ durch

Al ={xeM;|(x1, X2, ..., Xj=1, X, Xj+1,...,Xn) €A}

Das ProduktmaB i ® s ® ... ® W, ist dann definiert durch

P @l ® ... @ pa(X) = I [T wX) duy = I [T duz

M; j=2 My j=1

J#2
n n—1
= fHuJ(Xf) dui=...= f [T X)) dusn.
& i

“8Funktionalintegrale werden im vorliegenden Buch nicht betrachtet.
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Darauf aufbauend erhilt man dann véllig analog zu oben Integrale auf Produktraumen, die
man wieder durch

ffdm@uz@---@un ::)Lngcjwndu1®uz®...®un
M M

definiert, wenn f eine integrierbare Funktion und (¢,),cn eine Folge einfacher Funktionen
ist mit lim ¢, = f. Die Berechnung solcher Integrale wird wesentlich erleichtert durch den
n—oo

1.25 Satz von Fubini:* (A, &, 1) und (B, X, v) seien zwei MaBriume und f : AxB — &
eine w ® v-meBbare Funktion. Dann gelten:

(i) Fiir alle x € A ist f(x, ) eine v-integrierbare Funktion auf B,

(ii) fiir alle y € B ist f(,y) eine p-integrierbare Funktion auf A,

(iii) J fdu®u—fff(Xy du(x) du(y) = fjf(x y) du(y) du(x).

AxB

Der Satz von Fubini bildet die Grundlage fiir alle moglichen mehrfachen Integrale und deren
Auswertung, da er es erlaubt, die Reihenfolge der einzelnen Integrationen nach praktischen
Belangen auszuwahlen.

Damit beschlieBen wir unseren kurzen Uberblick iiber die wichtigsten maB- und integra-
tionstheoretischen Sachverhalte und gleichzeitig denjenigen iiber die mathematischen Hilfs-
mittel, die wir fiir das vorliegende Buch voraussetzen wollen. Im weiteren Verlauf werden
wir die diskutierten Resultate jeweils detailliert beweisen, um damit der eingeschlagenen In-
tention, die Mathematik nicht primar als Werkzeug, sondern als Selbstzweck zu betrachten,
konsequent gerecht zu werden.

“*Benannt nach Guido Fubini, der als erster einen Satz dieser Form publizierte [107].
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Kapitel 2

Vektorraume

Im vorliegenden Buch wird die Mathematik fiir eine Formulierung der Quantenmechanik be-
schrieben, bei welcher der Zustandsbegriff im Mittelpunkt steht, wobei quantenmechanische
Zustande durch Wellenfunktionen beschrieben werden. Folglich beginnen wir unsere Betrach-
tungen mit den mathematischen Grundlagen der Raume, deren Elemente solche Wellenfunk-
tionen sind.

2.1 Einige Grundbegriffe aus der linearen Algebra

Die Quantenmechanik begann in ihrer neueren Fassung als eine rein algebraische Theorie.
Das blieb zwar nicht sehr lange der Fall, da der Matrizenmechanik von Heisenberg, Born und
Jordan schnell die Wellenmechanik Schrédingers an die Seite gestellt wurde. Die Bedeutung,
welche der Algebra als Grundlage der Quantenmechanik zukommt, wurde dadurch jedoch
nur in ihrer AusschlieBlichkeit eingeschrankt, was nicht erst mit Beginn des funktionalana-
lytischen Zeitalters klar wurde. Der folgende kurze Uberblick der wichtigsten algebraischen
Grundbegriffe diirfte damit durchaus angemessen sein.

Unter dem Begriff der Algebra werden gleichermaBen zwei unterschiedliche Dinge ver-
standen, einerseits die elementare Algebra, also das Rechnen mit Gleichungen und Variablen,
andererseits die abstrakte Algebra. Hierbei handelt es sich um die eigentlich oben erwdhnte
mathematische Grundlagendisziplin; sie beschaftigt sich mit Mengen, die eine sogenannte al-
gebraische Struktur aufweisen, das heiBt auf denen gewisse innere oder duBere Verkniipfungen
definiert sind. Je nachdem, welche Eigenschaften diese Verkniipfungen aufweisen, fiihrt das
auf die Betrachtung beispielsweise von Gruppen, Ringen, Kérpern oder Moduln

Fiir die hier verfolgten Zwecke ist es nicht erforderlich, die Algebra in dieser Allgemeinheit
zu betrachten; Gegenstand wird stattdessen derjenige Spezialfall sein, bei dem es um Raume
mit linearer Struktur geht, sogenannten Vektorrdumen. Die entsprechende Teildisziplin nennt
man lineare Algerbra. Sie ist insbesondere auch eine wesentliche Grundlage der Funktional-
analysis und damit der Quantenmechanik in der in diesem Buch prasentierten Formulierung.
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2.1.1 Algebraische Strukturen
2.1.1.1 Gruppen, Ringe, Kérper

Wir beginnen mit den wichtigsten algebraischen Strukturen, die der linearen Algebra als
Grundlagen dienen und betrachten zunachst Mengen mit einer Verkniipfung.

2.1 Definition: M sei eine Menge und o eine innere Verkniipfung auf M, also eine Abbildung
o: MxM — M. Gilt fir diese Verkniipfung das Assoziativgesetz, dann heiBt (M, o)
Halbgruppe. (M, o) heiBt Gruppe®, wenn folgendes gilt:

(Gl) Va,b,ceM (aob)oc=ao(boc) (Assoziativgesetz),

(G2) deeMVYaeM aoe=eoa=a (Existenz eines neutralen Elementes)
(G3) VaeM3IbeM aob=boa=e (Existenz inverser Elemente).

Gilt auch noch

(G4) Va,beM aob=boa (Kommutativgesetz),

dann nennt man (M, o) abelsche oder kommutative Gruppe.

Beispiele fiir Gruppen sind 7, Q, R, C mit +, aber auch der Zauberwiirfel, wenn man Kom-
binationen von Drehungen als Gruppenelemente und deren Hintereinanderausfiihren als Ver-
kniipfung betrachtet. Hierbei handelt es sich bei allen Beispielen mit Ausnahme des letzten
um kommutative Gruppen.

Als nachstes betrachten wir Mengen, auf denen zwei innere Verkniipfungen definiert sind.
Man bezeichnet sie iiblicherweise mit + und -, obwohl damit nicht zwangslaufig irgendeine
Addition und Multiplikation gemeint sein muB.

2.2 Definition: Ist M eine Menge mit zwei inneren Verkniipfungen 4+ : M x M — M und
- M x M — M, dann heiBt (M, +, -) Ring, wenn
(R1) (M, +) eine kommutative Gruppe ist,
(R2) (M, -) eine Halbgruppe ist,
(R3) die distributiven Gesetze gelten:
VabceM a-(b+c)=a-b+a-c AN (a+b)-c=a-c+b-c.

Das neutrale Element beziiglich + heiBt Nullelement 0. Existiert auch ein neutrales Element
beziiglich -, das dann Einselement 1 heiBt, gilt also a-1 = 1-a = a fir alle a € M,
dann nennt man (M, +,:) Ring mit 1. Ein kommutativer Ring ist ein Ring, bei dem die
Multiplikation kommutativ ist. Das zu a inverse Element beziiglich + wird im allgemeinen

1Obwohl die Gruppentheorie als Spezialgebiert der Algebra von herausragender Bedeutung fiir die theo-
retische Physik ist, werden wir darauf verzichten, sie hier ausfiihrlicher zu diskutieren, da das ein FaB ohne
Boden wire und den vorgegebenen Rahmen bei weitem sprengen wiirde. Fiir Einzelheiten sei auf entspre-
chende Spezialliteratur verwiesen, etwa [95] und [120].
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mit —a bezeichnet. Gibt es Elemente a, b # 0 mit a- b = 0, so heiBen a und b Nullteiler. Ein
Ring, der keine Nullteiler hat, heiBt nullteilerfrei; einen kommutativen, nullteilerfreien Ring
mit 1 (0 # 1) nennt man Integrititsring.

Beispiele fiir Ringe sind Z, QQ, R, C mit + und -, ebenso die Menge aller Polynome in n
Variablen; das sind alles Integritatsringe. Die Menge C"*" aller n x n-Matrizen bildet einen
Ring, der weder kommutativ noch nullteilerfrei ist.

Fordern wir fiir beide innere Verkniipfungen Gruppeneigenschaften, landen wir beim Be-
griff des Korpers.

2.3 Definition: (M, +, ) heiBt Kérper, wenn

(K1) (M, +, ) ein Ring und

(K2) (M\ {0}, -) eine kommutative Gruppe ist.

Ist die Multiplikation nicht kommutativ, so heit (M, +, -) Schiefkérper.

Beispiele fiir Kérper sind QQ, R, C mit 4 und -; die Menge H der Quaternionen ist ein Beispiel
fiir einen Schiefkorper.

2.1.1.2 Moduln und Vektorraume

Der Schritt von der allgemeinen zur linearen Algebra wird durch die Einfiihrung von duBeren
Verkniipfungen eingeleitet. Sind A und M Mengen, dann ist eine duBere Verkniipfung auf M
beziiglich A eine Abbildung ¢ : A x M — M. Es gilt also av ¢ a € M fiir alle o € A und alle
a € M. Die Menge A nennt man Operatorenbereich der duBeren Verkniipfung. Haufig sind
auBere Verkniipfungen multiplikativer Natur; wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind,
verwendet man dann auch dafiir das Symbol -.

Damit kommen wir zu den zentralen Begriffen der linearen Algebra:

2.4 Definition: (M, +, R, -) heiBt R-Modul, wenn (M, +) eine kommutative Gruppe, (R, +, -)
ein Ring mit 1 und - eine duBere Verkniipfung auf M beziiglich R ist und zusatzlich fiir alle
a, b€ Mund a, B € R folgendes gilt:

(i)
(i) (a+B)-a=a-a+B-a,
(i) (x-B)-a=a-(B-a),

(iv) 1-a=a.

a-(a+b)=a-a+a-b,

Ein Modul (V, +, 1K, -), dessen Operatorenbereich K ein Korper ist, heiBt Vektorraum iiber
dem Kérper K (kurz: K-Vektorraum)?.

Ist auf einem R-Modul (A, +, R, -) zusitzlich eine Multiplikation x : A x A — A definiert,
sodaB fiir alle a, b, c € A und alle « € R

2Alternativ ist auch die Bezeichnung linearer Raum iiblich. Der Begriff wurde urspriinglich von Giuseppe
Peano eingefiihrt [282].
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(i) (a+b)xc=axc+bxc,
(i) ax(b+c)=axb+axc,
(i) a-(axb)=(a-a)sb=ax(a-b)

gilt, dann heiBt (A, +, *, R, -) Algebra iiber R (kurz: R-Algebra). Ist * kommutativ, dann heiBt
(A, +, %,R, ) kommutative Algebra iiber M.

Ist der Kontext jeweils klar, dann spricht man kurz von einem Modul R, einem Vektorraum
V oder einer Algebra A.

Die Elemente eines Vektorraums nennt man auch Vektoren, die Elemente des Operato-
renbereichs gelegentlich Skalare. Jeder Ring mit 1 und erst recht jeder Korper ist ein Modul
liber sich selbst, jeder Korper ist ein Vektorraum iiber sich selbst. Bei einer Kérpererweiterung
T./ K, also zwei Kérpern T. O K, bei welchen die Addition und die Multiplikation in K durch
Einschrankung der Addition und der Multiplikation in IL entstehen, ist der Erweiterungskor-
per L gleichzeitig ein Vektorraum iiber dem Teilkorper IK. Beispiele fiir R- beziehungsweise
C-Vektorraume sind R” und C", aber auch die Menge .7 (C", C") aller komplexen vek-
torwertigen Funktionen oder die Funktionenrdaume C"(C), C>°(C), £P(R") und £ >(R"),
mit denen wir uns weiter unten ausfiihrlich beschaftigen werden.

Eine nichtleere Teilmenge U eines Vektorraums V heiBt Untervektorraum oder kurz Unter-
raum von V), wenn U beziiglich derselben inneren und duBeren Verkniipfung ein Vektorraum
ist. {0} und V sind natiirlich Unterrdume von V; weniger langweilige Beispiele sind etwa Ge-
raden oder Ebenen im R® durch den Ursprung oder die Menge der stetigen reellen Funktionen
als Teilmenge der Menge aller reellen Funktionen. Bei der Uberpriifung, ob eine Teilmenge
eines Vektorraums tatsachlich ein Unterraum ist, hilft das folgene Kriterium fiir Unterrdume:

2.5 Satz: Ist K ein Kérper und V ein IK-Vektorraum, dann ist U C V genau dann ein
Unterraum von V, wenn a+b € U und o - a € U gilt fiir alle « € KK und alle a, b € U, wenn
also die innere und die duBere Verkniipfung abgeschlossen in U sind.

Beweis: ,—": Klar, denn U ist ein Vektorraum.

<" Zunichst hat man zu zeigen, daB (U, +) eine kommutative Gruppe ist. (G1) folgt
sofort aus der Abgeschlossenheit der inneren Verkniipfung. Aus der Abgeschlossenheit der
duBeren Verkniipfung folgt —a € U fiir alle a € U und damit a— a = 0 € U, also auch (G2)
und (G3). (G4) schlieBlich gilt in V, also auch in U. Es fehlen noch die Bedingungen (i) bis
(iv); diese gelten in V), also auch in U. |

Aus dem Unterraumkriterium folgt unmittelbar, daB der Durchschnitt beliebig vieler Un-
terrdume eines Vektorraums selbst wieder einen Unterraum darstellt. Ist T eine Teilmenge
eines Vektorraums V, dann nennt man den Durchschnitt aller T enthaltenden Unterrdume
von V die lineare Hiille von T oder den von T erzeugten Unterraum von V' und schreibt
dafiir span T. Die lineare Hiille von T ist natiirlich auch ein Unterraum von V), namlich der
kleinste, der T enthalt, und auBerdem gilt spanV = V. Gilt fiir zwei Unterrdume U/, und U,
von V gleichzeitig Uy + Uy =V und U; N U> = {0}, dann heiBen U, und U, algebraisch
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komplementar; U ist dann das algebraische Komplement von U, und umgekehrt. Man kann
natiirlich auch allgemeinere Summen von Unterrdumen eines Vektorraums betrachten. Dazu
sei I eine endliche oder unendliche Kardinalzahl und (4,y) < eine Familie von Unterrdumen
des Vektorraums V), dann ist

> Uy ::{ZXW

y< <

Xy €V, Xy # 0 fiir héchstens endliche viele v < I'}

ebenfalls ein Unterraum von V, und es gilt Uy & > U, fir alle X < T. Dabei ist die
y<r

n
Darstellung x = Y x,, fiir jedes x € V genau dann eindeutig, wenn U., N U, = {0} fiir alle
j=0
YA < mity #
Ist U ein Unterraum eines IK-Vektorraums V), dann kann man durch

X~ Xo = X1 —Xo €U
eine Aquivalenzrelation auf V einfiihren, deren Aquivalenzklassen
Ke=x+U={x+u|luelUd}

anschaulich als die zu U parallelen affinen Unterrdume in V' deutbar sind. Die Menge aller
Aquivalenzklassen einer solchen Aquivalenzrelation heiBt Quotientenraum von V nach U{; man
schreibt dafiir®

V/IU=A{[X]|xeV}={x+U|xeV}

Definiert man Addition und Multiplikation reprisentantenweise, so wird V/ U selbst zu einem
Vektorraum.
Im folgenden sei wieder I eine endliche oder unendliche Kardinalzahl. Ist (V)< eine

Familie von IK-Vektorraumen. dann kann man auf deren kartesischem Produkt

V= Hv’y:{(x'y)'y<l' [ xy €Vy, vy <T}

y<r

tiber (Xy)y<y + (Va)y<r = (Xy + ¥y )Jy<r und & (Xy)y<r = (@ Xy)y<r fir Xy, yoy € Vs,
v < [ und a € K eine Addition und eine duBere Multiplikation definieren; V wird dadurch
ebenfalls zu einem IK-Vektorraum, den man das direkte Produkt von (Vy)y<r nennt. Der
lineare Unterraum

U=pv= { (Xy)y<r € [[ Vs

y<r y<r

X~ 7 0 fiir héchstens endliche viele v < I'}

von V heiBt direkte Summe von (Vy)y<r. Mit den injektiven Abbildungen j, : V, — U,
definiert durch jy(xy) := (845 Xq)a<r fir v < I, erhdlt man aus den V, lineare Unterrdume

3Trotz leichter Verwechslungsgefahr, siehe oben
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J(Vy) von U. Damit wird die direkte Summe von (V) <r zur linearen Hiille von J j,(W\),
y<r

n
und folglich ist jedes x € @ V), in eindeutiger Weise als endliche Summe x = >~ j, (x,) mit
g=1

y<r
Xy, € Vy, darstellbar. Es gilt somit @ V, = erw(vw)- Ist andererseits (V1, Vs, ..., Vh)
v <

y<r
eine endliche Familie von Unterrdaumen des Vektorraums V), dann gibt es eine kanonische

Abbildung ® : @V, — >_ V; definiert durch
i=1 =1

i

I
D(x1, X2, ..., Xp) = X1+ Xo+ ...+ X,

Diese ist nach Konstruktion linear und auBerdem genau dann bijektiv, also ein Isomorphismus,
wenn V; NV, = {0} fiir i # j. In diesem Fall sind die direkte Summe und die gewdhnliche
Summe der V; also isomorph.

2.1.2 Linearkombinationen und Erzeugendensysteme

V sei wieder ein Vektorraum iiber einem Korper K; sind x1, X, ..., X, endlich viele Ele-
n

mente von V), so heiBen Ausdriicke der Form " a;xj, a; € K, Linearkombinationen von
J=1

X1, X2, ..., Xp. Man sieht sofort, daB die lineare Hiille einer Teilmenge T von V' genau die

Menge aller aus Elementen von T gebildeten Linearkombinationen ist, oder anders ausge-

driickt, span T besteht aus allen Elementen von V, die sich in der Form " o, x darstellen
x€eT

lassen, wobei jeweils hochstens endlich viele der o, € K von O verschieden sind.
n
X1, X2, ..., X, € V, n € N, heiBen linear unabhangig, wenn aus »_ a;x; = 0 folgt,
J=1
daB sdamtliche or; = 0 sind, das Nullelement also nur durch eine triviale Linearkombination
darstellbar ist, andernfalls heiBen sie linear abhingig. Unendlich viele x., v < T, nennt man
linear unabhangig, wenn je endlich viele von ihnen linear unabhangig sind, andernfalls linear
abhidngig. Linear unabhingige Teilmengen von Vektorrdumen sind naturgemaB besonders
wichtig; das gibt AnlaB zu folgender

2.6 Definition: (i) Eine Teilmenge T eines Vektorraums V heiBt Erzeugendensystem von V,
wenn span (T) =V gilt.
(i) Ein linear unabhingiges Erzeugendensystem von V heit Hamel-Basis von V.

Statt Hamel-Basis sagt man auch algebraische Basis oder kurz Basis. Eine Basis ist gleichzeitig
eine groBte maogliche linear unabhingige Teilmenge von V. Jedes Element von V kann in
eindeutiger Weise als Linearkombination aus endlich vielen Elementen einer Basis von V
dargestellt werden. Dariiberhinaus ist die GroBe der Basen eines Vektorraums eine Invariante,
wie folgendes Resultat zeigt [229].

2.7 Satz: Je zwei Basen eines Vektorraums haben dieselbe Machtigkeit.
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Beweis: V sei ein Vektorraum und B; und B, zwei Basen mit |B;| =: k1 und |By| =: ko.
Ist eine der beiden Basen endlich, dann auch die andere, und der Satz ist trivial. Deshalb
seien beide Basen unendlich, also K1, ko = Ng. Jedes Element x von Bj ist eindeutig als
Nx
Linearkombination x = > ctxj ¥« aus endlich vielen Elementen von B, darstellbar. Dabei
Jj=1
ist die Menge A := {y,,; | j=1,2,...,ny, x € By} der in allen diesen Linearkombinationen
vorkommenden Elemente von B, bereits identisch mit B>, denn andernfalls ware ein nicht in
A enthaltenes solches Element y als endliche Linearkombination aus Elementen von B; und
folglich auch als endliche Linearkombination aus Elementen von Bs \ {y} darstellbar; dann
ware B, jedoch linear abhangig. B, ist daher als Vereinigungsmenge aus k; vielen endlichen
Mengen darstellbar; es folgt ko < No k; und somit auch ko < k1. Vertauscht man die beiden
Basen, findet man analog k1 < Ko, insgesamt also k; = Ko. 0

Die Machtigkeit der Basen eines Vektorraums V' nennt man die Dimension von V; man
schreibt dafiir dim V. Ist U ein Unterraum von U, dann ist die Codimension von U definiert
durch codim U := dimV/U. Das folgende Resultat liefert einen Zusammenhang zwischen
der Dimension eines IK-Vektorraums ) und den Machtigkeiten von IK und V.

2.8 Lemma: V sei ein Vektorraum iiber einem unendlichen Kérper IK und B eine Hamel-
Basis von V. Dann gilt |V| = |K| |B| = max{|K]|, |B|}.

Beweis: Da jedes Element von V in eindeutiger Weise als endliche Linearkombination von
Elementen aus B darstellbar ist, gilt |[V| = |[K]<% x [B]<“|. Weil K unendlich ist, folgt
daraus unmittelbar die Behauptung. |

Es gibt Vektorraume mit endlichen und solche mit unendlichen Basen und entsprechend
endlich- und unendlichdimensionale Vektorraume. Beispiele fiir endlichdimensionale Vektor-
raume sind R” und C" fiir n € N, Beispiele fiir unendlichdimensionale Vektorraume sind
die £P- und ZP-Riume mit 1 < p < oo, auf die wir zuriickkommen werden. Ist T. ein
Erweiterungskorper eines Kérpers I, so heiBt die Dimension von L als Vektorraum iiber K
Kérpergrad von L iiber IK; man schreibt dafiir [L : K]. Der Kdrpergrad einer Kérpererwei-
terung kann ebenfalls endlich oder unendlich sein. So ist etwa einerseits [(Q(v/2,7): Q] = 4
und [C:R] = 2, andererseits aber [R: Q] = oo, das heiBt, R ist als Q-Vektorraum unend-
lichdimensional®. Allgemein gilt fiir jede echte Korpererweiterung R /KK stets [R : K] = oo,
eine Aussage, die wir weiter unten prazisieren werden. Korperwerweiterungen stellen einen
zentralen Gegenstand der Algebra dar®. Von fundamentaler Bedeutung ist nun der folgende

“Dieses Beispiel wurde von Georg Hamel entdeckt [138], was spiter den Hamelbasen ihren Namen ein-
brachte.

5Das fingt mit der fiir beliebige Kérper M D T. O K giiltigen Relation [M: K] = [M:T] - [I.: K] an.
Diese fiihrt einerseits iiber die Betrachtung algebraischer Korperweiterungen auf einen zentralen Baustein
der algebraischen Zahlentheorie mit Highlights wie der Galoistheorie oder dem Satz von Kronecker-Weber,
wonach jeder Zahlkdrper mit abelscher Galoisgruppe Teilkorper eines Kreisteilungskdrpers ist, und andererseits
auf die Theorie der unendlichen Korpererweiterungen, bei der insbesondere die Kérper R und © und deren
Teilkdrper im Mittelpunkt stehen [205].
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2.9 Satz: Jeder Vektorraum besitzt eine Basis®.

Beweis: Sei € die Menge aller linear unabhangiger Teilmengen des Vektorraumes V' iiber
dem Korper I, eine Menge, die durch die Relation C teilgeordnet wird. Jede linear geordnete
Teilmenge £ von €& besitzt mit der Vereinigung iiber alle Elemente von € eine obere Schranke
in &, und da die £'s eine aufsteigende Familie von Inklusionen darstellen, ist diese Vereinigung
selbst auch linear unabhingig. Nach dem Zornschen Lemma’ gibt es dann in & ein maximales
Element, also eine maximale linear unabhingige Teilmenge B C V. Es gilt span(B) =V, denn
gabe es ein x € V, das nicht in span(B) enthalten ist, dann wiirde

n
ax+ZaJyJ:O mit o, a; €K und y;€B

=t

auf a x € span(B) fiihren, also auf oc = 0 wegen x ¢ span(B), und damit wire auch BU{x}
linear unabhangig — ein Widerspruch. Daher ist B eine Basis des Vektorraums V. |

Die Tatsache, daB bei obigem Beweis das Zornsche Lemma zum Einsatz kommt, zeigt, worin
die Aussage von Satz 2.9 genau betrachtet besteht: Die Existenz einer Basis fiir jeden Vek-
torraum folgt aus dem Auswahlaxiom®. Blass konnte 1984 beweisen, daB auch umgekehrt
aus der Existenz einer Basis fiir jeden Vektorraum das Auswahlaxiom folgt [36]. Das hat die
bemerkenswerte Konsequenz der Aquivalenz von Satz 2.9 und dem Auswahlaxiom®.

Eine wichtige Erweiterung zum Satz 2.9 ist die folgende Verallgemeinerung eines popularen

Resultats der elementaren linearen Algebra.

2.10 Basisergdnzungssatz: Zu jeder linear unabhingigen Teilmenge X eines Vektorraums
V gibt es eine Hamel-Basis von V), welche X enthalt.

SFiir Moduln ist das nicht der Fall. Ein Modul, fiir den eine Basis existiert, heiBt freier Modul.

"Das Zornsche Lemma besagt folgendes: Jede halbgeordnete Menge, in der jede linear geordnete Teil-
menge eine obere Schranke hat, besitzt mindestens ein maximales Element. Es ist benannt nach M. Zorn,
der dieses Resultat mit Blick auf transzendente Kérpererweiterungen verdffentlichte [400]. Vergleichbare Ma-
ximumsprinzpien wurden bereits zuvor publiziert, beispielsweise von Haussdorf, Janiszewski, Brouwer und
Kuratowski. Einen Uberblick hieriiber mit weiteren Literaturangaben liefert [47]. Das Zornsche Lemma, das
Auswahlaxiom, der Wohlordnungssatz und der Satz von Tychonoff sind jeweils paarweise dquivalent; dadurch
sind diese vier Theoreme weit iiber ihre universelle technische Verwendbarkeit von fundamentaler Bedeutung.
Vergleiche Anmerkung 9 auf S. 15.

8Satz 2.9 befindet sich damit in guter Gesellschaft, denn es gibt jede Menge weitere hochst prominente
Theoreme der Mathematik, bei denen man zum Beweis ebenfalls auf das Auswahlaxiom angewiesen ist. Der
Satz von Tychonoff wurde in diesem Zusammenhang bereits erwihnt, der Satz von Bolzano-WeierstraB,
der Existenzsatz von Peano fiir gewdhnliche Differentialgleichungen und der Satz von Hahn Banach (siehe
Abschnitt 2.2.3.7) sind weitere spektakulidre Beispiele unter vielen anderen. Das mag als Argument gegen
Jjedwede konstruktrivistischen Denkverbote in der Mathematik geniigen; eine Diskussion dieser Thematik ist
zwar iberaus spannend, unterbleibt aber im vorliegenden Buch.

9Die Aquivalenz gilt dabei fiir die Aussage, daB Vektorrdume iiber beliebigen Kérpern eine Hamel-Basis
haben. Die Existenz von Basen bei Vektorraumen iiber den reellen oder den komplexen Zahlen ist eine sehr
viel schwichere Eigenschaft; ob auch hieraus schon das Auswahlaxiom folgt, ist noch unbekannt.
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Beweis: Sei 2 die Menge aller linear unabhingigen Teilmengen von V), welche X entalten.
2A wird durch C teilgeordnet, und analog zum Beweis von Satz 2.9 folgt daraus mit dem
Zornschen Lemma die Existenz eines maximalen Elements B, das gleichzeitig eine Basis von
V ist. Da B € 2, gilt X C B. |

Bisher haben wir bei der Betrachtung von Vektorraumen nur von rein algebraischen Be-
griffen Gebrauch gemacht. Um das Gebiet zusatzlich auch fiir die Analysis zu erschlieBen, was
insbesondere die Betrachtung von Grenzwerten beinhaltet und natiirlich den wesentlichen Be-
standteil des vorliegenden Buchs darstellt, sind zusatzliche Strukturen erforderlich, denen wir
uns nun zuwenden.

2.2 Topologische Vektorraume

2.2.1 Einleitende Betrachtungen

Auf dem allgemeinsten Weg erreicht man die soeben beschriebene Erweiterung des Vektor-
raumbegriffs, indem man Vektorrdaumen eine mit ihren algebraischen Eigenschaften vertrag-
liche topologische Struktur aufpragt. Eine solche Vertriglichkeit liegt dann vor, wenn die in
Vektorraumen definierten algebraischen Operationen topologische Eigenschaften unangetas-
tet lassen. Das leistet folgende

2.11 Definition: Ein Vektorraum V iiber dem Kérper K, auf dem eine Topologie U gegeben
ist, heiBt topologischer Vektorraum, wenn die Addition + : V XV — V und die skalare
Multiplikation - : K x V — V beziiglich U stetig sind.

0 nennt man in diesem Fall Vektorraumtopologie. Simtliche topologische Begriffe tibertragen
sich entsprechend. Die Vektorraumstruktur erlaubt zusatzliche Verfeinerungen. Beispielsweise
gibt es nun ein ausgezeichnetes Nullelement sowie Skalare, um mit diesen und den Vektoren
zu rechnen. Davon macht man bei folgenden Begriffen Gebrauch: Eine Umgebung von 0 € V
heiBt Nullumgebung, eine Menge der Form S = {Ax | A € K A [A\| £ 1 A x € S} heiBt
kreisférmig. Insbesondere lassen sich nun Eigenschaften wie Stetigkeit und Beschranktheit
auch auf lineare Abbildungen anwenden, wovon wir demnéachst ausgiebig Gebrauch machen
werden.

Ein einfaches Kriterium fiir die Eigenschaft eines Vektorraums mit Topologie, ein topolo-
gischer Vektorraum zu sein, ist unmittelbar ersichtlich.

2.12 Lemma: (V, U, K) ist genau dann ein topologischer Vektorraum, wenn folgende Ei-
genschaften vorliegen:

(1) Fiir alle x, y € V und jeder Umgebung U von x +y gibt es Umgebungen U, von x und
U, von y, so daB U,U U, C U gilt.

(2) Fiir alle 8o € K, alle xo € V und jede Umgebung U von 6o xo gibt es ein € > 0 und
eine Umgebung Uy von xo, sodaB {6y |6 €K, |0 —do| <&, y € Ug} C U gilt.
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Damit enthilt in einem topologischen Vektorraum jede Nullumgebung eine kreisformige Null-
umgebung, und zu jedem Punkt gibt es eine Umgebungsbasis aus kreisformigen Mengen.

Mit Blick auf spatere Anwendungen beweisen wir nun eine bedeutende Aussage iiber den
Raum C (V) der stetigen skalaren Funktionen auf einem kompakten topologischen Raum V.
Definiert man dort eine Metrik d durch

d(f,g) = sup [ £(x) = g(x) |

fir f, g € C(V), dann wird C(V) ein vollstindiger metrischer Raum. Wir bendtigen zunichst
einen weiteren Stetigkeits-Begriff.

2.13 Definition: Eine Teilmenge A von C(V) heiBt gleichgradig stetig, wenn es zu jedem
x € V und jedem £ > 0 eine Umgebung U von x gibt, sodaB | f(x) — f(y)| < € gilt fiir alle
y €U undalle f € A.

Das angedeutete Resultat ist der

2.14 Satz von Arzela-Ascoli:'° V sei ein kompakter topologischer Raum. Eine Teilmenge A
von C(V) ist genau dann relativ kompakt, wenn sie gleichmaBig beschrinkt und gleichgradig
stetig ist.

Beweis: ,—": A ist eine relativ kompakte Teilmenge des vollstindigen Raums C()) und folg-
lich prakompakt. Daher gibt es zu jedem € > O eine Familie (f1, f2, ..., f,) von Funktionen
aus A, sodaB

ACLHJ{fEC(V)\HfffJH<£/3}.

Da die f1, o, ..., f, stetig sind, gibt es entsprechend auch zu jedem x € V eine Umgebung
U von x mit

€
160~ i) < £
furalleyeUundj=1,2,...,n.
AuBerdem gibt es fir jedes f € Veinj e {1,2,..., n}, sodaB
fe{feCcV)||f—-fll<e/3}.

Daraus folgt fiir alle y € U

00 = FO £ = £0) |+ 60 = KO+ 0 = F) | = S+ 5 +5 =&

,<=": Da A gleichgradig stetig ist, erhdlt man fiir jedes x € V und alle n € N in Gestalt

von Uy(x) == {y e V|Vf e A|f(x)—f(y)| < 1/n} eine Umgebung von x. Dabei

gilt V = |J U,(x), und da V kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge A, von V,
xeVy

1°Benannt nach Cesare Arzela [14], [15] und Giulio Ascoli [16], die eine etwas speziellere Version des Satzes
bewiesen. Die allgemeinere Fassung wurde von Maurice Fréchet entdeckt [105].
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sodaB V = |J U,(x). Die Menge A, := |J A, ist abzéhlbar und folglich schreibbar als
x € Ap n=0
Ao = (t)ien. Nun sei (f)men eine beliebige gleichmaBig beschrankte Folge in A. Dann

ist die skalare Folge (f,,,(t;)))men fir alle i € N ebenfalls beschrankt. Daher gibt es jeweils
konvergente Teilfolgen (fn,, (t;));ew, und die Diagonalfolge (g;)jen = (fm,,)jew liefert fiir

alle t € A, ein konvergente Folge (g,(t));en. Wegen V = |J U,(y) gibt es zu n € N und
yEA,

x€eVeinte A, C Ay, sodaB t € U,(t) und damit | f(x) — f(t)| < 1/n. Fir m,n € N
folgt dann

1 gm(x) = 9n(X) [ E1gm(x) = gm(t) [+ 1gm(t) = gn(t) | +1gn(t) = gn(x) |

IN

<21 1gn(®) - 9:(0)l,

und die gleichméaBige Beschranktheit liefert
2
d(gm. gn) = sup | fm(x) = Fa(x) | = = + sup | (1) — Fi(t) |
x€EV n. tea,

fiir alle m, n € N, das heiBt, (f,,)men enthilt eine Teilfolge, die eine Cauchy-Folge ist. Damit
ist A prakompakt, und weil C(V) vollstindig ist, auch relativ kompakt. O

2.2.2 Lokalkonvexe Raume

Fiir die hier verfolgten Zwecke geniigt die Betrachtung zweier Spezialfalle topologischer Vek-
torraume!!, deren einer gleichzeitig eine Verallgemeinerung des anderen darstellt. Der erste
der beiden macht zunéchst die Einfiihrung des Begriffs der konvexen Menge erforderlich. Eine
Teilmenge A eines IK-Vektorraums V heiBit konvex, wenn fiir alle x, y € A und alle A € [0, 1]

Ax+(1=X)yeA

gilt; eine Menge heiBt absolut konvex, wenn sie kreisférmig und konvex ist. Das ist dquivalent
dazu, daB fiir alle x,y € Aund alle A\, p € K mit [A\| + [u] =1

AX+py €A

gilt. Da der Durchschnitt beliebig vieler konvexer Mengen wieder konvex ist, gibt es zu jeder
Menge A C V eine kleinste konvexe Menge C mit A C C C V; diese heiBt konvexe Hiille
von A. Entsprechend gibt es zu A auch stets eine kleinste absolut konvexe Menge ' mit
A C I C V, die absolut konvexe Hiille von A. Konvexe Mengen werden unter anderem
betrachtet, weil Umgebungen mit dieser Eigenschaft von besonderer Bedeutung sind. Damit
formulieren wir folgende

2.15 Definition: Ein topologischer Vektorraum & heiBt lokalkonvexer Raum, wenn jeder
Punkt x € £ eine Umgebungsbasis aus konvexen Mengen besitzt!?.

1 Ausfiihrliche Informationen dazu findet man beispielsweise in [323].
2Der Begriff des lokalkonvexen Vektorraums stammt von John von Neuman [272].
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Lokalkonvexe Raume stellen die wichtigste Klasse topologischer Vektorraume dar. Insbe-
sondere ist es stets moglich, auf ihnen stetige lineare Funktionale zu konstruieren, die mehr
tun, als einfach den ganzen Raum auf Null abzubilden. Damit erhalt der Begriff der Dual-
raume einen Sinn, das sind die Rdume der stetigen Funktionale auf den Vektorraumen, die
dann ihrerseits wieder algebraische und topologische Strukturen tragen. Dazu spater mehr;
zunachst wenden wir uns einem wichtigen Beispiel fiir die zusatzlichen Strukturen zu, die
lokalkonvexe Raume mitbringen. Dazu bendtigen wir Normen auf Vektorraumen, das heiBt
eine Verallgemeinerung der Vorstellung der Lange von Vektoren.

2.16 Definition: Eine Norm auf einem KK-Vektorraum V ist eine Funktion || || : V — R¢
mit den Eigenschaften®3

(M VAeKVYxeV | Ax] =|NIx
(i) Vx,yeV|x+yl|l <|xIl+llyll (Dreiecksungleichung),
(iii) |Ix]| =0 <= x=0.

Gelten nur die ersten beiden Eigenschaften, dann heiBt || || : V — R¢ Halbnorm auf V.

Nun sei J £ N eine beliebige Indexmenge. Eine Familie (|| || ), stetiger Halbnormen auf
einem Vektorraum V heit Fundamentalsystem von Halbnormen, wenn es zu jeder Nullum-
gebung U in V ein j € J und ein € > 0 gibt, sodaB fiir die Menge U; ;= {x € V | ||x||; < 1}
die Inklusion e U; C U gilt. Offensichtlich ist bei einem Fundamentalsystem von Halbnor-
men, welches aus nur einem einzigen Element besteht, letzteres automatisch nicht nur eine
Halbnorm, sondern sogar eine Norm.

Die Existenz von Fundamentalsystemen aus Halbnormen erweist sich nun als charakteris-
tisch fiir lokalkonvexe Raume:

2.17 Satz: Ein topologischer Vektorraum ist genau dann ein lokalkonvexer Raum, wenn seine
Topologie durch ein Fundamentalsystem von Halbnormen erzeugt werden kann.

Beweis: ,—": Wir zeigen zunichst, daB jeder lokalkonvexe Vektorraum & eine Nullumge-
bungsbasis aus absolutkonvexen Mengen besitzt. Da Translationen konvexer Mengen konvex
sind, besitzt £ eine Nullumgebungsbasis L[, aus konvexen Mengen. Ist U; eine beliebige Nul-
lumgebung, dann gibt es folglich eine konvexe Nullumgebung U, C U;. Aus Lemma 2.12 (2)
folgt mit 6o = 0 und xo = 0, daB es auch eine kreisférmige Nullumgebung Us C U, gibt. Sei
nun U die konvexe Hiille von Us, dann gilt U C U3 C U, C U;. Damit ist U kreisformig und
folglich absolutkonvex. Fiihrt man diese Konstruktion fiir alle Umgebungen aus i, durch,
erhdlt man eine Nullumgebungsbasis 41 aus absolutkonvexen Mengen.

Nun betrachten wir fiir jedes U € 4l die Funktion || ||y : £ — R§ mit

[x[[u:=inf{t>0]xetU}.

13Dje weitverbreitete Schreibweise || || wurde von Erhard Schmidt eingefiihrt [332]; die drei Normaxiome
wurden erstmals explizit von Eduard Helly formuliert [146].
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Als nichstes zeigen wir fiir diese Funktion die Giiltigkeit der Halbnormaxiome. Einerseits ist
U absolutkonvex, daher gilt fiir alle x € £ und alle A € K

IAxlly=inf{t>0[AxetU}=inf{t>0]AlxetU}

Al inf{t>0]|xetU}=NI|xlu.
woraus Eigenschaft (i) folgt. Andererseits gilt fir x € t U und y € sU
x+ye(t+s)U,

denn aus

1 1
= t
t+s(X+y) t(t+s) X+s(t+s)sy
folgt

1
m(x—&-y)eu.

Das liefert || x + y|lu £ t+ s und weiter || x + y|lu < [Ix]lu + [y
Fiir alle U € U ist somit || ||y eine Halbnorm.

u, also Eigenschaft (ii).

Fiir jedes x € & gilt lim x/n = 0, woraus & = |J n{l und somit auch spanil = & folgt.
n—oo neN

Daher sind die Halbnormen || ||y auf ganz & definiert. Da jedes U € 4l absolutkonvex ist, gilt
Jjeweils
{xe€llxly<itcUc{xe&|lxlu=1}

und damit fiir jedes € > 0 auch
eUc{xe&|lxlv=e}.

Folglich ist jede Halbnorm || ||y stetig in 0. Mit der Abschitzung | Ix[lu—Il¥llu | S Ix=yllu

fir alle x,y € & folgt daraus, daB fiir alle x € &£ und jede Nullumgebung J in R eine
Umgebung W von x existiert, sodaB fiir alle y € W die Relation || x — y ||y € J gilt. Damit
sind alle Halbnormen || ||y stetig auf ganz &.

Zu jeder Nullumgebung U in £ gibt es ein U € U mit U C Y. Hierfiir gilt

{xeé||xlu<l}cUcu,

und folglich ist (|| ||[u)uey ein Fundamentalsystem von Halbnormen.

Um die hierdurch festgelegte Topologie & zu konstruieren, definieren wir fiir alle x € £, alle
U € 4 und alle € > 0 Umgebungen

Voe(x) ={ye€lllx-yllu<e}

und damit
E={AC&|VxeA3FUecUTe>0 Vye(x) CA}.
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() und & gehdren trivialerweise zu €. Fiir A, B € € gibt es fiir alle x € AN B ein Vy (x) mit
Vye(x) CANB, etwawenn mane <inf{|[x—y|lu |Uei yecd(ANB)} wihlt. Und
ist A C €&, dann gilt mit Vy ¢(x) C X fiir eine Menge X € 2 auch

Vue(x) c [ X
Xed

Folglich ist & eine Topologie fiir £.
,<=": Nun sei & ein topologischer Vektorraum, dessen Topologie & durch ein Fundamental-
system (|| ||;)je, von Halbnormen gegeben ist. AuBerdem sei fiir alle j € J und alle € > 0

Ue={ye&llxll;<e}
Wir zeigen, daB

B = { Jﬂ Uy ()

eine konvexe Nullumgebungsbasis ist. Dazu betrachten wir fiir alle j € J die Unterrdaume
Aj={xe&||x]|; =0} sowie die Quotientenrdume & = E/A; = {x+ A | x € E};
gleichzeitig werden dadurch lineare stetige surjektive Abbildungen

neNJGLQ>O}CG

mE—E&, xr—mx)=x+A={yef|llx—yl|l;=0}

definiert, die jedem x aus & passende Elemente in jedem Quotientenraum zuordnen. Au-
Berdem wird aus jeder Halbnorm || [|; im zugehdrigen Quotientenraum jeweils eine ech-
te Norm || ||¢,, definiert durch [|m;(x)|lg, = IIx|[;. In den normierten Riumen &; sind die
Mengen B;c = {x € & | [Ix]lg; < €} konvexe Nullumgebungen und somit die Systeme
B; = {Bj, | € J, & > 0} jeweils konvexe Nullumgebungsbasen. Da die 7, linear und
stetig sind, sind fiir alle j € J auch die Mengen Wj’l(BJ»,E) = Uj. konvex, und B ist eine
konvexe Nullumgebungsbasis in £. Folglich ist £ ein lokalkonvexer Raum. |

Der Beweis hat natiirlich mit erbracht, daB es auf jedem lokalkonvexen Raum stets ein
Fundamentalsystem von Halbnormen gibt. Die Aussage von Satz 2.17 wird gelegentlich zum
AnlaB genommen, lokalkonvexe Rdume gleich iiber die Forderung der Existenz von Funda-
mentalsystemen von Halbnormen zu definieren. Die an jedem Punkt vorhandenen konvexen
Umgebungsbasen werden dann zu einer daraus abgeleiteten Eigenschaft. Eine solche Defi-
nition stellt jedoch eine starkere Eigenschaft dar, und entsprechend 4Bt man dann bei die-
ser Betrachtungsweise iiblicherweise die Voraussetzung, der in Frage stehende Raum solle
ein topologischer Vektorraum sein, in der Definition fort, da man diese Eigenschaft auf der
Grundlage der in Satz 2.17 beschriebenen Topologie auch direkt beweisen kann. Lokalkonvexe
Vektorraume sind in Band 2 an wichtiger Stelle von Bedeutung.
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2.2.3 Banachriaume
2.2.3.1 Normierte Raume

Wir kommen nun zum zweiten hier zu betrachtenden Spezialfall topologischer Vektorraume,
den normierten Raumen, also Vektorraumen, auf denen eine Norm definiert ist. Entsprechend
heiBt ein topologischer Vektorraum normierbar, wenn man auf ihm eine Norm definieren kann.
Das ist fiir eine sehr allgemeine Klasse lokalkonvexer Rdume der Fall.

2.18 Satz: Ein lokalkonvexer Raum ist genau dann normierbar, wenn er eine beschrankte
Nullumgebung besitzt.

Beweis: ,—": £ sei ein lokalkonvexer Raum mt Norm || ||. Eine Nullumgebung in & ist
beispielsweise durch U = {x € £ | ||x|| £ 1} gegeben. £ besitzt als lokalkonvexer Raum ein
Fundamentalsystem (|| ||»)»en von Halbnormen, und fiir jede solche Halbnorm || ||, gibt es
ein C, > 0 mit ||x][, < C, ||x|| fiir alle x € £. Damit gilt ||x|[, < C, fiir alle x € U und alle
n € N, das heiBt, U ist in der durch (]| |[»)nen gegebenen Topologie auf £ beschréankt.
<" U sei eine beschrankte Nullumgebung in £. Dann gibt es eine Halbnorm
[ HJ € (H ”n)nEJN mit

{(xe€|Ixl, <1} CU. 21)

AuBerdem gibt es fiir alle Halbnormen aus (|| ||,)new ein C, > 0, sodaB ||x||, £ C, fiir alle
x € U. Daraus folgt
UC{xe&|lxln£1/Co} (22)

(2.1) und (2.2) liefern gemeinsam ||x||; = [Ix||n/C, und damit auch ||x||, < C, ||Ix||; fiir alle
x € &. Damit Ist bereits (|| ||;) ein einelementiges Fundamentalsystem von Halbnormen und
folglich || ||; eine Norm auf €. O

Ein spezielles Resultat iiber normierte Raume wird sich spater als niitzlich erweisen. Es
liefert ein Kriterium fiir deren Separabilitat oder Nichtseparabilitat.

2.19 Satz: M sei eine iiberabzahlbare Teilmenge des normierten Vektorraums £. Gibt es ein
0 > 0, sodaB zu je zwei Elementen a und b von M mit a # b stets ||a— b| > § gilt, dann
ist € nicht separabel.

Beweis: Sei 6 > 0, und es gelte ||a — b|| > 0 fiir alle a,b € M mit a # b. Ware &
separabel, dann gibe es eine Folge (a,)nen in &€, sodaB fiir jedes € > 0 und alle x € M ein
a; existiert mit || x — a; || < €. Da M iiberabzihlbar ist, gibt es auBerdem Elemente a, b € M
mit ||a—a;|| <e/2und ||a; — b|| < €/2 mit ein und demselben a;. Doch dann gilt nach
Voraussetzung |[a—a; ||+ | a; — b|| > ||a— b > d und damit € > § — ein Widerspruch.
Folglich ist £ nicht separabel. |

Dieser Satz besagt ganz anschaulich, daB jeder normierte Raum, der eine iiberabzahlbare
Teilmenge aus isolierten Punkten besitzt, nicht separabel ist. Eine iiberabzdhlbare Menge

Dieses Werk ist copyrightgeschiitzt und darf in keiner Form vervielféltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fiir den persénlichen Gebrauch.



2.2, TOPOLOGISCHE VEKTORRAUME 57

isolierter Punkte ist zu groB, um durch eine abzédhlbare Menge elementweise approxiemierbar
zu sein.

Uber normierte Riume kénnte man noch sehr viel mehr berichten: diese Teilklasse der
Vektorraume ist jedoch fiir die hier verfolgten Zwecke noch immer zu groB, weswegen wir
uns weiter einschranken.

2.2.3.2 Definition und Beispiele fiir Banachraume

Damit ist die Biihne frei fiir die eigentlichen Hauptdarsteller dieses Abschnitts und auch eines
GroBteils dieses Kapitels. Auf jedem normierten Raum (V, || ||) wird durch

, X,yey

d(x,y)=lx—-y

eine Metrik definiert, die kanonische Metrik des Raums V. Die Metrikeigenschaften von d so-
wie die Eigenschaft eines jeden normierten Raums, vermdge der durch d definierten Topologie
ein topologischer Vektorraum zu sein, folgen dabei unmittelbar aus den Normeigenschaften
von || ||. Das fiihrt auf den namensgebenden Begriff dieses Abschnitts.

2.20 Definition: Ein beziiglich seiner kanonischen Metrik vollstandiger normierter Raum
heiBt Banachraum.

Trivialerweise ist jeder abgeschlossene Unterraum eines Banachraums selbst auch ein Ba-
nachraum. Aus der Vollstindigkeit folgt fiir jeden Banachraum & unmittelbar |€| = ¢, denn
die Vervollstandigung einer Menge von konvergenten Folgen enthilt stets eine zu R isomor-
phe Teilmenge. Das Gleichheitszeichen gilt dabei speziell fiir den separablen Fall. Die Frage
der Machtigkeit von Banachraumen im allgemeinen ist fiir sich genommen sehr interessant,
weswegen wir in Abschnitt 2.2.3.8 darauf zuriickkommen. — Ebenso direkt folgt aus Satz
2.17, daB jeder normierte Raum und damit erst recht jeder Banachraum ein lokalkonvexer
Raum ist. Fiir die Mengen U aller Vektorraume, ¥ aller topologischer Vektorraume, £ aller
lokalkonvexer Vektorraume und ‘B aller Banachraume gilt also

U DOTDLDD,

wobei es sich jeweils um echte Inklusionen handelt.

Jeder endlichdimensionale normierte Vektorraum ist ein Banachraum. Bei unendlichdi-
mensionalen normierten Vektorraumen ist das nicht mehr ganz so trivial; hier gibt es nicht
vollstandige und vollstandige Exemplare. Wir nennen einige Beispiele fiir Banachraume.

n
1. Die euklidischen Raume R” und C" mit der Norm [[x|| = ( 3 |x;[2)"/* fir beliebiges
j=1
neN,

2. der Raum ¢ der Nullfolgen, der Raum ¢ der konvergenten Folgen sowie der Raum
£ der beschrankten Folgen aus Elementen von R oder € mit der Supremumsnorm

”(an)ne]N”oo = sup (an),
neN
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3. die £P-Riume fiir 1 < p < oo, das sind die Rdume der reellen oder komplexen Folgen
LR & 1
mit Y |a,|? < 0o und der p-Norm [|(a,)sexllp = (3 lanl?) /P s

n=1 n=1

4. der Raum C(X) der stetigen reellen oder komplexen Funktionen auf einer kompakten
Menge X mit der Supremumsnorm ||f||o = sup { |f(x)| | x € X} 5.

5. Es seien r € N beliebig, [a, b] ein abgeschlossenes Intervall auf R und C'[a, b] der
Raum der r-fach stetig differenzierbaren reellen Funktionen auf R. Mit der Norm

IFll, = S 1F || wird C"[a, b] zu einem Banachraum.
n=1

6. n,r € N seinen beliebig und Q € R" ein kompaktes Gebiet; fiir
a=(ay, as ..., a,) € N"sei

lal=a1+as+...+a,
und fiir reelle oder komplexe auf Q definierte Funktionen sei

alal

D =
OXT! ... 0xp"

Fiir den Raum C"(Q) der Funktionen, die auf dem AbschluB Q von  stetig sind und
auf Q selbst stetige partielle Ableitungen bis einschlieBlich der Ordnung r besitzen, sei
die Norm || ||, definiert durch

ll, = DF(x)].
Il = 3 max| D2 ()

lof=r
Damit ist C"(Q) ein Banachraum.

7.D={z¢€ C||z|] <1} sei die offene Einheitskreisscheibe in der komplexen Ebene,
> der Raum der beschrankten holomorphen Funktionen f : D — € und <7 (D) der
Raum der Funktionen f € C(D), fiir die f [ D holomorph ist. Mit der Supremumsnorm
sind 2 °° und </ (D) Banachraume.

8. Ist X eine beliebige Menge und 1 < p < oo, dann sei £7(X) der Raum der Funktionen
f: X — Roder f: X — C, fiir welche die Reihe > |f(x)|" existiert’s. Mit der

xeX
p-Norm |||, = ( 3 |f(x)\”)1/p wird £P(X) zu einem Banachraum?’.
xeX

14Da die Abbildungen || ||, fir 0 < p < 1 keine Normen sind, sind die entsprechenden £P-Riume zwar
vollstiandige metrische Raume vermége der jeweils durch d(x,y) := || x — y ||, definierten Metriken, sie sind
aber keine Banachraume und nicht einmal lokalkonvex. Naheres in [353] und [354].

>Man beachte hierbei, daB die Konvergenz in der Supremumsnorm mit der gleichmiBigen Konvergenz
identisch ist.

16\Wie man iiber iiberabzahlbar vielen Summanden summiert, steht in Abschnitt 2.2.3.8.

Fiir 0 < p < 1 gilt hier dasselbe wie bei Beispiel 3.
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9. X sei wieder eine beliebige Menge, dann ist der Raum £°°(X) der beschrankten reellen
oder komplexen Funktionen auf X mit der Supremumsnorm ||f| = sup |f(x)| ein
xeX

Banachraum?®.

10. Es sei (M, &, u) ein MaBraum, £ ein Banachraum mit der Norm ||
1 < p < oo sei auBerdem

[, und fiir

E”(M,u,éf):{f:M—>€

[r1eds < oo |
M

Auf LP(M, i, €) ist durch

i1 = Jvnpdu)w

eine Halbnorm sowie durch
frg<=|f-gl,=0

eine Aquivalenzrelation definiert. ZP(M, u, &) sei die Menge der Aquivalenzklassen
von ~; fiir sie gilt

LPM, 1, E) = LP(M, w, E) / { F € LP(M) | £ =0 pfast iiberall },

das heiBt, sie entsteht, indem man in £P(M, i, £) Funktionen jeweils identifiziert, die
sich nur auf einer Menge vom MaB Null unterscheiden. Auf .Z?(M, i, E) ist || ||, eine
Norm, und ZP(M, , £) wird damit zu einem Banachraum?!®.

11. (M, &, u) sei wieder ein MaBraum. £°(M, u, &) sei der Raum der auf M wesentlich
Norm-beschrankten £-wertigen Funktionen, also derjenigen Funktionen, die hochstens
auf einer Menge vom MaB Null unbeschrankt sind. Wieder definieren wir

LM, E) =LM,pw, E) /{Ff e LM, u,E)| f=0 p-fast iberall }.
Mit der Norm
Iflloc =esssup{[I[f(x)]| | xeM}=inf{C =0 [[f(x)]| £C p-fast iiberall }

ist (M, u, ) ein Banachraum?.

80P und £°° aus Beispiel 2 und 3 sind in Beispiel 8 und 9 als Spezialfille fiir X = N enthalten.

Fiir 0 < p < 1 ist auch hier || ||, keine Norm; mit den durch d(f,g) := || f — g |5 definierten Metri-
ken sind die zugehérigen Raume ZP(M, u, £) dafiir jeweils vollstindige metrische Riume und gleichzeitig
topologische, aber nicht lokalkonvexe Vektorrdume. In der Tat ist fiir alle diese R&ume die einzige konvexe
Nullungebung jeweils der gesamte Raum selbst. Naheres dazu steht in [254].

2Fiir 1 < p < oo ist ZP(M, i, £) auBerdem ein Hausdorff-Raum, im Gegensatz zu LP(M, p, £).
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12. (M, &, 1) sei erneut ein MaBraum, p jetzt ein komplexes MaB, und 2 die Menge aller
Zerlegungen der Menge A in disjunkte Teilmengen. Dann heiBt das durch

ul(A) = sup > |u(B)]

- Be3

definierte positive MaB || die Variation von w. Damit definieren wir die Variationsnorm
eines MaBes durch
lull = |l (M).

Mit dieser Norm ist der Raum . (M, &) aller komplexer MaBe auf M ein Banachraum.

Durch Wahl von p als ZihimaB, das heiBt p(A) = |A| fiir endliche und p(A) = oo fir
unendliche Mengen?!, erhilt man die Ildentitit £°(M) = .ZP(M, u, R) beziehungsweise
LP(M) = ZP(M, i, C) fiir 1 < p < oo, das heiBt, die £P-Riume sind spezielle £ P-Raume.
Den £ P- und den £P-Raumen widmen wir etwas weiter unten jeweils eigene Abschnitte.
Bei der Konstruktion von Banachrdumen ist jeweils die Wahl einer passenden Norm we-
sentlich. Beispielsweise ist der Raum C(X) mit der || ||,-Norm fiir 1 < p < oo kein Banach-
raum, da er in dieser Norm nicht vollstindig ist. Bei Raumen stetiger oder differenzierbarer
Funktionen ist die Kompaktheit der Definitionsmengen fiir die Banachraum-Eigenschaft we-
sentlich. Der Raum C(2) der stetigen Funktionen und der Raum C°°(Q2) der unendlich oft
differenzierbaren Funktionen auf einer offenen oder unbeschrankten Teilmenge 2 des R” sind
keine Banachrdume, da man auf ihnen iiberhaupt keine Normen definieren kann; die Normie-
rung geht dabei jeweils schief, weil es in beiden Rdumen unbeschrankte Funktionen gibt. Man
kann auf ihnen jedoch jeweils ein Fundamentalsystem von Halbnormen angeben. Ist (K,),en

eine Folge kompakter Teilmengen von 2 mit K; C K, C ... € Q und |J K; = €, dann
J=1
wird durch

(Ifll)jex = (ngllz 1FON) e

auf C(X) ein vollstandiges System von Halbnormen definiert, beziiglich dem C(Q2) ein voll-
standiger lokalkonvexer Raum ist. Ebenso wird C°°(2) durch das durch

(Ifl)jex = (sup sup [D*F(x)]);cx

lo] £j x€Q

definierte vollstandige System von Halbnormen zu einem vollstandigen lokalkonvexen Raum.
In beiden Féllen kann man durch

=1 |fi-fl,
) =S —
Wt =2 5 T,

2IMit dem ZihlmaB lassen sich alle endlichen oder unendlichen absolut konvergenten Reihen als Lebesgue-
Integrale darstellen.
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jeweils eine Metrik definieren, wodurch C(€2) und C°°(£2) zu vollstandigen lokalkonvexen me-
trisierbaren Raumen, also zu Fréchetriumen werden?2. Diese bilden eine unmittelbare Verall-
gemeinerung der Banachraume; alle Banachraume sind Fréchetraume, und alle Fréchetraume
sind lokalkonvexe Vektorraume.

Wir ergdnzen diesen Abschnitt durch eine kurze Betrachtung des Begriffs der direkten
Summe, wie er im Abschnitt 2.1.1.2 aufgetaucht ist, fir Banachraume. Bei endlich vielen
Summanden ist die Sache hier ziemlich klar; sind &; fiir j = 1,2,..., n, normierte Rdume

n
iiber demselben Kérper und ist || ||, jeweils die Norm von &;, dann erhilt man auf € &; mit
=1
. J
IxIl = > Il fir x = (x1, X2, ..., x,) wieder eine Norm, und sind die &; jeweils selbst
Jj=1
n
schon Banachrdume, dann ist @ & mit der Norm || || ebenfalls ein Banachraum. Etwas
J=1
komplizierter wird es bei unendlich vielen Summanden. I sei eine unendliche Ordinalzahl
und (&y)y<r eine Familie normierter Rdume iiber demselben Kérper. Nun existiert fiir die
algebraische direkte Summe

D - {conre ] s

y<I y<r

X 7 0 fiir héchstens endliche viele v < I }

die Norm |[x|| = 3 [[X+|ly zwar konstruktionsbedingt nach wie vor, @ &, ist jedoch im
r y<r
allgemeinen auch dann nicht vollstandig, wenn samtliche £, Banachraume sind. Wir behelfen

uns durch eine modifizierte Definition und nennen

e~ { o &

y<r y<r

> Il < o0 )

y<I

die topologische direkte Summe von (&) <r. Wieder erhalten wir hierauf durch
IxlI = > lIxylly fir x = (x4)y<r eine Norm, wobei solche Summen natiirlich prazise
y<r

definiert werden miissen; wir kommen in Abschnitt 2.2.3.8 darauf zuriick. Mit der Norm || ||

ist @T&, genau dann ein Banachraum, wenn alle £, Banachrdume sind; in diesem Fall ist
y<r
die topologische direkte Summe die Vervollstindigung der algebraischen in der Norm || ||.

2.2.3.3 Unendliche Reihen
Die Kombination aus algebraischer und topologischer Struktur erméglicht in normierten Rau-

00
men Konvergenzbetrachtungen fiir unendliche Reihen. Eine Reihe Y a, in einem normierten
n=0

N
Raum & heiBt konvergent, wenn die Folge (Sy)nven = (Z an> der Partialsummen
n=0 neN

22Dije dritte dieser Eigenschaften ist dquivalent dazu, eine abzihlbare Nullumgebungsbasis zu besitzen.
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o0
der Reihe konvergiert?3, sie heiBt absolut konvergent, wenn auch die reelle Reihe Y |la,||

n=0

konvergiert, und sie heiBt unbedingt konvergent, wenn die Reihe >~ a,(y fiir jede Umord-
7(n)=0

nung 7 von N gegen dasselbe Element x von & konvergiert?*. Nicht jede konvergente Reihe
konvergiert auch absolut?®;

; umgekehrt gilt jedoch der folgende

2.21 Satz: Ein normierter Raum £ ist genau dann ein Banachraum, wenn in £ jede absolut
konvergente Reihe konvergiert.

o0
Beweis: ,—": £ sei ein Banachraum und {a,},cn eine Folge in & mit Y [|a,]| < oo.
n=0

Dann gilt fiir die Partialsummen

m n m m
lim E aj— E aj||= lim § aj|| £ lim § lla;] =0,
m,n—o0 . . m,n—oo || m,n—oo
Jj=1 J=1 j=n+1 j=n+1

das heiBt, die Folge der Partialsummen der Reihe > a, ist eine Cauchy-Folge und folglich
n=0
ist die Reihe konvergent.

<" Nun sei £ ein normierter Raum und {a,},en eine Cauchy-Folge in £. Fiir diese 138t
sich stets eine Teilfolge {a;,},cn sowie eine Folge {b,},en finden mit || a1 — a;, || < b,

m
und Y~ b; = 1 fiir alle n, m € N. Daraus folgt
j=1

m m
dollaja—a, €Y bs1
n=1 J=1

fiir alle m € N, das heiBt, die Reihe Y~ (a1 —aj, ) ist absolut konvergent und damit nach

n=

Voraussetzung auch konvergent. Fiir diese erhdlt man

o0 m
Zo(aml —aj,)= lim Zl(ajn+1 —aj,) = lim (ap—a1)= lm an—a
n= n=

und damit die Konvergenz der Teilfolge {a),},cn wie auch der Folge {a,},cn selbst. [

2Unter Konvergenz ist hier natiirlich stets Konvergenz in der Norm-Topologie zu verstehen.

24Der Begriff wurde samt zweier alternativer Definitionen von Orlicz eingefiihrt [279], [280]; vergleiche
hierzu auch [158].

ZHierbei gilt der Riemannsche Umordnungssatz: Konvergente Reihen, die nicht absolut konvergieren, kon-
nen durch jeweiliges geeignetes Umsortieren der Summanden dazu gebracht werden, gegen jeden beliebigen
anderen Grenzwert zu konvergieren und sogar zu divergieren.
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Die Konvergenz absolut konvergenter Reihen in normierten Rdumen ist damit ein charakteris-
tisches Merkmal fiir Banachriume?.

Unbedingte und absolute Konvergenz sind nur in endlichdimensionalen Vektorraumen
dquivalent?”. In unendlichdimensionalen Banachriumen folgt aus der der absoluten die unbe-
dingte Konvergenz, die umgekehrte Richtung ist jedoch falsch, wie der Satz von Dvoretzky
und Rogers zeigt [83], [183], [184]%. Zum Beweis dieses Satzes ist zunichst ein Hilfssatz

erforderlich, der gleichfalls auf Dvoretzky und Rogers zuriickgeht.

2.22 Lemma: In jedem normierten n-dimensionalen IK-Vektorraum V' gibt es eine Familie

von Einheitsvektoren e, es, ..., e,, sodaB fiir jedes m mit 1 < m < n und jede Linearkom-

bination aus m dieser Vektoren die Ungleichung

m

m(m—1)

aje; —

S n

J=1

IIA
—

erfiillt ist.

Beweis: E sei dasjenige der Einheitskugel K von V einbeschriebene Ellipsoid, dessen Volumen
V' maximal ist, und || ||g sei diejenige Norm in V), in der E selbst zur Einheitskugel wird. In
V gibt es

(i) eine Basis {u,};<;<, und eine quadratische Matrix (a);; € K"*", sodaB

(1) K durch die Menge der Punkte (t1, to, ..., t,) € Vmit >, > ajitit; < 1 fest-
i=1 j=1
gelegt wird® und

n
(2) > ajitgiug; = 0y gilt fiir die Komponenten u;; der Elemente von {u;};<;<,,
i=1 T

(i) und eine Basis {e;}; <<, mit folgenden Eigenschaften:

a) llejll = llejlle =1,

J
b) ejzz%u,v mit 7y >0,

i=1

26Satz 2.21 |48t sich auf beliebige vollstindige metrische Raume ausdehnen, allerdings nur in einer Richtung.
Ist £ ein vollstandiger metrischer Raum mit Metrik d, dann ist eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz

o0
einer Folge (x,)nen die Konvergenz der Reihe > d(x,, xp11), was eine Verallgemeinerung der absoluten
Konvergenz darstellt. e

?7In der elementaren linearen Algebra taucht erstere deswegen gar nicht als eigenstindiger Begriff auf.

2Ein alternativer Beweis wurde von Singer angegeben [346].

29Das ist natiirlich genau die Forderung, die Basis {Uj}1<j<n solle beziiglich des durch E definierten
Skalarprodukts eine Orthonormalbasis sein. Mehr zu diesen Begriffen in den Abschnitten 2.2.3.11 und 2.3.3.
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171
Z’yl’zl_’ylzlg ;

jeweils fiir 1 < j < n. Das zeigt man mit vollstindiger Induktion iiber j: Fiir j = 1 wéhlen
wir fiir u; = e; einen beliebeigen Punkt aus @ K N O E; hierfiir ist (i) und (ii) trivialerweise
erfiillt. Nun nehmen wir an, wir hatten bereits je j Vektoren {u,};<;<; und {e;}; <;<; mit

(i) und (i) gefunden. Die Vektoren {u;};<;<; kénnen durch Vektoren {v;}; 1 <;<, zu einer

Basis von V mit Eigenschaft (1) erganzt werden.
Wir konstruieren Vektoren w1 und e;,1, sodaB die Familien {u;}; <;<; und {e;}; <;<; die

Eigenschaften (i) und (ii) erfiillen. Dazu betrachten wir fiir beliebiges € > 0 das durch
J
(1+¢)" }: (1+E+Ea1§:t2<l (2.4)
i=1 i=j+1
definierte Ellipsoid E'; fiir dessen Volumen V' gilt

(14+e+g2)/(n)

vi= (1+¢)i(nh)

V>V

Damit gibt es Punkte von E’, die auBerhalb von K liegen und folglich auch einen Punkt
xe € 9K NE'. Fiir diesen gilt ||xc|le = |xe|| = 1, also

sz > 1. (2.5)

Aus (2.4) und (2.5) ergibt sich fiir die Koordinaten von x. die Ungleichung

) 1
[(1+e€)" —1]Zx6,+{ el }Zx <1
i=j+1
und hieraus nach Division durch €
(1+e)y~ -1 , 1 1
=7 - i <1
€ ;X“+s (14+e+¢€?) ZX -

i=j+1

Verwenden wir die aus der elementaren Analysis bekannten Relationen

n—j __ d )
lm% — ngn—J — (n_J')Xn—J—l

im 1 1 1N _d1
L“{E {W‘EH‘?&@“F
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sowie fiir € eine Nullfolge, mit der gleichzeitig x. gegen einen Vektor x € V konvergiert,
erhalten wir fiir dessen Koordinaten die Relation

(n=j) D xP =i Y xPs1 (2.6)

i=j+1
Aus x € OKNE folgt ||x|| = ||x||[e = 1, auBerdem ist die Familie { uy, us, ..., uj, x} fir
J < naufgrund von (2.6) linear unabhangig, folglich ist x ein Kandidat fiir e;; 1. Dazu wahlen
wir Ujr1 € span{ uq, Us, ..., Uj, €1} so, daB einerseits
n

Z QjjUgiljpri = 0

=1
gilt fiir k = 1,2, ...,/3 und andererseits der Koeffizient Yj+1j+1 der Linearkombination

Jj+1

€jy1 = Z’YJHI'U/ (2.7)
i=1

positiv ist. Fiir uj;1 und e;;; sind nun die Eigenschaften (i) und (i) nachzuweisen.
(i) und (i) a) und b) sind dabei offensichtlich erfiillt, es fehlt also noch (ii) c). Vergleich von
(2.6) mit (2.7) liefert zunichst die Relationen

A

Vipri =x; fir 1=

und

n
2 _ 2
Yit1j+1 = E X
i=j+1

sodaB (2.6) zu

J J J+1
(n—J) Z'Yfﬂ/ *J"szﬂjﬂ =n Z'YJQHI' —J Z'YJ2+1/ =1
i=1 i=1

i=1

wird. Gleichzeitig folgt aus der Normierung von e; 1

J+1
lejall2 =D 72, =1
i=1

und damit

J .
2 2 J
D=1 Yham S5
i=1

30Das bedeutet, daB uj.1 zu uy, U, ..., u; orthogonal ist beziiglich des durch E definierten Skalarprodukts.
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also gerade (ii) c).
Nun kommen wir zur eigentlichen Behauptung. Dazu ist zu zeigen, daB die Familie {e;},<;<,
die Ungleichung (2.3) erfillt. Eine erste Abschitzung ergibt

m m m m
Zajej < Zajel < ZO‘JL’J + Zaj(ujiej)
J=1 J=1 E J=1 E J=1 E
m m
S Do+ lalllu —elle
j=1 j=1
m m m
S\ 2205+ leul D lluk—exlle
j=1 j=1 k=1
m m
=\ 2o || 2 llue—exliz ).
j=1 k=1
eine zweite
Jj—-1
I U/*eJ”é:z'Yfﬂ‘(l*’Yu)z = (1*%21)+(1*'Y/J)2
i=1
-1
=2(1-vy)=2(1-vj) 27—,
und beides zusammen liefert genau die Ungleichung (2.3). O

Damit kommen wir zum Beweis vom bereits angekiindigten

2.23 Satz von Dvoretzky-Rogers: Ist £ ein unendlichdimensionaler Banachraum, dann gibt
o0
es zu jeder konvergenten Reihe 'y ¢; mit positiven Summanden eine unbedingt konvergente
j=0
o0
Reihe > a; in € mit ||a}||? = ¢ fiir alle j € N*.
J=0

Beweis: Wir zerlegen zunichst die Folge {c¢;};cn in Abschnitte {c,},, <p<n,,, Mit

i+1
Nit1

0=ng<ny<ny<...,sodaB jeweils > ¢, <2 % giltfir i =1,2,...; weil die Reihe
J=n;+1

00 OO
>~ ¢; konvergiert, ist das stets moglich. Zur Konstruktion der Reihe 3~ a; wihlen wir die
j=0 j=0

ersten n; Vektoren a; beliebig, jedoch so, daB [a,]|?> = ¢ gilt fir 1 < j < ny. Um nun
Lemma 2.22 anwenden zu kdnnen, wihlen wir eine Folge {&;},cn von Unterrdumen von &

mit den Dimensionen dim & = (njy1 —n;) (N1 —n;—1). Fir m=n;y; — n; und
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-1
% } = 2, folglich gibt es nach

n=(ni1—n;)(niz1—n;—1) gilt [l+

Lemma 2.22 in jedem Unterraum &; eine Familie {e,},,+1<n<p,,, Normierter Vektoren mit

i+1

Nj+1

E a,e,

n=n;+1

<2 (2.8)

fiir beliebige Linearkombinationen aus den Vektoren dieser Familien. Wir zeigen, daB die Reihe
i}a, mit a; = 1/ ¢ e; die gewiinschten Eigenschaften hat.

=

Nach Konstruktion gilt ||a;||? = ¢; fiir alle j € N*. Zum Nachweis der unbedingten Konver-
genz der Reihe i a; betrachten wir einen beliebigen Abschnitt i aj; dazu sei / ein Index
mit n; <n< Hj‘j und B; € {—1, +1}, dann gilt zunichst die X;;Léitzung

m oo Nit1
Z G;a, §Z max Z Bjaj|l- (2.9)
Jj=n+1 o= BT
Nun folgt mit |a;| = /¢ aus (2.8)
Nit1
5rj]:aix1 J:’;lﬁj aj (2.10)

weil die rechte Seite von (2.8) nicht von den Vorzeichen der o abhangt. (2.9) und (2.10)

liefern zusammen
m
E G aj

J=n+1

oo
< 22—k+1 —p—iH2
k=i
Wenn m immer groBer wird, dann wird auch / immer groBer, somit gibt es fiir jedes € > 0

ein m € N, sodaB

m

> Ba
Jj=n+1

<E€

gilt, das heiBt, die Reihe > B;a; konvergiert gemaB dem Cauchy-Kriterium, und zwar un-
=1

abhangig von der Anordnung der Koeffizienten 3; = £1, und damit konvergiert die Reihe

>~ a; unbedingt. O

Jj=0

Das zentrale, uns hier interessierende Resultat ist eine unmittelbare Folgerung aus dem
Satz von Dvoretzky-Rogers.
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2.24 Corollar: In jedem unendlichdimensionalen Banachraum gibt es eine unbedingt konver-
gente Reihe, die nicht absolut konvergiert.

Beweis: Nach Satz 2.23 gibt es in jedem unendlichdimensionalen Banachraum eine Folge
{an}nen mit ||x,]| = 1/n fiir alle n € N, sodaB aufgrund der Konvergenz von
[Xll> = 3= 1/n? = 7?/6 die Reihe
1 n=1

X, unbedingt konvergiert. Aufgrund der Diver-
=1

n=

o0 00 00
genz der Reihe Y |Ix,|| = > 1/n konvergiert die Reihe Y~ x, jedoch nicht absolut. [
n=1 n=1

n=1

n

Damit ist die Nichtdquivalenz von absoluter und unbedingter Konvergenz bei unendlichen
Reihen eine weitere charakteristische Eigenschaft unendlichdimensionaler Banachraume.

2.2.3.4 Lineare Abbildungen

Ein wesentlicher Aspekt der Funktionalanalysis ist die Betrachtung von Abbildungen auf linea-
ren Raumen, dabei nicht nur, aber insbesondere von solchen, die selbst linear sind. Wir fassen
zunachst die wichtigsten hierbei erforderlichen Grundbegriffe zusammen; einzelne davon wur-
den weiter oben schon verwendet. V; und V), seien Vektorraume iiber demselben Korper
K und A eine Abbildung von V; nach V, mit Definitionsmenge dom A € V;. Die Menge
kerA = {x € V| Ax = 0} heiBt Kern von A, die Menge ranA = {Ax | x € domA }
Wertemenge von A. Die Menge I(A) = {(x,Ax) | x € domA} C V; x V, heiBt Graph
von A. Eine Abbildung B heiBt Fortsetzung der Abbildung A, wenn ['(A) C (B); man
schreibt dann A C B. Eine Abbildung A : Vi — V> heiBt injektiv, wenn aus Ax # Ay
stets x # y folgt, und sie heiBt surjektiv, wenn ran A = V; gilt. Eine Abbildung heiBt bijektiv,
wenn sie injektiv und surjektiv ist. Bijektive Abbildungen nennt man auch invertierbar oder
umkehrbar, da es zu einer bijektiven Abbildung B stets eine eindeutig bestimmte Abbildung
B! gibt mit BB = BB~! = 1. Diese heiBt inverse Abbildung oder Umkehrabbildung
von B. Gilt fiir eine Abbildung A von einem metrischen Vektorraum &; auf einen zweiten
metrischen Vektorraum &, die Relation di(x,y) = db(Ax, Ay) fiir alle x, y € &1, dann heifit
A eine Isometrie; ist A zusatzlich bijektiv, dann heiBt A isometrischer Isomorphismus.

Nach diesen allgemeinen Vorbemerkungen kommen wir nun zum namensgebenden Begriff
des vorliegenden Abschnitts.

2.25 Definition: Eine Abbildung A zwischen zwei Vektorraumen heiBt linear, wenn
AXAx+py)=AAx+ pAy gilt fir alle x,y € domA und alle \, 4 € K.

Daraus folgt fiir jede lineare Abbildung A sofort A0 = 0. Die Definition sagt mit anderen
Worten, daB eine Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen genau dann linear ist, wenn sie ein
Vektorraum-Homomorphismus ist®!. Ist eine lineare Abbildung A : V; — V), bijektiv, dann
nennt man A einen Isomorphismus; V; und V, heiBen dann zueinander isomorph. Unter dem

31Unter einem Homomorphismus versteht man eine strukturerhaltende Abbildung zwischen zwei algebrai-
schen Strukturen. ,Strukturerhaltend” bedeutet dabei, daB unter der Abbildung die Verkniipfungen der einen
algebraischen Struktur auf diejenigen der anderen iibertragen werden. Damit variiert die Definition, je nach-
dem um was fiir algebraische Strukturen es sich dabei handelt.
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Abstandskoeffizienten zweier isomorpher normierter Raume &; und &, versteht man die GroBe
d(&, &) == inf {||T|I 1T | T: & — Tz ist ein Isomorphismus }

Ein Endomorphismus ist eine lineare Abbildung von V nach V. Ein Endomorphismus, der ein
Isomorphismus ist, heit Automorphismus. Ein Endomorphismus P auf V heiBt Projektion,
wenn P2 = P gilt. Fiir jede Projektion P auf V gilt V = ran P @ ker P. Mit P ist natiirlich
auch Q =1 — P eine Projektion, denn

R=(1-PP=12-20+P2=1-P=0

Hierbei gilt ranP = ker Q und ker P = ran Q. Ist A ein Endomorphismus auf einem Vektor-
raum V und U ein Unterraum von ¥V mit AU € U, dann heiBt U invariant unter A oder kurz
A-invariant.

Auf den ersten Blick scheinen lineare Abbildungen auf Vektorrdumen recht iibersichtliche
Angelegenheiten zu sein. Der Eindruck tauscht, wenn er auch durch den folgenden Sachverhalt
durchaus nahegelegt wird.

2.26 Satz: Sind £ und F Vektorrdume iiber demselben Kérper, B eine Hamel-Basis von £
und X eine Teilmenge von F mit |B| = |X|, dann gibt es zu jeder Surjektion f : B — X
genau eine lineare Abbildung A : € — F mit

Au=f(u)

fiir alle u € B. Fiir A gilt mit n € N fiir { uq, us, .. ., UpyCBundx=> oju; €&
j=0
AX:ZaJ f(uj).
J=0

Beweis: B ist eine Hamel-Basis von &, folglich besitztjedes x € & eine eindeutige Darstellung
der Form x = Zal uj. Damit wird durch x — Zal (uj) in eindeutiger Weise eine
Jj=0 j=0

Abbildung A von & nach F deflnlert. Fiir A gilt Au = f(u) und auBerdem fiir alle
X,y € € mit Darstellungen x = Zal ujund y = Zﬁj u;j (die Zahl der Summanden sei

ohne Beschrankung der Allgeme|nhe|t fiir x und y glelch) und alle A\, p € K
ANX+py) = AZ()\QJ—HLQ u; = Za, u;) +Zf3] U) = AAx+pAy,
J=0 Jj=0 Jj=0

das heiBit, A ist linear.
Sei nun B : & — F irgendeine weitere lineare Abbildung mit B u = f(u) fiir alle u € B,

dann gilt
Bx=B Zajuj:ZaJBuj :Zajf(uj) =Ax
Jj=0 Jj=0

J=0
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also B = A. |

Lineare Abbildungen sind somit durch ihre Werte auf einer Hamel-Basis bereits eindeutig
bestimmt. Dabei kénnen diese Werte zur Konstruktion einer linearen Abbildung beliebig vor-
gegeben werden. Die Existenz einer Hamel-Basis wird durch Satz 2.9 fiir jeden Vektorraum
garantiert. Wirklich hilfreich ist das jedoch nur fiir endlich- und abz&hlbar unendlichdimensio-
nale Vektorraume. Bei iiberabzihlbar unendlichdimensionalen Vektorraumen ist es schon gar
nicht moglich, iiberhaupt eine Hamel-Basis in konstruktiver Weise anzugeben, und die GroBe
solcher Basen macht es auch nicht gerade einfacher. Dazu spater mehr.

Wie iiblich ist auch bei linearen Abbildungen die Unterscheidung von stetigen und nicht-
stetigen Vetretern von besonderer Bedeutung. Die Abgriinde, die sich dabei auftun, lassen
sich bereits anhand des Falls der reellen Funktionen einer reellen Veranderlichen erahnen;
faBt man R als unendlichdimensionalen Q-Vektorraum (und damit als unendlichdimensiona-
len Banachraum) auf, kann man neben den wohlbekannten stetigen linearen Funktionen, die
alle von der Form f(x) = ax sind®, auch unstetige lineare Funktionen konstruieren. Dieser
Sachverhalt wurde von Hamel entdeckt [138], der dabei zeigte, daB es sich dabei genau um
die unstetigen Lésungen der Cauchyschen Funktionalgleichung

f(x+y)="1f0)+ ()
handelt [138]. Ist B = {a,},<r eine Hamel-Basis von R iiber Q) 3* und damit jede reelle
Zahl in der Form x = ZX: qj a; darstellbar mit g1, g2, ..., qn, € Q, dann definiert man fiir

J=1

beliebige x € R die Funktion f durch

fx) =) fiq
j=1
mit Zahlen f; € [—o0, o0]. Sofern jeweils die Verhaltnisse f1/q1, f2/qo, ..., fs./qn, nicht

alle denselben Wert annehmen, erhdlt man fiir jede Wahl der f; eine unstetige Q-lineare
Funktion; diese Funktionen sind sogar nirgends stetig, und ihre Graphen fiillen die x, y-Ebene
jeweils vollstandig aus®.

Es handelt sich hierbei lediglich um einen Spezialfall eines allgemeinen und duBerst wich-
tigen, bei unendlichdimensionalen Banachraumen auftretenden Sachverhalts im Zusammen-
hang mit linearen Abbildungen, der uns in diesem Buch wiederholt begegnen wird. Kurz
gesagt bilden die merkwiirdigen linearen Abbildungen den Normalfall, wahrend diejenigen,

32DaB in der Schulmathematik praktisch durchgehend, aber félschlicherweise nicht nur diese Funktionen,
sondern auch die affinen, also solche der Form f(x) = ax + b als ,linear* bezeichnet werden, ist ebenso
haarstraubend wie argerlich.

330bwohl B natiirlich eine echte Teilmenge von R ist, gilt |B| = |R| = ¢, wie Lemma 2.8 zeigt. Siehe dazu
auch Satz 2.31 weiter unten.

34Solche Funktionen bilden nicht etwa eine Besonderheit, sondern den Normalfall unter den Lésungen der
Cauchyschen Funktionalgleichung. Es gibt insgesamt |R|®l = ¢¢ = 2°¢ Lésungen fiir diese Gleichung, von
welchen nur ¢ stetig und folglich 2¢ nirgends stetig sind.
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die mancher womdglich gerne als Standard hitte, die groBen Ausnahmen sind. Grundlage
dafiir ist das folgende

2.27 Lemma: &£ und F seien zwei Banachrdume iiber demselben Kérper mit Normen || ||¢
und || || 7. Dann sind fiir jede lineare Abbildung A : & — F folgende Aussagen dquivalent:

(i) A ist gleichmaBig stetig auf ganz &,
(i) A ist stetig auf ganz &,
(iii) A ist stetig in einem Vektor xo € &,
(iv) Fiir alle x € £ gibt es ein C > 0, sodaB || Ax ||z < C||x]|e.
Beweis: (i) = (ii), (i) = (iii): klar.
(i) = (iv): Es sei ohne Beschrinkung der Allgemeinheit xo = 0. Da A stetig in 0 ist, gibt

esein A > 0, sodaB | Ax||z <1 fiir alle x € & mit ||x|le¢ < X. Wahlen wir hier speziell
X = Wy fiir ein beliebiges nichtverschwindendes y € &, erhalten wir ||x||¢ = ), also auch

A A
laxls = | Ay = 1ayle<

ylle 5 yle
und damit 1

[Ayllr= by lIxlle,
also die Behauptung fiir C > 1/X.
(iv) = (i): Fiir beliebige x1, x> € & gilt

[Axi—Axallr=[|A(x1—x2) |7 < Cllx1—x2le.

Fiir jedes € > 0 erhilt man dann mit § = ¢/C aus || x1—x2 ||¢ < dstets | Ax1—A Xz ||7 <&,
das heiBt, A ist gleichmaBig stetig auf &. |

GemaB den ersten drei Aussagen von Lemma 2.27 ist eine lineare Abbildung von einem
Banachraum auf einen anderen, die in einem Punkt stetig ist, immer schon stetig und sogar
gleichmiBig stetig auf dem gesamten Ausgangsraum. Die vierte Aussage beschreibt die wich-
tigste Eigenschaft stetiger Abbildungen iiberhaupt und gibt AnlaB zur nachsten

2.28 Definition: Ist A : & — F eine lineare Abbildung zwischen den Banachraumen &
und F, dann heiBt die GréBe || A| := min{C € [0,00] | |Ax|lz £ C|x|le} € [0, 0]
Operatornorm der Abbildung A.
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Der Nachweis der Normeigenschaften erfolgt durch direktes Nachrechnen. Ferner gilt die
unmittelbar ersichtliche Abschatzung || A x| < || Al ||x]le. Man zeigt leicht, daB fiir die
Operatornorm

[All = inf{C € [0,00] | [Ax|lz = Clx]le }

[A X7
= sup |Ax| = sup [[Ax|= sup [[Ax|l= sup ————
x€domA x €dom A x €domA x€domA HXHE

lIxlle <1 Ixlle =1 lIxlle =1 x#0

gilt; diese Relationen lassen sich jeweils alternativ als Definitionen verwenden. Wir bemerken
ausdriicklich, daB die so definierte Norm eines Operators unendlich sein kann und halten das
neben ein paar anderen Dingen gleich formell fest.

2.29 Definition: £ und F seien Banachrdume und A : £ — F eine lineare Abbildung.

(i) A heiBt beschrankt, wenn || A || < oo gilt; A heiBt unbeschrinkt, wenn || A| = oo
gilt.

(ii) A heiBt abgeschlossen, wenn T (A) ein abgeschlossener Unterraum von & x F ist.

(iii) A heiBt abschlieBbar, wenn es eine abgeschlossene lineare Abbildung B : &€ — F gibt

mit [(A) = (B). Dann heiBt B AbschluB von A, und man schreibt B = A.

Mit Definition 2.29 ergibt sich sofort folgender fundamentaler Sachverhalt: Die unbeschrank-
ten Abbildungen sind genau die unstetigen Abbildungen. Insbesondere sind unbeschrankte
lineare Abbildungen unstetig in jedem Punkt ihres Definitionsbereichs3®.

Der Unterschied zwischen ,stetig" und ,abgeschlossen” ist subtil. Das wird besonders deut-
lich, wenn man die Begriffe mit Hilfe konvergenter Folgen beschreibt. Eine lineare Abbildung
A ist genau dann stetig, wenn fiir jede Folge (x,)pen in €

lim x, =x = (IimAx,,:y /\AX:y>

n—oo n—00

gilt; sie ist abgeschlossen, wenn fiir jede Folge (x,),en in dom A

< lim x, =x A lim Ax,,zy) == (xedomA A AX:y)
n—oo n—oo

gilt. Folglich ist jede beschrankte lineare Abbildung von einem Banachraum auf einen zweiten
abgeschlossen, dagegen ist keineswegs jede abgeschlossene lineare Abbildung beschrankt.
Ist jedoch A abgeschlossen und B beschrankt, dann ist auch A + B abgeschlossen. Auch
die Eigenschaft, unbeschrankt zu sein, 138t sich in dieser Weise veranschaulichen. Zu jeder

35Man beachte, daB sich die Begriffe der Beschranktheit und der Unbeschranktheit nicht so, wie sie aus
der gewdhnlichen Analysis angewandt auf skalare Funktionen bekannt sind, iibertragen lassen. Wenn man
versucht, sich eine ,beschrinkte lineare Funktion vorzustellen, erkennt man schnell, warum man in der
Funktionalanalysis Beschranktheit nicht mit der Existenz irgendeiner oberen Schranke gleichsetzen darf, da
solche Abbildungen notwendigerweise alles auf den Nullvektor abbilden wiirden.
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unbeschrankten linearen Abbildung A gibt es eine Folge (x,),en normierter Vektoren in
dom A, sodaB die reelle Folge (a,)hen mit a, = ||AAx, || unbeschrénkt ist. Hiermit 3Bt
sich die zundchst etwas unklare Wahl der Bezeichnung des Attributs ,unbeschrankt® am
anschaulichsten rechtfertigen.

Die Menge aller beschrankten linearen Abbildungen von einem normierten Raum £ in einen
zweiten normierten Raum F bezeichnet man mit £ (€, F). Das nichste Resultat beschreibt,
welche Voraussetzungen an den Ausgangs- und den Zielraum zu stellen sind, damit ein solcher
Raum beschrankter Abbildungen vollstandig ist.

2.30 Satz: Ist £ ein normierter Raum und F ein Banachraum, dann ist (&, F) ebenfalls
ein Banachraum.

Beweis: (Ap)nen sei eine Cauchy-Folge in .2 (&, F), das heiBt, zu jedem € > 0 gebe es ein
ng € N, sodaB fiir alle n, m > ngq

[Am— Ayl <e
gilt. Daraus folgt fiir alle x € £
[ Amx = Apxllz S [ An = AslllIxlle < ellx]le, (211)

was zeigt, daB fiir alle x € & die Folge (A, x)nen eine Cauchy-Folge in F ist. Da F
vollstandig ist, konvergiert jede dieser Folgen gegen einen Grenzwert in F, wodurch eine
Abbildung A : £ — F mit Ax := lim A, x definiert wird. Fiir diese gilt folgendes:

n—oo

1. Firalle x,y € £ und alle \, u € K ist
AXx+py)=Ilm A, Ax+py)=Xlim A, x+pu lim A,y =XAx+puAy,
n—0o00 n—oo n—o00
A ist somit linear.

2. Fiir alle m, n € N ist
[T ARl = 1A S 1 Am = Aq .
folglich ist (|| An||)nen eine Cauchy-Folge in R und konvergiert damit gegen einen
Grenzwert g € R. Damit folgt fiir alle x € £
[Ax |z = || lim Ay x| = lim [ A, x|z < lim ([ Al Ix]le = g lIx]le.
n—o00 n—o00 n—o00

und somit ist A beschrankt mit | Al £ g.

3. Aus (2.11) folgt zunachst fiir alle x € £ und alle n > ng
Jim [[Apx = Apx 7 = [[Ax = Anx |7 < ellx[le

und weiter aoa
— X
ap LA AN 0
xe& lIxlle
x#0

fiir alle e > O und alle n > ng. Folglich gilt lim || A—A,| =0, also auch lim A, = A.
n—oo n—oco
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Cauchy-Folgen aus £ (&, F) haben somit stets einen Grenzwert in (€, F), und folglich ist
Z(&,F) ein Banachraum. O

Z(&, F)-Raume weisen jedoch noch mehr Struktur auf, denn durch Hintereinanderausfiihren
zweier beschrankter Abildungen erhalt man wieder eine solche. Man kann sogar noch etwas
mehr beweisen.

2.31 Satz: Sind £, F und G normierte Rdume sowie A € ZL(E,F) und B € L (F,QG),
dann gilt AB € Z(E,G) und | AB| < || Al ||B].

Beweis: A B ist natiirlich linear; auBerdem gilt fiir alle x € £

[ABXI = [LANIBx = [ AIBIHIX]

,

also [|AB | = [[A]l 1B

, und damit ist A B beschrankt. O

Haufig hat man es zunachst mit stetigen Abbildungen auf dichten Teilrdumen des be-
trachteten Banachraums zu tun. Das spielt jedoch keine Rolle, denn der folgende Satz zeigt,
daB man solche Abbildungen stetig auf den ganzen Raum fortsetzen kann.

2.32 Satz: D sei ein dichter Unterraum eines normierten Raums £ und F ein Banachraum,
auBerdem sei A € £ (D, F). Dann gibt es genau ein B € £(E, F) mit B|D = A, und es
gilt | Bl = [|Al.

Beweis: Da D dicht in £ ist, kann man zu jedem x € £ eine Folge (x,)nen in D wahlen mit

lim = x € £. Eine solche Folge ist stets eine Cauchy-Folge in D, und da A nach Lemma

n—o0

2.27 gleichmaBig stetig ist, ist (A x,)nen eine Cauchy-Folge in F. Weil F ein Banachraum
ist, konvergiert daher (A x,),en gegen einen Grenzwert y € F. Damit wird durch

B : & — F mit Bx = y in eindeutiger Weise eine lineare Abbildung B auf £ definiert,
welche die gewiinschten Eigenschaften hat. |

Das nachste Resultat wird sich als sehr niitzlich fiir Kapitel 4 erweisen; es stellt eine
Verallgemeinerung der geometrischen Reihe sowie deren Summenformel aus der elementaren
Analysis dar und liefert gleichzeitig ein Verfahren, mit dem gelegentlich inverse Abbildungen
bestimmt werden kdnnen.

2.33 Satz: £ sei ein normierter Raum und A ein beschrankter Endomorphismus auf £, fiir

o0
den die Reihe Y A" konvergiert. Dann ist die Abbildung 1 — A invertierbar, und es gilt
n=0

oo

S AT=(1-A) (2.12)

n=0
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Beweis: Fiir alle m € N gilt zunachst

m m m m

(I-A)Y AT=) A(1-A)=D A"= D A" =1-A"1

n=0 n=0 n=0 n=0

Nach Voraussetzung gilt lim A" = 0, und mit Satz 2.31 folgt einerseits
n—oo

(lfA)iA”:(lfA)rJianiA"
n=0 n=0

- Iim[(l—A) iA"} = lim (1-A"") =1

n=0
und andererseits analog
S AN(1-A)=1 O
n=0
Die Reihe (2.12) heiBt Neumann-Reihe3® der Abbildung A. Wenn der betrachtete normierte
Raum vollstindig ist, geniigt bereits eine einfachere Voraussetzung; das zeigt das folgende

2.34 Corollar: Ist £ ein Banachraum und A ein beschrankter Endomorphismus auf € mit
| All < 1, dann ist die Abbildung 1 — A invertierbar, und es gilt

(i) D A"=(1-A)",
n=0
. 1 1
(i) (1= A7 = =

Beweis: Fiir || A]| < 1 gilt

0 0
SA < S Al < oo,
n=0 n=0

00 o0
das heiBt, > A" konvergiert absolut. Da &£ ein Banachraum ist, konvergiert > A" nach
n=0 n=0

Satz 2.21 auch selbst. Nach Satz 2.33 ist daher die Abbildung 1 — A invertierbar. Fiir die
Norm der inversen Abbildung gilt

I(1=A)" =

o0 o0 1
nil < n _
;A :;HAH AT O

36Benannt ausnahmsweise einmal nicht nach John von Neumann, sondern nach Carl Neumann, der sie in
einer Abhandlung iiber Potentialtheorie einfiihrte [266].
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Wir kommen nun zu zwei Folgerungen aus Satz 1.11, die zu den wichtigsten Aussagen
der gesamten Funktionalanalysis zdhlen. Fiir die erste davon sei an eine grundlegende Ei-
genschaft stetiger Abbildungen erinnert; diese sind bekanntlich dadurch charakterisiert, daB
bei ihnen die Urbilder offener Mengen stets offen und die Urbilder abgeschlossener Mengen
stets abgeschlossen sind. Bei offenen Abbildungen ist das nicht so; sie bilden zwar offene
Mengen auf offene Mengen ab, abgeschlossene Mengen im allgemeinen jedoch keinesfalls auf
abgeschlossene Mengen. Stattdessen gilt der

2.35 Satz von der offenen Abbildung: Sind £ und F Banachrdume, dann ist eine stetige
lineare Abbildung A : & — F genau dann offen, wenn sie surjektiv ist.

Beweis:*" ,=": Wir betrachten offene Kugeln K,(a) = {x € £ ||| x —alle < r}in &
beziehungsweise K.(b) = {y € F |||y — b||» < r} in F. Die Abbildung A sei linear und
offen, folglich gibt es fiir alle § > 0 ein € > 0, sodaB KL(0) C AKs(0). Damit gibt es

fir alle y € F ein n € N, sodaB y € K/ _(0), es gilt also F = |J K/,.(0). Da auBerdem
neEN

K.(0) € AK,5(0) ist, folgt F C AE. Daneben gilt trivialerweise AE C F, zusammen also
AE =F, und A ist surjektiv.
=" Nun sei A surjektiv. Wir zeigen zuerst, daB es ein € > 0 und ein p > n gibt mit

KL(0) € AK,(0) (2.13)

fir alle n € N. Wegen AE = Fgilt F = |J AK,(0) = U AK,(0), und da F nach

neN neN
Satz 1.11 von zweiter Kategorie ist, gibt es ein n € N, ein € > 0 und ein y € F, sodaB

KL(y) € AK,(0) gilt. Nun gibt es zu jedem y € F ein x € £ mit Ax =y, also ist

KL(0) C AKn(0) — y = AKy(0) — Ax = A (Kn(0) — x) = AKn(—x). (2.14)

Wahlt man nun p = n+ ||x]
gewiinscht (2.13).

Als nichstes zeigen wir, daB es ein p > 0 gibt mit

¢, so folgt AK,(—x) C AK,(0) und hieraus mit (2.14) wie

KL(0) € AK,(0). (2.15)

Dazu konstruieren wir fiir jedes y € F mit [|y[|+ < p eine Folge (x,)nen mit X, € K¢/2n(0)
und

> Axa=y, (2.16)
n=1
indem wir mit vollstandiger Induktion zeigen, daB fiir alle n € N

Hy — ZAXJ
J=1

37Der hier vorgestellte Beweis stammt von Schauder [327].

< % (2.17)
F
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gilt. Zunichst sei x; € K.(0) so, daB ||y — A X1 || < p; ein solches gibt es gemaB (2.13).
Nun sei x5 € K¢ 2(0) mit || y —Ax1 —Axz || < p/2; auch dessen Existenz ist durch (2.13)
garantiert. Hat man das bis zu irgendeinem festen n wiederholt und so ein x, € K, /2s-1(0)
gefunden, das die Ungleichung (2.17) erfiillt, gibt es dazu vermoge (2.13) stets ein

Xpn+1 € Kg/Qﬂ(O) mit

n+1

y - ZAXJ
j=1

Damit gilt (2.17) fiir alle n € N. Nun ist nach Voraussetzung ||x;||s < £/2/7! und damit

o0 o0 6
Slxille < ST =26 (2.18)
j=1 j=1

n
P
HnyAfoAan <§.

=1

F ‘ ‘ F

das heiBt, die Reihe ij konvergiert absolut; da £ vollstandig ist, ist sie nach Satz 2.21
J=0

o
auch konvergent. Fiir den Grenzwert > x; := x gilt aufgrund der Abschitzung (2.18)
j=0

[es)
2%
J=1

also x € K»¢(0), und wegen (2.16) auBerdem A x = y. Damit gilt KL(0) C AK5¢(0), also
mit p = 2 € genau (2.15).
Damit kénnen wir nun zeigen, daB A offen ist. Fiir x € £ und 0 > 0 gilt

e}

<D e < 26,

s O

AKs(x) = A (Ks(0) +x) = %AK,,(O) +Ax,

mit (2.15) also

% KL(0) + A x = Kse/p(Ax) C AKe(x).

Da jede offene Teilmenge U von & eine offene Kugel enthilt, folgt daraus
K(;E/p(.AX) CcC AU

fiir alle x € U, das heiBt, fiir jeden Punkt in AU gibt es eine offene Umgebung, die ganz in
AU ist, und damit ist A U fiir jedes offene U C & offen. |

Eine unmittelbare Konsequenz ist das folgende

2.36 Corollar: £ und F seien Banachrdume. Ist A . € — F eine stetige lineare bijektive
Abbildung, dann ist ihre Umkehrabbildung A~ stetig®.

38Dieses Resultat wurde von Banach gefunden [19]. Da es zum Satz von der offenen Abbildung dquivalent
ist, wurde dieser somit indirekt ebenfalls von Banach entdeckt.
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Eine weitere Konsequenz aus dem Satz von der offenen Abbildung ist nicht ganz so unmit-
telbar klar, sie ergibt sich aber sehr einfach aus obigem Corollar®.

2.37 Satz vom abgeschlossenen Graphen: £ und F seien Banachrdume und A : € — F
eine lineare Abbildung. Ist der Graph von A abgeschlossen, dann ist A stetig.

Beweis: T(A) ist als abgeschlossener Unterraum des Banachraums & x F selbst ein Ba-
nachraum. Wir betrachten die Projektionen P¢ : I'(A) — & mit Pe(x,y) = x und
Pr: [(A) — F mit Pe(x,y) := y. Das sind stetige lineare Abbildungen, und fiir sie
gilt die Relation A = Px o inl. Als Projektion auf das Argument ist P¢ bijektiv, nach
Corollar 2.36 ist somit P;* stetig, und damit ist auch A stetig. |

Satz 2.37 liefert selbst wiederum unmittelbar ein bedeutendes

2.38 Corollar: Sind £ und F Banachrdume und ist die lineare Abbildung A : & — F
abgeschlossen mit dom A = &, dann ist A beschrankt.

Interessanter als der Satz selbst ist dabei dessen Gegenaussage, die einmal mehr ein Beispiel
fiir die besonderen Eigenschaften unbeschrankter Operatoren darstellt. Wir halten sie daher
trotz ihrer Offensichtlichkeit eigens explizit fest.

2.39 Corollar: Sind £ und F Banachrdume und ist A : & — F eine lineare unbeschrinkte
abgeschlossene Abbildung, dann ist dom A ein echter Unterraum von &.

Unbeschrankte abgeschlossene Operatoren konnen somit nie auf dem ganzen Banachraum,
auf dem sie wirken, definiert sein. Das macht solche Abbildungen ziemlich sperrig in der
Handhabung; wir kommen weiter unten darauf zuriick.

Die zweite Folgerung aus dem Satz von Baire, die wir hier betrachten, besagt, daB unter
geeigneten Voraussetzungen aus der punktweisen Beschréanktheit einer Familie linearer Abbil-
dungen bereits die Beschranktheit der gesamten Familie in der Operatornorm folgt. Das ist
die Aussage vom

2.40 Prinzip der gleichmiaBigen Beschrinktheit: Es seien £ ein Banachraum, F ein
normierter Raum und A C Z(E,F) mit sup || Ax |z < oo fir alle x € £. Dann gilt
AcA

sup || Al < oo.
AEA

Beweis:*® Fiir alle n € N sei &, := {x € £ sup ||Ax|z < n}. Dann gilt einerseits fiir
AeA

alle ne N
Env=(V{xe€& |l Ax]F<n},

AcA

39Auch dieser Satz stammt von Banach [21].

“0Der Satz wurde erstmals von Banach [18] und Hahn [131] bewiesen, allerdings ohne Verwendung des
Kategorienprinzips; vergleiche auch [24] und [348]. Die Verwendung eines Kategorienarguments ist eine Idee
von Stanislaw Saks.
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das heiBt, jedes &, ist der Durchschnitt der Urbilder der abgeschlossenen Kugel

Ka(O) ={y e F[llylz<n}

unter den A. Diese sind samtlich stetig, folglich sind alle £, Durchschnitte abgeschlossener
Mengen und damit selbst abgeschlossen. Andererseits gilt

e=1Jé&
neN

und da & vollstandig ist, enthalt nach Satz 1.11 mindestens ein &, eine offene Kugel. Damit
gibt es fiir ein N € N, ein xo € £ und ein € > 0, sodaB fiir alle A € A mit || x — xo|le <€
auch x € Ey gilt. Daraus folgt fiir x € £ mit ||x|l¢ < e und alle A € A

[Ax|z=[A(x+x0o—x0)llzr=[A(x+x0)—Axoll#
SA(x+x0)ll7+ I Axo 7 = 2N.

Lassen wir stattdessen x € £ mit beliebiger Norm zu, gilt fir alle A € Aund 0 <n <e

H x|l <o2n,
Ixlle ™l
also auch Y
[Ax|r=—lxlle
n
und damit || Al £ 2 N/n < o fiir alle A € A. O

Eine erstaunliche Konsequenz aus dem Prinzip der gleichmaBigen Beschranktheit ergibt
sich, wenn man Folgen stetiger linearer Abbildungen betrachtet. Wahrend aus der punktweisen
Konvergenz einer Folge stetiger reeller Funktionen keineswegs die Stetigkeit der Grenzfunktion
folgt — hierzu ist die gleichméaBige Konvergenz der Funktionenfolge erforderlich — ist das bei
linearen Abbildungsfolgen auf Banachraumen anders.

2.41 Corollar: Es seien & ein Banachraum, F ein normierter Raum und (A,),en eine
Folge in Z(E,F). Ist fiir jedes x € & die Folge (A,x)nen in F konvergent, dann wird
durch Ax := lim A, x eine Abbildung A € £(E,F) definiert.

n—oo

Beweis: Nach Satz 2.30 ist A linear. In einem normierten Raum ist jede konvergente Folge
beschrinkt, damit ist sup || A, x ||z < oo fiir alle x € £, und nach Satz 2.35 folgt
neN

[Ax |z =] lim Ayx |- = lim [ A, x|z < sup [[ Ay x|l < sup || Aql lIx]#.
n—o0 n—o0 neN neN

Somit ist A auch beschrinkt, und zusammengenommen gilt A € £ (€, F). O
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2.2.3.5 Kompakte Abbildungen

Wir kommen nun zu einer speziellen Klasse von Abbildungen, die in ihrem Verhalten noch
weitergehend demjenigen von linearen Abbildungen auf endlichdimensionalen Vektorraumen
dhneln, als das die beschrankten Abbildungen ganz allgemein ohnehin schon tun. Dazu for-
mulieren wir zunachst ihre

2.42 Definition: £ und F seien normierte Vektorraume. Eine lineare Abbildung A : £ — F
heiBt kompakt, wenn sie jede beschrankte Teilmenge ihrer Definitionsmenge auf eine relativ
kompakte Menge abbildet*!.

Die Menge aller kompakter linearer Abbildungen von £ nach F wird mit (€, F) bezeich-
net. Statt € (&, &) schreibt man €(E). Ist F ein Banachraum, dann ist auch € (&, F)
ein Banachraum. Eine beschrankte Abbildung A auf dem Banachraum & ist genau dann
kompakt, wenn man aus jeder beschrénkten Folge (x,)n,en von Elementen aus £ eine Teil-
folge (x,,)jen auswdhlen kann, so daB die Folge (A Xx,,);en konvergiert. Ist A kompakt
und T beschrankt, dann ist AT kompakt. Kompakte Abbildungen sind stets beschrankt,
denn wire die kompakte Abbildung A unbeschrinkt, dann gibe es eine Folge (x,),en mit

nILm [l A Xnl/|Ixn|l = co. Damit ist die Folge (x,/||Xnl)nen zwar beschrinkt, es gilt jedoch
| Axm—Axpl| Z || AXm || = | Axq | | und damit im | Axp — Ax, || #0, das heif,
die Menge { x,/[[xs|| | n € N} ist nicht kompakt — ein Widerspruch. Das umgekehrte gilt
nicht, wie beispielsweise die identische Abbildung auf einem beliebigen unendlichdimensiona-
len Banachraum zeigt, die beschrankt, aber nicht kompakt ist*?. Ein weiteres Beispiel ist der
Operator S : £2(C) — £2(C), definiert durch 5 (x,)nen = (Xpi1)nen; dieser ist ebenfalls
beschrénkt, aber nicht kompakt. Generell ist die Frage nach beschrankten, nicht kompakten
Abbildungen zwischen Banachriumen eine nichttriviale Angelegenheit. Fiir 1 < g < p < 0o
etwa gilt €(£P,£9) = L(£P,£9)*, ebenso wie € (co,£LP) = L(co,£P)*. Inwieweit es
allgemein zu vorgegebenen Banachraumen £ und F Unterrdume U C &£ und beschrankte,
nicht kompakte Abbildungen von U nach F gibt, ist bis jetzt nicht bekannt*.

Eine besonders wichtige Charakteristik kompakter Abbildungen ist ihre Eigenschaft, schwa-
che Konvergenz in starke Konvergenz umzuwandeln; genauergesagt gilt der folgende

2.43 Satz: Sind € und F Banachrdume, A € € (E,F) und (x,)nen eine schwach konver-
gente Folge in dom A, dann ist (A X,),en Stark konvergent.*®

“lKompakte Abbildungen werden gelegentlich auch als volistetige Abbildungen bezeichnet. Siehe aber auch
Anmerkung 46.

“2Das ist nicht ganz so trivial, wie man meinen kénnte; siehe etwa [336], wo dieser Sachverhalt am Beispiel
der identischen Abbildung auf dem Raum £! explizit demonstriert wird.

43Das ist der Inhalt des Theorems von Pitt [290].

#4Siehe [226].

45Siehe hierzu [245].

“Die Umkehrung dieses Satzes ist im allgemeinen falsch; sie ist dann richtig, wenn im Banachraum &
jede beschrinkte Teilmenge eine schwache Cauchy-Folge enthélt. Das ist insbesondere dann der Fall, wenn
£ reflexiv oder £’ (und damit auch &) separabel ist. Manche Autoren nehmen das zum AnlaB, kompakte und
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Beweis: (x,)nen sei eine Folge, die schwach gegen x € dom A konvergiert. Dann konvergiert
(A Xn)nen zumindest schon schwach gegen A x € F. Nun betrachten wir die Abbildung
Ji&€—&" mitj,(f)=f(y) fir y € £ und f € &'; hierfiir gilt

{fxn) [ neN}={j,(f) [ neN},

also ist die Folge (Jx,)nen punktweise beschrankt. Nach Satz 2.40 ist dann (|| jx,||)new~ und

somit auch (||x,||)nen gleichméBig beschrankt. Damit ist die Menge { A x,, | n € N } kom-

pakt, es existiert also eine Teilfolge (A Xxp,)ien mit lim Ax,, = Ax. Ware nun (AX,)nen
i—00

nicht konvergent, dann gébe es in der Menge { A x, | n € N } eine unendliche Teilmenge A
und ein § > 0 mit ||Ay —Ax]| > ¢ fiir alle y € A. Andererseits ist A kompakt, also gibt es
dort eine Folge, die gegen A 9 konvergiert — ein Widerspruch. |

Fiir den folgende Satz brauchen wir wieder eine

2.44 Definition: Es seien £ und F Banachrdume und A : &€ — F eine Abbildung. Dann
ist deren duale Abbildung A' . F' — £’ definiert durch A’ f = f o A fiir alle f € F'.

Fiir duale Abbildungen kompakter Abbildungen gilt der

2.45 Satz von Schauder:*” Sind £ und F Banachriume und ist A € £(E,F), dann ist
A genau dann kompakt, wenn A’ kompakt ist.

Beweis: ,—": Ist A kompakt, (f,),en eine beschrankte Folge in 7’ und
K={xe€&||x| £1}, dannist C = AK kompakt. Nun sei die Folge (g,),cn definiert
durch g, = f, | C, sie ist beschrankt und wegen

lgn(a) = gn(b)| < sup [Ifi]l [la— b
JEN

fiir alle n € N und alle a, b € F gleichgradig stetig. Nach Satz 2.14 ist (g,),en damit
relativ kompakt, und folglich gibt es eine Teilfolge (g,,);c . die gleichmiBig konvergent ist.
Mit dieser folgt

‘|A/fn, 7~Alfn, H = H‘A/gn, 7‘A/gn/ ” = SLE”:I; ‘ gn,(‘AX) - gnJ(AX) ‘
fir alle x € &, und weil A K nach Definition von K dicht in K ist, gilt weiter
| A'f,, _-A/fnj l=1gn - 9n; [loo-

Damit ist (A'g,,)jen eine konvergente Teilfolge der Folge (A'f,)ncn, das heiBt, A ist
kompakt.

vollstetige Abbildungen unterschiedlich zu definieren. In dieser Terminologie heiBt eine Abbildung genau dann
vollstetig, wenn sie schwach konvergente Folgen auf stark konvergente abbildet; die beiden Begriffe sind dann
nur in Banachrdumen mit der erwédhnten Eigenschaft dquivalent.

#T\on seinem Entdecker verdffentlicht in [329].
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<" Ist A’ kompakt, dann ist wie soeben gezeigt A" kompakt. Definiert man die Abbildung
J€: & — & durch jE(f) = f(x) fiir alle f € &, dann ist auch A”j¢ kompakt. Nun gilt
fir alle x € £ und alle f € F'

ATFE(F) = JE(A'F) = ATF(x) = F(AX) = ji(F),
das heiBt, es ist A”j¢ = j7A, und damit ist j7A kompakt. j7 ist auBerdem eine Isometrie
von F nach F”, und damit ist A kompakt. |

Aufgrund seiner Bedeutung beweisen wir ein weiteres allgemeines Resultat tiber kompak-
te Abbildungen. Es handelt sich um den Fixpunktsatz von Schauder und damit den wohl
wichtigsten Fixpunktsatz der Funktionalanalysis; wie der Name schon andeutet, heifit dabei
x ein Fixpunkt der Abbildung A, wenn A x = x gilt. Dabei wird A nicht als notwendig linear
vorausgesetzt. Wir betrachten zunachst die folgende, allgemeinere Version.

2.46 Satz:*® £ sei ein vollstandiger metrischer Vektorraum und G eine nichtleere, abge-
schlossene, beschrankte, konvexe und kompakte Teilmenge von €. Dann besitzt jede stetige
Abbildung A : G — G einen Fixpunkt.

Beweis: *° Da G kompakt ist, gibt es zu jedem € > 0 endlich viele Punkte £, &, .. ., £, aus
G, sodaB
G C U Bs(gj)
Jj=1
mit B.(§;) = {x € & | d(x,&,;) <e}. Nunsei C:=GnNspan{&;, &, ..., & }, auBerdem
definieren wir fiir j = 1,2,..., n Funktionen f; : G — R durch
e—d(x &) fir d(x, &) <e,
fi(x) = ;
0 fir d(x, &) =2¢
und Funktionen g; : G — R durch
fi(x
9,0 = 2
> fi(x)
Jj=1

Die f; und g, sind stetig, und fir j = 1,2,...,n und alle x € G gilt 0 < g;(x) = 1 sowie
>~ g;(x) = 1. Nun definieren wir noch die Abbildung B : G — C durch
J=1

Bx=Y_ g;j(x)¢
=1

“8Diesen Satz publizierte Schauder in einem Aufsatz im selben Heft wie den gerade bewiesenen [328].
In dieser Arbeit liefert er auch die unten beschriebene speziellere Version fiir beliebige Banachraume und
anschlieBend auch eine noch speziellere fiir separable Banachraume, wobei er — wenig iiberraschend — erwihnt,
daB er beim Auffinden der jeweiligen Beweise in umgekehrter Reihenfolge vorgegangen sei.

“Der hier gezeigte Beweis, der die eher prosaische Originalfassung von Schauder etwas formal-iibersicht-
licher gestaltet, stammt von Heuser [147].
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und erhalten damit durch € = Bo A [C: C — C einen beschrankten Endomorphismus.
Nach dem Brouwerschen Fixpunktsatz®® besitzt C einen Fixpunkt x,, es gilt also

Cxe =BAx: = xe. (2.19)

Fiir jedes x € G ist

Bx—x=3_9i(x)€& =D g(x)x=>g(x)(¢-x)

und damit

d(Bx,x) <Y g;(x)d(é;.x)<e Zgj(x) —c. (2.20)

Mit (2.19) und (2.20) folgt
d(Axe, xe) = d(Axe, BAXe) <E€.

Damit gibt es eine Folge (x,),en in G mit

1
d(Ax,, xp) < =,

=)

und weil G kompakt ist auBerdem eine Teilfolge (x,,)jen und ein X € G mit

lim Ax, =X.
J—0o0
Es folgt
lim x,, =X
J—00

und weil A beschrankt und damit stetig ist weiter

lim Ax, = AX.
Jj—o0
Insgesamt liefert das A X = X, das heiBt, X ist der gesuchte Fixpunkt von A. O

Nun kommen wir zum oben erwdhnten, ungleich populdreren Resultat, das zeigt, daB sich
fir Banachraume die Forderung nach Kompaktheit von der Menge G auf die Abbildung A
umwalzen 1aBt. Dazu brauchen wir zwei Hilfssatze, zunachst das folgende

2.47 Lemma: Eine Teilmenge A eines Banachraums ist genau dann relativ kompakt, wenn
n
es zu jedem € > 0 ein n € N gibt, sodaB A = |J A; gilt mit max [ x =yl < e fir
X, yEA;

J=1

Jj=12,...,n

0In der hier verwendeten Form ist der Brouwersche Fixpunktsatz genau die endlichdimensionale Varian-
te des Schauderschen Fixpunktsatzes und besagt entsprechend folgendes: £ sei ein endlichdimensionaler,
normierter Vektorraum und G eine kompakte, konvexe Teilmenge von E£. Dann besitzt jede beschrinkte
Abbildung A : G — G einen Fixpunkt. Die von L. E. J. Brouwer entdeckte Originalfassung des Satzes
betrachtet den Sonderfall beschrankter Endomorphismen auf der Einheitskugel im IR" [45].
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Beweis: ,—" Wir nehmen an, A sei eine relativ kompakte Menge, fiir die es ein € > 0 gibt,
sodaB fiir jede endliche Familie (A, Az, ..., Ay) von Teilmengen mit max Ix—yll<e
X,y €A

N
firj=1,2,..., N stets A 2 U Aj gilt. Wahlt man nun eine beliebige echte Teilmenge Ay
=1
von A mit max | x =yl <€, dann gibt es ein x; € A mit || x — x1 || > € fiir alle x € A;.
X,y €A1
Wiahlt man eine weitere Teilmenge A, von A mit max [x =yl <€und A2 AjUA,,
X,y €Az

dann gibt es ebenso ein xo € A mit || x; — x2 || > €. Auf diese Weise findet man induktiv
zu jedem N € N Teilmengen Aj, Ay, ..., Ay mit max Ix—yl|l <efirj=12..., N
X, yEA;

und Elemente x1, X2, . .., Xy von A mit || x; — x; || > € fiir i # j. Insgesamt hat man damit
eine Folge (x;)jen in A konstruiert, die keine konvergente Teilfolge enthalten kann — ein
Widerspruch.

<" Nach Voraussetzung gibt es zu jedem n € N eine endliche Familie (A, 1, Ap2, ..., Ann)
N

von Teilmengen mit max [x=yl<1l/nfirj=12,..., Nund A 2 U A,j. Zu jeder
X, Y €Anj j=1

Folge (am)men in A gibt es dann mindestens ein j; € {1,2,..., N}, sodaB fmendlich viele a;
und damit eine komplette Teilfolge (an,,)gen von (am)men in A, liegen. Auch zu dieser
Folge gibt es mindestens ein j> € {1,2,..., N}, sodaB eine komplette Teilfolge (an,,)qen
in A, ;, liegt. Auf diese Weise erhalten wir induktiv eine Kette von Teilfolgen, sodaB es zu
jedem j € N eine Teilfolge (am,,)qen der Teilfolge (am, ,,)qen gibt und erstere wiederum
eine Teilfolge (a,,,,)qen besitzt, wobei jede komplett in einem A, ; liegt. Die Elemente der
Diagonalfolge (anm,,)qen sind fir ¢ > nin A, enthalten, fiir alle p, g > n gilt folglich
lam,, = amg, Il < 1/n, das heiBt, (am,,)qen ist eine Cauchy-Folge und damit konvergent.
(@myq)gen ist auBerdem eine Teilfolge der beliebig in A vorgegeben Folge (a)men. Somit
ist A relativ kompakt. |

Der zweite Hilfssatz ist das

2.48 Lemma von Mazur:®' Dije abgeschlossene konvexe Hiille einer relativ kompakten
Teilmenge eines Banachraums ist kompakt.

Beweis: Ist A eine relativ kompakte Teilmenge eines Banachraums &£, dann gibt es nach
Lemma 2.47 zu jedem € > 0 eine endliche Familie (A1, Az, ..., A,) von Teilmengen von A
n
mit max Ix—yll<efirj=1,2..., nund A S |J A;. Folglich gibt es in A; Elemente
X,y €A j=1
X1,X2,...,Xp, sodaB es zu jedem x € Aein i € {1,2,...,n} gibt mit || x — x;|| < &/3.
Nun sei B die konvexe Hiille von A; fiir diese gilt B C span {x1, x2, ..., X,}, auBerdem ist B
beschrankt und damit relativ kompakt. Nach Lemma 2.47 gibt es daher eine endliche Familie
(B1,Bg, ..., B,) von Teilmengen von B mit max |x =yl <efirj=12...,nund
X,y €B;

51Schauder erzahlt in [328], daB Mazur von ihm dazu angestoBen wurde, diese Aussage zu beweisen; das
Resultat war die Arbeit [251].
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B £ | B;. Folglich existieren auch Elemente &1, &, ..., &, von B, sodaB es zu jedem x € B
=1

J
einie{l1,2,..., p} gibt mit || x—&; || < €/3. Nun sei C die konvexe Hiille von A und x € C
beliebig, dann gibt es endlich viele 11,752, ..., M4 € A und ein Element y der konvexen Hiille
von {7M1,M2, ..., Mg} mit || x — y| < &/3, auBerdem gibt es nichtnegative reelle Zahlen

q
AL A2, Ag mit Y A; =1 und
=

q
Y= Nm;
j=1
Zu jedem n;, j=1,2,...,q gibt es dann ein x;, mit [ln; — X,JH < €/3, und der Punkt
q
v Z)\j Xi)
J=1

gehdrt zu B. Wiederum gibt es ein k € {1,2,...,p}, sodaB ||y — &k || < €/3 gilt. Es folgt
zundchst

ly=yl=

Xi;

q q

€

) ‘gzx,vnnﬁx,,u <Yo=S
J=1 Jj=1

und damit weiter

— — £ 3 £
=&l <lIx=yl+Iy-FI+17-&l < S+5+5=¢

firk=1,2,..., p.MitU;={aeB||a—¢|} giltdann B & UUJ, das heiBt, nach

Lemma 2.47 ist C relativ kompakt. C ist als konvexe Hiille auch abgeschlossen also ist C
kompakt. O

Damit beweisen wir nun den

2.49 Fixpunktsatz von Schauder: & sei ein Banachraum und G eine nichtleere, abge-
schlossene, beschrankte und konvexe Teilmenge von £. Dann besitzt jede kompakte stetige
Abbildung A : G — G einen Fixpunkt.

Beweis: Nach Voraussetzung ist A G relativ kompakt. Ist B die konvexe Hiille von A G, dann
gilt ebenfalls nach Voraussetzung B C G und damit ist A | B eine beschrankte Abbildung von
B nach B. Da B nach Lemma 2.48 kompakt ist, besitzt A nach Satz 2.46 in B und damit in
G einen Fixpunkt. |

Der Vollstandigkeit wegen sei noch eine weitere, unmittelbar folgende Version des Schau-
derschen Fixpunktsatzes erwéhnt, die ebenso haufig wie die gerade bewiesene anzutreffen
ist.
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2.50 Corollar: & sei ein Banachraum und G eine nichtleere, abgeschlossene, beschrankte
und konvexe Teilmenge von £. Dann besitzt jede stetige Abbildung A : G — G mit relativ
kompakter Bildmenge A G einen Fixpunkt.

2.2.3.6 Unbeschrdnkte lineare Abbildungen

Die oben beschriebenen Folgerungen aus dem Baireschen Kategoriensatz zeigen, das unbe-
schrankte lineare Abbildungen, die auf einem ganzen unendlichdimensionalen Banachraum
und nicht nur irgendeiner Teilmenge desselben definiert sind, eher unheimliche Gebilde sind.
In der Tat ist es nicht moglich, solche Abbildungen explizit und konstruktiv anzugeben; man
braucht hierfiir stets das Auswahlaxiom oder etwas dazu dquivalentes. Das steht im Gegen-
satz zur Situation bei unbeschrankten linearen Abbildungen, die nur auf einer dichten echten
Teilmenge eines Banachraums definiert sind. Hier findet man leicht entsprechende Exemplare,
und sie werden uns im Rest des Buches und insbesondere in Band 2 laufend begegnen. Den-
noch gibt es auf jedem Banachraum iiberall definierte unbeschrankte lineare Abbildungen,
wie das nachste Resultat zeigt

2.51 Satz: & sei ein unendlichdimensionaler Banachraum und F ein Vektorraum jeweils
tiber KK, auBerdem sei A eine auf einer dichten Teilmenge von £ definierte unbeschrankte
lineare Abbildung. Dann gibt es eine auf ganz £ definierte unbeschréinkte lineare Abbildung
M:E—FmitMDA.

Beweis: Die Menge 2 aller Fortsetzungen von A wird durch die Inklusionsrelation auf der
Menge der Definitionsmengen ihrer Elemente teilgeordnet, und jede linear geordnete Teil-
menge ¥ von 2 besitzt in Gestalt von 7 = [J¥ eine obere Schranke. Nach dem Zornschen
Lemma gibt es dann in 2( ein maximales Element, das heit eine Fortsetzung M von A mit
groBtmaglicher Definitionsmenge dom M.

Nun sei x € £\ domM. Dann 138t sich M auf eine lineare Abbildung M’ auf der Defini-
tionsmenge domM U {Ax | A € K} C & fortsetzen, etwa indem man M'(Ax) = 0 setzt
fiir alle A € K — ein Widerspruch zur Maximalitat von M. Daraus folgt £ \ dom M = (), also
domM = €£. O

Die weiter oben in diesem Abschnitt diskutierten Hamelschen nirgends stetigen linearen
Funktionen auf dem unendlichdimensionalen ©)-Banachraum R sind Beispiele fiir auf dem
ganzen Raum definierte unbeschréankte lineare Abbildungen. Das IaBt sich unter Verwen-
dung von Satz 2.26 verallgemeinern. & sei ein (gerne unendlichdimensionaler, iiberseparabler,
furchtbar michtiger) Banachraum iiber KK und B eine Hamel-Basis in &, das heift, fiir je-

des x € £ gebe es eine eindeutige Darstellung x = ZaJ uj mit Uy, Us, ..., u, € B und

oy, Qg ..., a, € K. AuBerdem sei X eine Tellmenge von & mit [B| = [X|und f : B — X
eine Bijektlon. Dabei gelte sup ||[f(u)]|/]|ull = oo. Dann wird durch Au = f(u) fiir alle
ueB

u € B auf ganz £ eine unbeschrankte lineare Abbildung definiert; ihre Wirkung auf beliebige
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n
Elemente von & ist Ax = )~ o f(u;). Fiir jede Bijektion zwischen B und X erhilt man eine
j=0
solche Abbildung. Die Definition von A ist so klar wie deren Linearitat, dennoch ist es vollig

unklar, wie Abbildungen dieser Bauart im Detail aussehen. DaB es auf jedem Banachraum
sehr viele von ihnen gibt, werden wir im iiberndchsten Abschnitt sehen.

2.2.3.7 Lineare Funktionale

Wir kommen nun zu einem wichtigen Sonderfall linearer Abbildungen, den man erhalt, wenn
man als Zielraum den Korper wahlt, iiber welchem der Ausgangsraum als Vektorraum definiert
ist. Eine Abbildung von einem K-Vektorraum V nach K nennt man ein Funktional®?. Die
Menge V* aller linearer Funktionale auf V' heiBt algebraischer Dualraum von V, die Menge
V'’ aller stetiger linearer Funktionale auf V' heiBt topologischer Dualraum. Wenn klar ist, von
welcher Variante die Rede sein soll, spricht man haufig auch nur von Dualrdumen. Mit den
Definitionen

(f+9)x)=1f(x)+g(x),
(NF)(x) :=Xf(x)

fiir f, g € V* beziehungsweise f, g € V' werden V* und V' zu [K-Vektorraumen. Ist V ein
normierter Vektorraum, dann wird dessen topologischer Dualraum V'’ vermége der Norm

[l = sup [F(x)]
Ixll=1
selbst zu einem normierten Vektorraum; ist IK ein vollstandiger Korper, dann ist mit dieser
Norm der topologische Dualraum jedes K-Vektorraums nach Satz 2.30 ein Banachraum.

Da wir uns im vorliegenden Buch ausschlieBlich mit unendlichdimensionalen Vektorraumen
beschaftigen, sind insbesondere solche Sachverhalte von Interesse, die sich von ihren Analogien
aus der elementaren linearen Algebra unterscheiden. Ein besonders wichtiges Beispiel hierfiir
betrifft die wohlbekannte Aussage, daB fiir jeden endlichdimensionalen Vektorraum )V die
Relation dimV = dim V* gilt. Fiir unendlichdimensionale Raume ist das nicht der Fall; das
zeigt der folgende

2.52 Satz: Ist V ein unendlichdimensionaler Vektorraum iiber dem Kérper K, dann gilt
V¥ = dimV* = [K] V.

Beweis: > Wir zeigen zunichst |V*| = |K|9mY. Dazu sei B = (ey)y<r eine Hamel-Basis
von V. Die Abbildung F : BIK — V* mit Fr(ey)(x) = f(e,) fir f € BK und x € V ist
nach Satz 2.26 bijektiv, somit gilt [V *| = |KK|IBl, und es folgt die Behauptung.

Nun zeigen wir |[V*| = dimV*. Da V* ein IK-Vektorraum ist und nach Lemma 2.8 folglich
[V*| = max{|K|,dimV*} gilt, geniigt es zu zeigen, daB dimV* = |K|.

52Djese Bezeichnung wurde von Hadamard eingefiihrt [129].
3Der hier vorgefiihrte Beweis stammt von Jacobson [167], [168].
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1. Fall: |K| £ Rg. Wegen dimV* = N, folgt die Behauptung unmittelbar.

2. Fall: |IK| > Ro. Wir betrachten die Menge NIK aller Folgen aus K sowie zu jedem Ele-
ment X von B(NK) die Menge Q(X) der daraus nach folgendem Verfahren konstruierbaren
endlichen quadratischen Matrizen: Wahle aus A ein endliche Familie von Folgen (’yfn”)mebv,

Jj=1,2,...,n, dazu eine Familie (i1, i3, ....i,) von Indices und schreibe dann
1 1 1
SR R
2 2 @
. I I
Wl Ay

AuBerdem sei
R = {Y € P(YK) | Q(Y) enthilt nur regulire Matrizen }.

Wir konstruieren nun ein Element M von R mit |[M| = |K|. Die Menge R 138t sich vermége
der C-Relation teilordnen, und fiir jede gemaB dieser Teilordnung linear geordnete Teilmenge
Q von R gilt U Q € R. Nach dem Zornschen Lemma enthilt 93 daher ein C-maximales
Element M. Hierfiir sei zunichst |M| < |K| angenommen. Wir zeigen durch vollstindige
Induktion, daB es dann ein £ ¢ M gibt mit MU {{} € R. Dazu seien mit (€1, &, ..., £,) die
ersten p Folgenglieder bereits gefunden, sodaB fiir ¢ < p jede g x g-Matrix regulir ist, die nach
obigem Verfahren aus MU{(&1, &, ..., &p)} konstruierbar ist. Nun soll £,,1 € K so gewahlt
werden, daB fiir ¢ < p + 1 jede g x g-Matrix regular ist, die aus MU {(£1, &, ..., Epi1)}
konstruierbar ist. Solche Matrizen sind von der Form

1 LM 1 5@ (1)

A7 P P ) Viva
2) 2 (2) (2) 2)
’yi(l Vi Y ’y’p ’Y’Dfl ¢ ’Y’(p+1
B=| - |= e (2.21)
R T A T ),
51 52 e gp 5p+1: 51 £2 s Ep £p+1;

wahlt man fiir £,,1 einen Wert 7, sodaB die Matrix 3 singular ist, dann sind deren Spalten
linear abhangig, das heiBt, es gibt A1, A, ..., Ap+1 € C, die nicht alle verschwinden, und fiir
die das lineare Gleichungssystem

A1 '71(11) + X ,y/(zl) Tt don ’Yf(p1+)1 =0
MY+ )+ N, = 0
Mé + & o+ o+ Xpam =0
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gilt. In diesem Fall ist 7 eindeutig bestimmt, und da die Matrix € nach Voraussetzung regulir
ist, erhilt man fiir jedes £,,; € C mit £, # 7 eine regulire Matrix 3. Da es |K| viele
solche &,11 gibt, nach Voraussetzung aber |[M| < [KK| gilt und die Anzahl der Matrizen
der Form (2.21) maximal |K] ist, findet man fiir jede solche Matrix ein geeignetes &,1.
Dieses Verfahren wiederholen wir immerfort und erhalten auf diese Weise induktiv eine Folge
& mit den gewiinschten Eigenschaften und damit M U {£} € R, obwohl M maximal in R
ist — ein Widerspruch. Nun sei wieder B = (ey),<r eine Hamel-Basis von V und (e,),en
ein abzahlbares Teilsystem von B. AuBerdem sei zu jeder Folge (£,)hen € M ein lineares
Funktional f; auf V definiert durch f¢(e,) = &, fir alle n € N. Nach Satz 2.26 ist diese
Definition jeweils eindeutig, und nach Konstruktion ist die Menge F = {f; | { e M} C V*
linear unabhingig, folglich gilt |dimV*| = |F|. Gleichzeitig ist [M| = |F|, und da wie oben
gezeigt M| = |K| gilt, folgt daraus |F| = |K|. Zusammen ergibt das dimV* = |K|, und
daraus folgt die Behauptung. |

Insbesondere folgt aus Satz 2.52 fiir jeden unendlichdimensionalen Vektorraum V und dessen
algebraischen Dualraum V* die Relation dimV* > dim). Entsprechend erhalten wir zu
jedem unendlichdimensionalen Vektorraum ) eine streng monoton aufsteigende Folge

dimV <dimV* <dimV* < ... <dimV® <dmp" < .

fiir alle n € N. Fiir den topologischen Dualraum V' muB das nicht so sein; hier gilt lediglich
dimV’ = dimV, wie wir noch sehen werden. Der Beweis von Satz 2.52 verwendet das Zorn-
sche Lemma; das zeigt exemplarisch, daB man generell fiir rein algebraische Verallgemeinerun-
gen von Aussagen der endlichdimensionalen linearen Algebra auf die unendlichdimensionalen
R&ume der Funktionalanalysis auf das Auswahlaxiom oder dhnliches angewiesen ist, wah-
rend konstruktive Verallgemeinerungen nur unter Einbeziehung topologischer Betrachtungen
moglich sind. Auch darauf kommen wir ausfiihrlich zuriick.

Eine der Anwendungen, die lineare Funktionale zu besonders niitzlichen Objekten macht,
ist die Moglichkeit, aus der elementaren Analysis bekannte Eigenschaften wie Beschrankt-
heit, Stetigkeit oder Differenzierbarkeit bei Sachverhalten, wo diese Begriffe womdglich fiir
sich genommen eigentlich gar keinen Sinn haben, in Rdume komplizierterer Elemente hiniiber-
zuretten, da man es nach Anwendung von Funktionalen auf Banachraumelemente plétzlich
wieder mit reellen oder komplexen Zahlen zu tun hat. Wenn eine solche Eigenschaft nach
Anwendung eines jeden Elements des Dualraums jeweils vorliegt, dann spricht man von einer
schwachen Eigenschaft. Mit diesem Konzept ist es moglich, die Grundideen der Analysis sehr
weitgehend zu verallgemeinern, was etwa bei der Beschiftigung mit partiellen Differentialglei-
chungen und insbesondere auch der Quantenmechanik von fundamentaler Bedeutung ist. Wir
werden das spater in unterschiedlichen Formen kennenlernen; eine davon sollte sinnvollerweise
jedoch gleich hier angesprochen werden. Betrachtet man in einem normierten Raum &£ die
durch dessen Norm induzierte Metrik und die beziiglich letzterer offenen Teilmengen von &,
so nennt man die daraus resultierende Topologie die starke Topologie auf £. Entsprechend
heiBt eine Folge (x,)nen in &, die in der Norm gegen ein x € & konvergiert und damit der
Relation

lim || x,—x||=0
n—oo
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geniigt, stark konvergent gegen x. Betrachtet man stattdessen alle Topologien auf &£, be-
ziiglich derer die in der Norm stetigen linearen Funktionale auf £ ebenfalls stetig sind, dann
nennt man die grobste dieser Topologien die schwache Topologie auf £. Der Name bringt zum
Ausdruck, daB die schwache Topologie stets grober als die starke Topologie ist. Entsprechend
heiBt eine Folge (x,),en in &, die in dieser Topologie gegen ein x € £ konvergiert, schwach
konvergiert gegen x. Das ist dquivalent dazu, daB fiir jedes ¢ € &

Jim (xn) = ¢(x)

gilt. Konvergieren in einem Raum & Folgen genau dann schwach gegen x € &, wenn sie stark
gegen x konvergieren, dann sagt man & besitze die Schur-Eigenschaft®*.

Funktionale werden uns sehr viel ausfiihrlicher ab dem nachsten Kapitel im Zusammen-
hang mit Hilbertraumen beschaftigen, wo sie gewissermaBen ein natiirliches Biotop vorfinden.
An dieser Stelle beschranken wir uns auf zwei Satze; allerdings sind diese von weitreichender
Bedeutung. Der erste der beiden ist der Satz von Hahn-Banach; dieser regelt, wann und wie
auf Unterrdumen definierte Funktionale eindeutig und normerhaltend auf den ganzen Vektor-
raum fortgesetzt werden kénnen. Die Aussage ist dabei im wesentlichen, daB ein Vektorraum
V stets in geeigneter Weise in seinen Bidualraum V" eingebettet werden kann, eine Aussa-
ge, die wesentlich, das heiBt in diesem Fall strukturell iiber die oben getroffene Feststellung
hinausgeht, daB im unendlichdimensionalen Fall letzterer stets echt méachtiger als ersterer ist.
Das ist vor allem fiir komplizierter aufgebaute Raume interessant, wo hierdurch die Existenz
von nichttrivial vielen beschrankten linearen Funktionalen tiber den elementaren, konstruier-
baren Bereich hinaus garantiert wird. Das Resultat besitzt die Gemeinsamkeit mit Satz 2.51,
beim Beweis auf etwas vom Schlage des Zornschen Lemmas angewiesen zu sein®. Wahrend
jener jedoch gleichermaBen fiir Funktionale wie vektorwertige lineare Abbildungen gilt und
unbeschrankte Erweiterungen auf den gesamten betrachteten Raum liefert, sorgt der Satz
von Hahn-Banach fiir beschrankte globale Erweiterungen; dafiir gilt er im Gegensatz zu Satz
2.51 nur fiir lineare Funktionale und nicht fiir allgemeine lineare Abbildungen®®. Wir werden
getrennt eine Version fiir reelle und eine fiir komplexe Vektorrdume betrachten®. Zunichst
bendtigen wir eine weitere

54Benannt nach Issai Schur, der als erster bewies, daB der Raum £ diese Eigenschaft hat.

%5Durch die Verwendung des Zornschen Lemmas als Beweismittel wird der Satz von Hahn-Banach zu
einer Konsequenz des Auswahlaxioms. Entsprechend folgt er auch aus dem Satz von Tychonoff [234]. Der
Satz von Hahn-Banach folgt auch aus dem Theorem der Boolschen Primideale, wonach jedes Ideal auf einer
Booleschen Algebra zu einem Primdeal erweitert werden kann [237]; das umgekehrte ist jedoch jeweils falsch
[137], [288]. Beispielsweise erhdlt man das Primideal-Theorem als gemeinsame Konsequenz der Sitze von
Hahn-Banach und Krein-Milman [28]. Der Satz von Hahn-Banach ist insbesondere nicht dquivalent zum
Auswahlaxiom. Vergleiche auch Anmerkung 9 auf S. 15.

6Eine zum Satz von Hahn-Banach analoge Aussage fiir allgemeinere lineare Abbildungen ist nicht mog-
lich, selbst wenn man zusatzliche Eigenschaften wie diejenige der Normerhaltung fallen 148t und sich mit
beschrankten Erweiterungen begniigt. So etwas ist nur fiir spezielle Klassen von Banach-Raumen mdglich;
siehe hierzu beispielsweise [65] und [222].

5"Die reelle Version stammt von Hahn [132] und Banach [19], [20], die sie unabhangig voneinander fanden.
Vergleiche hierzu auch [252]. Die komplexe Version wurde ebenfalls unabhingig voneinander von Soukhom-
linov [351] sowie von Bohnenblust und Sobczyk [43] entdeckt.
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2.53 Definition: Ein Funktional f auf einem Vektorraum & heiBt sublinear, wenn
(i) F(Ax) =Af(x) firalle x€& undalle X\=0,
(i) Fx+y) S F(x)+f(y) firalle x,y€€&.

Gilt fiir ein Funktional (ii), so heiBt es subadditiv. Spezielle Beispiele fiir sublineare Funktio-
nale sind Halbnormen und Normen. — Damit formulieren wir den

2.54 Satz von Hahn-Banach: (reelle Version) V sei ein R-Vektorraum und U, ein Unter-
raum von V), auBerdem seien g ein sublineares Funktional auf V und fq ein lineares Funktional
auf Uy mit fo(x) < g(x) fiir alle x € Uy. Dann gibt es ein Funktional f auf ganz V mit
flUy=found f(x) < g(x) fiir alle x € V.

Beweis: Wieder besteht der Beweis aus zwei Teilen. Zunichst wird fy auf einen Raum mit
einer Dimension mehr fortgesetzt, um dieses Verfahren dann solange zu wiederholen, bis der
ganze Vektorraum herauskommt>®.

Ist x € &\ Up, so erhilt man aus Uy mit Uy == {x+tx,|x € Vo, t € R} einen
Unterraum mit einer um 1 héheren Dimension. Nun wahlen wir & € R so, daB

SUZE [fo(x) —g(x—x1)] = ixienll; [9(x+x1) = fo(x)]

gilt, und definieren hiermit fiir alle x € Uy und alle t € R
filx+txy) = fo(x) + ta.
f1 ist offensichtlich eine lineare Fortsetzung von fo auf ;. Nun gilt fiir alle x, y € Uy
fo(x) + fo(y) = fo(x +y) = g(x+y) = g(x —x1) +g(x1+y);

daraus folgt
fo(x) —g(x —x1) S g(xi+y) —foly).

also

fo(x) —g(x—x1) Sa=g(xi+y)—foly) (2.22)
Zum Nachweis der geforderten Abschatzungseigenschaft der Fortsetzung von f unterscheiden
wir drei Falle.
t = 0: Klar.
t > 0: Hier gilt aufgrund von (2.22) fiir alle x € U,

filx+tx1)=fo(x)+ta=t[fo(x/t)+a] S tg(xi+x/t)=g(x+tx1)

und damit f1(x) < g(x) firalle x € {x+tx; | x €V, t >0}.
t < 0: Analog folgt aus (2.22) fiir alle x € Uy

filx+txy)=fo(x)+toa=—t[fo(—x/t) —a] < —tg(—x1 —x/t) =g(x+tx1),

8Der erste Schritt dieses Beweises ist eine Idee von Helly [145], der zweite Schritt stammt von Hahn und
Banach.
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also f1(x) < g(x) firallex € {x+tx; | x €Uy, t <0}

Alle drei Fille zusammen liefern wie gewiinscht f1(x) < g(x) fiir alle x € U;. Dieses Verfah-
ren denken wir uns nun transfinit fortgesetzt und erhalten so fiir o sukzessive Fortsetzungen
f1, f2, f3, ... auf Unterrdume Uy C U, C Uz C .. ., wobei deren Dimension bei jedem Schritt
um 1 erhoht wird>®.

Nun sei § die Menge aller linearer Fortsetzungen f, von fo auf Unterrdume U, von V mit
Us S U, SV, fiir welche f. | Uy = fo und . < g auf U, gilt. Auf F wird durch

fo < fr = U, SUN N U =Ty

eine Halbordnung definiert. Ist & eine linear geordnete Teilmenge von §, dann ist U= U Uk
f€®

ein Unterraum von V, und durch f(x) = f,(x) fiir x € U,. und alle f,, € & wird eine lineare
Fortsetzung von f, auf U definiert mit ﬂlx{g = fo und f§ g auf U. Es gilt - f, fir alle
f. € &, das heiBt, f ist eine obere Schranke von &. Nach dem Zornschen Lemma besitzt T
folglich ein maximales Element, also eine lineare Fortsetzung f von f; auf einen maximalen
Unterraum U von V. Ware U jedoch ein echter Unterraum von V), dann miiBte f gemaB
obigem Verfahren weiter linear fortgesetzt werden konnen — ein Widerspruch zur Maximalitat
von f. Demnach ist &/ =V, und f ist eine lineare Fortsetzung von fo auf V mit f [ Uy = £y
und £ < g auf V. O

Wiahlt man als sublineare Abbildung g speziell eine Halbnorm, dann 13Bt sich der Satz
von Hahn-Banach auch fiir komplexe Vektorraume formulieren.

2.55 Satz von Hahn-Banach: (komplexe Version) V sei ein C-Vektorraum und Uq ein
Unterraum von V), auBerdem seien || || eine Halbnorm aufV und fq ein lineares Funktional
auf Uy mit |fo(x)| = ||x|| fiir alle x € Uy. Dann gibt es ein Funktional f : V — C mit
flUy=found|f(x)] < ||x| fiir alle x € V.

Beweis: Nach Satz 2.54 besitzt das auf U, definierte reelle Funktional hy = e fy eine
R-lineare Fortsetzung h auf ganz V mit h| Uy = ho und h(x) < ||x]|| fiir alle x € V. Nun
sei das komplexe Funktional f auf V definiert durch f(x) := h(x) — i h(ix). Dieses ist nach
Konstruktion R-linear mit

f(ix) = h(ix) — i h(—=x) = i h(x) + h(ix) = i [h(x) = i h(ix)] = i f(x),
also auch C-linear. AuBerdem gilt fiir alle x € U,

(FTU)(x) = (hTUo)(x) — i (AT Uo)(ix) = ho(x) — i ho(ix)
= Re fo(x) — iRe fo(ix) = Re fo(x) — i Re [i fo(x)]

59Wiirde man sich auf separable Vektorraume beschranken, konnte man den Beweis hier auf einfachste
Weise durch vollstandige Induktion komplettieren. Da der Satz jedoch fiir allgemeine und damit insbesondere
auch nicht separable Vektorrdume formuliert ist, gibt es im allgemeinen iiberabzéhlbar viele solche Fortset-
zungen, sodaB stattdessen die hier beschriebenen transfiniten Hilfsmittel erforderlich sind.
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=Re fo(x) +iTmfe(x) = fo(x)

und damit f | Uy = fo. Fiir alle x € V gibt es ein ¢ € [0, 27] sodaB f(x) = e’ |f(x)].
Damit gilt

[f(x)| =e ™ f(x) =f(e ™ x) =Ref(e™“x) = h(e™x) < |le™*x| = ||
fiir alle x € V, womit auch die Abschitzung fiir £ durch die Halbnorm || || gezeigt ist. [J

Natiirlich gilt Satz 2.55 auch fiir R-Vektorrdume. AuBerdem liefert die Anwendung dieses
Satzes auf den Spezialfall normierter Rdume das folgende wichtige

2.56 Corollar: £ sei ein normierter Raum iiber R oder C und U, ein Unterraum von &,
auBerdem sei fq ein stetiges lineares Funktional auf Uy. Dann gibt es ein stetiges lineares
Funktional f auf & mit f | Uy = fo und ||| = ||fol|.

Die Fortsetzung stetiger linearer Funktionale ist hier also insbesondere normerhaltend moglich.
Zusatzlich erlaubt diese Version des Satzes von Hahn-Banach eine geometrische Deutung.
Diese besagt, daB der Dualraum &’ eines normierten Raums £ dessen Punkte trennt, das
heiBt, zu je zwei Elementen x # y von & gibt es ein Funktional f aus & mit f(x) # f(y).
Das sieht man sofort, wenn man eine unmittelbare Folgerung aus Satz 2.54 verwendet.

2.57 Corollar: & sei ein normierter Vektorraum und x € £ \ {0}. Dann gibt es ein f € £’
mit |f]| =1 und f(x) = ||x]|e.

Sind nun x # y Elemente von &, dann gilt x — y € £ \ {0}, und nach Corollar 2.56 gibt es
enfel mtf(x—y)=|x—yle>0,also f(x)—f(y) >0 und damit f(x) # f(y).

Man kann auch sagen, es gebe auf einem normierten Raum & geniigend viele stetige
lineare Funktionale, um die Punkte zu trennen. Generell bestehen topologische Dualrdume
erst in Riumen, die mindestens lokalkonvex sind, aus mehr als nur der Nullfunktion®®. Zum
Nachweis dieses Sachverhalts ist der Satz von Hahn-Banach das entscheidende Hilfsmittel;
genauergesagt gilt der folgende

2.58 Satz: Ein topologischer Vektorraum & besitzt genau dann ein stetiges lineares Funk-
tional f mit f # 0, wenn es eine konvexe Nullumgebung U # & gibt.

Beweis: ,—" Esseien f € &', f #0und U :={x € £ | |[f(x)| < 1}. Zu zeigen ist, daB
U eine offene konvexe Nullumgebung und eine echte Teilmenge von & ist.

1. U ist Urbild der offenen Einheitskreisscheibe unter f, und f ist stetig, also ist U offen.

2. f ist linear, also ist f(x) = 0 genau dann, wenn x = 0, also ist U eine Nullumgebung.

3. Fiir alle x,y € U und alle &, 8 € [0, 1] mit o + 3 = 1 gilt aufgrund der Linearitat von f

[flax+By)l=laf(x)+Bfy)[=alf()+BIf(y) <a+p <1,

%0Die bereits erwihnten . P-Riume mit 0 < p < 1 sind Beispiele fiir vollstandige, aber nicht lokalkonvexe
Riume, in denen jeweils f = 0 das einzige stetige lineare Funktional ist. Genaueres dazu findet man in [254].
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also ist U konvex.
4. Wegen f # 0 gibt es x € € mit f(x) # 0. Nun sei A > 1/|f(x)| und x’ := XA x. Dann gilt

IFCDI=1F )] = AF()| > 1,

also ist x’ € £\ U und folglich U # &£.
<" Sei U ; & eine konvexe Nullumgebung und g : £ — R definiert durch

g(x)=inf{t>0|xetU}.

Damit gilt
U={xef|lgx)<1} (2.23)

Denn einerseits folgt fiir x € tU aus g(x) < 1lund t <1
1
x:(lft)-Oth-?x,

und da U konvex ist, folgt x € U. Andererseits ist U offen, also gibt es fiir alle x € U eine
offene Umgebung von x in U und damit ein € > 0, sodaB (1 + € ) x € U. Daher gilt

1
< —— <1,
909 = l+e
und aus (2.23) folgt
g(Xo) z 1 fir X0 ¢ u. (224)

Definiert man nun auf span {xo} ein Funktional fo durch fo(sxg) = s, so erhilt man fiir alle
s € R aufgrund von (2.24)
fo(sx0) = s = g(sx0).

g ist eine Halbnorm®!, und damit sublinear, und nach Satz 2.54 oder Satz 2.55 gibt es eine
lineare Fortsetzung f von fy auf ganz & mit f | span{xo} = fo und f(x) < g(x) fiir alle
x € &. Offensichtlich ist f # 0; auBerdem gilt

[F(x)] S lg(x)| <1 fiirxo €U,
folglich ist f beschrankt und damit stetig. |

Die Existenz nichttrivialer stetiger Funktionale auf einem topologischen Vektorraum ist somit
unmittelbar mit der Existenz konvexer Nullumgebungen verbunden. Diese wiederum findet
man definitionsgemaB gerade bei den lokalkonvexen Raumen. Das belegt den in Abschnitt
2.2.2 erwahnten Sachverhalt, nach dem lokalkonvexe Vektorraume stets iiber nichttriviale
stetige lineare Funktionale und damit ebensolche topologische Dualrdaume zu verfiigen.

Wir kommen nun zum zweiten der beiden angekiindigten Satze; dieser verwendet Funk-
tionale allerdings nur als Hilfsmittel bei der Betrachtung schwach beschrankter Folgen von

6lsieche Beweis von Satz 2.17
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linearen Abbildungen. Das Resultat greift einen Sachverhalt aus Abschnitt 2.2.3.4 wieder auf
und heiBt

2.59 Satz von Banach-Steinhaus: £ und F seien Banachrdume, M eine dichte Teilmenge
von € und (A,)nen eine Folge in £ (E, F) mit folgenden Eigenschaften.

(1) fiir alle x € € und alle f € F' ist sup |f(Anx)| < oo,
neN

(2) fiir alle x € M ist (A, x)pen eine Cauchy-Folge in F.

Dann ist (A, x)nen fiir alle x € £ eine konvergente Folge in F, und durch A x := lim A, x
n—o00
wird eine Abbildung A € £ (&, F) definiert.

Beweis: Der Beweis erfolgt in zwei Schritten. Zunichst geht es um die Beschranktheit der
Folge (A, Xx)nen, danach um deren Konvergenzverhalten.

Die Abbildung j : F — F” sei definiert durch j,(f) = f(x) fir x € £ und f € £'. Dann
gilt fiir alle x € F und alle f € '

Lix (O = [FOOl = 11 lIx

also auch

’

il = lIx|

und daher sind die Funktionale j, stetig fiir alle x € F. Folglich ist j beschrankt. AuBerdem
gibt es nach Corollar 2.57 zu jedem x € £\ {0} ein g € & mit ||g| = 1 und g(x) = ||x]|.
Das liefert

l1x(9)l = [gCIl = [Ix]l

und damit || j.|| = ||x]| fir alle x € &, das heiBt j ist eine Isometrie. Fiir jedes f € F' gilt
dann

sup |J:An)<f‘ = sup |f(-AnX)| < 0.

neN neN

Da j isometrisch ist, gilt auch
sup ‘J‘Anxf| = sup H‘AnXH}' < 00
neN neN

und damit nach Satz 2.35
sup || Anll < oo.
neN

Aus der schwachen folgt also die gleichmiBige Beschranktheit der Folge (A,)nen.

M ist nach Voraussetzung dicht in &, also gibt es fiir alle x € £ und alle € > 0 ein xo € M
mit || x — xo ||¢ < €. Daraus folgt fiir alle n, m € N

HAnxf-AmXHfg H‘AnxfflnXO”]:‘l'|‘\AmX07\AnXOHf+HAnxofﬂnX”}"

S [ Anlllx = Xo lle + | Am X0 = Anxo Il + [ Asll | xo — X le
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< sup || Anlle + || Amxo — Anxo |
neN

Nach Voraussetzung (2) ist (A,),en eine Cauchy-Folge auf M, daher gilt fiir alle > 0 und
geniigend groBe n,m € N
H ‘ArnXO - -AnXO ”]—' <n

folglich auch
‘|Anx 7~AmX Hf- é sup HAn” e+,
neN

und da es fiir alle p > 0 wiederum n, m € N gibt, sodaB sup || A,lle +71 < p, ist (An)nen
neN

eine Cauchy-Folge auf ganz F. Nach Voraussetzung ist F vollstandig und (A, x),en folglich
fiir alle x € &€ konvergent. Corollar 2.41 liefert daher A := lim A, € Z(&, F). O
n—oo

Der Satz von Banach-Steinhaus verallgemeinert Corollar 2.41 dahingehend, daB fiir eine Folge
beschrénkter linearer Abbildungen auf einem Banachraum nicht erst die punktweise Konver-
genz, sondern sogar schon die schwache Beschranktheit im Verein mit der Eigenschaft, auf
einer dichten Teilmenge des Banachraums eine Cauchy-Folge zu sein, fiir die Existenz eines
stetigen Grenzwerts der Folge ausreicht.

Das folgende Corollar liefert ein niitzliches Kriterium, um Unterrdaume normierter Rdume
daraufhin zu tiberpriifen, ob sie dicht im groBeren Raum sind.

2.60 Corollar: Ist £ ein normierter Raum und U C & ein Unterraum, dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) U ist dicht in E.
(i) Ist f € & mit f | U =0, so gilt f = 0.

Beweis: ,—": Folgt sofort aus Satz 2.32.

=" Sei x € £ \ U. Betrachte den Raum &/ und dazu die kanonische Abbildung

m: & — £/U, die jedes Element von £ auf die passende Aquivalenzklasse in £/U schickt.
Dann ist m(u) = 0 fur alle u € U, aber m(x) # 0. Nach Corollar 2.57 gibt es daher
ein f € (£/U) mit f(m(x)) # 0. Nun gilt jedoch f(mw(u)) = 0 fiir alle v € U und nach
Voraussetzung folglich f(m(x)) = 0 — ein Widerspruch. Damitist E\U = 0, also Y = E. O

Der topologische Dualraum £” des topologischen Dualraums eines Vektorraums £ heiBit
Bidualraum. Die Abbildung

J:E—E&" mit j (f)="F(x) firalle feé& (2.25)

ist wie im Beweis von Satz 2.59 gezeigt linear und isometrisch. Die oben erwihnte Folgerung
aus Corollar 2.57 liefert auBerdem j, # j, fiir alle x,y € & mit x # y, sodaB j auch
injektiv ist. Damit ist £ stets isometrisch isomorph zu einem Unterraum von £”, oder etwas
umgangssprachlicher ausgedriickt, jeder Banachraum ist in seinem Bidualraum enthalten. Ist
J auch surjektiv, also ein isometrischer Isomorphismus, dann heit £ reflexiver Raum. Einen
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solchen Raum kann man mit seinem Bidualraum identifizieren. Hier kommt es jedoch in
besonderem MaBe auf die Details an, denn wenn ein Raum reflexiv sein soll, muB es genau
die beschriebene Abbildung j sein, die isometrisch isomorph ist; die Existenz irgendeines
isometrischen Isomorphismus zwischen &£ und £” geniigt nicht. Folglich ist jeder reflexive
Raum & isometrisch isomorph zu £”, aber nicht jeder zu £” isometrisch isomorphe Raum
& automatisch auch reflexiv®2. Ist £ ein Vektorraum iiber einem vollstindigen Korper, dann
ist £” ein Banachraum. Ein Vektorraum kann somit nur dann reflexiv sein, wenn er ein
Banachraum ist.

Die Eigenschaft der Reflexivitat eines Banachraums iibertragt sich auf dessen topologi-
schen Dualraum und umgekehrt, denn es gilt der folgende

2.61 Satz: Ein Banachraum & ist genau dann reflexiv, wenn E' reflexiv ist.

Beweis: ,—": & sei reflexiv, dann ist die durch (2.25) definierte Abbildung j : & — £ ein
isometrischer Isomorophismus. Es ist £ € £” vermdge der isometrischen Einbettung ¢ mit

wr(x) = (f) (2.26)

fir alle f € & und alle r € £”. Definiert man j : £ — £” gemiB (2.25), dann gibt es fiir
alle f € &” und alle x € " ein x € € mit §(r) = §(Jx). Fiir das Funktional g auf & mit
g(x) = f(Jjx) gilt dann einerseits

f(Jx) = Jx(9) = @q(Jx).

und damit f = ¢4, und andererseits

19O = [F(1 = HFIHLixl = NFIHIXI]

das heiBt, g ist stetig. Folglich ist ¢ ein isometrischer Isomorphismus von £’ nach £".

<" Angenommen, &’ sei reflexiv, £ aber nicht. Dann ist die durch (2.25) definierte Ab-
bildung j zwar isometrisch und injektiv, aber nicht surjektiv, und j¢ ist ein echter Unterraum
von &”. Nun wahlen wir ein ¢ € j¢ \ £” und eine Hamel-Basis B von j¢; dann ist B U {r}
linear unabhangig, und folglich gibt es zu jedem a € span { Bu{r} } und jedem b € j¢ ein

%2Das erste Beispiel hierzu wurde von James gefunden [171]. Mit der im Raum cq der reellen Nullfolgen
definierten Norm

m-1 1/2
1
Ianexls = o sup{ [ S (300 = 390 2+ (30— 300 )2]

m§2,p1<p2<...<pm}

n=1

wird der nach seinem Entdecker benannte James-Raum

J={(annex €coll(an)nenlls <oo}

zu einem Banachraum. Bei diesem ist die oben definierte kanonische Einbettung j nicht surjektiv, und dennoch
kann man eine isometrische bijektive Abbildung zwischen J und J” konstruieren. Der James-Raum ist
somit eine Beispiel fiir einen Banachraum, der nicht reflexiv und trotzdem isometrisch isomorph zu seinem
Bidualraum ist.
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eindeutig bestimmtes o € IK mit a = a -+ b. Da £ ein Banachraum ist, gilt das auch fiir j¢,
dieser Raum ist somit in £” abgeschlossen und auBerdem lokalkonvex. Daher gibt es Halbnor-

men || 1. [ ll2. ..., | |Inauf & sowie ein r > 0mit N{pel&” |[lv—zli<r}n&=0.
i=1

Wir definieren ein Funktional f auf £” durch

f(y) = ZH»H,

fir y € £”. Damit gilt fiir alle b € j und alle o € K\ {0}

far+b)= \a\f(x+§> s
i=0

Nun definieren wir ein Funktional g auf span { B U {x} } durch

b
— || 2 e r.
S EL

g(a) =
fir a = axr + b. Fiir dieses gilt
ja(ar ) < (2EE0)
und damit
(o)) < 1

fiir alle a € span { B U {1} }, das heiBt, es gilt g € (span{B U {1} })' Nach Satz 2.54
beziehungsweise 2.55 gibt es daher ein Funktional & € £” mit & [span{B U{1}} =g
und ||&|| = ||g||. Hierfiir gilt &(xr) = 1 und &(b) = O fiir alle b € j¢, also auch &(j,) =0
fiir alle x € £. AuBerdem gibt es nach Voraussetzung ein f € £ mit & = @y, wobei f durch
(2.26) definiert ist. Daraus folgt

f(X) :_/X(f) = (pf(jx) = QS(./X)

Dann wére jedoch f =0 in £ und damit ¢pr = & = 0 in £” — ein Widerspruch. Folglich ist
& reflexiv. 0

Nichtreflexive Banachraume konnen in der oben beschriebenen Weise zwar nicht mit ihren
Bidualrdumen, wohl aber jeweils mit echten Unterraumen derselben identifiziert werden. Das
gilt auf jeder Stufe der Dualraumbildung.

2.62 Satz: Ist £ ein nichtreflexiver Banachraum, dann liefert die Isometrie (2.25) echte
Inklusionsketten € C E" C & C ...und &' CE" CE C ...

Beweis: Schreiben wir A = B fiir isometrisch isomorphe Raume A und B sowie £ fiir den
n-ten Dualraum von &, dann fiihrt £ & £(72) im Sinne der Isometrie (2.25) zunichst auf
E(n=1) = £(n+1) dann auf £("2) &= £(M und somit iterativ schlieBlich auf £©) = £®) also
E=E. O
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Wir wenden uns noch kurz den unbeschrankten linearen Funktionalen zu; fiir diese gelten
die weiter oben diskutierten Besonderheiten unbeschrankter linearer Abbildungen auf unend-
lichdimensionalen Vektorraumen im wesentlichen genauso. Auch sie lassen sich nicht in kon-
struktiver Weise explizit angeben. Wir haben gesehen, daB auf jedem unendlichdimensionalen
Vektorraum unbeschréankte lineare Abbildungen existieren; daraus oder aus Satz 2.51 folgt,
daB es dort stets auch unbeschrankte lineare Funktionale gibt. Mit Hilfe von Hamel-Basen
lassen sich solche Funktionale konstruieren. Dazu sei V' ein beliebiger unendlichdimensionaler
normierter Vektorraum und B = {x,},<r eine Hamel-Basis; hierbei gelte V| = || = ¢,
um die Sache nicht trivial werden zu lassen. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit darf man

N
[Ix4]| = 1 setzen fiir alle y < T". Jedes x € V ist damit in der Form x = Y a x., darstellbar
k=1
mit eindeutig bestimmten Skalaren o, und v, < I'. Weiter sei A = {¥,},cn eine abzahlbare
Teilmenge von I". Nun definieren wir ein lineares Funktional f auf V durch

f(xy,) =n fir v, €A,
f(xy) =0 fir v € T\A

Nach Satz 2.26 ist f damit auf ganz V eindeutig definiert; genauergesagt gilt fiir alle x € V

N
Fx) = o Flxy,).
k=1

f ist offensichtlich linear, und wegen sup |f(x)| = Yo ist f unbeschrinkt. Da jeder Vektor-
[IxII=1

raum eine Hamel-Basis besitzt, ist gleichzeitig auch die Existenz von f gesichert. Natiirlich
existieren in jedem unendlichdimensionalen Banachraum sehr viele Hamel-Basen, folglich gibt
es auch sehr viele lineare unbeschrankte Funktionale. Algebraische Dualrdume von Banachrau-
men sind daher im allgemeinen viel gréBer als die entsprechenden topologischen Dualrdume,
womit wir eine erste teilweise Bestatigung des im AnschluB des Beweises von Satz 2.52 an-
gedeuteten Sachverhalts haben. Genaueres dazu werden wir ebenfalls im nichsten Abschnitt
sehen.

2.2.3.8 Basen in Banachrdumen

Wir kommen nun zu einem Thema, daB sich als unerwartet komplex erweisen wird. Da wir
uns natirlich auch hier mit unendlichdimensionalen Rdumen beschéftigen, werden wir den
Begriff der Basis auf zwei ganz unterschiedliche Arten definieren, die beide sehr viel subtiler
sind als das, was man aus der elementaren linearen Algebra gewohnt ist. Selbiges erweist
sich nur fiir den endlichdimensionalen Fall als tragfahig und gleichzeitig als Sonderfall beider
unendlichdimensionaler Versionen%3.

Vorlaufig stehen jedoch nur die oben bereits erwdhnten Hamel-Basen im Blickpunkt; aus
rein algebraischer Sicht sind das auch die einzigen, die in sinnvoller Weise definiert werden

3Einen Uberblick iiber die Thematik findet man in [26].
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kénnen, da hier keine Topologie und damit auch keinerlei Konvergenzbegriffe zur Verfiigung
stehen. Um die Darstellbarkeit aller Elemente eines unendlichdimensionalen Banach-Raumes
durch endliche Linearkombinationen zu gewahrleisten, miissen diese sehr groB sein, was zu-
nichst durch folgendes Resultat nur angedeutet wird®*.

2.63 Satz: Unendlichdimensionale Banachrdume haben stets iiberabzihlbare Hamel-Basen.

Beweis: & sei ein unendlichdimensionaler Banachraum, und es gebe eine abzihlbare Basis von
E, etwaB = {b, | ne€ N}. AuBerdem seifiir alle n € N jeweils £, :=span{ by, bs, ..., b, }.

Die &, sind Unterraume endlicher Dimension und damit nirgends dicht in £. Gleichzeitig gilt

jedoch |J &, = &, und damit wire £ als vollstandiger metrischer Raum eine abzahlbare
neEN

Vereinigung nirgends dichter Mengen — ein Widerspruch zu Satz 1.11. Folglich ist B iiberab-
zahlbar. O

Das bedeutet im UmkehrschluB, daB normierte Raume mit abzahlbaren Hamel-Basen und
damit abzadhlbar Dimension grundsatzlich nicht vollstandig sein konnen. Tatsachlich kann
man noch eine ganze Menge mehr beweisen%®.

2.64 Satz: (i) Ist £ ein unendlichdimensionaler Banachraum, dann hat jede Hamel-Basis von
& mindestens die Machtigkeit des Kontinuums.

(ii) Fiir jeden unendlichdimensionalen Banachraum & gilt: Ist B eine Hamel-Basis von &,
dann ist |E| = |B|, das heiBt, die Dimension von & ist |E|.

Beweis: (i) Zunichst sei |K| < ¢ vorausgesetzt. A = {x, |k < A < ¢} € & sei eine
Familie aus Elementen von £ mit Kardinalitat kleiner als ¢. Es werde angenommen, A sei eine
Hamel-Basis von £. Mit Lemma 2.8 aus Abschnitt 2.1.2 folgt jedoch

c =€l =IK[|A] <¢

—ein Widerspruch. Sei nun also |IK| = ¢. Es sei zunichst f; # 0 ein stetiges lineares Funktional
auf &; dazu wihlen wir ein x; € € \ ker f; mit ||x1]| = 1. Dann sei f, ein stetiges lineares
Funktional auf ker 1, und wir wihlen ein x5 € ker f; \ ker fo mit |[x2| = 1/2. Auf diese
Weise erhalten wir iterativ ein Folge {f,},c n von Funktionalen sowie eine Folge {x,},ex von
Vektoren in € mit ||x,|| = 1/2" fiir alle n € N. Dabei sind jeweils X1, X512, ... Elemente
eines abgeschlossenen Unterraums A von £ mit x1, X2, ..., x, ¢ A. Nun wahlen wir eine

beschrankte Folge {\,},ex in K und erhalten damit eine Cauchy-Folge { SN } in
=1

neN

%Der hier gezeigte, altbekannte Beweis ist dank der Verwendung des Baireschen Kategorientheorems sehr
kurz. Vergleiche auch [27]. Ein Beweis, der mit elementaren Mitteln und ohne dieses Theorem auskommt,
wurde von Tsing angegeben [376]; vergleiche auch [261].

%5Die nachfolgend beschriebene Verallgemeinerung von Satz 2.63 stammt von MacKey [239]; Halbeisen
und Hungerbiihler liefern in [134] einen alternativen Beweis hierfiir, der ausschlieBlich mengentheoretische
Wege geht.
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&, dennesgilt lim (1/2") = 0 und nach Voraussetzung lim |\,| < oo; da & vollstandig ist,
n—o00 n—oo

hat diese Folge einen Grenzwert in £. Durch die beschriebene Prozedur wird eine Abbildung
F vom Raum £°°(IK) der beschrankten Folgen in IK nach & definiert. Wir zeigen nun, daB
F injektiv ist. Da Linearkombinationen unter F offensichtlich erhalten bleiben, geniigt es zu
zeigen, daB F({M\,},en) = O genau dann gilt, wenn X\, = O fiir alle n € N. Ist fiir eine
absolut beschrinkte Folge {\,},en

Z >\/7Xn =0,
n=1
dann gilt auch

oo
>\1X1 = — E >\an.
n=2

Da jedoch x5, x3, ... Element von £ \ K(f1) und damit von einem abgeschlossenen Unter-
raum von €& ist, der x, nicht enthilt, folgt daraus A\; = 0 und somit

oo
)\2X2 = — E >\,,Xn.
n=2

Mit analogen Argumenten folgt nun A\, =0, ..., X, = 0 und damit

o0
Ant1 Xpp1 = — g >\ij,

J=n+1

fir beliebige n € N, also per vollstandiger Induktion A\, = O fiir alle n € N. Da nun
also £(K) durch F injektiv auf £ abgebildet wird, ist die Dimension von £ mindestens
so groB wie diejenige von £°°(IK). Anderseits bilden die Folgen {t"},en, 0 < t < 1, eine
linear unabhéngige Familie der Kardinalitat ¢ in £°°(IK). Folglich ist die Dimension von &
mindestens ¢, und fiir jede Hamelbasis B von & gilt [B] = «¢.

(i) Ist € ein unendlichdimensionaler Banachraum iiber dem Kérper IK und B eine Hamelbasis
von &, dann gilt nach Lemma 2.8 |£| = max {|K], |B|} und nach (i) |B| = ¢. Gleichzeitig ist
|K| < ¢, und daraus folgt sofort |£| = |B]. O

Die Aussage von Satz 2.64 1aBt sich verallgemeinern. Ist £ ein unendlichdimensionaler
vollstandiger metrischer Vektorraum, dann ist dessen Dimension |£]. Noch etwas allgemeiner
gilt: Jeder metrische Vektorraum &, fiir den der Raum seiner kompakten Teilmengen ein
Baire-Raum ist®, hat die Dimension |€|. Beweise fiir beide Resultate findet man bei [25].

Als Nebenprodukte ergeben sich einige zusatzliche Aussagen, beispielsweise [R: Q)] = ¢,
was die Vorstellung von R als (Q-Vektorraum noch etwas beeindruckender macht®”, auBerdem
etwas allgemeiner das folgende

%6Das ist natiirlich insbesondere fiir jeden Banachraum der Fall.
57Hier lassen sich mit einigen algebraischen Hilfsmitteln ebenfalls weitergehende Aussagen machen. Zum
einen gilt fiir jeden Teilkérper K, zu dem R eine transzendente Erweiterung ist, [R: K] = ¢, und wenn S C R
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2.65 Corollar: Jeder unendlichdimensionale separable Banachraum hat die Dimension c.

Das ist eine direkte Konsequenz aus Satz 2.64 (i)%. Ob dasselbe auch allgemeiner fiir unend-
lichdimensionale vollstandige separable metrische Vektorraume gilt, ist noch nicht bekannt.
Ein weiteres wichtiges Folgeresultat betrifft die Anzahl der Hamel-Basen von Banach-Raumen.

2.66 Corollar: Jeder Banachraum & iiber einem vollstindigen Korper besitzt 21 unter-
schiedliche Hamel-Basen.

Beweis: B S &£ sei eine Hamel-Basis von £ und by € B eines ihrer Basiselemente. Fiir
jede Menge A € B\ {bo} 3Bt sich daraus eine neue Hamel-Basis konstruieren; dazu sei
Xa:={bo+b|beA}, dannist By :=Xa U (B\ A) eine Hamel-Basis von £. Fiir je zwei
Teilmengen A und A’ von B\ {bo} gilt B # Ba'. AuBerdem gibt es wegen

|€] = |B| = |B\ {bo}| genausoviele Teilmengen von B\ {bo} wie von &, und folglich
besitzt £ mindestens 2/€! unterschiedliche Hamel-Basen. Da es natiirlich auch nicht mehr
sein konnen, ist ihre Anzahl genau 2lel, O

Damit gilt [{ B € B(E) | B ist Hamel-Basis von & }| = |P(E)|. Die Menge der Hamel-
Basen eines unendlichdimensionalen Banachraums ist eine echte Teilmenge der Potenzmenge
des Banachraums, aber dennoch genauso méchtig wie diese. — AuBerdem 148t sich ein Resultat
tiber die GroBe der Raume der linearen Abbildungen auf Banachraumen beweisen.

2.67 Satz: (i) Fiir den Raum £ (€, F) der linearen Abbildungen von einem Banachraum &
auf einen Banachraum F gilt |.Z (€, F)| = |F|¥.
(if) Fiir den algebraischen Dualraum E* eines Banachraums &€ gilt |£*| = 211,

Beweis: (i) Da nach Satz 2.26 lineare Abbildungen auf £ durch die Bilder der Elemente
einer Hamel-Basis B bereits eindeutig definiert sind, gilt fiir die Menge (€, F) der linearen
Abbildungen auf £, deren Bilder in F liegen, |.Z(£, F)| = |F|'®l, und mit || = |B| folgt
|2 (€ F)| = |F|#.

(i) Analog gilt fiir die Menge £* der linearen Funktionale auf &, deren Bilder in K liegen,
|E| = c/Bl = 2[Bl = 21, O

Stetige lineare Abbildungen auf einem Raum €& sind stets schon durch Angabe ihrer Bilder
auf einer dichten Teilmenge von & eindeutig festgelegt. Fiir den Raum £ (€, F) der stetigen
linearen Abbildungen gilt daher |.Z(&, F)| = |F[?®), und fiir den topologischen Dualraum
& gilt |&'| = 2°®), Das ist eine Verallgemeinerung des wohlbekannten Sachverhalts, daB es

algebraisch unabhingig iiber @Q ist, ergibt sich gleichfalls [R: Q(S)] = ¢. Ist anderseits « € R\ @ und K
ein maximaler Teilkorper von R mit a ¢ K, dann gilt lediglich [R : K] = Rg. Details hierzu findet man in
[205]. Die Frage, ob es weitere Klassen von Teilkérpern von IR mit anderem transfinitem Kérpergrad, also
derart, daB R eine unendliche Korperweiterung ist, iiberhaupt geben kann, erweist sich somit als dquivalent
zur Frage nach der Unrichtigkeit der Kontinuumshypothese.

%8\/ergleiche auch [88].
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auf R zwar 2° reelle Funktionen gibt, aber nur 2% = ¢ stetige Funktionen®.

Wenn man auch die topologische Struktur der Banachrdume betrachtet, sind weitere
Aussagen iiber deren Machtigkeit moglich; insbesondere 4Bt sich letztere mit der Dichte der
R&ume, also der Machtigkeit der kleinsten dichten Teilmenge eines topologischen Raums in
Verbindung bringen. Beispielsweise gilt fiir eine linear unabhangige Familie A von Vektoren
eines reellen oder komplexen Banachraums € mit spanA = &£ stets |A| = 9(&). Denn fiir
die Menge B aller endlicher rationaler Linearkombinationen aus A gilt einerseits

Bl = [QIA] = max{Ro, |A]} = [A]|

und andererseits
[Bl = 2(&),

weil B dicht in £ ist. Noch weitaus gewichtiger ist das nachste, folgenreiche Resultat.
2.68 Satz:"° Fiir jeden Banachraum & gilt 0(€)“ = |&].

Beweis: Ist £ endlichdimensional, so ist der Satz trivial. Sei also £ unendlichdimensional. £
ist ein metrischer Raum, fiir dessen Dichte 9(&) und Gewicht (&) gilt somit (&) = ().
Der Raum & enthilt auBerdem 0(€) paarweise disjunkte offene Mengen™. Fiir beliebige
offene Teilmengen A von & gilt stets (A) = to(€), sodaB solche Mengen gleichfalls jeweils
0(€) paarweise disjunkte offene Mengen enthalten. Nun betrachten wir in £ abzihlbar viele
disjunkte offene Kugeln, dann in jeder dieser Kugeln wieder abzihlbar viele offene Kugeln,
und wenn wir das unendlich oft iterieren, erhalten wir einen Baum der Hohe w mit d(&)¥
unterschiedlichen Zweigen. Der Durchmesser der offenen Kugeln geht in jedem Zweig gegen
Null, folglich auch der Abstand zwischen beliebigen Punkten in den Kugeln, und damit liefert
jeder Zweig eine Cauchy-Folge in £. Weil £ vollstandig ist, hat jede Cauchy-Folge in £

%9MaBtheoretisch formuliert sind somit fast alle linearen Abbildungen, fast alle linearen Funktionale und
fast alle reellen Funktionen nirgends stetig. Nirgends stetige Funktionen stellen somit stets den absoluten
Normalfall dar. Im Rahmen der stochastischen Analysis kann man iibrigens zeigen, daB von den stetigen
Funktionen wiederum fast alle nirgends differenzierbar sind. Auch diese sind folglich trotz der Miihe, die es
macht, Beispiele dafiir anzugeben, unter den stetigen Funktionen der Standard. Das was man sich typischer-
weise unter einer Funktion einschlieBlich ihres Schaubilds vorstellt, bildet nur einen extremen Ausnahmefall
eines extremen Ausnahmefalls unter der Gesamtheit aller Funktionen.

"Dijeses Resultat stammt von Juhdsz und Szentmikldssy.

"Das folgt aus dem Metrisationstheorem von Bing [33], wonach ein topologischer Raum X genau dann
metrisierbar ist, wenn

(i) jede abgeschlossene Teilmenge A von X und jeder Punkt x ¢ A durch offene Umgebungen getrennt
sind (man sagt dann, X sei regulir),

(if) von je zwei Punkten x1, xoR € X mindestens einer eine offene Umgebung besitzt, welche den anderen
nicht enthalt und

(iii) X eine o-diskrete Basis B besitzt, das heiBt, es gibt eine Folge {§,},cn aus Familien von Teilmengen
von X, sodaB fiir alle n € N jedes x € X eine Umgebung besitzt, die mit mindestens einem Element

von §, nichtleeren Durchschnitt hat, und fiir die B = |J 3§, gilt.
neN
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einen Grenzwert in &£, sodaB es hochstens soviele Zweige wie Elemente von & gibt. Es gilt
also 9(£)“ = |€|. Nun sei D die kleinste dichte Teilmenge von €. Jedes Element von & ist
Grenzwert einer abzihlbaren Folge aus D, folglich gilt |£] = 9(€)“. Beide Ungleichungen
zusammen liefern (€)Y = |£]. O

Liest man Satz 2.68 riickwarts, so landet man bei dem bemerkeswerten Sachverhalt, daB
die Michtigkeit eines jeden unendlichdimensionalen Banachraums von der Form k™ ist mit
irgendeiner Kardinalzahl k = R, 72 — bemerkenswert deswegen, weil natiirlich keineswegs jede
transfinite Kardinalzahl von dieser Gestalt ist’>. Andererseits gibt es zu jeder Kardinalzahl
k einen Vektorraum V mit [V| = k, woran man sieht, daB nicht jeder Vektorraum mit Hil-
fe einer Norm zu einem Banachraum gemacht werden kann oder, etwas anders formuliert,
isomorph zu einem Banachraum ist; das ist genau bei jenen unendlichdimensionalen Vektor-
raumen nicht der Fall, deren Dimension nicht gleich der Ro-ten Potenz einer Kardinalzahl ist.
Kardinalzahl-Arithmetik ist eine tiefschiirfende Teildisziplin der Mengenlehre mit vielen offe-
nen Fragen, und insbesondere iber Kardinalzahlexponentiation wei man noch nicht wirklich
viel™. R, beispielsweise ist nur genau dann von der Gestalt x™°, wenn die Kontiunuumshy-
pothese zutrifft. Unabhangig davon gilt (k%)% = g = k¥ folglich ist eine transfinite
Kardinalzahl X genau dann von der Form k™, wenn A = A\® gilt. Das hilft allerdings auch
nicht sehr viel weiter. Garantiert nicht von der Form k™ sind Kardinalzahlen der Konfinalitit
w. Wir erinnern daran, daB die Konfinalitdt einer Kardinalzahl k beschreibt, wieviele Schritte
von kleinerer Kardinalitdt als kK man mindestens braucht, um k zu erreichen oder anders
formuliert, wieviele kleinere Mengen man mindestens vereinigen muB, um eine Menge der
Machtigkeit K zu erhalten:

cf (k) = die kleinste Limesordinalzahl o, so daB es eine
aufsteigende Folge (K¢)¢ <o gibt mit £Iim Ke = K.
—a
Entsprechend 138t sich eine Minimalforderung fiir mégliche Méachtigkeiten von Banachraumen
aufstellen in Gestalt von folgendem

2.69 Satz: Fiir jeden Banachraum & gilt cf (|€]) > w.

Beweis: Fiir zwei unendliche Kardinalzahlen k und X gilt stets cf (*) > X. Damit folgt die
Behauptung unmittelbar aus Satz 2.64. O

Zusammengenommen bedeutet das, daB ein unendlichdimensionaler Vektorraum V genau
dann isomorph zu einem Banachraum ist, wenn |£| eine Kardinalzahl der Form k™ mit

"2Einen direkten Beweis dieser Aussage findet man bei [204].
3Da insbesondere Ry # kM0 gilt, folgt daraus mit Satz 2.64 (i) wieder Satz 2.63.
TImmerhin sind beispielsweise solch erstaunliche Resultate bekannt wie Saharon Shelahs spektakulire
Relation
R < oMo p R,

(Die Zahl 4 ist kein Druckfehler!) Einen Uberblick iiber derlei Ergebnisse und das Rechnen mit transfiniten
Kardinalzahlen allgemein findet man in [164] und [342].
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liberabzdhlbarer Konfinalitat ist. Damit sind natiirlich der GroBe keine Grenzen gesetzt; zu
jeder, auch jeder groBen Kardinalzahl k gibt es Banachraume mit Machtigkeit echt groBer
als K.

Satz 2.64 liefert in etwas anderer Formulierung die Aussage, daB jede Hamel-Basis ei-
nes unendlichdimensionalen Banachraums stets schon genausoviele Elemente hat wie der
ganze Raum. Entsprechend unhandlich sind solche Objekte, ganz abgesehen davon, daB es
im allgemeinen keinerlei konstruktive Verfahren gibt, zu einem Banachraum iiberhaupt eine
Hamel-Basis zu finden. Nach Satz 2.9 weiB man lediglich stets, daB eine Hamel-Basen exi-
stiert, und damit gibt es auch immer iiberabzadhlbar unendlich viele Hamel-Basen. Auf der
anderen Seite erlaubt die topologische Struktur von Banachraumen wie gesehen die Betrach-
tung konvergenter Reihen, womit sich ein alternativer Basisbegriff etablieren 138t: Man kann
nun namlich die Beschrankung auf endliche Linearkombinationen fallenlassen und auch un-
endliche Linearkombinationen betrachten [326].

2.70 Definition: (i) Eine Folge {&;};cn von Elementen eines lokalkonvexen Raums & heiBt
Schauder-Basis von £, wenn es zu jedem x € & eine eindeutig bestimmte Folge {a;};en

gibt, sodaB x = Y o e; gilt™.
J=1

(i) Eine Schauder-Basis {e;};cn von & heiBt unbedingte Basis von £, wenn i o ej unbe-
dingt konvergiert®. ~

(iii) Eine Folge {e;};cn heiBt Basisfolge, wenn sie eine Schauder-Basis des Abschlusses ihrer
linearen Hiille ist.

(iv) Eine Folge {e;};en heiBt unbedingte Basisfolge, wenn sie eine unbedingte Basis ihrer

linearen Hiille ist.

Fiir endlichdimensionale Vektorraume sind Schauder- und Hamel-Basen natiirlich dasselbe.
Bei unendlichdimensionalen Vektorraumen ist das nicht mehr der Fall. Insbesondere kann eine
Schauder-Basis eines unendlichdimensionalen vollstandigen metrischen Raums niemals eine
Hamel-Basis sein, da letztere stets viel groBer als erstere ist; genauergesagt sind Schauder-
Basen abzihlbar, Hamel-Basen bei unendlichdimensionalen Banachraumen jedoch wie gese-
hen immer iiberabzahlbar.

Aus der Definition sind einige Eigenschaften von Schauder-Basen unmittelbar ersichtlich:

e Jede Schauder-Basis {e;};c ist linear unabhangig,
o fiir eine beliebige Schauder-Basis {e;};cn eines Raums & gilt stets span {e;}jcn = &,
e daraus folgt [{e;}jenx| =0(E),

e die bei Entwicklungen von Vektoren nach Schauder-Basen auftretenden Koeffizienten-
funktionale ¢; : £ — K, @;(x) = a, sind fiir alle j € N stets linear,

"Vorsicht: Die Verwendung dieses Begriffs erfolgt in der Literatur nicht ganz einheitlich; Beispiele fiir
Abweichungen von der hier verwendeten weit verbreiteten Variante findet man in [4] und [261].
6Siehe Abschnitt 2.2.3.3.
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o damit ist {¢;};cn eine Schauder-Basis von &', die duale Basis zu {e;},;cn, und
e jeder Raum, der eine Schauder-Basis besitzt, ist separabel.

Umgekehrt gibt es jedoch nicht zu jedem separablen Banachraum eine Schauder-Basis; ein er-
stes, allerdings exotisches Gegenbeispiel wurde von Enflo angegeben [90]”". Der Raum £ (£2)
ist ein weiteres, etwas alltiglicheres Beispiel fiir einen Banachraum ohne Schauder-Basis™®
Immerhin besitzt jeder unendlichdimensionale Banach-Raum einen separablen Unterraum mit
einer Schauder-Basis [226]°, und zu jedem unendlichdimensionalen separablen Banach-Raum
gibt es einen unendlichdimensionalen Quotientenraum mit einer Schauder-Basis [182]%. Jeder
unendlichdimensionale Banachraum besitzt eine Basisfolge®!; es gibt jedoch unendlichdimen-
sionale Banachriume, zu welchen keine unbedingten Basisfolgen existieren®2. Garantiert gibt
es diese erst bei Banachraumen ab einer bestimmten GroBe; das wurde erstmals von Keto-
nen gezeigt [199], der bewies, daB jeder Banachraum &, dessen Dimension p eine Ramsey-
Kardinalzahl® ist, einen Unterraum enthilt, zu dem eine unbedingte Basis der Machtigkeit p
existiert. Tokarev konnte dieses Ergebnis weiter verbessern [372], [373] und zeigen, daB bereits
jeder Banachraum der Dimension 3, einen unendlichdimensionalen Unterraum enthilt, zu
dem eine unbedingte Basis existiert.

Wir betrachten einige Beispiele fiir Schauder-Basen.
a) 4P = {(X,,)ne]N VneNx, e R A DY |xalP < oo} mit der || ||,-Norm;
n=0

1 < p < oo. Hier bilden die Folgen { (xn,)nen | Xnj = 0nj, j € N} mit jeweils einer
1 an der n-ten Stelle eine Schauder-Basis und sogar eine unbedingte Basis.

b) C[0,1] ={f:[0,1] — R | f stetig } mit der Supremumsnorm || ||«. Es seien
fo(x) =1, fi(x)=x,

K
""Enflo betrachtet die Gruppe Z» = {0, 1} sowie die disjunkte Vereinigung K, = U 73" mit geeigneten

monoton steigenden Folgen (kpm)men und (nm)mgN, auBerdem den Raum 22[C(Km)] der Funktionenfolgen
(Fm)men aus C(Kp) mit ||(fm)men]l = Z [l fml|% < co. Nun wihlt er spezielle Unterraume

=0
M C C(Kp) @ C(Kpmy1) und erhilt mit B = span U M, einen separablen, reflexiven Banachraum, der

keine Schauder-Basis besitzt; der Nachweis dieser Elgenschaft ist allerdings nicht ganz trivial. Siehe hierzu
auch [61] und [176].

"8Das wurde von Szankowski entdeckt [363].

"Dieses Resultat war bereits Banach bekannt.

80Vergleiche [226].

81Einen Beweis findet man bei Lindenstrauss und Tzafriri [226], die ihrerseits hierfiir auf Mazur verweisen,
allerdings ohne genaueres Zitat.

82Ein erstes Beispiel wurde von Maurey und Rosenthal gefunden [250]. Vergleiche auch [114], wo die
Autoren sogar ein reflexives Gegenbeispioel konstruieren.

83Ramsey-Kardinalzahlen sind spezielle groBe Kardinalzahlen. Eine iiberabzihlbare Kardinalzahl k heiBt
Ramsey-Kardinalzahl, wenn es fiir jede Funktion f : [k]<“ — {0, 1} eine Menge A mit |A| = k gibt, sodaB
f fiir jedes n € N auf allen n-elementigen Teilmengen von A konstant ist. Jede Ramsey-Kardinalzahl ist
unerreichbar und schwach kompakt; umgekehrt ist jede meBbare Kardinalzahl eine Ramsey-Kardinalzahl.
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2x —2(j—1) fir (j—1)/2"<x < j/2mtt
faj(x) =19 2(j+1)—2"x fir Jj2mt s x<j/2n
0 sonst

fiir alle x € [0,1] sowie n € N und 1 < j < 2”1 Ordnet man diese sogenannten
Hiitchenfunktionen®* in der Reihenfolge

fo, f1, f11 = f3, for = f4, foo = f5,f31 = fg,f3o = f7, 33 =1fg, ...,

so erhilt man mit {f,},cn eine Schauderbasis fiir C[0, 1]. Auf C(£2)-Réumen gibt es
jedoch keine unbedingte Basen®.

) ZP([0,1]) = {f :[0,1] — C

1
J1f(x)[P dx < oo fast iiberall } mit der iiblichen
0

Identifizierung von Funktionen, die sich nur auf Nullmengen unterscheiden® und der

1 1/p
Norm |||, = <j|f(x)|pdx> firl< p<oo. FirkeNund/=1,2,..., 2k
0

seien
fl(X) = 1,
. 2/ =2 2/ —1
1 fir ST <x< SR
fox X) = .. 2/ -1 2/
2+/() —1 fur W<X§W,
0 sonst.

Mit {f,},en erhilt man eine Schauderbasis fiir £ ([0, 1]). Fiir 1 < p < oo ist das
sogar eine unbedingte Basis fiir £ ([0, 1])%".

d) Das trigononetrische System {e2™%*}, . ist in £ P([0, 27]) mit der || ||,-Norm fiir
p = 2 eine unbedingte Schauder-Basis und fiir 1 < p < oo eine Schauder-Basis; in
Z(]0,27]) und C[0, 27] ist das jedoch nicht der Fall, da es dort jeweils Fourier-Reihen
gibt, die in der || ||;-Norm nicht konvergieren®.

84Der Name ist angesichts der Schaubilder dieser Funktionen sehr passend.

85Das wurde erstmals von Karlin nachgewiesen [192]. Bessaga und Pelczynski verallgemeinerten diese
Aussage, indem sie zeigten, daB kein separabler Banachraum, fiir den der James-Raum J (siehe Anmerkung
62 auf S. 97) ein Unterraum ist, eine unbedingte Basis besitzt [32]. Ausfiihrliche Informationen iiber Schauder-
Basen in C(£2)-Raumen findet man in [341].

86Sjehe Abschnitt 2.2.3.2.

87Die Funktionenfamilie {f,,},c x nennt man auch Haar-System, nach Alfred Haar, der solche Systeme als
erster beschrieb [126], [127].

8 Der Spezialfall .2 mit dieser Basis wird in Band 2 von Bedeutung sein.

Dieses Werk ist copyrightgeschiitzt und darf in keiner Form vervielféltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fiir den persénlichen Gebrauch.



108 KAPITEL 2. VEKTORRAUME

Allgemein gilt fiir 1 < p < oo: Ist der Raum £ ” separabel, dann besitzt er eine Schauder-
Basis®. Die Raume £°° und .Z > sind wie bereits erwihnt Beispiele fiir nichtseparable Raume
und damit auch fiir Raume, die keine Schauder-Basen besitzen.

Das Konzept der Schauder-Basen 148t sich unter Verwendung geeigneter Hilfsmittel aus
der Mengenlehre auf nichtseparable Banach-Raume verallgemeinern; man muB dann natiirlich
die abzihlbaren Basen aufgeben [133]%. Dazu miissen wir zunichst festlegen, wie man iiber
Mengen von iiberabzahlbarer Kardinalitdt summieren kann. Da es bei unendlichen Reihen
gegebenenfalls auf die Reihenfolge der Summanden ankommt, liegt es nahe, als Indexmenge
transfiniter Reihen transfinite Ordinalzahlen zu verwenden. Entsprechend benétigt man zur
Einfiihrung eines Konvergenzbegriffs eine geeignete Topologie auf Teilmengen der Klasse der
Ordinalzahlen. Das leistet die folgende

2.71 Definition: X sei eine durch die Relation < linear geordnete Menge und B die
Menge aller Teilmengen von X, welche entweder von der Form {x € X|a < x} oder
{xeX|x<b}oder {xeX|a<x<b}sind. Dann heiBt die durch die Basis B auf X
erzeugte Topologie T Ordnungstopologie auf X.

Die offenen Teilmengen von X in dieser Topologie sind die endlichen oder unendlichen Verei-
nigungen von Mengen aus B. Ist nun [ eine beliebige transfinite Ordinalzahl, dann IaBt sich
das Intervall [1, '] mit der Ordnungstopologie topologisieren. Nun sei £ ein Banachraum und

{Xy}y<r eine transfinite Folge in £. Die transfinite Reihe > x, heiBt konvergent, wenn es
y<r

eine stetige Funktion f : [1,T'] — & und ein x € &£ gibt mit

f(l) = Xo,
fly+1) = f(y)+x, firy<rl,
f(T) = X.

Wir schreiben hierfiir >~ x., = x. Eine transfinite Reihe > x. ist insbesondere dann konver-
y< <
gent, wenn {Xy}y < summierbar ist. Dabei heiBt eine Familie {x.}, < summierbar zur Sum-

me X, wenn es zu jedem € > O eine endliche Indexmenge J. C I gibt, sodaB H X— Xj H <e€
j€d

gilt fiir alle endlichen Indexmengen J C ' mit J. C J. Eine dquivalente Definition, die oh-

ne Kenntnis des Werts der Summe auskommt, ist die folgende: {x,}y<r heiBt summierbar,

wenn es zu jedem € > O eine endliche Indexmenge J. gibt, sodaB H > X H < g gilt fiir alle
Jj€d

endlichen Indexmengen J C I, die zu J. disjunkt sind!. Fiir abzahlbares I ist Summierbar-
keit identisch mit unbedingter Konvergenz; ist [ iiberabzahlbar, liefert die Eigenschaft der

89Das wurde von Johnson, Rosenthal und Zippin bewiesen [177]. Die Aussage |4Bt sich allerdings nicht auf
unbedingte Schauder-Basen ausdehnen.

99Das hat nichts mit kontinuierlichen Basen zu tun, von denen in Quantenmechanik-Biichern haufig — und
fast genauso haufig unprazise — die Rede ist. Wir kommen in Band 2 ausfiihrlich darauf zuriick.

9Dieses Kriterium wird aus naheliegenden Griinden Cauchy-Kriterium fiir Summierbarkeit genannt.
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Summierbarkeit genau die gewiinschte Verallgemeinerung des Begriffs der unendlichen Reihe.
Die diskrete Darstellbarkeit als Summe bleibt dabei gewahrleistet, denn es gilt

2.72 Lemma: Ist {Xy}y<r summierbar zur Summe x, dann gibt es héchstens abzéihlbar
viele Xj € {Xy}y<r mit x; # 0.

Beweis: Aufgrund der Summierbarkeit gibt es zu jedem n € N eine Indexmenge J,, sodaB
H X — XJ H < 1/2n gilt fiir alle endlichen Indexmengen J mit J, C J. Dannist A= |J J,

Jj€ neN
als abzahlbare Vereinigung abzihlbarer Mengen abzéhlbar. Ist nun A < I mit A ¢ A, dann
gilt fiir alle n € N

Z XJ—ZXJ <

JjeIU{X} JE€JIn

Z X;— X ||+

JE€IU{N}

X—EXJ

J€In

lx, Il =

Fiir alle n € N ist J, U {\} eine endliche Indexmenge und umfaBt J,,, es folgt daher nach
Voraussetzung

1 1 1

I, I <5, 5,7,
fiir alle n € N und damit ||x,[| = 0. Somit gilt x; # 0 héchstens fiir die abzahlbar vielen
Elemente von A. O

Damit kdnnen wir nun die gewiinschte transfinite Verallgemeinerung des Basis-Begriffs
formulieren.

2.73 Definition: Eine transfinite Folge {ey}<r in einem normierten KK-Vektorraum & heiBt
lange Schauder-Basis oder transfinite Schauder-Basis von &, wenn es zu jedem x € £ eine
eindeutig bestimmte transfinite Folge {ca,}y<r in K gibt, sodaB x = > o, e, gilt.

y<r

Natiirlich ist jede lange Schauder-Basis linear unabhingig.
Als Beispiel betrachten wir den Raum C[O F] der stetigen Funktionen auf einer transfi-

niten Ordinalzahl . W3hlt man e, = Xioy M

(x) = 1 fir x € [0,7]
Xpy\) = 0 sonst

fir v < T, dann ist {e,}<r eine lange Schauder-Basis in C[0, I ].

Mit Hilfe des Begriffs der langen Schauder-Basen lassen sich in natiirlicher Weise Projek-
tionen auf Unterrdume von & konstruieren. Dazu sei {e4} < eine lange Schauder-Basis des
normierten Vektorraums £. Die kanonischen Projektionsoperatoren Py : € — & sind fiir

1 < X =T definiert durch
HN Z oy ey = Z Qyey.
y<I <A
Die P, projizieren jeden Vektor in £ jeweils auf den von den ersten A Elementen der Basis
{ey}y<r aufgespannten Unterraum von £. Wie fiir alle Projektoren gilt auch hier P2 =1
fiir alle X € I'. AuBerdem sind die folgenden Eigenschaften offensichtlich:
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(i) Furalle X < T ist (Pxr1 — Py) € ein eindimensionaler Unterraum von &,
(II) Fir alle k, A < T gilt PePr=PrPe = ‘:Pmiﬂ{K,)\}v

(iii) Ist X < T eine Limesordinalzahl, dann gilt IimA P = Py,
K—
(iv) AIanr[Jkéf =¢.

Umgekehrt kann man in einem normierten Vektorraum &, zu dem eine Familie {P}r
beschrénkter linearer Projektionsoperatoren mit den Eigenschaften (i) - (iv) existiert, stets
eine lange Schauder-Basis konstruieren. Dazu sei Py = 0; nun wahlen wir fiir alle y < I ein
ey € Pyy1E N ran(Py) und erhalten mit {e,},<r eine lange Schauder-Basis fiir £. Denn
fiir jedes x € £ gilt

X:liinrj)vx:i@r(?vxfﬂ)ox):wlim_Z(?nﬂx Z(?K+l

K<y k<l

damit und aufgrund von (i) gibt es Skalare a,, v < I, sodaB (Pry1 — Pe)x = ayey

und damit x = Y a.e,. Die o,y sind auBerdem fiir jedes x eindeutig bestimmt, denn aus
<

x =Y. Bye, folgt aufgrund der Stetigkeit der Py
y<r

Pyx = Zﬁ,{em

K<y

also
Byey=(Pya —Py)x=ayey.

Ist {eq}y<r eine lange Schauder-Basis des Banachraums £ und x = >~ o e, firx € €,
y<r

dann heiBen die Funktionale {f}, <r mit fy(x) = a fir 1 <y < ' Koordinatenfunktionale
von {ey}y<r; mit ihnen gilt x = >~ f,(x) e, fiiralle x € £. Esist {fy}y<r C &', denn aus
<

[ Parrx = Pax| = [ F0) ex[l = 0] lleall
folgt
sup || fa(x) ex || sup || Pryrix — Pax||
Ixl=1 k=t
1Al = sup. [FA()] = =
lix|| < llexll [lexll
SUP 1P x| + SUP [[Px x| 2 sup [|P,]|
HXH lIxl = y<r
- [lexll - llexll
fur alle A < T.
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Wir kommen nun zu den fiir die Quantenmechanik bei weitem wichtigsten Begriffen dieses
Abschnitts. Dazu betrachten wir zu beliebigen Banachraumen deren topologische Dualraume
und topologisieren letztere mit der Topologie der punktweisen Konvergenz von Funktionalfol-
gen aus dem Dualraum auf den Elementen des zugehorigen Banachraums. Man nennt diese
Topologie w*-Topologie oder auch schwach*-Topolgie. In dieser Topologie erhilt man fiir
jedes f € & mit den Mengen

Ure(x1, X2, ... xn) ={g € & [ |f(x)) —g(x)) | <€}

fir x1,x2,...,x, € E, n € N und € > 0 eine Umgebungsbasis von f; sie ist gleichzeitig die
schwache Topologie® auf £, also die schwichste Topologie, in der fiir jedes x € £ das durch
ox(f) = f(x) fiir alle f € & definierte Funktional®® zum Bidualraum &” gehért, und sie
macht Dualrdume zu lokalkonvexen Raumen. AuBerdem liegt die kanonische Einbettung eines
Banachraums £ in £” in der schwach*-Topologie stets dicht in £. Grenzwerte in Dualrdumen
sind im folgenden generell jeweils als Grenzwerte in dieser Topologie zu verstehen®.

2.74 Definition: Es seien £ ein Banachraum und J eine nichtleere Menge.

(i) Eine Familie {(x;, x})};cs von Tupeln aus £ x &’ heiBt biorthogonales System in £ x &',
wenn x}(x;) = §;; gilt fiir alle /, j, € J.

(ii) Ein biorthogonales System {(x;, x7)};cy in £ x & heiBt Markushevich-Basis von £, wenn
span {x;}jcy = € und span {x:};c, = & gilt™.

(iii) Ein biorthogonales System {x;, X}je; in & x £ heiBt starke Markushevich-Basis von &,
wenn x € span {x7(x) x;}, ¢ gilt fiir alle x € £.

Die Rechtfertigung der Bezeichung ,biorthogonal* fiir solche Systeme muB auf den nachsten
Abschnitt verschoben werden; auch wenn wir gleich einen Orthogonalitdtsbegriff fiir normierte
R&ume einfiihren werden, ist ein Zusammenhang in diesem Kontext noch nicht erkennbar.
Die zentrale Frage, die sich hier sofort stellt, ist diejenige nach der allgemeinen Existenz
solcher Systeme in (mdglichst) beliebigen Banachraumen. Wie iiblich ist die Separibilitt hier
eine Eigenschaft, die alles sehr vereinfacht. Bereits bei der Einfiihrung des Begriffs bewies ihr
Entdecker, daB jeder separable Banachraum eine Markushevich-Basis besitzt [243]. Aus der
Definition folgt auBerdem unmittelbar, daB jede Schauder-Basis zusammen mit ihrer dualen
Basis eine starke Markushevich-Basis bildet. Dariiberhinaus 1Bt sich einerseits zeigen, daB zu

92Siehe Abschnitt 2.2.3.7

9Solche Funktionale werden von Abschnitt 2.3 an von zentraler Bedeutung sein.

94Die schwach*-Topologie erlangt zusitzlich besondere Bedeutung durch den Satz von Banach-Alaoglu
[3]: Ist £ ein normierter Raum, dann ist die Einheitskugel im Dualraum &’ kompakt beziiglich der schwach*-
Topologie. Das gilt auch fiir nichtseparable normierte Raume. Der Satz von Banach-Alaoglu ist dquivalent
zum Ultrafilter-Theorem, wonach jeder Filter auf einer beliebigen Menge in einem Ultrafilter auf dieser Menge
enthalten ist, und zum Theorem der Boolschen Primideale. Er folgt aus dem Satz von Tychonoff und ist damit
ein weiteres Beispiel fiir ein bedeutendes Resultat, das vom Auswahlaxiom abhdngig ist. Die Umkehrung gilt
nicht; der Satz von Banach-Alaoglu, das Ultrafilter-Theorem und das Theorem der Boolschen Primideale sind
nicht dquivalent zum Auswahlaxiom [137]. Vergleiche auch Anmerkung 55 auf S. 90.

9Der Begriff wurde eingefiihrt von und benannt nach Aleksei Ivanovich Markushevich [243], [244].
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jedem separablen Banachraum eine Markushevich-Basis angegeben werden kann, die nicht
stark ist [133]%. Andererseits gibt es in jedem separablen Banachraum auch stets eine starke
Markushevich-Basis [367]. Natiirlich gibt es nicht fiir jeden nichtseparablen Banachraum eine
starke Markushevich-Basis, man kann jedoch ein eindeutiges Kriterium angeben, wann genau
das der Fall ist [355].

2.75 Satz: Ein Banachraum & enthalt genau dann eine starke Markushevich-Basis, wenn es
eine Menge J von Ordinalzahlen und eine Familie {P;};cy stetiger Projektoren von £ nach
& mit folgenden Eigenschaften gibt:

(i) PiP; =0 fiir alle i,j € J mit i # ,
(ii) fiir alle x € € gilt x € span{P; x}ic5,
(iii) fiir jedes | € J gibt es eine starke Markushevich-Basis in P; €.
Beweis: =" {x;, XJ*}JEJ sei eine starke Markushevich-Basis in £. Nach dem Wohlordnungs-
satz 4Bt sich J wie jede Menge wohlordnen; die zugehorige Ordinalzahl sei I". Nun sei fiir

jedes v < T eine lineare Abbildung P, : £ — & definiert durch ., x = x}(x) x fiir alle

x € £. Damit gilt fiir alle x € span {Py x}yor mit X = - 0y Xy
y<r

P Pox = Ppxi(X) xo =Py x5 <Z an,x7> Xo = PpQoXo = U X;(Xs) = Ao Opo,
y<r

also P,P,x = 0 fiir p # 0. Aufgrund der Stetigkeit der P, gilt das dann auch fiir alle

x € span {Py x}y<r = span {x(x) Xy}y<r = &, womit (i) nachgewiesen ist. (ii) und (iii)
gelten trivialerweise.
,<=": Fiir jedes | € J sei {X,J,X,*j}JEJ, eine starke Markushevich-Basis von P; £, auBerdem
seien fiir alle y € J und alle j € J; die Funktionale g;; € £’ definiert durch ¢;;(x) = XTJ(T;X).
Wir betrachten die Familie {x;j, ¢;;}ic3 jey,- Eigenschaft (i) liefert

©ij(xk1) = X5(Pixur) = 0k 61,

folglich ist {xj;, @jj}icy ey, ein biorthogonales System. AuBerdem ist fiir jedes x € £ und

alle i € J einerseits P; x € span {x};(P xj};e3 und andererseits aufgrund von Eigenschaft

(if) x € span{P; x};c3, zusammengenommen also x € span {®;;(x) X }ic3 je . Damit ist
{Xij, @ij}icz.jey eine starke Markushevich-Basis. O

Es existiert noch ein weiterer Basis-Begriff, der angesichts des in diesem Buch hauptsich-
lich betrachteten Gegenstands kurz Erwahnung finden sollte. Mathematisch gesehen ist die
Norm der Elemente einer Basis, abgesehen von Fragen der Bequemlichkeit, eigentlich irrele-
vant. Aus der Perspektive der Quantenmechanik erweist sich jedoch der Versuch als sinnvoll,

%Dieses Resultat stammt von Johnson.
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fir diese stets den Wert 1 zu wiahlen, das heiBt, sie zu normieren. Dem tragt der nachste
Begriff Rechnung.

2.76 Definition: £ sei ein Banachraum, £’ dessen topologischer Dualraum.

(i) Ein biorthogonales System {by; b}y <r in € x & heiBt Auerbach-System®” in £, wenn
byl = [1b5]] = 1 gilt fiir alle y < T.

(i) Eine Markushevich-Basis {ey; e} },<r in & x & mit [ley|| = [e}]| = 1 fiiralley < T
heiBt Auerbach-Basis von £.

Bereits die Tatsache, daB jeder endlichdimensionale Banachraum eine Auerbach-Basis besitzt,
ist ein nichttriviales Resultat der linearen Algebra®. Bei unendlichdimensionalen Banachrau-
men kann man erst einmal nur noch die folgende, sehr viel schwichere Aussage zeigen®.

2.77 Satz: Ist £ ein unendlichdimensionaler Banachraum, dann gibt es ein abzahlbares
Auerbach-System {by; by}, <r in € x E', sodaB {by},<r eine Basisfolge in £ ist.

Beweis: Wir konstruieren die gewiinschte Auerbach-Basis induktiv. Dazu sei by € £ mit
|b1|| = 1 fest gewahlt; nach Satz 2.54 beziehungsweise Satz 2.55 gibt es dann ein b; € &’
mit ||bj]] = 1 und bj(b1) = 1. Mit by, bs, ..., by € &€ und b3, b3,..., b5 € & seien
nun bereits jeweils n Vektoren und Funktionale gefunden, sodaB [|b;|| = [|bf|| = 1 und
bi (b)) = 6 gilt fiir i,j = 1,2,..., n und {bj}; <;<, eine Basisfolge in £ ist. Weiter sei
Fn =span{bj}1<;j<m, auBerdem S die Einheitssphire in £ und S, := S N F,; dann gilt
Sn C (b)) Y([-1,1]) N F, fiir 1 £ i < n. Wir wihlen jetzt Funktionale a7, a3, . .., a;, € F,
mit [[af|| =1 firj=1,2,..., m, sodaB das Polytop

n m

Po= 6N (-1.1) n (@) (L)) N 7,

i=1 J=1
ganz in der Kugel Ky41/,(0) C & enthalten ist. Zusatzlich wahlen wir Erweiterungen
L Cs ¢y, dieser Funktionale auf ganz &', ebenfalls mit ||c/|| = 1 fir 1 <j < m, und
definieren den Durchschnitt

Dort sei A, ein beliebiger (n + 1)-dimensionaler Unterraum und Q, := S¢ N A,. Wir
definieren eine Abbildung ¢ : Q, — B(F’) durch

o(x)={yeF|IIx+yll=inf{lx+z||zeF,}}.

9Benannt nach Herman Auerbach, der diese Begriffe in seiner leider verlorengegangenen, in Banachs
Buch [21] erwahnten Dissertation von 1929 als erster beschrieb und bei dieser Gelegenheit bewies, daB jeder
endlichdimensionale Vektorraum eine solche Basis besitzt.

%Das wird gelegentlich als Auerbachs Lemma bezeichnet. Ein Beweis hierfiir steht in [133]. Falls die Norm
des Banachraums von einem Skalarprodukt kommt, wird die Aussage von Auerbachs Lemma nicht nur nahezu
trivial, sondern sie gilt dann auch fiir unendlichdimensionale Raume. Darauf kommen wir sehr ausfiihrlich
zuriick.

9Dieses Resultat wurde von Day gefunden [64]. Vergleiche auch [65] und [97].
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Hierfiir gilt:

1. Die Bilder von ¢ sind konvexe kompakte Teilmengen von F,,,

2. p(—x) = —p(x) fir alle x € Q,,

3. ['(¢) ist abgeschlossen,

4. |y £141/nfiry € p(x) und x € Q,.

Nun sei (X,)men eine Folge von Zerlegungen von Q, in sphirische Dreiecke, sodaB die

Kantenldngen dieser Dreiecke — 0 gehen fiir m — oo. Sind Xm1, Xm2, ..., Xmk die
Ecken der Dreiecke von ¥ ,,, dann sei die Abbildung f,,, : Q,, — | ©(x) folgendermaBen
X E.Fm

definiert: Wahle fi,,(x ;) € ©(xm;) und f(—x,,) = —f(xm,), und setze fp,, anschlieBend
stetig auf den Kanten der ¥, fort. f,, ist stetig, und es gilt

fiir alle x € Q,. Nach dem Satz von Borsuk-Ulam!® gibt es dann ein p,, € Q,, mit

7cm(_pm) = m(pm).
und es folgt unmittelbar fi,,(p,) = 0. Ist ¥; ein Simplex, das p,, enthilt, mit Ecken

n
Vit Yioe oo, Yjn, dann gibt es Xi1, X\jo, ..., Ajn mit A;; = 0 sowie > A;; = 1 und
i=1

lim >N = 1, sodaB p, = > A y,i. Wir wihlen eine unbeschrankte Folge (n;)jen

70 =1 i=1

natiirlicher Zahlen, sodaB fir i = 1,2, ..., n die drei Grenzwerte
Yi= ||m ym,rv Zj = ||m fnj(ynj,/)v >\r = ||m >\/7J,/
J—oo J—00 J—oo

n
existieren. Dann ist p = lim p, =y, firi=1,2,...,n, und es folgt S>>\ = 1. Daher gilt
=0 i=1

n

fnj(pﬂj) = fn/ (anwly/y,/) = ZA”N fn/(ynj,/) =0
i=1

i=1

und folglich auch
; >\n/,iZi :JILn;O Zl >\n/,i fn,(yn/,i) =0.

Weil () abgeschlossen ist, gilt z; € ¢(p), und weil p(p) konvex ist, folgt daraus 0 € p(p).
Wir setzen nun b1 = p und wahlen dazu b}, € £, sodaB ||b},, || = 1 sowie b, (b)) =0
firj=1,2,..., nund bs. (b, + 1) = 1 gilt. Das beschriebene Verfahren wiederholen wir

100Der Satz von Boruk-Ulam besagt folgendes: Fiir jede stetige Abbildung f von der n-dimensionalen
Einheitssphire auf den n-dimensionalen euklidischen Raum gibt es einen Punkt e mit f(—e) = f(e). Der
Satz wurde von Ulam vermutet und von Borsuk bewiesen [44].
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immer wieder und erhalten so induktiv Folgen (b,),en und (b}),en mit ||b,|| = [|b}]| = 1
> bj(x) b= x } ist dicht
Jj=1

in der Menge F = span {b,},en, folglich gilt 7 = G, und {b,},cn ist eine Schauder-Basis
in F. |

und b?,(b,) = &y fiir alle m, n € N. Die Menge G = {x cé

Scheinbar naheliegende starkere Varianten von Satz 2.77 sind nicht zu bekommen. Beispiels-
weise haben Banachraume ohne Markushevich-Basen natiirlich auch keine Auerbach-Basen,
und selbst ob es iiberhaupt wenigstens zu jedem separablen Banachraum eine Auerbach-Basis
gibt, ist bis jetzt eine offene Frage. Erst wenn man sich der im iiberndchsten Abschnitt be-
trachteten speziellen Klasse von Banach-Raumen zuwendet, 16st sich dieses Problem geradezu
von selbst.

Zuvor kommen wir erneut auf den Begriff der Dimension zuriick. Da es fiir unendlich-
dimensionale Vektorraume zwei sich grundsatzlich unterscheidende Basisbegriffe gibt, folgen
daraus auch zwei sich grundsatzlich unterscheidende Dimensionsbegriffe, einerseits die Mach-
tigkeit der Hamel-Basen, anderseits diejenige der Schauder-Basen des betrachteten Vektor-
raums (sofern solche existieren). Es sind mehrere Bezeichnungen hierfiir im Umlauf; algebrai-
sche Dimension und topologische Dimension sind wohl die verbreitetsten, daneben ist auch
von affiner Dimension und metrischer Dimension'®! oder direkt von Hamel-Dimension und
Schauder-Dimension'® die Rede. Erinnern wir uns daran, daB fiir eine Hamel-Basis B und
eine Schauder-Basis S eines unendlichdimensionalen Banachraums einerseits

span S G &

und andererseits

span B=span S=¢

gilt, dann sehen wir sofort, daB die algebraische Dimension groBer als die topologische sein
muB. In der Tat wird das durch Satz 2.68 nicht nur bestatigt, sondern sogar prazisiert; aus
ihm folgt namlich unmittelbar

Satz 2.78: Ist £ ein unendlichdimensionaler Banachraum mit algebraischer Dimension \ und
topologischer Dimension o, so gilt o™ = X = |&]|.

Zusatzlich folgt daraus, daB fiir unendlichdimensionale Banachraume eine Hamel-Basis nie-
mals gleichzeitig auch eine Schauder-Basis sein kann!%.

191Djese Bezeichnungen stammen von Léwig [229].

1027y finden beispielsweise bei Evans und Tapia [96].

193Evans und Tapia kommen in [96] zum Resultat, daB es Riume mit gleicher Hamel-Dimension, aber
unterschiedlicher Schauder-Dimension gibt. Zum Beweis ist allerdings die verallgemeinerte Kontinuumshy-
pothese erforderlich. Diese ist bekanntlich im Rahmen der iiblichen Mengenlehre (Zermelo-Fraenkel oder
Gédel-Bernays oder Morse-Kelly plus Auswahlaxiom) weder beweisbar noch widerlegbar; konsequenterweise
erlaubt letztere die Koexistenz unterschiedlicher Varianten ihrer selbst, und bei Beweisen muB dann je-
weils dazugesagt werden, was dabei axiomatisch vorausgesetzt wird. Es gibt jedoch inzwischen gute Griinde,
im Rahmen von durch Axiome iiber groBe Kardinalzahlen erweiterten Axiomensystemen der Mengenlehre
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2.2.3.9 ZP-Raume

Angesichts der Bedeutung, welche den oben beschriebenen .’ P-Raumen fiir den weiteren Ver-
lauf unseres Buchs zukommt, lohnt sich eine etwas ausfiihrlichere Beschaftigung mit ihnen.
Gleichzeitig liefert das eine Gelegenheit, exemplarisch normierte Vektorrdume auf Vollstan-
digkeit zu lberpriifen und deren Dualrdume zu konstruieren. Wir erinnern an die Definition
der £ P-Riume: (M, &, 1) sei ein MaBraum mit MaB p : & — [0, oo] und & ein beliebiger
Banachraum'®, dann ist fiirr 1 < p < oo

LPM, p, &) ={F M — & [ ||f[l, <oo}

und
LPMp, E)=LPM, 1w, E)/{feLP(M )| =0 fast iiberall }.

Die zugehdrigen Normen, durch welche die .2’ P-Raume zu Banachrdumen werden, sind defi-

niert durch
1/p
7= ( el an)
M

fiir 1 £ p < oo beziehungsweise durch
[[flloc = esssup { IF(x)]| | x € M}

Wie allgemein iiblich verwenden wir in etwas schlampiger Weise jeweils dieselben Symbole
fir Elemente von L£P und Elemente von Z”, also Reprasentantensysteme in LP beziiglich
der in Abschnitt 2.2.3.2 definierten Aquivalenzrelation ~, da hierbei normalerweise keine
Verwechslungsgefahr besteht. Das ist gleichbedeutend damit, Funktionen, die sich nur auf
Nullmengen unterscheiden, miteinander zu identifizieren.

Bevor wir uns nun mit den ZP-Rdumen selbst beschiftigen, bendtigen wir ein paar
Hilfssdtze in Gestalt dreier fundamentaler Ungleichungen, denen man auch andernorts in der
Analysis begegnet. Die erste ist die

2.79 Youngsche Ungleichung:% Sind p,q = 1 mit 1/p + 1/q = 1, dann gilt fiir alle
x,y >0

xP q

xy<Z 4L

P q
die Ungiiltigkeit der verallgemeinerten Kontinuumshypothese zu vermuten. Dahinter steht die platonistische
Auffassung, daB uns die Entdeckung weiterer Exemplare der richtigen Axiome iiber groBe Kardinalzahlen
der wahren Mengenlehre néher bringt, in welcher natiirlich auch Aussagen wie die verallgemeinerte Konti-

nuumshypothese notwendigerweise entweder wahr oder falsch sind. Die parallele Existenz unterschiedlicher
,Mengenlehren”, etwa mit und ohne Auswahlaxiom oder &hnliches, ist im Rahmen dieser Sichtweise lediglich
eine Folge der Unvollstandigkeit der derzeit bekannten Axiome. Das steht nicht im Widerspruch zu den Go-
delschen Unvollstandigkeitssatzen, denn diese belegen lediglich die Unbeweisbarkeit der Widerspruchsfreiheit
der Mathematik, ohne dieselbe selbst in irgendeiner Weise in Frage zu stellen.

1045pster werden die Spezialfille £ = R und insbesondere £ = € im Mittelpunkt unseres Interesses stehen.

1%5Benannt nach und 1912 verdffentlicht von W. H. Young [396]. In der Literatur wird eine weitere Relation
als Youngsche Ungleichung bezeichnet; sie ist Inhalt folgender Aussage: Ist f : [0,c] — R eine streng
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Beweis: Es gilt

1 Py L a
Xy:e\nxelnyielnxﬂnyie In (x )+ In(y)

Da die e-Funktion streng monoton steigend und konvex ist, gilt auBerdem aufgrund der
Voraussetzung

e%\n(x")#»% In(y9) g Eeln(x")+leln(y‘7) +Lq
p q p q
Daraus folgt unmittelbar die Behauptung. |

Obige Ungleichung kommt nun zum Beweis der nachsten sogleich zum Einsatz.

2.80 Holdersche Ungleichung:1% Es seien 1 < p,q < oo mit 1/p + 1/q = 1, auBerdem
sei (M, &, ) ein MaBraum und f € ZP(M, u, E) und g € L (M, w, E). Dann ist
fge LM, u, &), und es gilt

gl = Ifllo Ngllg-

Beweis: 1. Fall: 1 < p, ¢ < cc. Es gelte ohne Beschrankung der Allgemeinheit ||f]|, # 0 und
llgllq # 0. Mit Ungleichung 2.79 erhalten wir zunachst fiir fast alle x € M

176l lgGall 1 [IFCONT® . 1 [llgball?
T7lo ol = {Hf\lp} " {uguq}

und durch beidseitiges Integrieren weiter
711 llgll {VW {Mw 11
p=-+>-=1
IHWMWM j 1l j\@h P q
Multiplikation mit ||f||, ||g]||q auf beiden Seiten liefert

[ UFgl du < 11F 1 liglle.
M

monoton steigende Funktion mit f(0) = 0, dann gilt fiir alle 0 < a < ¢ und 0 < b < f(c)

abgff(x)derff’l
0 0

wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn f(a) = b. Young stellte dieses Resultat in derselben Ausgabe der
Comptes Rendus vor [397]. Die zweite Ungleichung ist unmittelbar anschaulich klar, wenn man ihre linke und
rechte Seite jeweils als Flacheninhalt interpretiert und das Ganze zusammen mit dem Graphen von f in einem
Koordinatensystem betrachtet. Die erste Ungleichung folgt unmittelbar aus der zweiten, wenn man letztere
auf die Funktion f(x) = x”~! anwendet.

106Sje erhielt ihren Namen zu Ehren von Otto Holder, der sie 1884 entdeckte. Eine erste Verdffentlichung
mit Beweis findet man bei Rogers [317], bei Holder selbst taucht sie, allerdings nur in asymmetrischer Form,
erstmals in [162] auf, wo er auch auf Rogers verweist. Vergleiche hierzu [241]. Im Kontext der hier betrach-
teten .2’ P-Raume kommen diese und die gleich anschlieBend diskutierte Minkowski-Ungleichung erstmals bei
Friedrich Riesz zur Sprache [308]. Veralgemeinerungen der Hélderschen Ungleichung, sowohl im Hinblick auf
die Abschitzung als auch in Gestalt einer Ausdehnung auf p, ¢ < 1 einschlieBlich negativer Werte findet man
in [5], [6] und [55].
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also die behauptete Ungleichung.

2.Fall: p=1, g = oo (analog: p = 0o, ¢ = 1). Da f und g meBbar sind, ist auch fg meBbar.
Damit gilt fiir alle Nullmengen N C M

[Ufgldu= [l lgldu= [ IFllgldu
M M

M\N

< [ Ufldu sup lgl = [1If]ldu g,
MAN xeM\N M

also die behauptete Ungleichung
In beiden Fillen folgt daraus ||fg|l; < oo und damit fg € £ (M, u). O

Die dritte der erwahnten Ungleichungen ist die Dreiecksungleichung fiir die || ||,- Normen
in .ZP-Raumen, bekannt unter dem Namen

2.81 Minkowski-Ungleichung:!%" Es seien 1 < p < oo, auBerdem sei (M, &, ) ein
MaBraum und f, g € £ P(M, i, E). Dann gilt

[F+9llo = 1Ifllo+ gl

Beweis: 1. Fall: p = 1. Fiir alle x € M folgt aus der gewohnlichen Dreiecksungleichung

7))+ g0 I = IO+ 1l

durch beidseitige Integration
JUFG) + a0 I di = [IFCN i+ [ 119Gl da,
M M M

also die behauptete Ungleichung.

2. Fall: 1 < p < oo: Wieder seien 0.B.d.A. ||f]|, # 0 und ||g||4 # 0. Aufgrund der gewshnli-
chen Dreiecksungleichung gilt zunachst fiir alle x € M

F0) + g0 117 = 1 () + 9GO I () + gG) 177

17)hr Entdecker und Namensgeber ist der Universalmathematiker Hermann Minkowski [256]. Auch hier
ist unter demselben Namen eine zweite Ungleichung zu finden [139]: (My, 1) und (Mo, o) seien zwei
MaBrédume, f : My x My — € eine meBbare Funktion und 0 < p < co. Dann gilt

{ j [ f\f(xl,xQ)\ d#l]pdﬂz}l/p < j { f If(xl,xQ)\"duz] v dus.

Mz =My M1 = M2

Mit My = {0,1}, 1 als ZdhlmaB sowie f1(x) = F(1,x) und fo(x) = F(2,x) fir x € M, geht diese
Ungleichung in die gewdhnliche Minkowski-Ungleichung iiber. Der Name ,,Dreiecksungleichung” kommt na-
tiirlich von der unmittelbar anbschaulichen geometrischen Interpretation, wonach in jedem ebenen Dreieck
die Summe zweier Seitenldngen stets groBer als die dritte ist.

Dieses Werk ist copyrightgeschiitzt und darf in keiner Form vervielféltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fiir den persénlichen Gebrauch.



2.2, TOPOLOGISCHE VEKTORRAUME 119

= (FCOI+ lgCID I Gx) + g0 177
= [FCAIIF ) + g0 1778+ lgCOll T Fx) + () [P
Nun sei g = p/(p — 1), dann gilt 1/p+ 1/q = 1. Damit ist

£+ glP=Mg = [11f +gllP dp < oo,
M

also || F+g||P~t € ZL9(M, u, £). Nach Ungleichung 2.80 folgt

IF+alz=[If+glPdus [IFIIF+gl> dut [llghlIf+gl" " du
M M M
S UFIp I + g 1P g + gl 1 £ + g 1P lg
= (IFllo+ lgl) 11 £+ g 1Pl

1/q
= ([Ifllp + llgll) [J || £+ gD du]
M

(p=1)/p
= (Ifllp + llgllp) [ f I +gll” du} = (Il + gl I £+ g5
M

und beidseitiges Dividieren durch || f + g||5~* liefert die behauptete Ungleichung!®.

3. Fall: p = oo: Hier gilt wieder mit der gewdhnlichen Dreiecksungleichung
[f+9llec =esssup{[[F(x)+9g(x)[l | x €M}
S esssup {[IFO)] + lg() | x € M}
=esssup {[[F(x)Il | x € M} +esssup{|[lg(x)|l | x e M}
= [Ifllee + ll9llec.
also die behauptete Ungleichung. |

Fiir 0 < p < 1 sind die Holdersche Ungleichung und die Minkowski-Ungleichung falsch.
Hier gilt einerseits fir 1 < r,s < oo mit 1/r +1/s = 1 fir f = 0 und g = 0 nach
Ungleichung 2.80

A = Egl gl 1, < [IFalt™ |, gl = I,

= IF gl gl 7,

108]m soeben beschriebenen Beweis wird die Minkowski-Ungleichung aus der Hélderschen Ungleichung
abgeleitet; die umgekehrte Richtung ist jedoch ebenfalls gangbar, siche zum Beispiel [242]. Fiir 1 < p < oo
sind die beiden Ungleichungen daher dquivalent.
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also
MEI S < gl [llgl =5

oder
glls 2 NF e llgl- /¢,

das heiBt, fir f € Z°?(M,u,E) und g € LM, 1, E) mit g(x) # O fast iiberall sowie
O0<p<lund-1<g<O0Omitl/p+1/qg=1gilt

Ifglly = 171l lgllq-

Andererseits gilt fiir f,g € ZP(M, 1, E)und 0 < p <1

P
pr

JIE+gledu < [ (IFI7+ lgl”) due = 15+ g1
M M

also
I +glls 2 Il + N9l (2.27)

Die Ungleichungen drehen sich somit gerade um?°°.
In dieser Weise mit technischen Hilfsmitteln ausgestattet, kénnen wir uns nun an die
zentrale Aussage des vorliegenden Abschnitts machen.

2.82 Satz von Riesz-Fischer:''* Fiir 1 < p < oo ist der Raum £ P(M, i, £) mit der
|| |l,-Norm ein Banachraum.

Beweis: 1. Fall: 1 = p < co. Wir zeigen zunachst, daB || ||, eine Norm auf .Z?(M, p, &) ist.
Normaxiom (i): Direktes Nachrechnen liefert fiir alle A € C und alle f € ZP(M, 1, E)

1/p
el = (finriau) = (i [ 171 o)
M M
1/p
= (1P am) = i,
M

Normaxiom (ii): Das ist genau die Minkowski-Ungleichung.
Normaxiom (iii): Aus [|f(x)|| = 0 fiir alle x € M folgt [ ||f||Pdu = 0. AuBerdem gilt

1/p

M
JIIflP diw = 0 genau dann, wenn f fast iiberall verschwindet, in £ ?(M, u, £) ist daher
M

[Ifll, = 0 dquivalent zu f = 0.

109Sjehe hierzu [142] und [254].

110Genaugenommen handelt es sich hier um eine Verallgemeinerung des urspriinglich von Riesz und Fischer
unabhiangig voneinander gewonnenen Resultats, welches den Spezialfall p = 2 zum Inhalt hat. Riesz zeigte,
daB jedes Element von £2 genau aus den Fourierkoeffizienten einer % 2-Funktion besteht [304], wahrend
Fischer die dazu iquivalente Aussage der Vollstandigkeit von .Z2([0, 1].\) bewies [101]. Diesem fiir die
Quantenmechanik besonders wichtigen Spezielfall gehdrt weiter unten ein ganzer Abschnitt fiir sich allein.
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Nun zeigen wir die Vollstandigkeit von £ P(M, w, £). Dazu sei (f,,),cn eine beliebige Cauchy-
Folge in ZP(M, i, &) und (f,,,)jen eine Teilfolge mit f,, = 0 und || f, fo, llp = 277 fiir

J

alle j € N. Dann gilt fiir alle m e N

Z Il fn/«f»l( fm(X I
Jj=0

Nach Satz 1.21 gilt daher

el

P

m
ZH frje = T, HP§Z2_J <2
Jj=0

Z H fﬂ/+1(x) - fru(x)
J=0

folglich ist >~ || f,,.,(x) — fa,(x) || fast iiberall beschrankt, und somit konvergiert die Reihe
J=0

2 (fa,.,(x) = fa,(x)) fast iiberall auf M absolut. Nach Satz 1.21 ist daher die Funktion f

Jj=0

mit £(x) = > (fn,,(x) = f,(x)) in ZP(M, i, ). Nun gilt fiir alle j € N

J=0

2

Jj-1

(f,

N1
0

—fo) =Foy = fog A+ oy —fo 4+ o, = Fo =T

J

ES
Il

daraus folgt fiir alle j € N

j*l

o0
§ : ”k>17 ”k\li
k=

k=0

H - nJ Hp Nier — ”k

und mit Ungleichung 2.81 weiter

- n HP ZH fnk“*fnk Hpgzzikzzﬂjrl-
k=J

Wegen lim 277+ = 0 gilt somit auch lim || f — f, ||, = 0, das heiBt, die Folge (f,,)jen
Jj—o0 Jj—00

konvergiert in ZP(M, i, £) gegen f. Da (f,)n,en eine Cauchy-Foilge ist, konvergiert auch
sie gegen f.

2. Fall: p = co. Wir zeigen wieder zunichst, daB || |- eine Norm auf £ *°(M, i, £) ist.
Normaxiom (i): Fiir alle X € C und alle f € Z>°(M, i, &) gilt

XN fllw =esssup{ [NF(X)|| | xeM}=inf{C 20| |Xf(x)|| £ C fast iiberall }
=inf{CzZ0]||\|f(x)]| £C fast iiberall }
=|Ainf{C 20| [|[f(x)]| £ C fast iiberall } = |\|[|f]|cc-
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Normaxiom (ii): Das ist wieder die Minkowski-Ungleichung.
Normaxiom (iii): Klar aufgrund der Definition von || |/s.

AbschlieBend zeigen wir die Vollstandigkeit von .Z (M, u, £). Dazu sei (f,)n,en eine belie-
bige Cauchy-Folge in £ (M, w, £); dann gilt fast tiberall auf M fiir alle n € N

120011 = Ifalloo
und damit fiir alle n,m € N
| ) = 2O | S 1 i = Fo e (2.28)

Da die Folge (||fy]|oo)nen beschrinkt ist, gibt es eine Nullmenge N C M, sodaB (f,),en auf
M\ N gleichmiBig gegen eine Funktion f € .2 (M, u, £) konvergiert. Nun sei

Fx) = f(x) fir xeM\N,
= 0 fir xeN,

dann ist £ € Z>*(M,u, &), und es gilt lim ||f, — |l = 0, das heiBt, (||sllcc)nen
n—oo

konvergiert in 2 >°(M, i1, £) gegen f. O

Zwei Beispiele fiir . P-Funktionen, jeweils zum Lebesgue-MaB A, sollen die Sache ein

wenig illustrieren und gleichzeitig zum nachsten Satz iiberleiten, der unter speziellen Voraus-

setzungen eine Hierarchie der £ P-Riume liefert. Im folgenden sei &€ = R U {oc} und X das
Lebesgue-MaB auf einer Menge Q.

a) Essei Q=R und f(x) = e mit a > 0. Fiir alle p € [1, o0) liefert die Substitution

x = (t/p)*?
: T 17 ~ r(1/a)
P px _ ty1/a—1
]i\f\ dx—ije T Je e de=

und daraus folgt f € ZP(R,\) fir 1 < p < oo. Aufgrund von e P*" < 1 gilt
zusatzlich auch f € Z*°(R, \).

b) Nunsei Q =1[0,1] und f(x) = x? mit a€ R\ {0, 1}, dann gilt fir p € R

1 191
j‘f\pdkzjx’”dX:{Xpﬁl} - T
6l 5 pa+1l], pa+

ein Ausdruck, der fiir pa < —1 negativ und fiir pa = —1 unendlich wird. Folglich gilt
fe ZP(0,1],\) fir pa> —1. Da auBerdem f fiir a < 0 auf jedem abgeschlossenen
Intervall [0, b] mit O < b < 1 unbeschrinkt ist, gilt f € £ ([0, 1], A) nur fiir a > 0.
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Fiir a < 0 bleibt im zweiten Beispiel die Aussage f € .2 ?([0, 1], \) offenbar giiltig, wenn man
p vergroBert, wahrend sie fiir kleineres p womdglich falsch wird. In der Tat gilt allgemeiner
folgendes.

2.83 Satz: Ist (Q, &, ) ein MaBraum mit u(Q) < oo und 0 < p < q < oo, dann gilt
LI, E) T LP(QuE).

Beweis: 1. Fall: ¢ < co. Essei f € Z9(Q, u,E) und r = q/(q— p), also p/qg+1/r = 1.
Mit Ungleichung 2.80 folgt

p/aq 1/r
[t a= [ vans ([arpea)  ( f1ra)
Q Q Q Q

oder
IF115 = 171§ 1() < oo,
und damit ist f € ZP(Q, u, E).
2. Fall: g =00. Sei f € (2, 4,E) und 0 < p < oo. Dann gilt

[UF17 e < [UFIE d = 17112, [ = 1F12 m(2) < oo,
Q Q Q

also ist f € ZP(Q, ). O

Als unmittelbare Folgerung aus dem soeben bewiesenen Satz ergibt sich ein wesentliches
Resultat iiber Konvergenz in .Z P-Raumen.

2.84 Corollar: Ist 0 < p < g < oo, dann folgt aus der Konvergenz in ¥ 9 die Konvergenz
in £ P gegen denselben Grenzwert.

Beweis: Konvergiert die Folge (f,)hen C -9 gemaB der || ||-Norm gegen ein f € £ 9, so
gilt lim [ f, —f|lq = 0. Gleichzeitig gilt || f, — f ||, < || f» — f ||, w(S2) fiir alle n € N und
damint_zfjch lim || f, —fl, =0, das heiBt, (f,)nen konvergiert in £P gemaB der || |,
ebenfalls geggﬁ? O

Aus Satz 2.83 folgt, daB man fiir eine Menge Q2 mit u(£2) < oo Banachraum-Inklusions-
ketten der Form Z*(Q) C ... C L9(Q) C ZLP(Q) C ... C ZQ) mit aufsteigenden
Indices p < g bilden kann. Damit liegt die Vermutung nahe, daB der Durchschnitt iiber solche
Ketten schlieBlich auf .Z () fiihrt, was sich fiir den betrachteten Fall maBbeschrinkter
topologischer Raume allgemein bestatigen |aBt.

2.85 Corollar: Es sei 2 eine Menge mit 1(2) < co. Dann gilt
L7 Qu &) =2L=(QuE).

pz1
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Beweis: Nach Satz 2.83 gilt Z>~(Q,u, &) € ZLP(Q, w, &) fir alle p = 1, daraus folgt
unmittelbar

L2 p ) C [ LP(QwE) (2.29)
p=1
Ist andererseits f € [ .£P(2, w, E), dann gilt [ [|f(x)]|” dx < oo fiir alle p 2 1. Es folgt
pz1 Q

SO dx < (IR di = IF12, [ duw = 1118, () < o0
Q Q Q

fiir alle p = 1 und wegen u(2) < oo dann auch ||f]|. < co. Folglich ist f € Z>(Q, u, &)
und damit

L2 E) D[ L E). (2.30)
p=1
(2.29) und (2.30) liefern gemeinsam die Behauptung. O

Gibt man die zusatzliche Forderung () < oo auf, verliert Satz 2.83 seine Giiltigkeit;
stattdessen erhdlt man nur mehr das folgende, schwichere Resultat.

2.86 Satz: Ist (M, G, ) ein beliebiger MaBraum und 1 < p < r < q < oo, dann gilt
ZLPM,p,E)NZLIM, 1w, &) C LM, k).

Beweis: 1. Fall: ¢ < 0co. Essei f € ZPNZ%und 0 < a < 1sodaBa/p+(1—a)/qg=1/r,
dann gilt nach Ungleichung 2.80

[ UFIdw = [OAP1™ [ du
M M

) ar/p ) (1-a)r/q
<( uran) " ( [ir1ean)
M M

IFl7 S NSNS " < oo,

und damit

also f € £ (M, u, €).

2. Fall: g = oo. Fiir p = r = oo ist die Aussage des Satzes trivial, daher sei ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit 1 < p < r < oo, auBerdem sei f € £P N .. Dann ist wegen
IFCON™ = IFCOP 1 (x)]|"P und Ungleichung 2.80

f\lfl\rdu = NI = AP I M = P I oo
M

Nun ist nach Voraussetzung sowohl ||f||, < oo als auch ||f]|s < oo, woraus
NPl = [IF]]5 < oo und || [FI"? || < oo und damit auch

U1 e = 71y < oo
M

folgt. Also ist f € Z"(M, u, E). O
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Das bedeutet, daB fiir u(M) = oo im allgemeinen aus 0 < p < g < oo weder
LU, E) C LP(Q u E)noch L9(Q, 1, E) D ZLP(Q, w, &) folgt. Beispiele hierfiir sind
die Funktionen f(x) = 1/x und g(x) = 1/(xV x — 1). Beide sind auf [1, co] beschrinkt;
auBerdem gilt einerseits

T dx o
j7= [Inx]7 =00
1

und

IL: [2 arctan\/xfl}jozw
1

xVx—1

und
TL_ LT S
x2(x—1) |x x—1|,

1
Damit ist f ¢ Z([1,<]), aber f € ZP([1,00]) fiir 1 < p < o0, und g € L ([1, 0]),
aber g ¢ £ 2([1, oc]). Entsprechend ist weder .#1([1, c]) eine Teilmenge von .Z?([1, ])
fiir 1 < p < oo, noch ist £ ?([1, oc]) eine solche von .Z*([1, q]).

Ist v ein beziiglich u absolut stetiges MaB, dann iibertragen sich die integrationstheo-
retischen Eigenschaften p-integrierbarer Funktionen auf v-Integrierbarkeit. Dasselbe gilt fiir
die totale Variation v(u). Folglich sind . P-R3aume beziiglich 1 auch solche beziiglich v und
beziiglich v(u); die Aussagen der Sitze 2.83 - 2.86 bleiben dabei jeweils erhalten.

Im folgenden betrachten wir, sofern nicht ausdriicklich anderes gesagt wird, .ZP-Raume
von Funktionen mit Wertemenge C U { —oc, oo }. Wir schreiben dafiir der Einfacheit halber
ZLP(M, 1) beziehungsweise £ (M, ).

£ P-Raume enthalten natiirlich nicht nur stetige und stetig differenzierbare Funktionen,
sondern insbesondere auch solche mit wesentlich sperrigeren Eigenschaften, und so stellt sich
die Frage, ob es in solchen Funktionenrdumen dichte Unterrdume zahmerer Funktionen gibt,
denn das wiirde bedeuten, daB man die widerborstigen Elemente der .# P-Riume durch hand-
lichere Exemplare beliebig genau approximieren kann. Hier hat man insbesondere die Rdume
Cc(M) und C2°(M) der stetigen beziehungsweise unendlich oft differenzierbaren Funktionen
mit kompaktem Trager auf M im Blick!'!; natiirlich gilt fiir diese C.(M) C .Z?(M, ) und
C(M) C ZLP(M, ) fir alle 1 < p < co. — Der folgende Satz leistet nun genau das ge-
wiinschte.

2.87 Satz: Es sei M ein metrischer Raum, u ein Radon-MaB auf M und 1 < p < oo. Dann
sind C.(M) und C*(M) dicht in £ P(M, ).

H1Der Raum C°(M) wird auch mit 2(M) bezeichnet. Seine Elemente heiBen Testfunktionen; wir kommen
in Band 2 darauf zuriick.
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Beweis: Betrachte die Menge ¢ := {x, | X € & A u(X) < oo}; ihre lineare Hiille ist
die Menge &(M) der einfachen Funktionen? auf M. Diese sind dicht in der Menge der
meBbaren Funktionen auf M, daher gilt £(M) D .ZP(M, u) fiir alle 1 £ p < co. Nun sei
X e 6, u(X) < oo, dann ist X kompakt, und auBerdem gibt es nach Satz 1.18 fiir alle e > 0
kompakte Mengen A C X mit u(X\ A) < €/2 und B C M\ X mit u((M\ X) \ B) < g/2.
Dabei sind A und B auBerdem nichtleer und disjunkt. M ist als metrischer Raum insbesondere
auch normal, nach Satz 1.4 gibt es somit eine stetige Funktion f : M — [0, 1] mit f(x) =1
fiir x € A und f(x) = 0 fiir x € B. Mit dieser gilt

% () = f(X)[[=0 fir xeAVxeB

und
O§Hxx(x)ff(x)|\§1 fir x e X\AV xe (M\X)\B

sowie M=A U B U X\ AU (M\X)\ B. Hieraus folgt

e = £l = [ 11 = £117 dus
M
< [au+ [ du=u(X\A) +A((M\X)\B) =,
X\A (M\X)\B

das heiBt, jedes X, ist in der || |[,-Norm beliebig genau durch stetige Funktionen mit kom-
paktem Trager approximierbar. Damit gilt £(M) C C.(M), also C.(M) = Z*(M, ).
Jetzt sei fiir e € € mit ||e|| = 1 und fiir alle e > 0

{exp <¥>} ce fir [|x|| <e,
de(x) = lIx|I> —e2

0 sonst

und

5.(x)

fe = .E )
)= oo

dann ist f € C°(M) und [ f(x) du = 1. Weiter sei fiir X € &, u(X) < oo
M

9:(x) = [ felx—y) duy);

X

hierfiir gilt

1 falls x e X A d(x,0X) = ¢,
gl =
0 falls x¢X A d(x,0X) <€

H"2Sjehe Abschnitt 1.2.2.
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und

0= |lge(x)]| =1 fiir alle x € X.
Fiir ¢ — 0 konvergiert g somit punktweise gegen x, . Zusatzlich gilt [|g:(x)|| = x,(x),
nach Satz 1.21 konvergiert daher g, fiir ¢ — 0 auch in der || [|,-Norm gegen X, . AuBerdem
ist gc € .ZP(M, w), das heiBt, jedes x,, ist in der || ||,-Norm beliebig genau durch unendlich
oft differenzierbare Funktionen mit kompaktem Trager approximierbar. Damit gilt
&(M) C CX(M), also CX(M) = ZP(M, ). O

DaB der Fall p = oo in Satz 2.87 nicht enthalten ist, 13Bt sich anhand eines einfachen
Gegenbeispiels begriinden. Sei f = 1, dann gilt ||f]|c = 1, also ist f € Z>(M, ). Ist
g € C.(M) beliebig, dann gibt es eine kompakte Menge A C M, sodaB g(x) = O fiir alle
x € M\A. Damit gilt auch (f—g)(x) = 1 fiir alle x € M\ A, das heiBt, esist || f —g|[oc = 1
fir alle g € C.(M), und C.(M) und damit auch C°(M) sind nicht dicht in £ >°(M, ).

Analoges gilt nun auch fiir naheliegende Verallgemeinerungen der soeben betrachteten
Funktionenrdume, genauergesagt fiir die Rdume Co(M) der stetigen und C$°(M) der unend-
lich oft differenzierbaren Funktionen, die fiir ||x|| — oo verschwinden, und generell fiir die
Raume C(M) aller stetigen und C°°(M) aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf
einer vorgegebenen Menge M. Ersichtlicherweise gilt einerseits

Ce(M) € Co(M) C C(M)

und
C2(M) € CF(M) € C=(M),

andererseits sind jedoch Co, C, C* und Cg° keine Teilmengen der .Z”-Raume. Das fiihrt
zusammen mit Satz 2.87 auf das folgende

2.88 Corollar: Ist M ein metrischer Raum, . ein Radon-MaB auf M und 1 < p < oo, dann
sind Co(M) N ZLP(M, 1) und CF(M) N LP(M, 1) sowie C(M) N ZP(M, u) und
C®(M) N ZP(M, ) dicht in ZP(M, ).

Ein spezielles und gleichzeitig das wichtigste Beispiel fiir obige Sachverhalte ist das
Lebesgue-MaB X\ auf dem R". Es ist ein Radon-MaB, gleichzeitig weist der R"” samtliche
gewiinschten Eigenschaften auf (normal, lokalkompakt, metrisch), sodaB fiir 1 < p < oo und
alle offenen Mengen 2 € R” die Raume C.(£2), Co(2) und C(Q2) sowie CX(2), CF(2)
und C*(Q) dicht in £ ”(2, ) sind.

Nachdem nun Aussagen iiber dichte Teilmengen der .2 P-Raume zur Verfligung stehen,
stellt sich automatisch die Frage nach deren Separabilitdt. Wir einnern daran, daB ein me-
trischer Raum separabel heiBt, wenn er eine abzahlbare dichte Teilmenge besitzt. Auch hier
findet man wieder unterschiedliches Verhalten fiir p < oo und p = oc.

2.89 Satz: Es seien (M, &, ) ein MaBraum, w ein o-finites MaB und & abzihlbar erzeugt.
Dann sind fiir 1 £ p < oo die Raume £ P(M, ) separabel.
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Beweis: Wir konstruieren zundchst eine geeignete abzihlbare Teilmenge Z(M, u) von
ZP(M, 1). Dazu sei 2 eine abzahlbare Familie von Mengen mit & = o (), sodaB es eine

Folge (Ap)nen in 2 gibt mit u(A,) < oo fiir alle n € N und |J A, = M. AuBerdem sei
n=0

A={XePM) | XAV M\ XA}
und

B/Jy BiJ c §t n,meN

IDE

2=

Jj=1 i
Ao ist abzihlbar, und es gilt 0(Ay) = S. Nun sei

Z(M, p) = {‘P:ZO‘]XBJ

Jj=1
A(M, w) ist abzéhlbar, und es gilt Z(M, 1) C ZP(M, u).
Wir zeigen jetzt, daB Z(M, u) dicht ist in £P(M, u). Ist f € Z(M, 1), dann gibt es zu
jedem E > 0 eine einfache Funktion g € ZP(M, ) mit || f — g||, < €/3. Wir wahlen

1

aj € Q[i], Bj € Ao, u(B)) < oo, neN}.

gfzﬁjxc mit C; € G und u(C;) > oo fiirj =1,2,..., n und dazu
Y, ’Yz ..... Yo € Q[ 7], sodaB

n n
E::WJ><Q,"ZE:KZ>(Q
Jj=1 Jj=1

Als nichstes wihlen wir eine Folge (D,),en aus 2o mit u(D,) < oo fiir alle n € N und
n

U D, = M. Daraus konstruieren wir eine weitere Folge (E,),en := |J D; in o; fiir diese
n=0 J=0

gilt E;, D F,,, sofern m > n. Fiir jedes A € & mit u(A) < oo betrachten wir auBerdem die
Folge (Fn)nen := (ANE,)nen; auch fir diese gilt F,, D F,, sofern m > n. Die Mengen

n
<1 B llxe o <
J=1

Fot1\Fn n €N, sind paarweise disjunkt, fiir alle n € Nist F, = (J (F;+1\F; ), damit auch

J=0
UF,=
n=0

[
3

(Fae1 \ Fp) und folglich, weil w ein o-finites MaB ist,

Il
o

n

u(fng) ~u(UFe) =§_Ou(m\m

n=0

n

~ im Zu Froa\Fy) = lim u(U Faa\) ) = fim u(F)

Also gibt es ein N € N, sodal3

w(Fn) > u(A) —g/6. (2.31)
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oo
Nun wihlen wir eine Folge (G,)men mit Fy = |J Gy, sodaB
m=0

u(FN\gOGm> =u<<A\gOGm> N EN> <e/6

ist, und zu jedem n=0,12..., N ein H, € 2o mit u((G, AH,) NEy) <e/6N. Dann
gilt H:= U H, sowie

n=0

w((AAH)NEN) S ((AAUG )n EN>+M<(<”LI_VJOG,,>AH>H EN>

m((xmgocn) nen) ES (G0 M) 1 E)

n=0

N €
TR

cmm

Es folgt HN Ey € Ao und weiter

RAA(HNEN)) S u(AA(ANEN)) +u((ANEN)A(HNEY))
€

= w(A\(ANE)) +p((AAH)NEN) < T+ = 2.

mit (2.31) also u(A A H) < g/3. Damit finden wir zu jedem C; aus der Darstellung von g
oben ein 61 € G, sodaB

n n
Srxg - e
Jj=1 Jj=1

n
Es gilt Z'\/J-XE/ € & und aufgrund von Ungleichung 2.81 auBerdem
Jj=1

n n n
Hf—waaj §Hf—g|\p+Hg—Z'vjxc, + - mixg
= p j=1 P =1

<t4iifioe
3 3 3
Das ist fiir beliebige f € ZP(M,u) und € > 0 der Fall, folgich ist 2(M, ©) dicht in
LM, ). O

Damit folgt fiir 1 < p < oo nach Satz 2.64 fiir die Miachtigkeit und die algebraische Dimension
derjenigen Raume £ ”(M, X), welche die Voraussetzungen von Satz 2.87 erfiillen, der Wert
¢ und nach Satz 2.78 fiir deren topologische Dimension der Wert Ry.
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Auf die Forderung an das verwendete MaB, o-finit zu sein, kann bei Satz 2.87 nicht
verzichtet werden!'3. Es gilt nimlich der folgende

2.90 Satz: Ist (M, &, ) ein MaBraum mit nicht o-finitem MaB u und 1 < p < oo, dann
sind die Riume £ P(M, u) nicht separabel.

Beweis: T sei eine Ordinalzahl, sodaB es eine Familie (A,)y<r von Teilmengen von M gibt
mit M= |J und u(A,) < oo fiir alle y < I'. Damit gilt auch ”XANHP < oo fiir alle y < T.

<
Nach Voraussetzung ist || > No, das heiBt, (Ay)y<r ist liberabzihlbar. Nun sei j : R — I
eine injektive Abbildung und f; = X Es gilt ||f:]] < oo fir alle t € R, daher ist
{fi | t € R§} eine liberabzihlbare Teilmenge von .ZP(R", 1), und es gilt || f; — fp |, =1
fiir t # t'. Satz 2.19 liefert damit die Behauptung. |

Zwei Beispiele zur lllustration: Q2 C R” sei offen, B(Q2) die zugehdrige Borel-Algebra
und X das Lebesgue-MaB; dieses ist o-finit auf Q. AuBerdem umfaBt B(2) die Menge der
n-dimensionalen Quader mit rationalen Eckpunkten und ist damit abzahlbar erzeugt. Nach
Satz 2.89 sind die Raume ZP(Q2, A\) fir 1 < p < oo folglich separabel. Betrachten wir
andererseits den gesamten R", dessen Borel-Algebra B(RR"”) und wihlen als MaB u das
ZdhlmaB, dann ist letzteres hier natiirlich nicht o-finit, denn iiberabzadhlbare Mengen sind nur
als abzdhlbare Vereinigungen tiberabzahlbarer Mengen darstellbar. Nach Satz 2.90 sind somit
fir 1 £ p < oo die Rdume ZP(R", ) nicht separabel.

Der Fall p = oo ist iibersichtlicher; fiir ihn gilt generell*1

2.91 Satz: £ °°(M, u) ist nicht separabel.

Beweis: Sei a € M fest gewahlt. Betrachte fiir t € R§ und x € M die Funktionen f; mit

1 falls 0 |[x—all St
fe(x) =
0 falls t> | x—al.

Dann ist fy € Z*(M,X) fir t € Rg, und die Menge {f; | t € R§} C Z>(M, ) ist
tiberabzahlbar. AuBerdem gilt || f; — fu ||o = 1 fir t # t'. Mit Satz 2.19 folgt daraus die
Behauptung. O

Entsprechend ist die algebraische Dimension der . P-Rdume mit nicht o-finitem MaB sowie
der £ *°-Raume groBer als ¢ und deren topologische Dimension groBer als Rg.

Fiir die Belange der Quantenmechanik von besonderer Bedeutung sind die Dualrdume der
£ P-Riaume. Wichtige Informationen hierliber erteilt der

H3Fiir den Spezialfall eines MaBraums (Q, &, 1) mit u(Q) < oo I4Bt sich die Aussage von Satz 2.87
folgendermaBen umformulieren: Fiir 1 < p < oo ist £ P(Q, 1) genau dann separabel, wenn & als metrischer
Raum mit der Metrik d(A, B) = (A A B) separabel ist. Einen Beweis hierfiir findet man in [46].

H4und natiirlich unter der Voraussetzung, daB M eine unendliche Menge ist.
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2.92 Rieszscher Darstellungssatz:''> (M, &, 1) sei ein MaBraum, und fiir 1 < p, g < oo

gelte 1/p+1/q = 1. Dann ist die Abbildung T : £P(M, u) — L (M, 1) mit

T(f)g = [ fgdu
M

ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis: GemaB der Integraldefinition aus Abschnitt 1.2.2 ist T eine lineare Abbildung. Der
Nachweis von T als isometrischen Isomorphismus erfolgt in drei Schritten.

1. Zunichst liefert Satz 2.80 fiir alle g € £ 9(M, u)

17(F)al = | [ o du| < [ Faldu = I£l < Il sl
M

M

also ist T stetig und T(f) € L 9(M, u)’ mit ||T(F)]| < ||l
Umgekehrt sei
[F(x)[P72f(x) falls f(x)#0
h(x) =
0 falls f(x)=0,

dann ist B
T()h= [ hdu= [|FP2FFdu= [ 17 du= ]2
M M M

und damit aufgrund von der Linearitdt der Abbildung T sowie der Definition 2.28 der Opera-
tornorm und [|h/||h]|qllq = 1

h 1 _IFlIE

ION= 70 o, = a, 7O = an,

Nun ist
1/q

Il = (Juﬂpl]w)w - (Juf\ﬂ/qrdu)
- (Wdu)w —IFlgre,

H5Der Satz wurde zunichst und unabhingig voneinander 1907 von Riesz [305] und Fréchet [106] fiir das
Lebesgue-MaB X\ und .2 2([a, b], \) bewiesen. Auf diesen Spezialfall wird weiter unten ausfiihrlich zuriickzu-
kommen sein. Riesz verallgemeinerte die Aussage 1910 auf .Z”([a, b], A) fiir 1 < p < oo [308], Nikodym
1931 auf £ P(Q, ) mit endlichem MaBraum €2 [275], und McShane konnte 1950 das Resultat auf die Riume
ZP(M, 1) mit allgemeinen MaBraumen M ausdehnen [253]. Ein verwandtes Resultat geht urspriinglich eben-
falls auf Riesz zuriick [306], [307]; dieses wurde von Kakutani verallgemeinert [187] und wird hiufig ebenfalls
als Darstellungssatz von Riesz bezeichnet. Es besagt folgendes: Ist X ein lokalkompakter Hausdorff-Raum,
dann gibt es zu jedem stetigen linearen Funktional ¢ : X — C ein eindeutig bestimmtes Radon-MaB (i, sodal8
@(f) = [ f(x) du gilt fiir alle f € X'. Umgekehrt ist fiir jedes Radon-MaB . auf X durch ¢(f) = [ f(x) du

X X

ein Funktional ¢ € X' gegeben. Details hierzu findet man beispielsweise bei [56].
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e 17l _ iFls
2= —E = ||f[57PT = [ FIIECD = | fl,
Al | FlI5e i P i
und daraus folgt || T(f)|| = ||f],. Insgesamt ergibt sich so | T(f)|| = ||f]|,, das heiBt, T ist

eine Isometrie.
2.5 f e ZP(M, 1) eine weitere Funktion mit

T(Fg = [ fodu.
M
dann ist fiir alle g € .Z9(M, )
jfg du = f fgdu
M M

oder ~
[f—flgdu=0,

LS

das heiBt f = f. Damit ist T injektiv.

3. Nun sei T ein beliebiges lineares stetiges Funktional auf £ ?(M, u).
Zunichst sei u(M) < oo. Fiir jede meBbare Menge A C M definieren wir v(A) := Tx,.
Die Linearitat von T und die Additivitat charakteristischer Funktionen fiir disjunkte Mengen

o0
garantiert die Additivitat von v. Ist auBerdem A = (J A, mit paarweise disjunkten meBbaren
n=0

J
Mengen A, und B; = |J A,, dann gilt
n=0

1/p
i — = |i — p = _B. )]V —
m 1%, g I j[TC<J|xA X P ) = im [u(A =817 =0,

und die Stetigkeit von T liefert lim [[Tx, — Txy [l = 0 und damit lim v(B;) = v(A).
J—oo g J—roo

Damit ist v auch c-additiv und folglich ein komplexes MaB auf M. Aus p(A) = 0 folgt
X, (x) = 0 fast iiberall und damit v(A) = 0, das heiBt, v ist absolut stetig beziiglich y, und
nach Satz 1.2416 gibt es somit eine Funktion € £ (M, ) mit

TXA:jfdu:jfodu
A M

fiir alle meBbaren Mengen A C M. Daraus folgt

ffdu’ — 13,0 < 170 1l
A

H6Der Satz von Radon-Nikodym wird hiufig unter Verwendung des Rieszschen Darstellungssatzes fiir den
Spezialfall p = g = 2 bewiesen, siehe etwa [321], und dann wire dessen gerade gefiihrter Beweis zirkuldr. Der
Beweis des Satzes von Radon-Nykodym [4Bt sich jedoch auch auf anderem Wege fiihren, siehe beispielsweise
[254], sodaB dieses Problem tatsichlich nicht auftritt.
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und weil T linear und stetig ist, gilt auch
To=[fedu
M

sowie

[Fodu| <170l (232)
A

fiir alle einfachen Funktionen ¢ auf M.
Da die einfachen Funktionen dicht in der Menge der meBbaren Funktionen liegen, gibt es zu

jeder Funktion g € Z9(M, ) eine Folge (¢,),en einfacher Funktionen mit |,| < |g| fiir
alle n € N und lim ¢, = g; aufgrund der Stetigkeit von T folgt daraus
n—oo

Tg= lim Te, = lim jfcpndp,.
n—oo n*?OOM

Zusatzlich gilt [ f o, | < |f|[g] <[] lg]

p. und mit Satz 1.21 fiihrt das auf

Tg= J fgdu
M

fir alle g € Z9(M, ), sowie mit (2.32) auf

] < 171 lgll, (233)

(©n)nen sei nun wieder eine Folge einfacher Funktionen, die diesesmal fiir n — oo punkt-
weise gegen f konvergiert und fiir die |p,| = |f| gilt fir alle n € N. Auch die Existenz einer
solchen Folge ist garantiert, weil die einfachen Funktionen dicht in den meBbaren liegen,
denn die einfachen Funktionen sind dicht in . >°(M, w), und gleichmaBige Konvergenz zieht
punktweise Konvergenz nach sich. Damit gilt

IFllp = timinf [|on[l,. (2.34)

g — i( W’n| >q/P
"I \leallg
fiir alle n € N, dann ist erstens

loal \?
lgalle = (1. du = ( du=1,
f f AP

also g, € ZP(M, u) fiir alle n € N, zweitens wegen 1+ q/p = g

‘(pn a/p
l[0ngnldu= ‘w(
f f llonllq

AuBerdem sei

du
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oI
i Hq/p Jlonfee d = =5 H/ — @l (2.35)
und drittens - , )
ff [ lenl )q P loal \ 7
f9":*< = |f] =|fgal 2.36
GINCAP Tonla (2:36)

(2.34), (2.35) und (2.36) liefern gemeinsam

Ifll, < I|m |an | 0ngnldu
< lim infj £ g, du = lim infj fg,du = liminfTg, < |7,
n—oo M n—oo M n—oo

das heit f € ZP(M, u).
Als nichstes gelte u(M) = oo, und p sei o-finit. Die A, lassen sich dabei ohne Beschrankung
der Allgemeinheit so wahlen, daB A; C A fiir alle /,j € N mit / < j. Auf jedem A, induziert
w ein MaB oo, = K I S NP(A,). Wieder sei T ein beliebiges stetiges lineares Funktional auf
ZP(M, ). Wie soeben gezeigt gibt es fiir jedes n € N eine eindeutig bestimmte Funktion
fn€ ZLP(A,, u,An), sodall

Tg= J fogdis, (2.37)

An

mit [[f,ll, = [|T]| fir alle g € £ 9(A,, 1, ). Da die A, eine aufsteigende Inklusionskette

bilden, ist fiir alle /,j € N mit i < j jeweils f;j(x) = f;(x) fast tiberall auf A;, und folglich
existiert die Grenzfunktion f := lim f, fast iberall auf M. Nach Satz 1.22 gilt damit

1715 = [ 1Fldu = [liminf|£,| du < liminf [ |f,] de < 77,
n—oo n—oo
M M M

das heiBt f € ZP(M, ). Zusammen mit (2.37) garantiert dann die Stetigkeit von T, daB

‘Ingfgdu
M

gilt fiir alle g € Z9(M, ).

SchlieBlich sei (M) = oo und w nicht o-finit. 2 sei die Menge aller Teilmengen von M, die
abzdhlbare Vereinigungen aus Mengen von endlichem MaB sind. Erneut sei T ein beliebiges
stetiges lineares Funktional auf £ P(M, u). Wie soeben gezeigt gibt es zu jedem A € 2 eine
eindeutig bestimmte Funktion f, € ZP(A, u,), sodaB

Tg:fngduA
A
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mit |[f,ll, = ||IT] fir alle g € LP(A, w,); hierbei ist u, = p [ & NP(A). Damit gilt
sup{[[fAll, | A € &} = [|T]|. Nun wahlen wir eine transfinite Folge (A,)y<r aus 2l mit
A, C A, fiir alle p, 7 < T mit p < 7 und

Jim Iy Nl = 171 =0,

sodaB M = J A,. Wieder gilt fiir alle p, 7 < T mit p < T jeweils pr(x) = f, (x) fast
y<r "
iiberall auf A,. Damit erhalten wir eine eindeutig bestimmte Funktion f = Iimr fy mit
o

Tg= f fgdu
M
fiir alle g € £ 9(X, ). Hierbei gilt mit der transfiniten Fassung von Satz 1.22
I71lp = j 171P dus = j lim inf |£° da < |ig1<ipf’£ |£41° dis = tim inf 13 = 171,

und damit ist f € ZP(M, p).
In allen drei Fallen ist somit T surjektiv. |

Anders formuliert lautet die Aussage von Satz 2.92: Fiir0 < p,g < comit 1/p+1/g=1
gibt es zu jedem T € £ 9(M, )’ ein eindeutig bestimmtes f € .Z”(M, ), sodaB
Tg = [fgdu gilt fiir alle g € £9(M, u). Das heiBt, die Wirkung eines jeden stetigen

IinearenMFunktionals auf .Z9(M, ) 13Bt sich mit Hilfe eines eindeutig bestimmten Elements
von Z9(M, ) in Form eines Integrals schreiben!!”. — Der spezielle Fall p = g = 2 wird uns
ab dem nichsten Abschnitt so ausgiebig beschaftigen, daB es sich dort lohnt, den Rieszschen
Darstellungssatz fiir diese Situation gesondert zu formulieren.

Der soeben beschriebene Beweis beruht wesentlich auf der Einschrankung 1 < p < oo.
Werden speziellere Anforderungen an den betrachteten MaBraum gestellt, dann |48t sich der
Rieszsche Darstellungssatz auf den Fall p = 0o, g = 1 ausweiten.

2.93 Satz:''® M sei ein lokalkompakter, o-kompakter topologischer Raum und p ein MaB
auf M. Dann ist die Abbildung T : L (M, 1) — LM, 1)’ mit

T(f)g = [ fgdu
M

ein isometrischer Isomorphismus.

H7Fiir #P-Raume Banachraum-wertiger Funktionen sind fiir 1 < p,q < oo mit 1/p + 1/q = 1 jeweils
ZLP(M, 1, E) und LM, u, ) ebenfalls zueinander isometrisch isomorph. Genaueres dazu findet man in
[70].

H8Djeses Resultat stammt von Steinhaus [352].
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Beweis: Wieder ist die Linearitat von T klar, und zu zeigen bleibt dessen Isometrie und
Isomorphie.
1. Nach Ungleichung 2.80 gilt

1T(Fgl =

[ fad | < [ 1Faldu = gl < il ol
M M

fiir alle f € Z°°(M, ) und alle g € Z*(M, ), folglich ist ||T(f)]| < ||f]|o, und somit ist
T(f) € LM, u) fiir alle f € L°°(M, w).

Nun sei (A,), < eine Folge von Teilmengen von M mit A, = {x e M | |f(x)| 2 ||T||+1/n}.
Alle A, sind offensichtlich Nullmengen, daher ist

w(U) = mtx e 17012 151 =0,
n=0

und es folgt || T(F)|| = ||f|ls. Damit gilt |T(f)|| = ||f]|e, und T ist eine Isometrie.

2. lauft vollig analog zum entsprechenden Teil des Beweises von Satz 2.92, das heiBit, T ist
injektiv.

3. 7 sei ein beliebiges lineares stetiges Funktional auf .Z*(M, u).

Zunichst sei wieder (M) < oco. Dann ist nach Satz 2.83 ZP(M, u) C Z1(M, w) fiir alle
p > 1, und der Beweis von Satz 2.83 liefert zusatzlich

gl = llgllp u(M).

Es folgt
[Tgl = 171 lglls = 1T/ Igllp w(M)

fir alle g € £P(M, 1), und daraus wiederum T € £ P(M, u)". Nach Satz 2.92 gibt es daher
fiir alle p > 1 ein eindeutig bestimmtes f, € £ 9(M, u) mit g = p/(p — 1), sodaB

Tg:ffquu
M

und [|T|| = ||f]|q fir alle g € ZP(M, u). Fiir beliebige r, s > 1 mit r < s seien
fr e (M, u) und fs € £°(M, u) jeweils diese Funktionen; es folgt

Tg=[fgdu=[fgdu
M M

fiir alle g € ZP(M, ) mit p > 1, also auch fir h=(f, — f;) € £*(M, ). Das wiederum
liefert .
[(fr=fyhdu=[(fr=F)(F,=Ff)du=[|f,—f.Pdu=0,
M M M
folglich gilt f.(x) = fs(x) fast iiberall auf M. Das Funktional 148t sich daher fiir alle p > 1
durch dieselbe Funktion f darstellen; fiir diese gilt f € ZP(M, ) fir alle p > 1, also
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fe N ZP(M,wu), und nach Corollar 2.85 somit f € Z°°(M, ). Also ist T surjektiv.

p>1

Nun sei (M) = co. Nach Vorraussetzung Ist M darstellbar als M = J A, mit paarweise
n=0

disjunkten Mengen A, fiir die u(A,) < oo gilt fiir alle n € N. Ist & die o-Algebra, auf der

w definiert ist, dann sei wieder jeweils u, = 1 | P(A,) N &, und wie soeben gezeigt gibt es

fiir alle n € N eine eindeutig bestimmte Funktion f, € £ (A, ,), sodaB

Tg= j fngdu,
An

und ||T]| = ||l gilt fiir alle g € L (A, w,). Wir definieren £(x) = f,(x) fiir x € A, und
alle n € N, dann ist f € £ (M, ) mit ||f]|c = sup ||fslls und
neN

‘J’g:ffgdu,
M

mit ||T]| = || ]|« fiir alle g € £ (M, ). Folglich ist T surjektiv. O

Obiges Resultat besagt anders ausgedriickt, daB es auf lokalkompakten, o-kompakten MaB-

rdumen zu jedem @ € ZY(M, u) eine eindeutig bestimmte Funktion f € (M, pu)

gibt mit ¢ g = [fgdu fiir alle g € £*(M, ). Der umgekehrte Fall trifft nicht zu;
M

ZYM, 1) und £ (M, 1)’ sind nicht isometrisch isomorph. Zwar induziert jedes Element
f von Z*(M, i) ein Funktional ¢ € Z°°(M, u)’, wieder vermége der Abbildung T mit

T(f)g = [ fgdu, diese ist hier jedoch nicht surjektiv. Denn Satz 2.55 garantiert die Exi-
M

stenz von Funktionalen aus der Menge .Z>°(M, 1)’ \ T.2*(M, ). Das sieht man etwa
an folgendem Beispiel. (M, &, i) sei ein MaBraum und x € M. Dazu sei das Funktional
0y : Cc(M) — C definiert durch 6,(g) = g(x). Offensichtlich gilt [0x(9)] < |9, al-
so ist [[0x]| = 1 und folglich 0, € (Cc(M), | [loo)’. AuBerdem ist C.(M) ein Unterraum
von £ (M, 1), und nach Satz 2.55 gibt es dann eine Fortsetzung A, auf (M, u)
mit Ay (g) = g(x) fir alle g € £ (M, ) sowie [|Ac]| = 1. Angenommen, es gibe ein
fe LM, pu) mit

Ad9) = [ fadu (2.38)

M

fiir alle g € Z>(M, ), dann fiihrt die Anwendung dieser Vorschrift auf den Grenzwert g
der Funktionenfolge (gn)nen Mit g = Xixem | |x|<1/n} fiir alle n € N unter Verwendung
von Satz 1.21 auf

\Ax(g)|:]jf lim gnduH lim j'fgndu]:
M n—oo n—oo 0

ffdp,‘:o.
{0}

Aufgrund von || 9|l = 1 gilt jedoch nach Konstruktion |A,(g)| = 1 —ein Widerspruch. Daher
kann es fiir A, keine Darstellung der Form (2.38) geben. Das Funktional A, heiBt Diracsche
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Delta-Distribution und ist in der Quantenmechanik von groBer Bedeutung. Wir kommen in
Band 2 darauf zuriick und sehen dann, wie man dort trickreich und dem soeben beschriebenen
Sachverhalt zum Trotz dennoch Integraldarstellungen solcher und anderer, damit verwandter
Funktionale bastelt, wobei man allerdings iiber die Betrachtung von . P-Raumen und sogar
liber diejenige gewohnlicher Funktionen hinausgeht.

Die Satze 2.92 und 2.93 gestatten es unter den jeweils genannten Voraussetzungen, fiir
1S p<oound g=p/(p—1) den Dualraum ZP(M, )" elementweise mit dem Raum
Z9(M, ) zu identifizieren'?. Entsprechend lassen sich fiir 1 < p < co der Bidualraum
ZP(M, )" und der Raum £ P(M, u) elementweise identifizieren vermoge der Einbettungs-
abbildung ¢, die sich durch zweimaliges Anwenden der oben beschriebenen Abbildung T ergibt.
¢ ist folglich ein isometrischer Isomorphismus der Form (2.25), und man erhilt das folgende

2.94 Corollar: (M, S, i) sei ein MaBraum. Dann gilt:
(i) Firl < p< oo ist ZP(M, ) reflexiv .
(i) LY(M, ) und £ (M, w) sind nicht reflexiv 2.

Damit bleiben zwei Fragen offen, erstens diejenige nach dem Dualraum von £ *° und
zweitens die Frage, wovon .#’! der Dualraum ist. Hier ist die Situation komplizierter als in
den oben betrachteten Féllen, und es zeigt sich wie oben fiir einen der beiden Fille bereits
angedeutet, daB man dabei jeweils den Rahmen der £’ P-Raume verlaBt. Wir beginnen mit
der ersten der beiden Fragen und einer

2.95 Definition: Es seien M eine beliebige Menge und & eine o-Algebra auf M.
(i) ba(M, &) sei der Raum der beschrinkten additiven komplexen Funktionen auf & 122,

(i1) Zu einem positiven MaB p auf M sei ba(M, &, i) der Raum der beschrinkten additiven
komplexen Funktionen auf &, die absolut stetig sind beziiglich w.

Ist Z(M) die Menge aller disjunkter Zerlegungen von M aus Mengen von &, dann erhilt
man auf ba(M, &) und ba(M, &, 1) mit

Il = v(w, M) = sup{ S wA)] ' 3e f(M)}

A€3
jeweils eine Norm'23. Nach Konstruktion folgt fiir alle v € ba(M, &) und alle A € &

(A= lIvlly-

19F{ir 0 < p < 1 ist das natiirlich nicht der Fall, da hier wie erwshnt .2 P(M, u)’ = {0} gilt.

120F{ir Banachraum-wertige % P-Funktionen ist .2 (M, u, £) nur dann reflexiv, wenn auch & reflexiv ist.

21Das bleibt auch fiir (M, i, £) und .2 *(M, u, ) richtig.

122Dje Abkiirzung ba steht hier fiir ,bounded additive”. Entsprechend nennt man denjenigen Unterraum
von ba(M, &), der die o-additiven komplexen MaBe auf M enthilt, ca(M, &); hierbei bedeutet ca ,coun-
tably additive”. Funktionen, die auf Teilmengen der Potenzmenge einer Menge definiert sind, nennt man
naheliegenderweise auch Mengenfunktionen.

123Zur Definition von v siehe auch Abschnitt 1.2.1.

Dieses Werk ist copyrightgeschiitzt und darf in keiner Form vervielféltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fiir den persénlichen Gebrauch.



2.2, TOPOLOGISCHE VEKTORRAUME 139

Damit gilt der folgende

2.96 Satz: (i) Fiir jede Menge M und jede o-Algebra & auf M ist ba(M, &) mit der Norm
|l |, ein Banachraum.

(ii) Fiir jedes positive MaB p auf M ist ba(M, &, u) ein abgeschlossener Unterraum von
ba(M, &), also mit || ||, ebenfalls ein Banachraum.

Beweis: (i) (V4)nen sei eine Cauchy-Folge in ba(M, &), das heiBt, zu jedem € > 0 gebe es ein
N € N, sodaB || vy — vy ||, < € gilt fiir alle m, n 2 N. Dann gilt auch | v, (A) — v,(A) | < €
fiir alle A € G, das heiBt, die Folge (v,(A))nen ist konvergent fiir alle A € &. Setzt man
nILngo vo(A) = v(A), dann ist v eine beschrinkte Mengenfunktion; wegen der Vertauschbarkeit

des Limes mit endlichen Summen gilt auBerdem fiir disjunkte Mengen A,B € &
v(AUB) = lim v,(AUB) = lim v,(A)+ lim v,(B) = v(A) + v(B),
n—00 n—o0 n—o0
das heiBt, v ist auch eine additive Mengenfunktion auf &. SchlieBlich gilt wegen
[vm(A) —v(A)| Sefirallene Nundalle Ac &
im || vm— vy < lim liminf| vy, —v,|| =0
m—oo m—o0 n—oo
und damit lim v, = v € ba(M, &).
m—o0

(if) Nun sei (vp)pen eine Cauchy-Folge in ba(M, &); wie in (i) gezeigt gibt es dann ein
v e ba(M, &) mit v = lim v,. Fir alle A € G mit u(A) = 0 folgt dann nach Voraussetzung
n—oo

v(A) = lim v,(A) =0,
n—oo
das heift, es gilt v € ba(M, &, u). O
Nach diesen Vorbetrachtungen 138t sich nun die genaue Gestalt von £ (M, 1)’ ermitteln.

2.97 Satz:'?* Ist (M, &, u) ein MaBraum und w ein positives MaB, dann ist die Abbildung
T:ba(M, &, u) — Z°°(M, u) mit

T(n) f = [ fan
M
ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis: Wegen £ (M, 1) = £ (M, v(1)) kann man ohne Beschrankung der Allgemein-
heit voraussetzen, daB p ein positives MaB ist. Der Beweis erfolgt in vier Schritten.

1. Wir zeigen zunichst, daB T(n) € £ (M, u)’ firallen € ba(M, &, ). Ist f € Z>°(M, ),
dann ist £ pu-meBbar und insbesondere (M) beschrankt, und folglich ist

E]

M) A

1

J

124Djeses Resultat wurde unabhingig voneinander von Hildebrandt [157] sowie von Fichtenholz und Kan-
torovitsch [100] entdeckt. Vergleiche auch [78].
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wobei die A; paarweise disjunkte Elemente von & sind und so gewahlt werden konnen, daB
w(Aj) <6 gilt firj=1,2,..., n und vorgegebenem § > 0. Dann sind die Mengen
X; = f~1(A)) jeweils u-meBbar. Wahlt man fir j =1,2,..., n je ein a; € A; und setzt

n
Y5 = Zaj Xx/r
J=1

dann sind alle @5 p-meBbare einfache Funktionen, und es folgt | f(x) — @s(x) | < ¢ fiir alle
x € M. Da jedes n € ba(M, G, 1) absolut stetig beziiglich w ist, gibt es fiir jedes solche 7 zu
jedem € > 0 ein § > 0, sodaB aus |u(A)| < 9 stets [n(A)| < € folgt fiir alle A € S. Damit
sind alle ;5 auch n-meBbar, es gibt zu jedem € > 0 ein § > 0, sodaB | f(x) — ps(x) | < &
gilt, und folglich ist f m-meBbar. f ist wesentlich beschréankt beziiglich w, also auch beziiglich
7, und damit ist 1 m-integrierbar.

m
Nun seien Ay, As, ..., A, disjunkte Teilmengen von M und ¢ = )" a; X, e€ine einfache
J=1 ’

Funktion auf M; auBerdem sei £ : & — [0, 1] definiert durch

E)=[wdn=>"a;nENA).
E Jj=1

Ist X € E und (X1, Xs, ..., X,) eine disjunkte Zerlegung von X, dann folgt mit Hilfe der
Additivitat von n

Yo=Y

i=1

Zaﬂ)(X,ﬁAj)

=1

<) lagn(xinA)

=1 j=1

—ZZ\a,\v (X;NA)) Z|aj|v (XNA))

=1 j=1 j=1

3

Ms

< Y lajlvin ENA)) = [ lel dv(n)
E

1

J

also aufgrund der Definition von v

v(&.E) £ [ lol dv(n). (2.39)

Ist umgekehrt € > 0 und (A1, Aj2, ..., Ajn,) eine disjunkte Zerlegung von A;, sodaB

€

D InENAL > v(n ENA) -

q=1

NE

|a;l
1

J
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dann gilt

[EENA; Q] = lajl In(ENA; )]
sowie

ZZ\& ENAig) |722|a17) ENA;ql

Jj=1 g=1 Jj=1 g=1

> lajlvn ENA) — e = [l dv(n) -

— E

woraus

v(&.E) 2 [ lol dv(n) (2.40)
E
folgt. (2.39) und (2.40) liefern zusammen

v(&.E) = [ leldv(n). (241)

und da p € &(M) beliebig gewdhlt werden kann, ist das fiir alle einfache Funktionen auf M
der Fall. AuBerdem gilt

‘ an ENA)I < sup o] v(n.E)

und wegen sup |a,| =1 damit

1Sjsm
( wdn‘ < [ Il dv(m). (2.42)
E E
Als nichstes seien (r,),en eine Folge natiirlicher Zahlen, ((A,1, Ana, ..., Anr))nen eine

Folge von Familien disjunkter Mengen aus & und

(On)nex = <Z anj XAm>

j=1 eN

eine Folge meBbarer einfacher Funktionen auf M, sodaB lim | f(x) — @,(x)| = 0 gilt. Da
eine Funktion genau dann m-integrierbar ist, wenn sie v(n)-integrierbar ist, gibt es zu jedem
e >0ein N €N, sodal
j |f— @] dv(n) <e (2.43)
E

fiir alle n > N. Weiter seien die Folge (§,),cn additiver Mengenfunktionen auf & definiert
durch

&(E) = [ ondn
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sowie fiir alle f € £ *°(M, u1) die Mengenfunktion «y, durch
(€)= [ fan
E

fir E€ &. Ist dann (Ey, Ey, . .., E,») eine beliebige disjunkte Zerlegung der Menge E, so gilt
mit (2.43)

©)1- S I6E)I| <3 1(E) - €)= 3

Jj=1 J=1

J(f—wn dn'

E;j

<Y I —ealdn=[1f = e, dv(n) <e.
E

J=1 E

[an

GemaB der Definition von v gibt es auBerdem zu € > 0 eine disjunkte Zerlegung
(E¢1, E¢o, .., E¢p) von E mit

P
fwndn' SvEnE) =Y [ ledldn
i=1 " Eg,; i=1 Eg,
P 'n
< 7ZZ‘£N(EE./'QANJ)| <€
i=1 j=1
und analog eine disjunkte Zerlegung (E, 1, E4 2, ..., E., ) von E mit
q
— Z f fdn‘ <eE€.
i=1"Ey;

Fiir die disjunkte Zerlegung (A;; = E¢,NE,,, |1 <7< p, 1 <, < q) von E folgt damit

P g
e+ Y fwndn'
i=1 j=1"A;
und P q
v By <et D) J’fdn‘,
i=1 j=1"A;;
also
P q P a
v B) = v S| fonan| -3 3| [ ran|
i=1 j=1"A;; i=1 j=1"A;
P q

[1f=enldn=[|f =, dn.
E

i=1 j=1 Aj;
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und da f m-integrierbar ist, gibt es folglich zu jedem € > 0 ein N € N, sodaB
[v(7, E) = v(&n E) | < e fiiralle n > N. Also ist lim v(&,,E) = v(v,,E) firalle Ec &.
Mit (2.41) gilt daher
V(1. E) = [ || dv(n)
E

und mit (2.42)

< [l dvtm < 7
E
fir alle f € .2>°(M, ). Folglich gilt

|T(n) | = ffdn‘él\f\lwl\nH,
M

und damit |T(n)|| < ||| fir alle n € ba(M, &, u).

2. Als nichstes zeigen wir die Isometrie von T. Hierzu sei f € £ (M, 1) mit ||f|| =1
und n € ba(M, &, w); dafiir gilt
[T(n) F [ = [Inll. (2.44)

Nun sei € > 0 und (A, A, ..., A,) eine Familie disjunkter Mengen aus &, sodaB3
Zln >l —e.

AuBerdem sei ¢ = Z aj X, mit a; = 77( ) /In(A)] firj=1,2,..., n. Es folgt
pe LM, u) und H(pr =1, also gilt

71 = 17 (n

= > (A1 > lInll ~ e, (245)

(2.44) und (2.45) liefern gemeinsam ||T|| = ||n]|.

3. Zum Nachweis der Injektivitdt von T sei 7j ein weiteres Element von ba(M, &, 1) mit

(@) = [ fan,
M

dann ist fir alle f € Z°>°(M, )
jf 7 = f f dn,
M M

und damit ist ) = 7.
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4. AbschlieBend weisen wir nach, daB T surjektiv ist. Dazu seien ¢ € £ (M, ) und A € &
beliebig gewahlt. Wir setzen n(A) = ¢(x,) und erhalten mit (A;, Az, ..., A,) und @5 von
oben | f(x) — @s(x)| < ¢ fiir alle x € M sowie aufgrund der Linearitat von ¢

)= a;d(x,) Zam I<padn
j=1
Der Grenziibergang 6 — 0 fiihrt auf

o(F) = [ £ n,

und damit ist T(n) = ¢. O

Satz 2.97 besagt, daB es zu jedem Funktional ¢ € £ (M, )’ eine eindeutig bestimmte
Funktion 1 € ba(M, &, i) gibt, sodaB die Wirkung von ¢ in der Form

:jfdn
M

geschrieben werden kann. Damit kénnen die Rdume £ °°(M, 1)’ und ba(M, S, 1) element-
weise identifiziert werden. Dabei ist |ba(M, &, w)| im allgemeinen sehr viel groBer als
|-Z (M, 1)| und auch als |.Z1(M, w)|.

Wir kommen nun zur zweiten der beiden oben genannten Fragen. Hier a8t sich keine ein-
heitliche Antwort geben, ganz im Gegenteil gibt es eine ganze Klasse von Banachraumen mit
der dabei betrachteten Eigenschaft, wofiir sich sogar ein eigener Name etabliert hat. Ein Ba-
nachraum &, fiir den es einen MaBraum (M, &, 1) sowie einen isometrischen Isomorphismus
T von £ (M, i) nach & gibt, heiBt Lindenstrauss-Raum'®. Es gibt unterschiedliche Cha-
rakterisierungen fiir Lindenstrauss-Raume’?®; eine davon betrachten wir exemplarisch [73]'7,
wobei wir fiir Details und den Beweis auf die Originalliteratur verweisen. Eine beschrinkte
Teilmenge A des komplexen Banachraums & heiBt zentrierbar, wenn

2 inf supHX*yH = sup, la— bl
xe€ yeA
gilt'?®. Lindenstrauss-Raume lassen sich nun durch eine Aussage iiber die Zentrierbarkeit
ihrer Teilmengen charakterisieren, denn fiir einen Banachraum & sind die folgenden Aussagen
aquivalent:

125Grothendieck war der erste, der sich eingehend hiermit beschiftigte [123]. Sehr viel weitergehend (und
namensgebend) waren spater Arbeiten von Lindenstrauss, allein [222] und mit unterschiedlichen Co-Autoren
[214], [215], [224].

126Sjehe beispielsweise [59], [60], [84], [85], [89] und [278]. Vergleiche auch [235] und fiir den separablen
Fall [236].

127Vergleiche auch [220].

128Dje Bezeichnung ist anschaulich einleuchtend, denn eine zentrierbare Menge liegt zentral in der kleinsten
sie umfassenden abgeschlossenen Kugel. Entsprechend tritt in obiger Relation im allgemeinen Fall ein = an
die Stelle des =.
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(i) & ist isometrisch isomorph zu einem ¢ *-Raum.

)
(i) Jede Teilmenge von £ mit vier Elementen ist zentrierbar.
(iii) Jede endliche Teilmenge von £ ist zentrierbar.

(iv) Jede kompakte Teilmenge von & ist zentrierbar.

Mit universellen Charakterisierungstheoremen wie dem obigen werden alle Lindenstrauss-
Riume erfaBt; andererseits ist nicht jeder .2 '-Raum der Dualraum eines Banachraums. So
gibt es etwa keinen Banachraum &, fiir den & = £ ([0, 1]) gilt'?>. Prominente Beispiele
fiir Lindenstrauss-Raume sind die Rdume C(K) der stetigen skalaren Funktionen auf einem
kompakten Hausdorffraum K.

Die weiter oben diskutierten vorhandenen oder auch nicht vorhandenen Inklusionsrela-
tionen zwischen £ P-Raumen zu unterschiedlichen p lassen die Moglichkeit offen, daB diese
untereinander topologisch isomorph sein konnten. Zur Diskussion solcher Sachverhalte be-
schranken wir uns auf MaBrdume mit o-finiten MaBen. Damit ist nicht nur ein weiter Bereich
relevanter Falle abgedeckt, man kann sich bei allen Betrachtungen zusatzlich auf den noch
iibersichtlicheren Sonderfall von Wahrscheinlichkeitsriumen beschrinken!3°, wie das folgende
Resultat zeigt.

2.98 Lemma: Ist 1 < p < oo und p ein o-additives MaB auf einem Raum M, dann ist der
Raum ZP(M, u, E) isometrisch isomorph zu einem Raum ZP(M, v, E) mit einem Wahr-
scheinlichkeitsmaB v.

Beweis: Zu jedem o-additiven MaB auf M gibt es stets eine pu-integrierbare Funktion g # 0

mit [ ||g]|” du = 1. Nun sei dv = [|g||® du, dann gilt (M) = 1. Definiert man auBerdem
M

die Abbildung T : ZP(M, u, &) — ZP(M, v, E) durch

0
T = gl

fiir alle t € M, dann ist T erstens trivialerweise ein Isomorphismus, und zweitens gilt fiir alle
fe (M, k)

f
Tele = [1TFPdy = [ || =
I7¢1g= [ 171 JH -

also ist T auch eine Isometrie. O

P
lgll” du = [ 1£11° dp = 17115,
M

Um nun zur Diskussion der Isomorphie von .ZP-Rdumen zuriickzukommen, bendtigen wir
wieder einige Begriffe.

129N3zheres hierzu steht in [261].
130 Ausfiihrliche Informationen iiber WahrscheinlichkeitsmaBe im Kontext mit Banachriumen erteilt [216].
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2.99 Definition: (M, &, 1) sei ein MaBraum. Eine Rademacher-Folge®! ist eine Folge
(ra)nen von Funktionen auf M mit

(i) ra(x) = =1 fir alle n € N und alle x € M,
(i) p({x € M [ rn(x) =6n A rm(x) = 6m })
=p({x eM[rn(x)=061) u({x M| rm(x)=0dm})
fir n,me N, n# mund (6,,0,) € {(1,1),(1,-1),(=1,1),(=1,-1) } ¥,
(i) u{xeM|nx)=1})=pu{xeM|rn(x)=-1})=1/2fir alle n € N.

Die nachste Definition liefert zwei charakteristische KenngroBen fiir Banachraume, mit denen
man unterschiedliche Exemplare auf mogliche Isomorphie iberpriifen kann.

2.100 Definition: Es seien £ ein Banachraum, (M, &, 1) ein MaBraum und (r;);en eine
Rademacher-Folge auf M.

a) Die groBte reelle Zahl p mit 1 < p < 2, sodaB es eine Konstante C > 0 gibt, fiir die
fiir jedes n € N und jede endliche Folge (x;)o<,<, in & stets

(J 3000 pdu>l/pfc<§oj|xj|f°)

j=0
gilt, heiBt Typ von &. Die kleinste solche Konstante C wird mit T,(€) bezeichnet.

1/p

b) Die kleinste reelle Zahl ¢ mit 2 < g < oo, sodaB es eine Konstante ¢ > 0 gibt, fiir die

(J qdu> > (Zuxjn“)

gilt, heiBt Cotyp von £. Die kleinste solche Konstante ¢ wird mit C,(€) bezeichnet.

n

> r(x) X

J=0

/a

c) Gibt es eine Konstante ¢ > 0, sodaB

(|

gilt, dann ist £ vom Cotyp g = c©

n

Z ri(x) x;

q 1/q
d > ¢ max ||x;
W)z e mex ]

131Benannt nach Hans Rademacher, der 1922 in Gestalt der ebenfalls nach ihm benannten, durch
. . k k+1
r(x) = sign (sin (2"x)) = (—1)% fiir >0 <x< T und 05 k<2"—1
definierten Folge (r,)nen der Rademacher-Funktionen erstmals eine solche Rademacher-Folge beschrieb
[293]. Die Rademacher-Funktionen lassen sich nach den in Abschnitt 2.2.3.8, Beispiel c) eingefiihrten Haar-
Funktionen f, entwickeln; es gilt namlich fir k€ Nund /=1,2,..., 2k

(X Z Fanij(x).

132Das heiBt, die r, sind paarweise unabhingig.
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Man schreibt p = type (£) und g = cotype (€) und findet gelegentlich auch die Bezeich-
nungen Rademacher-Typ und Rademacher-Cotyp von Banachriumen'33. Die Definitionen
zeigen unmittelbar, daB Typ und Cotyp invariant unter stetigen linearen Isomorphismen sind,
was sie zu einem sehr niitzlichen Hilfsmittel fiir die Klassifikation von Banachraumen und
Banachraum-Eigenschaften macht. Diese Invarianz wird sich als deren zentrale Eigenschaft
auch fiir die hier verfolgten Zwecke erweisen.

Als nichstes beschaffen wir uns einige Hilfssitze. Der erste davon liefert eine alternative
Berechnung der || ||,-Normen.

2.101 Lemma: Fir f € LP(M,u, &) mit 1 < p < oo gilt

[UF1Pdu=p [s*7 u({xeM|[F(x)] 2 s})ds.
M 0

Beweis: Es ist

IrCole o
_ -1 — -1
IF0IP = [ ps*tds = [ps* xgyyp0 95
0 0

Mit Satz 1.25 folgt daraus

oo

P _ p—1 — p—1
f”fH dp=p IIS X, e 95 Al =P IIS Xo 7o) GH S
M M 0 0M
=p [P u({xeM | ()] 2 s})ds. 0
0

Die iibrigen hier benétigten Hilfssatze haben die Form von Ungleichungen. Die erste davon
ist die

2.102 Tschebyscheffsche Ungleichung:3* (M, &, 1) sei ein MaBraum und
f: M — RU({—00,00} eine meBbare Funktion. Dann gilt fiir alle X > 0 und jedes
l<p<oo

WX e 1171 20D £ 5 [ 11 o

Beweis: Fir A={xe M| |f(x)| =X} gilt

- 1 ¢ 1 ¢ 1 ¢
WA = [du= 55 [Wdus o [1FPdus o [1FP du O
A A A M

133Djese Begriffe wurden von Bernard Maurey eingefiihrt [246], [247]. Vergleiche auch [249]. Typ und Cotyp
sind typische Beispiele fiir sogenannte Supereigenschaften von Banachraumen, das sind Eigenschaften, die
nur von den endlichdimensionalen Unterraumen der betrachteten Banachraume abhangen.

134Benannt nach und fiir den Fall p = 2 erstmals bewiesen von Pafnuti Lwowitsch Tschebyscheff [375].
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Die zweite ist die

2.103 Lévy-Ungleichung:'*> (M, &, u) sei ein MaBraum, £ ein Banachraum, B(E) die
Borel-Algebra von &, auBerdem (f; : M — &), <<, eine Familie von Funktionen mit

p{teM|f(t)e B} =u({teM|—fi(t) B} firalle Be B(E) und1 <j < n.
J
Dann gilt fir S; = >~ f; und alle X 2 0

i=1

p({tem | max S > X)) S2u({teM] IS, > 2.

Beweis: Es seien

Avi={teM| max [[S;(DII >N}, Ax={teM]|[S()|>X}
1=j<n

und
Bix:={teM||S;®)]>Aund [|Si(t)| EXfiri=12,..., Jj—1}
Dann gelten
(i) BiaNBjx =0 fiir i # j,
(i) UBjx=Ax
j=1
(i) Ay SALU{teM| 25 =S, || > A} firj=1,2,...,n,
() p{teM | fi(t), fa(t), ..., fa(t) B}
=p({teM] (L), f(t), ..., F(t), —Fia(t), ..., —f.(t) €B}

firalle B€ B(£) und 1 < < n.

Aufgrund von S, = S;+ > fjund 25; — S, =S; — > f; folgt aus (iv)
i=jt1 i=jt1

w{teM| fi(t), fat), ..., fi(t), Sa(t) € B})
=p({teM] fi(t) fa(t), ..., fi(£),25;(t) — S,(t) € B})
fiir alle B € B(€) und 1 < j < n. Daraus ergibt sich
B(Bix) = u(BixNA L) +uBixN{teM|[[25; = S,[| > A}) =2u(Bjx NA;»)

und somit

w(AN) = Z Bix=2 ZP«(BJ,A NAN) =21(A)n). U
Jj=1

J=1

135Nach Paul Lévy [218].
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Die Ungleichungen 2.102 und 2.103 sind insbesondere auch in der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung von Bedeutung. — Die Tschebyscheffsche Ungleich kommt nun sogleich zum Einsatz
beim Beweis der

2.104 Khintchine-Ungleichung:1*® (M, &, ) sei ein MaBraum mit o-finitem MaB . und
(rj)jen ein Rademacher-Folge in M. Dann gibt es zu jedem 0 < p < oo Konstanten
Ap. By > 0, sodaB fiir alle endlichen Folgen (x;)o<;<y reeller oder komplexer Zahlen

N 1/2 P 1/p N 1/2
AD<Z|XJI2> = ( d“) éBP<z|XJ|2>
j=0 M Jj=0

Beweis: Nach Lemma 2.98 geniigt es, die Ungleichung fiir WahrscheinlichkeitsmaBe zu zeigen.
1. Fall: p=2. Fiir alle /,j € N gilt fr, rj du = 6;j; hieraus folgt
M

N 2 N N
SRR S L LS $ UL LIS S,
Jj=0

i=0 j=0 M i=0 j=0
das heiBt, die Ungleichungen werden Gleichungen.
2. Fall: p # 2. Zun&chst gilt aufgrund der Eigenschaften (i) und (iii) in Definition 2.99 fiir

fj

. (2.46)

[

allet >0
fexp( ZX,Q) du = H jetxm du
M
N
=[Ile™nxeMlrn(x)=1}) +e ™ u{x M| rn(x)=-1})]
J=0
N tx; —AXj N
= € + € H cosh (txy ;).
Jj=0 Jj=0
o0 X2n ) oo X2"
Wie man den Taylorreihen coshx = > -~ und e /2 = unmittelbar ansieht,
n=0 (2/7)' n=0 2mn!

ist cosh x < e**/2; daraus folgt
N N 2 N
jexp <t ZXJ rj> du < H et™7/2 = exp (? ij?)
M =0 j=0 =0

N
und mit Ungleichung 2.103 und s = t 3 x7 ergibt sich weiter

j=0
u({XEM

ZN;XJG(X) 25}) :u<{xeM eXp<t_ZNS‘Xm(X)

136Entdeckt von A. Khintchine [201] und davon unabhingig von J. E. Littlewood [227].

)

v

)
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N 5
s

< p—ts < _

Se fexp (t E X; rJ> du = exp < 5 Xf)l (2.47)

M Jj=0
Mit Lemma 2.101 und Satz 1.25 folgt daraus

o0 o0
P _ p—1 _ p—1
f”ﬂ‘ du=p jfs Xo,lreole 95 Al =P IIS Xo 7o) K S
M M O 0OM

=p [P u({xeM | ()] 2 s}) ds.
0

Wenden wir das auf (2.47) an, erhalten wir

P

du<p | sPtexp <f > ds
| oF

2
und der Gamma-Funktion

und daraus mit der Substitution v = 5

X

rx) = jt*’l e tdt
0

die Abschatzung

N p N p/2 o©
f > o xin du§2"/2*1p<2xf> ju"/}le*”du
m iz =0 0
p N p/2
=2y (2) (zsz> ,
Jj=0

also mit B, = 2P/2=1 p [(p/2) die rechte Ungleichung.
Nun sei 0 < p < 2, dann gilt fir g =1/(2 — p/2)

pg+4(1—q)=2,

und mit Ungleichung 2.80 sowie der bereits gezeigten Ungleichung folgt

N 2 N pq | N 4(1-q)
(1 x| du=[|> 6] Y xmn du
M ! j=0 M ! j=0 Jj=0
N p q N 4 1—q
;(f > oxin du) <f > oxin du)
M ' j=0 M ' j=0
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N (1-q) p a
< B9 (lej ) (j du) .
M

=0
Mit (2.46), Satz 2.83 und 0 < r < 1 erhilt man

N 2g-1 N
(Swor) " seieo( |
j=0 M ! j=0

N
E Xj 1

Jj=0

P q
dp.)

j 1

N p N
g4-a) ( J ijrj du) ( J ijrj du>
M ! =0 M
N P q—r N r
<600 (f] > du) (S )
M ! j=0 =0
also weiter
N 2g—r—1 —r
(Z\Xj\z) s 41(”( r du) ,
J=0
—4)+2
und mit r = q(PpizH ergibt sich die Behauptung.
Fiir 2 < p < oo liefern (2.46) und Satz 2.83
N N P 2/p
Sobol s (| s )
Jj=0 M ! j=0
und damit ist der Beweis vollstandig. |

Ungleichung 2.104 ist ein Sonderfall des nachsten, ziemlich bedeutenden Resultats und wird
dadurch auf beliebige Banachraume verallgemeinert.

2.105 Kahane-Khintchine-Ungleichung:'*" Ist 1 < p, g < oo, dann gibt es eine Konstan-
te Cp, so daB fiir jeden Banachraum £ und jede endliche Folge (x;)o<;<, in & die folgende

Ungleichung gilt:
p 1/p
du = < du) =C
M

Beweis: (Xj)o<j<, sei eine beliebige endliche Folge in &; dabei sei ohne Beschrankung der

j Xj Xj j Xj

n
Allgemeinheit f” S || du = 1. AuBerdem sei F, : M — & fiir 0 < j < n definiert
M j=0
durch

n

Falt) = > ri(t) x;.

J=0

37Diese Verallgemeinerung stammt von J.-P. Kahane [185].
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FirA>0,,=1,2,..., N und 1 < p < oo definieren wir folgende Mengen:

Ax = {teM[[F()I 2N},
A = {teM|IF(O)IP 2 A}
= >
Bx {tem| 1gwnaéxlvl\/fn(f)l\ Z2}
Anxn = {teM[R@®IZA}
BY = {teM[[[Fu(t) = Fosll 22D,
BB = {teM||Fu(t)—2F.] 2},
Cor = {teM[[ISy(t)] = Aund ||S;(t)]| < Afiirj=1,2,..., n—1}
Dons = ((Ateemin®=5)) Bl n A,
-1
Ens = (((leemin®=5)) Bl B2
Jj=1
0j € {—1, 1} beliebig.
Dabei ist
N
Br={J G (2.48)
und
BY N ﬂ{t EM | r(t) =8} =Dprs U Enrs. (2.49)
Zunichst liefert Unglelchung 2.103
B(Bx) = 2 u(Ay). (2.50)

AuBerdem ist C;x N Aoy C lex) woraus
w(Cia NAn) < u(Cian B(,lx))
folgt, und Asy C Ay C By, was mit (2.48) auf
N N N
w(A2x) = u(BaNAx) = M( U Gan A2>\> = ZM(CJ,A NAx») = Z Cian B(l)
J=1 j=1 j=1

fithrt. Als nédchstes verwenden wir die fiir Rademacher-Folgen trivialerweise giiltigen Relatio-
nen r2 =1 und |r,| = 1 fiir n € N und finden damit

N n—1 N
I Fn(E) = Fall = || Do () s =Y () x || = || D n(t)x
J=0 J=0 Jj=n
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t) X+ Z ra(t) r(t) x;

j=n+1

N
() > () x| =

Xp + Z ra(t) () x; ||

j=n+1

also

N
Xot Y r(®)n(1)x;

Jj=n+1

Bi?{:{teM}

<r

Eine weitere, aus der Definition folgende Eigenschaft von Rademacher-Folgen ist die fiir
beliebige Folgen (6,)1 <n<ny mit 0; € {—1, 1} giiltige Relation

pw{teM| rn(t) =01, n(t)=20,..., ra(t) =
1a(t) Fpst () = 8par, rn(t )rn+2(t) 76n+2 ,,,,, ra(t) rn(t) = 6w })
= p{teM|n(t)=206,n(t)="06,..., ra(t) = b,
fa41(t) = 0 0ni1, Fga(t) = 00 Gpia, - -, (t)=0dp0n})=27"

=[Irdtemin®) =6} [[udteM|n®)nt) =6}

j=1 Jj=n+1
nach sich zieht. Daraus folgt

p(Cox N B = w(Con) - 1(BY),

also
N N N
pA2) = 3 a(Cor NBIY) = D n(Con) - w(B)2) = D m(Can) - max (81
n=1 n=1 n=1
N
Mit > 1(Cpa) = w(By) und (2.50) wird das zu
n=1
B(An) < p(By) - max u(B[) < 2u(Ay) - max u(B])).

Mit (2.49) erhilt man auBerdem

W) = (mﬂﬂ{teMln()féj}): S (Do UEnns)

5e{—1,1} j=1 se{—1,1}
1<j<n 1<j<n
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und wegen 1(Dyxs) < w(Enas) weiter

W) 2 3 w0 -2 3w (w0 -a0) asiknn)

§e{-1,1} 5e{-1.1} =
1<j<n 1<j<n

<2 ) M<<ﬂ{f€ M| fj(f):5/}> ﬂAA) =2u(Ay)

se{-11} j=1
1=j<n

Zusammen folgt damit

B(An) < 4 (AL (251)
Ungleichung 2.102 mit p = 1 liefert nun
1
LA = bYE
iterierte Anwendung von (2.51) fiihrt auf
4 43 42"
B(Ax) = bek 1(Aan) = o b(Agny) S SCIIRERE
und mit A = 1/8 ergibt sich
42" 1
W(Agnn) = 327 — oo (2.52)

Damit konnen wir nun die zweite in der Behauptung auftretende Abschidtzung verifizieren.
Zunichst liefert partielle Integration

oo

JUF Ol = [ w0 dr = [ pro wa) o,

woraus mit Hilfe der Linearitat des Integrals sowie von (2.52)

8 o 827
[1EIPda= [protua)dr+ 3 [ Pt u(a)d
M 0 n=1 g.2n-1

g x 82"

ngrP*Idr—kZW f prpfldr

0 n=1 g.2n-1

8P 2pn72p(n 1 _pn- 1
’8P+Z D2n-1 *8p{1+z 227—p-1 }

n_ nn-1

o 2
folgt. Mit CP =8P |1+ ————— | erhalten wir die behauptete Ungleichung. O
p 2 p2—p-1
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Die beschriebenen Hilfsmittel erlauben nun, die oben erwdhnte Fragestellung zu klaren.
Dazu seien wieder 1 < p, g < oo. Zunichst zeigen wir folgendes.

2.106 Satz:**® (i) Fiir 1 < p < 2 gilt type (£ P(M, ) = p und cotype (L P(M, p)) = 2.
(ii) Fiir2 < p < oo gilt type (ZP(M, 1)) = 2 und cotype (Z*(M, u)) = p.

Beweis: Essei N € N, dazu (f;)< ;< eine endliche Folge in Z”(M, ., £) und (r;) ¢ x eine
Rademacher-Folge auf M.

1. Fall: 1 < p < 2. Nach Ungleichung 2.104 gibt es eine Konstante B), sodaB fiir alle x € M

(! éo:rjf’(x) pd“>1/p§B"<zNg‘fj(x>l2)l/2.

Daraus folgt

n P N 1/2 p
[ [ nm0| aun < 87| (L 100F)
MM ' j=0 J=0 4
also weiter
N P 1/p N 1/2 N 1/2
(fZon] o) <s|(Simeor) | = e Simeor
M =0 P =0 P = p/2
N 2/p 11/2 1/p
<5 |(Srmer) | = ([ Xineoran)
j=0 p/2 M j=0

N 1/p
-8, (Z u&ug) | (253)
Jj=0

Somit gilt type (ZP(M, u)) = p.
Andererseits gibt es ebenfalls nach Ungleichung 2.104 eine Konstante A,, sodaB fiir alle

x €M
N 1/2 n P 1/p
an(Sir00R) = ([ nneo| )
j=0 M ' j=0
und analog zu oben folgt
. N p 1/p N 1/2 N 1/2
(fzon]am) 2 a|(Simeor) | = 4| Simeor
m 'l j=0 p j=0 P j=0 p/2

Mit (2.27) ergibt sich

N p 1/p N N 12
(fZonon) 2 a(Simme) =a(Sims)
m !l j=o P j=0 =0

138Djese Resultate wurde erstmals von Nordlander fiir den Typ [277] und Orlicz fiir den Cotyp [279], [280]
hergeleitet, jeweils ohne daB die Definitionen dieser modernen Begriffe damals schon vorgelegen hatten.

1/2
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gleichzeitig erhdlt man mit Hilfe von Ungleichung 2.105 eine Konstante C,, sodaB

N » 1/p n 2 1/2
(f|Zosow) e f|zon )
M =0 P J=0

M P
gilt. Insgesamt folgt

N

> onf

Jj=0

W§CQ<
el

N

> onf

J=0

2 1/2 A N 1/2
> P 112
( o)z 2 ()
M P p j=0

also ist cotype (ZP(M, u)) = 2.

2. Fall: 2 < p < co. Analog zum ersten Fall schlieBt man aus Ungleichung 2.105, daB es eine
Konstante B, gibt, sodaB

patt

gilt. Ungleichung 2.81 liefert dann
1/2

2 1/2 N N 1/2
(f on) =8 (XI7e) =8 (0E)
M P j=0 j=0

Folglich ist type (ZP(M, u)) = 2.

Fiir die noch fehlende Behauptung sei daran erinnert, daB nach Satz 2.92 fir 1/p+1/q = 1 die
Raume £ P(M, )" und £ 9(M, ) zueinander isometrisch isomorph sind. Ist nun (©;)o<;<n

/2

(i\fxx)\?) "

J=0

2 1/2
d#) =B,
p

:Bp
P

D IRCOP

1
p/2
N

> onf

J=0

eine beliebige endliche Folge in .ZP(M, 1)’, dann gibt es zu jedem € > O stets eine endliche
Folge (fj)o<;<n in Z9(M, ), sodaB |fill; = 1 und [lo;ll, > (14 €)lp;(f;)] gilt fir
j=0,1,..., N. Daraus folgt

<Z bolh) s 11+ (é'%(ﬁ)")

1/p

N
AuBerdem gilt fiir alle (a)o<;<y € RM™ mit 3 |a;|7 £ 1 nach Definition 2.99 und
Jj=0

Ungleichung 2.80 B

N N N N N
Zaj(pj(fj):fZ”/(P:(f;)zfjajﬂduéj Zri(p/ erajfj du
=0 M =0 Jj=0 M =0 p Il j=o q
N p 1/p N q 1/q
< ([ Sre )" (f]nan] w)"
M i=0 P M j=0 q
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Aus 2 < p < oound 1/p+1/qg = 1 folgt 0 < g < 2, es ist also wie soeben gezeigt
type (Z9(M, u)) = g und damit

P 1/p

du)

P

N N 1/p
Saem=a(Slanl) ( f
J=0 j=0 M
P 1/p
([lEol)”
M P

N
’ E ri i
i=0

A

N
Zf’i(ﬁi
i=0
AuBerdem gilt
N 1/p
(Z\%(G)I") - sup{
Jj=0
insgesamt erhalt man also
N 1/p N N P 1/p
(Xtol ) soarer([|Xno] ) .
Jj=0 M i=0 P

und damit folgt cotype (£ 9(M, u)") = p. Da der Cotyp invariant unter Isomorphismen ist,
erhalt man gleichzeitig auch cotype (£ *(M, 1)) = p. O

N
(a)o<jsn € RN A Z‘O‘ﬂq < 1}’

J=0

N
Z  @;(f})
J=0

Das nachste Resultat ergibt sich nun beinahe von selbst. Es sei dabei jeweils M so gewahlt,
daB die zugehdrigen £ P-Raume unendlichdimensional sind; andernfalls ist die gesamte An-
gelegenheit trivial.

2.107 Corollar: Fiir p # q sind £ P und £ 9 nicht isomorph.

Beweis: Sind ZP und £ 9 isomorph, dann gilt nach Satz 2.106

type (£P) = min{2, p}, type (£ 9) = min{2, q},
cotype ((£P) = max{2,p}, cotype(ZL ) = max{2,q}.

Aus der Invarianz von Typ und Cotyp unter Isomorphismen folgt dann min {2, p} = min {2, ¢}
und max {2, p} = max{2, g} und damit p = q. O

Die auffillige Sonderrolle, welche der Wert p = 2 insbesondere bei den Beweisen von
Ungleichung 2.104 und Satz 2.106, aber auch generell bei den hier betrachteten Sachverhalten
spielt, ist natiirlich kein Zufall. Das wird sich in den nichsten beiden Abschnitten noch etwas
weiter andeuten und in den darauffolgenden Abschnitten dann so richtig deutlich werden,
wobei noch weitere Besonderheiten dazukommen.
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2.2.3.10 ¢P-Réume

Zum Thema dieses Abschnitts wurde scheinbar bereits alles gesagt; wir erinnern daran, daB
sich durch Wahl von p als ZahimaB auf einer beliebigen Menge M die £P-Raume als spezielle
ZP-Riume erweisen, allerdings gewdhnlich als solche mit (M) = co. Neben der Einschran-
kung auf endliche MaBe war eine solche auf Radon-MaBe oder positive MaBe Voraussetzung
fiir einige der Satze des vorigen Abschnitts. Nur diejenigen der oben bewiesenen Aussagen,
die fiir allgemeine .2 P-Raume gelten, sind automatisch insbesondere auch fiir die £°P-Raume
richtig. Daher sind fiir ein paar Eigenschaften letzterer gesonderte Beweise erforderlich. Stellt
man zusatzlich die Bedeutung des Gegenstands in Rechnung, diirften einige prazisierende
Bemerkungen dazu nicht ganz iiberfliissig sein.

Daher wiederholen wir zunichst kurz die Definition!3%: Ist M eine beliebige unendliche
Menge!®® und 1 < p < oo, dann ist £°(M) die Menge aller Funktionen 7 : M — C,

fiir welche die Reihe > |f(x)|? summierbar ist. £°°(M) ist die Menge der beschrankten
xeM

komplexen Funktionen auf M. Die zugehorigen Normen sind
1/p
il = (X 1reor)
xeM

beziehungsweise
[ fllee = sup [F(x)]-
xeM

Aus Satz 2.82 folgt nun sofort
2.108 Corollar: Fiir 1 < p < oo ist der Raum £P(M) mit der || ||,-Norm ein Banachraum.

Auch die Aussage von Satz 2.91 kann man unmittelbar tibertragen; wir liefern der Vollstan-
digkeit halber jedoch auch einen direkten Beweis dafiir.

2.109 Corollar: £>(M) ist nicht separabel.

Beweis: Wir wihlen eine injektive Abbildung j : R — (M) und definieren damit zu jedem
t € R eine Funktion f; durch

1 falls x € j(t),
fe(x) = { (®)
0 sonst.

Dann ist || f¢||oo = 1 fiir alle t € R und folglich { f; | t € R } eine iiberabzihlbare Teilmenge
von £°(M). AuBerdem gilt || fy — fy||oo = 1 fir t # t/, und Satz 2.19 liefert damit die
Behauptung. |

139Wir beschranken uns hier auf den komplexen Fall.
40Natiirlich kann man £P-Raume auch fiir endliche Mengen definieren, die Sache wird dadurch jedoch
ziemlich trivial, und Uberlegungen zu Separibilitdt und dergleichen eriibrigen sich dann.
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Die Aussagen der Satze 2.89 und 2.90 sind ebenfalls auf die £P-Raume anwendbar; sie lassen
sich jedoch auch gemeinsam und sehr iibersichtlich formulieren, weswegen wir auch hierfiir
einen eigenen Beweis angeben. Es gilt namlich

2.110 Corollar: Fir 1 < p < o sind die Riume £P(M) genau dann nicht separabel, wenn
M iiberabzahlbar ist.

Beweis: ,,—": Ware M abzihlbar, etwa M = { x,, | n € N }, dann wéren auch
B =105 | 0s(xm) =8am, n,me N} CLP(M)

sowie

o = {Zaﬂ ©n | an € Qi], (lan])nen summierbar}
n=0
abzihlbar, und mit o/ hatte £°(M) eine abzahlbare dichte Teilmenge — ein Widerspruch zur

Voraussetzung.

,<=": Nach Voraussetzung gibt es eine injektive Abbildung j : R — M. Damit definieren
wir fiir jedes t € R eine Funktion f; durch

filx) = { 1 fiir j(t) =x,

0 sonst.

Fiir alle t € R ist trivialerweise ||f¢||, = 1, also erhalten wir mit {f; | t € R} eine iber-
abzahlbare Teilmenge von £P(M). Hierfiir gilt || f; — fv ||, = 2'/P, und nach Satz 2.19 ist
£P(M) somit nicht separabel. O

Konsequenterweise ist umgekehrt £°(M) genau dann separabel, wenn M abzihlbar ist.

Gerade zu diesem Fall sind noch weitere Bemerkungen angebracht, wobei ohne Einschran-
kung jeweils M = N angenommen werden darf, das heiBt, es geht sozusagen um die Original-
£P-Raume. Nach Satz 2.83 und 2.86 lassen sich die Raume £ P(M, u) fir u(M) < oo als
Inklusionsketten mit aufsteigenden Werten von p anordnen, wahrend das fiir u(M) = oo
im allgemeinen nicht gilt. Die £P-Raume, die natiirlich zur zweiten dieser beiden Kategorien
gehoren, bilden hier einen wichtigen Sonderfall, da sich bei ihnen die Situation im Vergleich
zum maBbeschrénkten Fall genau umkehrt.

2.111 Satz: Fiir 0 < p < g < oo gilt £» C £9, und fiir alle x € £° ist ||x]|, < [|x]|q-

Beweis: Sei x = (Xp)hen € £P,x # 0. Dann ist |x,|/||x|l, < 1 fir alle n € N, und fir
0<p<g<oogilt

e P

=1
P

Xn

lIx1le

Xn

1o

=%
[Ix1le

q
q

q oo
=
n=0

e
o ll, ~ 2=
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Hieraus folgt ||x||4 < [|x]|, fir alle x € £P und damit £P € £9. Betrachtet man nun die Folge
a:=(an)nex mit a, = n~ (/P02 o gilt

> = 1 r r
> lanl =3 st =< (35 3¢ )
pare e n(r/ptr/a)/ 2p 2q
also die ¢-Funktion in der Dirichletschen Darstellung. Diese konvergiert absolut fiir Argumente
s mit Res > 1 und divergiert’! fiir solche mit e s < 1, folglich ist a € £9, aber a ¢ £P,
und damit ist £9 C £” eine echte Inklusion. |

Auch die Dualrdaume der £P-Raume verdienen eine gesonderte Betrachtung; hier lassen sich
die entsprechenden, die .’ P-Raume betreffenden Resultate zwar eins zu eins iibertragen, dafiir
sind jedoch ein paar Voriiberlegungen erforderlich. u sei das ZihlmaB auf 3(IN), das heift,
es gelte w(A) = |A| fir A € B(N). Sind A und B Folgenrdume, dann erhilt das im vorigen
Abschnitt verwendete Funktional T fiir Folgen x = (x,)pex € Aund y = (Vn)nen € B die
Gestalt -

TX)y = [xydu=3 xmvn (2.54)
N n=0
Nach Konstruktion ist T linear; wahlt man 1 < p, g < oo so, daB 1/p+1/g = 1, und damit
A =£P und B = £9, dann gilt auBerdem fiir alle x € £P nach Ungleichung 2.80
70l = s 1900y 1< sup | S xns
yeLd yeeLd

o0 o0
< sup D xeynl £ Ixal = X,
=0 yeL? o n=0

=
lyllea <1 llyllea £1 lyllea <1

das heiBt, T ist wohldefiniert und stetig. Damit lassen sich die Satze 2.92, 2.93 und 2.97
unmittelbar auf die im vorliegenden Abschnitt betrachtete Situation zurechtbiegen.
Aus dem ersten der drei wird dabei das folgende

2.112 Corollar: Fiirl < p,q < oo mit1/p+1/q = 1 ist T ein isometrischer Isomorphismus
von £P nach £9".

Analog zu oben 3Bt sich somit £ mit £” identifizieren, sofern 1/p+ 1/q = 1 gilt.
Der zweite Satz liefert entsprechend das nachste

1Das gilt natiirlich nur fiir diese Darstellung. Die ¢-Funktion |38t sich meromorph auf ganz C fortstzen
mit der einzigen Polstelle s = 1; das gelingt beispielsweise durch die Reihe

1 > 1 . 1-s
€)= Togr X kzzo(—m(g) (k+1)

oder das Kurvenintegral

¢s) = rMi-s) (ﬁ z il dz,

2mi Je z—
v

wobei der Integrationsweg die gesamte negative reelle Achse samt Ursprung im Gegenuhrzeigersinn umlauft.
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2.113 Corollar: T ist ein isometrischer Isomorphismus von £°° nach £Y'.

Folglich ist der Dualraum von £1 identifizierbar mit £>°. Die Umkehrung ist natiirlich auch hier
wieder falsch. Jedes Element von £! liefert zwar ein Funktional aus £°°" vermdge der durch
(2.54) definierten Abbildung T, letztere ist hier jedoch nicht surjektiv. Auch hier garantiert
Satz 2.55 die Existenz von Funktionalen aus der Menge £°°\ T £?; diese lassen sich jedoch
— nicht untypisch fiir Produkte aus dem Umfeld des Auswahlaxioms — nicht konstruktiv
explizit angeben!#2. Immerhin |48t sich die Gesamtheit dieser Funktionale trotz allem schon
charakterisieren.

Denn auch der dritte der oben erwédhnten Satze 148t sich in derselben Weise spezialisieren,
allerdings nicht ohne ein wenig Vorarbeit. Hierfiir sei 1 wieder das ZahlmaB auf 3(IN). Dann
ist ba(N, B(N), ) der Raum der beschrinkten additiven Funktionen auf 3(IN). Bevor dieser
nun als Dualraum von £°° etabliert werden kann, muB mit seiner Hilfe ein Integral fiir die
Elemente von £° konstruiert werden'#3. Das geschieht in der iiblichen Weise, indem man zu-
nichst geeignete einfache Elemente von £ betrachtet!**. Fiir jede Familie (a;, o, . .., )
komplexer Zahlen und jede Familie (A1, Az, ..., A,) paarweise disjunkter Teilmengen von N
erhdlt man eine solche einfache Folge gemaB

n
=2 aX,.
Jj=1

wobei mit X, Jjeweils die charakteristische Funktion der Menge A; bezeichnet sei, also eine
Y

n"neN

Folge (XA ) mit

X =

1 fir neA
Aj.n

0 fir neN\A,.

Jedes x € £°° 13Bt sich als Grenzwert einer geeigneten Folge einfacher Folgen darstellen. Fiir
jedes v € ba(N, B(N), u), definiert man dann ein Integral fiir einfache Folgen durch

J(pdl/z j ZanAJdI/ = Zajl/(Aj).
N N =1 j=1

Das durch dieses Integral definierte lineare Funktional t(v) mit t(v) @ = [ @ dv ist stetig,
denn es gilt

n

< sup Y ey (A)]

lellos1 5=

foar
N

[tW)ll = sup
lells 1

= sup
llello=1

aj v (A))
1

Jj=

142Eg st moglich, Modelle der Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre zu konstruieren, in denen <1 und
£ und damit auch £ und £°°' isometrisch isomorph sind; allerdings gilt dort das Auswahlaxiom nicht,
mit den bereits erwdhnten sich daraus ergebenden, schwer akzeptablen Konsequenzen, insbsondere auch der
Ungiiltigkeit des Satzes von Hahn-Banach. Folgt man der hier vertretenen platonistischen Auffassung der
Mathematik, kann man mit solchen Artefakten des Konstruktivismus wenig anfangen.

143Genaueres dazu findet man in [69].

144Vergleiche Abschnitt 1.2.2.
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n
< sup max layl Y lv(A) £ vl
loleS1155S0 1

Das obige Integral ist somit stetig auf £ fortsetzbar, indem man fiir x = lim ¢, , € £*
n—oo

o=t [onts
N N

setzt. Entsprechend erhilt man fiir jedes v € ba(IN, B(N), u) ein stetiges lineares Funktional
T(v) mit T(v) x = [ x dv. Damit ist auch die Frage nach £° geklart.

2.114 Satz: Die Abbildung T : ba(N, B(N), u) — £°°" mit
T x = j x dn
ist ein isometrischer Isomorphismus.

Der Dualraum von £°° ist demgemiB mit ba(N, (N), ) identifizierbar'#s.
Es bleibt auch hier noch zu kliren, wessen Dualraum denn dann 2! ist. Mit Hilfe der
durch (2.54) definierten Abbildung kann man sehr einfach einen solchen Raum angeben.

2.115 Satz: Die Abbildung T : £ — cfy mit

T(x)y = anyn
n=0

ist ein isometrischer Isomorphismus.

Beweis: 1. Fiir x = (Xx,)nex € £ und ¥ = (¥n)nen € Co gilt nach Ungleichung 2.80
D xoyn=lxyl1 £ lIxllz [¥llee < 0.
n=0
Ist T(x) = 0 und e, = (6nm)men, dann gilt T(x) e, = x, = 0 fir alle n € N und damit

x = 0. Also ist T injektiv.

2. Nunsei f € cjund x = (xp)pen mit x, = f(e,), dann ist
T(X) €n = meénm =Xpn = f(en)
m=0
fiir alle n € N. Da T(x) und f stetige lineare Funktionale sind, gilt somit nach Satz 2.26

f = T(x) I span (€,)nen und damit auch f = T(x) auf span(e,),en = £1. Also ist T
surjektiv. |

145Eine ausfiihrliche Diskussion des Raums £°° mit vielen weiteren Eigenschaften liefert [128].
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Damit ist ¢ mit £1 identifizierbar, das heiBt, ¢ ist ein Lindenstrauss-Raum.

Als nachstes wenden wir uns dhnlichen Isomorphiebetrachtungen wie im vorigen Abschnitt
zu, wodurch die besondere Rolle der Zahl 2, wie sie sich dort stellenweise bereits andeutete,
weiter untermauert wird. Dazu eine weitere

2.116 Definition: {e,},cn sei eine Schauder-Basis im Banachraum & und {f,},cn eine
Schauder-Basis im Banachraum F; auBerdem sei 1 < X\ < oo. Die Basen {e,},en und
{fn}nen heiBen

(i) A-dquivalent, wenn es einen Isomorphismus T : £ — F gibt mit Te,, = f, fir alle n € N
und [T [T = X

(i) dquivalent, wenn sie A-3quivalent sind mit A = 1.

Ein wichtiges, uns gleich interessierendes Beispiel fiir nicht dquivalente Basen sind die kano-

nischen Basen von £” und £9 fiir p # q, was unmittelbar aus Corollar 2.107 ersichtlich ist. —
Im folgenden sei u ein o-additives MaB auf einem Raum M.

2.117 Satz: Fir1 S p <2 und2 < p < oo sind £P und £ P(M, ) nicht isomorph.
Beweis: Nach Satz 2.98 geniigt es, anstelle eines beliebigen o-additiven MaBes ein Wahr-

scheinlichkeitsmaB zu betrachten. Der Beweis erfolgt in zwei Schritten.

1. Wir zeigen zunichst, daB £2 isometrisch isomorph zu einem Unterraum von #” ist. Die-
sen konstruieren wir als AbschluB der linearen Hiille einer Folge (g,)nen von GauBschen
Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (M, &, ) mit GauBschem Wahrschein-
lichkeitsmaB . Es gilt ||g;|l, = |lg,ll, fiir alle /,j € N und alle 1 < p < oo. Die Abbildung

T : £%2 — span {x, },en sei definiert durch
1 o0
B llg;ll, o

fiir a=(a,)nen. T ist ein Isomorphismus, auBerdem folgt aus den Eigenschaften der GauB-
Verteilung

Ta andn

(%27[ nf%angn(t)'pdu)w—mg,-np

und damit || T a ||, = ||al|>. Folglich ist T auch eine Isometrie.

2. Als nichstes zeigen wir, daB fiir 1 < p < oo und p # 2 der Raum £2 nicht isomorph
zu einem Unterraum des Raums £° ist. Dazu sei {e,},en die kanonische Schauder-Basis
in £2 und x, = Te, fir n € N. Da die Anwendung beschrinkter Operatoren auf schwach
konvergente Folgen stets wieder auf schwach konvergente Folgen fiihrt, ist (x,),en eine
schwach konvergente Nullfolge. Zu dieser gibt es fiir jedes € > 0 eine Teilfolge (X, )n, e,
die (1 + €)-aquivalent zur kanonischen Schauder-Basis (f,),en ist. Um eine solche zu

o0
konstruieren'#®, setzt man zunichst n; = qo = 0 sowie x = Y e%(x) e, wihlt ein beliebiges
n=0

146Der erste Teil der hier beschriebenen Konstruktion verwendet die Methode des gleitenden Buckels (im
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g1 > 0, findet ein g5, sodaB

(>

Jj=q1+1

p1/p
€1
< =
] <3

()
I\ X llp

q1
gilt und setzt dann y; = 3 €(xp, /X0, llp) €. Damit ist lim e€5(x,/[[xall,) = 0, folglich
j=0 Jj—r00

gibt es ein ny, > ny, sodaB fiir beliebiges €, > €; > 0
)75
2|\ Tl 2
gilt. Auch hier findet man ein g, > g; mit
{ i e*( Xn, ) ‘P:|1/D< &
I\ xnz I 2

J=aq2+1
a>
und setzt anschlieBend yo = > €(xn,/|[Xn,llp) ;- Hierfiir gilt
Jj=p1+1

(pe) @ i (),
<\|xn2||p> mo (|\xn2up>e

Diese Konstruktion setzt man immerzu fort und erhélt so eine Folge

Pn

* Xn
()/j)/eJN:< Z ej(nx JH )e'), .
i njlip JEN

i=pn-1+1

P

Y2 —
H ”an‘lp

[z
[

P P

Nun gibt es einerseits fiir alle j € N ein ¢, sodaB
I—g =yl =1+e,

anderseits gilt fiir jede Folge (a;)jen in C

Sonl [0 5 ()
j Y Jj i
= T HXme p

. X, pl/p 0 1/p
< ) } - (Z o, um\g) |
l1%5, 11, =

englischen Sprachraum gliding hump argument), ein klassisches Verfahren der Funktionalanalysis, das auch
bei vielen anderen Beweisen auftaucht und auf Banach zuriickgeht.

o Pn
{w >
Jj=0 i

i=pp-1+1

Dieses Werk ist copyrightgeschiitzt und darf in keiner Form vervielféltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fiir den persénlichen Gebrauch.



2.2, TOPOLOGISCHE VEKTORRAUME 165

Daraus folgt

00 1/p 0 1/p o 1/p
(1-swe) (Llal) < (Shluly) < rswe)(Siar)

J=0 Jj=0 =0

und mit 1/p+1/q = 1 sowie den Ungleichungen 2.80 und 2.81 weiter

o0
y laj| —
s (’ HXnJHp> Z ’ meHp
o 1/p o0 x q11/q
n
(k) [ (-
: ESP

Yi—

J=0 J
e 1/p s 1/q
<(Zr) (Ze)
Jj=0 Jj=0
Insgesamt fiihrt das auf
e 1/q o 1/p e Xn
[1—supaj—<z‘€7> }(Z\aﬂ”) < Zajinx ’H
JEN j=0 j=0 Jj=0 nilte dip
> 1/q o 1/p
{1+Supej+<26j’> }<Z|aj|p> .
JEN J=0 Jj=0
Wahlt man nun ein € > 0 mit
0 1/q
1+supe+ (Zsjq)
JeN =0 1+e¢

1—supg— <Zef>

JEN
dann folgt

Sl+eg,
P

H K I\anllp

und die Teilfolge (x,,/[Ixn,|l5)jen hat damit genau die gewiinschten Eigenschaften. Ware
nun £2 isometrisch isomorph zu einem Unterraum von £P, dann gibe es eine Abbildung
T : 42 — £P, sodaB die Einschrinkung von T~ auf den betreffenden Unterraum von £ ein
Isomorphismus ist. Daraus folgt ||T]| | T~!|| < oo, und somit wire die Folge (x5, /|[xs,[lp)jen

auch quivalent zur kanonischen Basis von £2. Das zoge aber andererseits auch die Aquivalenz
der kanonischen Basen von £2 und £° nach sich — ein Widerspruch.

Aus 1. und 2. folgt unmittelbar die Behauptung. |
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Als Zusammenfassung 148t sich nun eine weitgehende Isomorphie-Aussage fiir £°- und £ P-
R&ume formulieren.

2.118 Corollar: Die Raume £P,£9, ZP(M, 1) und £ 9(M, ) sind fiirL < p, q < oo, p # q
sowie p, q # 2 jeweils paarweise nicht isomorph.

Dabei sind die explizit ausgenommenen Sonderfille £2 und .#2(M, u) nicht nur isomorph,
sondern auch isometrisch; wir kommen darauf im Abschnitt 2.3, im nichsten Kapitel sowie
in Band 2 zuriick.

Die Raume £1(M) und £°°(M) stellen wenig iiberraschend ebenfalls Sonderfille dar; das
hat sich in Gestalt der Satze 2.109, 2.114 und 2.115 bereits angedeutet und soll nun weiter
untermauert werden, wobei gleichzeitig zwei sehr allgemeine Eigenschaften beliebiger Ba-
nachraume zur Sprache kommen. Zundchst kann man zeigen, daB jeder Banachraum als
Quotient in einem Raum £1(M) mit geeigneter Menge M auftritt.

2.119 Lemma: Jeder Banachraum ist isometrisch isomorph zu einem Quotienten eines
Raums £1(M).

Beweis: Es seien £ ein Banachraum und M eine dichte Teilmenge der Einheitskugel B¢ in
£. Nach dem Wohlordnungssatz 1aBt sich der Menge M ein Ordnungstyp mit zugehdriger
Ordinalzahl T zuordnen; damit schreiben wir M = {x,, | v < T }. Dazu definieren wir die
Abbildung A : £1(M) — & durch

AL= &xy

YT

fiir £ = (&) <r- Diese ist nach Konstruktion linear, auBerdem gilt fiir alle £ € £1(M)

TAENS D Ierxyll =D 1l lIxall £ D 16 = lI€ll < oo,

yET yET YET

also ist A beschrankt. Nun definieren wir induktiv eine Folge (X, )pen in M: Zu1/2 2 € >0
und x € Bg wahlen wir zundchst y; so, daB || x — x| <€, dannist e ' (x — x,, ) € Bg.
Da M dicht in Bg ist, kénnen wir v > 7y; so wihlen, daB [[€ 2 (x — Xy, ) — Xy|| < &,
dann ist € 2 (x — X4,) — € ' X, € Bg. Nach n Schritten finden wir auf diese Weise ein
Vo> Yoo > o>y mit e (x—xy, ) —€ 2 xy, — o =€ Xy, — Xy, || < €und
€7 (X =Xy, ) —€ " x,, — ... —€ 1 x,, € Be. Wiederholen wir das Verfahren immerfort,
erhalten wir eine Folge (x,,)nen mit

o
—1 H n
ngs”x =lmeg"=0
n n—oo
n=1
und daher mit
o0
X = E e Xy,
n=1
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Wahlen wir y = (yy)y<r mit y, = 0 fiir v # 7y, n € N und y,, = €" fiir n € N, dann
folgt

W=yl =D lyml =D e"=7—-1=7"—"=1,
y<T n=1 n=1

also gehdrt y zur Einheitskugel Byivy von £1(M). AuBerdem gilt

Ay = Zyn,x,:ien’lx% =x
n=1

y=Tr
und damit A Byi(yy = Be. Daraus folgt

[Al= sup [[A€]l = sup [Ix]=1.
x€Bg

€81
Definieren wir nun die Abbildung T : £1(M)/ker A — & durch T[£] = A€ fiir
[€] = €+ kerA und € € £1(M), dann ist diese linear und bijektiv, und fiir alle £ € £1(M)
und alle n € [£] ist
ITLEN = [[AE] = (Al IENL = Nl

Folglich ist T ein isometrischer Isomorphismus, das heift, £ ist isometrisch isomorph zu
LY(M)/ker A. O

Hieraus ergibt sich unmittelbar ein

2.120 Corollar: Jeder separable Banachraum ist isometrisch isomorph zu einem Quotienten
des Raums £1.

Beweis: Wahle fiir M eine abzahlbare dichte Teilmenge von Bg. |

Etwas ahnliches gilt fiir den zweiten erwadhnten Fall, denn jeder Banachraum ist als Un-
terraum in einem Raum £°°(M) mit geeigneter Menge M enthalten?”; das ist Gegenstand
von folgendem fundamentalen

2.121 Satz: Jeder Banachraum ist isometrisch isomorph zu einem Unterraum eines Raums
£°(M).

Beweis: &£ sei ein beliebiger Banachraum und M eine dichte Teilmenge der abgeschlossenen
Einheitskugel in £’. Wir definieren die Abbildung j : £ — £°°(M) durch j(f) := f(x) fir
alle f € M. Die Menge ran j ist ein Unterraum von &. Gilt j,(f) = j, (f) fiir alle f € M, so

47Dje Aussage |3Bt sich auf beliebige metrische Raume ausdehnen. Etwas analoges gilt auch fiir Riume
stetiger reeller Funktionen; das ist die Aussage des Satzes von Banach-Mazur: Jeder normierte Vektorraum ist
Unterraum eines Raums C(K) mit einer geeigneten kompakten Hausdorffschen Menge K, und jeder separable
normierte Vektorraum ist Unterraum eines Raums C(K) mit einem geeigneten kompakten metrischen Raum
K und damit Unterraum von C([0, 1]) [22].

Dieses Werk ist copyrightgeschiitzt und darf in keiner Form vervielféltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fiir den persénlichen Gebrauch.



168 KAPITEL 2. VEKTORRAUME

folgt f(x) = f(y) fir alle f € M und damit x = y, das heiBt, J ist injektiv auf &, also ein
Isomorphismus zwischen £ und ran j. AuBerdem gilt

Ul =sup{IFCO [ FeM, (Il =1} = [Ix],
fiir alle x € &, folglich ist j sogar eine Isometrie. O

Natiirlich gilt das soeben bewiesene Resultat auch fiir den einfachsten Vertreter der £°°-
R&ume, dennoch lohnt es sich, diesen Spezialfall gesondert zu betrachten, denn hier kommen
zwei Details dazu.

2.122 Satz: (i) Jeder separable Banachraum ist isometrisch isomorph zu einem Unterraum
des Raums £°°.

(ii) Jeder Banachraum, der topologischer Dualraum eines separablen Banachraums ist, ist
isometrisch isomorph zu einem Unterraum des Raums £°°.

Beweis: (i) Ist £ ein separabler Banachraum, dann gibt es eine dichte Folge (x,)nen in €
und nach Satz 2.55 fiir jedes n € N ein f, € & mit ||f,|| = 1 und f,,(x,) = [|X,]]. Nun sei
die Abbildung T auf & definiert durch Tx = (f,(x))nen fiir x € £. Nach Konstruktion ist T
linear und wegen

17l = ”Sgﬂpq\fn(x)\ S Ifall lixIF = {1l (2.55)

eine stetige Abbildung von &€ nach £°°. AuBerdem ist
170 lloo Z [£a(xa)l = [l (2.56)

fiir alle n € N. Aus (2.55) und (2.56) folgt || T X, |lc = ||IXn| fir alle n € N und aufgrund
der Stetigkeit von T somit || Tx ||« = ||x]| fiir alle x € £. Daher ist T : & — ranT ein
isometrischer Isomorphismus. Da ran T ein Unterraum von £ ist, folgt die Behauptung.

(i) Wieder sei £ ein separabler Banachraum und (x,),en eine dichte Folge in der Einheits-
kugel von £. Nun definieren wir die Abbildung T : & — £°° durch

{‘T(p = (‘p(xn))neIN

fiir alle ¢ € &'. Diese ist nach Konstruktion linear, und es gilt

[T¢llec = I(@(xn)nenlloc = sup (l@(xn) Dnen = [l < oco.

Folglich ist einerseits (¢(x,))nen € £ fir alle ¢ € £, also ran T ein Unterraum von £,
und anderseits T beschrankt, also eine Isometrie von £’ nach ran 7. O

Der Fall p = oo weist noch andere besondere Eigenschaften auf; ein paar davon schauen
wir uns nun an. Wir brauchen dazu unter anderem drei Definitionen, wobei mit der ersten
wieder einmal ein algebraisch wohlbekannter Begriff topologisiert wird.

2.123 Definition: (i) Zwei algebraisch komplementdre Unterrdume Uy und U eines metri-
schen Vektorraums &£ heiBen topologisch komplementar, wenn die Abbildung
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F Uy x Uy — &€ mit F(xq, X2) := x1 + x5 ein Isomorphismus ist. In diesem Fall heifit I/,
topologisches Komplement von U5 und entsprechend U, topologisches Komplement von U .
(it) Ein Unterraum U von & heiBt komplementiert, wenn es in £ ein topologisches Komple-
ment zu U gibt.

Soweit keine Verwechslungsgefahr besteht, ist im folgenden mit ,Komplement" stets ,topo-
logisches Komplement" gemeint. — Punkt (ii) von Definition 2.123 wire wenig sinnvoll, wenn
es dabei um algebraische Komplemente ginge, denn Satz 2.10 garantiert natiirlich, daB alle
Unterrdume eines jeden Vektorraums im algebraischen Sinn komplementiert sind. Dagegen
gibt es sehr wohl Banachrdaume mit im topologischen Sinn nicht komplementierten abge-
schlossenen Unterraumen; das ist sogar der Normalfall, und die sehr speziellen Ausnahmen
hierzu werden uns von Abschnitt 2.3 an ganz generell und aus der gerade diskutierten Per-
spektive betrachtet in Abschnitt 2.3.2 im besonderen tiefschiirfend beschaftigen. Der Raum
£ gehort nicht zu diesen Ausnahmen. Um das zu sehen, braucht man zunachst ein

2.124 Lemma:*® Zu jeder abzihlbaren Menge A gibt es eine iiberabzihlbare Teilmenge €
von B(A), sodaB alle Elemente von € jeweils paarweise endlichen Durchschnitt besitzen.

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es eine bijektive Abbildung f : A — Q. Da (@ dicht in
R ist, hat die Menge € = {A, | r € R} mit A, = { (Xp)pen | lim f(x,) =r} C A die
gewiinschte Eigenschaft. |

Damit beweisen wir den folgenden
2.125 Satz:'*9 ¢ ist in £°° nicht komplementiert.

Beweis: B : £ — £ sei eine beschrankte Abbildung mit Bx = 0 fiir alle x € co.
Wir zeigen zunachst, daB es eine unendliche Teilmenge A von N gibt, fiir die By = 0 gilt
fiir alle y € £ mit suppy & A. Andernfalls gibe es zu jedem Element A, der Menge
¢ ={A,|reR} aus dem Beweis von Lemma 2.124 ein x, € £ mit suppx, & A, und
Bx, # 0, also x, ¢ co. Dabei kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit ||x,||.c = 1 fiir
alle r € R vorausgesetzt werden. Da R iiberabzahlbar ist, gibt es ein n € N, sodaB die
Menge R, = {r € R | x,,, # 0} iiberabzihlbar ist. Folglich gibt es ein j € N, sodaB auch
die Menge R, ; = {r € R| x,; = 1/j} iiberabzahlbar ist. Fiir jedes r € R, setzen wir

Cr = Xr.j/|x:|; auBerdem sei A eine endliche Teilmenge von R, ; und y = >~ ¢, x;. Wie
i€A
oben gezeigt ist |supp x4 N suppx, | < oo fiir g, r € R,, g # r; daher gilt y = a+ b mit

einem Anteil a = (a,),en mit

Ha”oo = sup |an| = sup ‘C/'Xi.nl = HX/'Hoo =1
neN neN

148Djeses Resultat stammt von Sierpiniski [343].

149Das ist ein Resultat von Phillips [287] und Sobzcyk [347]. Der hier gefiihrte Beweis findet sich erstmals
bei Whitley [388], aufbauend auf Arbeiten von Nakamura und Kakutani [265] sowie Petcyriski und Sudakov
[285], und wurde spater von Albiac und Kalton in eine iibersichtliche Gestalt gebracht [4].
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sowie einem weiteren Anteil b mit nur endlich vielen nicht verschwindenden Folgengliedern.
Daraus folgt By = B a, also auch

[Byllo=1Balle =B

und somit

(Bl = G =3 bl = 2 < 131,
€A €A

Dann ist aber |A] < j||B|| fiir alle endlichen Teilmengen von R, ;, und R, ; ware endlich —
ein Widerspruch.

Nun nehmen wir an, es gabe eine stetige Projektion P von £°° auf cq. Wie soeben gezeigt,
gabe es dann zu Q =1 — P eine unendliche Menge A C N mit Q x = 0 fiir alle x € £°° mit
suppx € A, und es wire P x = x und damit x € ¢y fiir alle x € £ mit suppx € A — ein
Widerspruch. Daraus folgt die Behauptung. |

Bevor wir den gerade aufgenommenen Gedankengang weiterverfolgen, halten wir nebenbei
einen Sachverhalt von weitreichender Bedeutung fest: Die Existenz von Banachrdumen mit
nicht abgeschlossenen, komplementierten Unterraumen zeigt, daB der Satz von Hahn-Banach
nur fiir lineare Funktionale, im allgemeinen jedoch nicht fiir lineare Abbildungen in beliebige
andere Banachrdume gilt. Denn die Aussage, der Banachraum F sei ein abgeschlossenener,
nicht komplementierter Unterraum des Banachraums & ist dquivalent dazu, daB es keine
beschrankte Projektion von £ auf F gibt. Das bedeutet umgekehrt, daB die identische Abbil-
dung auf F nicht zu einer beschrankten Abbildung von £ nach F fortgesetzt werden kann,
womit ein einfaches Gegenbeispiel vorliegt.

Es gibt jedoch sehr wohl spezielle Banachraume, in denen eine dem Satz von Hahn-
Banach vergleichbare Aussage fiir allgemeine beschrankte lineare Abbildungen gilt. Das ist
Gegenstand des zweiten neu einzufithrenden Begriffs, denn hier geht es nun um Banachrau-
me, auf denen jede beschriankte Abbildung in einen beliebigen Unterraum eines beliebigen
anderen Banachraums zu einer beschrankten linearen Abbildung in den gesamten anderen
Banachraum fortgesetzt werden kann.

2.126 Definition: Ein Banachraum & heiBt injektiv, wenn es zu jedem Banachraum F, der
& als Unterraum enthilt, eine beschréankte surjektive Projektion von F nach &£ gibt.

Ist P eine solche Projektion von einem Oberraum F von & nach &, dann gilt einerseits
F=PFU(1-P)F=EU(1-P)F wegen (1 —P)P=P —P2=P - P=0
andererseits aber auch €N (1 —P)F = {0} und damit F = £ @ (1 — P ) F. Folglich ist
ein Banachraum genau dann injektiv, wenn er in jedem seiner Oberraume komplementiert
ist. Damit ergibt sich fiir injektive Banachraume genau die oben erwahnte Fortsetzungseigen-
schaft fiir beschrankte lineare Abbbildungen. Allerdings handelt es sich dabei um eine ziemlich
exklusive Gesellschaft, und die Frage nach einer Charakterisierung der Klasse der injektiven
Banachraume war eines der groBen klassischen Probleme der Funktionalanalysis. Ein Beispiel
fiir eine solche Charakterisierung sei hier ohne Beweis aufgefiihrt: Ein Banachraum & ist ge-
nau dann injektiv, wenn jede Teilmenge der Menge aller abgeschlossenen Kugeln in £, deren
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Elemente paarweise nicht disjunkt sind, einen nichtleeren Durchschnitt besitzt!®. Vertiefte
Beschiftigung mit diesem Sachverhalt wiirde uns zu weit vom Weg abbringen®®!; stattdessen

betrachten wir die wichtigste Unterklasse der injektiven Banachraume explizit.
2.127 Satz: Fiir jede Menge M ist £>°(M) injektiv.

Beweis: Es seien & ein Banachraum, der £°°(M) als Unterraum enthilt, I eine Ordinalzahl
mit || = M| und (€,),<r die (abzahlbare oder iiberabzihlbare) Folge der Koordinaten-
funktionale auf £°°(M), das heiBt, es gelte €/ (x) = x, fiir alle x = (x,),<r € £>(M).
Ist T ein beschrankter Endomorphismus auf £°°(M), dann betrachten wir die Folge (fy),<r
beschrinkter Funktionale auf £°°(M) mit f,(x) = €/,(Tx) fiir x € £>°(M) und setzen die-
se nach Satz 2.55 zu einer Folge (g,),<r von Funktionalen auf &£ fort. Wir erhalten die
geforderte Projektion P von & nach £°(M) mit Pz = (g,(z)),<r fir z € £. O

Ein weiteres Beispiel sei nur am Rande erw3hnt. Ist (M, &, ) ein MaBraum mit o-endlichem
MaB, dann ist .2 >°(M, ) ebenfalls injektivi®2. — Satz 2.127 zeigt unmittelbar, daB es injekti-
ve Banachraume beliebig groBer Machtigkeit gibt. Auf der anderen Seite folgt aus Satz 2.122
(i), daB ein unendlichdimensionaler separabler Banachraum nur dann injektiv sein kann, wenn
er isomorph zu einem komplementierten Unterraum von £ ist. Das hat weitreichende Kon-
sequenzen, wie wir mit Hilfe der dritten der angekiindigten Definitionen gleich sehen werden.

2.128 Definition: Ein unendlichdimensionaler Banachraum & heiBt prim, wenn jeder unend-
lichdimensionale komplementierte Unterraum von £ isomorph zu & ist.

Das néchste Resultat liefert ein Beispiel; zuvor verschaffen wir uns ein Lemma, das ob sei-

ner Bedeutung hier und anderswo eigentlich mehr als nur ein solches darstellt; es wird im

vorliegenden Abschnitt gleich in drei Fallen zum Einsatz kommen. Um es zu formulieren,

betrachten wir Verallgemeinerungen der Rdume co und £P, 1 < p < oo. Zu einem beliebigen
oo

Banachraum & sei €% := @ € und

n=0

o0
S Il < oo},

n=0

(°(€) = {(WEN ce~

1°(€) == { (Xn)nen € £ | sup |Ix,] < o0},
neN

(&) == { (Xp)pen € £ | nILrgo||xn\| =0}.

Versieht man [P(E) mit der || ||,-Norm sowie ¢o(€) und [°°(E) mit der Suprememumsnorm,
so erhdlt man jeweils wieder Banachraume. Damit formulieren wir

%0Djeses bemerkenswerte Resultat wurde von Nachbin entdeckt [264].

1|nformationen hierzu findet man unter anderem in [399].

152Einen Beweis hierfiir findet man in [4]. Dort wird Definition 2.126 noch etwas weitergefiihrt; fordert man
fiir die beschrinkte surjektive Projektion P zusatzlich ||P|| = 1, so heiBt der betrachtete Banachraum isome-
trisch injektiv. In [4] wird auch gezeigt, daB £°°(M) und .Z>°(M, ) unter den erwdhnten Voraussetzungen
isometrisch injektiv sind.
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2.129 Petczyriskis Zerlegungstechnik:'>® £ und F seien zwei Banachriume, sodaB jeder
der beiden Riume isomorph zu einem komplementierten Unterraum des jeweils anderen ist;
auBerdem gelte mindestens einer der beiden folgenden Sachverhalte.

(i) E2EDE und FEFOF;

(i) E=co(E) oder £=1P(E) fireinl < p < oo.

Dann sind € und F isomorph.

Beweis: Nach Voraussetzug gibt es Banachraume & und Y mit £ = F @ X und
F=EdY. Aus (i) folgt dann

ESFRFRX=FRE
sowie
FEEQREDY=EDF

und damit & = F. Aus (i) folgt zundchst £ = £ @ £ und damit wie soeben gezeigt
F=E@F. Wegen ¢o(E) = co(F B X) = ¢o(F) @ co(X) und ¢o(F) = F @ ¢o(F) erhilt
man aus £ = ¢o(€)

EECQ(.’F)@C()(X)g]“@(o(]“)@(o(k‘)gf@to(g)gf@g.

Analog liefern [P(E) = [P(F & X) = [P(F) & [P(X) und [P(F) = F & [P(F) zusammen
mit £ = [P(€)

EZP(F)alP(X)2FelP(F)alP(X)=2FalPl(E)=Faf.
In beiden Fillen erhalt man insgesamt £ = F. |

Mit Hilfe dieses Verfahrens kommen wir nun zum angekiindigten Beispiel und gleichzeitig
zum wichtigsten Vertreter seiner Art.

2.130 Satz: £ ist prim*>*.

Beweis: Es seien £ ein unendlichdimensionaler komplementierter Unterraum von £° und
P 1 ¢ —» & eine beliebige beschrankte Projektion; auBerdem sei BN die Stone-Cech-
Kompaktifizierung von N. Da jedes Element von £ als beschrankte Funktion auf N in
eindeutiger Weise zu einer stetigen Funktion auf BN fortgesetzt werden kann, ist £ zu
C(BN) isomorph. 3N ist ein kompakter Hausdorffraum, folglich ist £ nicht reflexiv'®®, also
sind die abgeschlossene Einheitskugel in £ und damit auch die Projektion P nicht schwach
kompakt. Nach einem Satz von Rosenthal’®® folgt daraus, daB £ einen zu £ isomorphen

153Benannt nach ihrem Entdecker Aleksander Pefczinski [284].

154Erstmals bewiesen von Lindenstrauss [223].

155Das folgt aus einem Satz von Grothendieck: Ist die Menge K ein kompakter Hausdorffraum, dann enthalt
C(K) keinen unendlichdimensionalen, komplementierten reflexiven Unterraum [122].

156Djeser Satz besagt folgendes: Zu jedem injektiven Banachraum &, jedem beliebigen Banachraum F und
Jeder linearen Abbildung A : & — F gibt es einen zu £ isomorphen Unterraum X von &, sodal3 die
Abbildung A | X nach unten beschrénkt ist [318].
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Unterraum F enthilt, der nach Satz 2.127 in £ komplementiert ist. AuBerdem ist £°° isomorph
zu [°°(£>°), und nach Satz 2.129 (ii) ist daher & isomorph zu £°°. O

Da nun also £ keine unendlichdimensionale komplementierte echte Unterrdume besitzt,
erhdlt man die nachste Aussage unmittelbar als

2.131 Corollar: Unendlichdimensionale injektive Banachridume sind stets nicht separabel.

Die Eigenschaft, prim zu sein, stellt iibrigens eine sehr starke Forderung an Banachraume
dar, und in der Tat hat man bis jetzt nur wenige Beispiele gefunden. So sind neben £
auch die Raume cq und £P fir 1 < p < oo prim [284]. Das sind aber bereits alle bis jetzt
bekannten ,konventionellen” Beispiele. In neuerer Zeit wurden weitere Exemplare entdeckt;
diese sind eher von exotischer Natur, wie etwa der von Gowers und Maurey konstruierte
Banachraum X, bei dem es sich um die Vervollstandigung des Raums coo der komplexen
Folgen mit nur endlich vielen nicht verschwindenden Folgengliedern unter Verwendung einer
besonders raffiniert gewshlten Norm || ||gn handelt [115]*7. Um diese Norm zu konstruieren,
braucht man eine ganze Reihe sehr spezieller Begriffe. Erstens betrachtet man die Funktion
f(x) =log, (x+ 1), die Menge qqo derjenigen Folgen aus cqo, die nur Folgenglieder aus Q
enthalten, sowie eine aufsteigende Folge (j,)nen natiirlicher Zahlen mit f(j;) > 256 und
INInInjm, = 2, fir jm > j,. Zweitens sei A% die Menge der Funktionale der Gestalt

mit x7, x5, ..., Xy, € Cpo Sowie

sup X7 < sup x5 < ...< sup X,
X € Coo X € Coo X € Coo

und [|x7[| = 1firj=0,1,..., m. Ist drittens o eine injektive Abbildung von qq in die Folge
(J2n)nen und k € N, dann sei I die Menge der Funktionale y3,y5, ..., Vi € qho mit

sup yi < sup ys <...< sup yx

Y€dqoo Y €dqoo Y €dqoo
o U * * * . . 1
sowie y7 € Ajund yiy € Ag(y e e fiiralle i =1,2,., k —1, und B} sei die Menge

der Funktionale der Gestalt

1 K
P = a
Vi
mit (8%, a5, ..., a%) € ['. Viertens sei J(N) die Menge der Intervalle in N, also der Mengen
aus aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen. Dabei bezeichne E; < E; < ... < E, eine
aufsteigende Folge aus J(IN), das heiBt, es gelte max E; +1 < min E;4; fir 1 <j < n—1.
Fiinftens sei B C P(IN) die Menge aller Folgen der Form A, = {m, m+1,m+2,...} mit

157\/ergleiche auch [114] und [248].
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m € N sowie die Menge .# von Abbildungen auf coo mit folgender Definition: Ist (e,),en
die Basis der kanonischen Einheitsvektoren auf cqg und A, B € B, dann sei 8,,,, : Coo — Coo
die Abbildung mit 8,,e; = 0 fir j ¢ A und 8, enyj = €pyj fiir alle j € N. Wahlt man
n = m, landet man mit 8,, = P, bei der Projektion von coo auf span (e;);>,, und mit
8%y = Smn erhdlt man eine formale adjungierte Abbildung. Die Menge .& ist der AbschluB
der Menge aller Abbildung der Form 8, sowie deren adjungierter Abbildungen und beliebiger
Kompositionen dieser Abbildungen. Damit definieren wir die erwdhnte Norm fiir x = (X,)nen
induktiv durch

Ix[lgy =min{a>0]|ASaAB<aArCSanDZal
mit

A= [X[lso,

1 n

B =su —

p{f(n) Z

C:sup{ x*<2x,e,) | ‘ k € (Jans1)nen, X € By, EGJ(N)},
icE

D=sup{|8x||8€.}.

§ Xj €

i€E;

‘ZgneNE1<E2<...<Eneﬂ(N)},

Mit dem AbschluB von cqqg in der Norm || ||gum erhdlt man den Banachraum X, und dieser
ist prim?®°8.

Inzwischen haben wir alle notwendigen Hilfsmittel beisammen, um auch den in Corollar
2.118 ausgesparten Fall p = oo zu betrachten, wenigstens in einer speziellen Situation. Es
gilt ndmlich der nachstehende

2.132 Satz: £ und £ *°(]0, 1]) sind isomorph%°.

158Gowers und Maurey fanden noch weitere Banachriume shnlich dem oben beschriebenen, die besonders
merkwiirdige Eigenschaften aufweisen. Beispielsweise erhdlt man durch geeignet modifizierte Wahl der Menge
. einen Banachraum X, der isomorph zu X & X © X ist, aber nicht zu X @ X, und entsprechend findet
man zu jedem p € N einen Banachraum X, sodaB X" genau dann zu X' isomorph ist, wenn m = n mod p;
n
dabei ist X" = @ X [115]. Allgemeiner gelten fiir eine ganze Klasse von Banachriumen verwandten Typs die
=1
folgenden, eng Jmiteinander zusammenhangenden Eigenschaften: Keiner dieser Rdume und auch keiner ihrer
echten Unterrdume 3Bt sich als topologische direkte Summe zweier unendlichdimensionaler Unterrdume dar-
stellen, keiner dieser Unterraume enthilt eine unbedingte Basisfolge, und jeder beschrankte Endomorphismus
A auf einem solchen Raum ist darstellbar als A = A+B mit A € C und einem streng singuldren Endomorphis-
mus B. Dabei heiBt eine Abbildung 8 € .2 (€, F) streng singuldr, wenn es zu jedem unendlichdimensionalen
Unterraum U von & und jedes € > 0 ein x € U gibt mit || 8x || < ||x|| [114], [115], [248]. Argyros und
Haydon fanden vor kurzem sogar eine Klasse von Banachriumen, in denen jede Abbildung A = Z(€) als
A =X+Cmit €€ ¢(E) geschrieben werden kann [13].
1%9Djeses Resultat stammt ebenfalls von Petcziniski [283].
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Beweis: Zunichst wahlen wir eine abzidhlbare disjunkte Zerlegung (A,),en des Intervalls
[0,1] in meBbare Mengen und definieren die Abbildung T : £ — £ >°([0, 1]) durch

Tx = an Xa,
n=0

fiir x = (X,)nen € £. Diese ist nach Konstruktion linear, folglich ist ran T ein Unterraum
von £ ([0, 1]). AuBerdem gilt

[Tx|l= sup
te[0,1]

o0
> 0%, (8)| = sup(xoe = Il
n=0

das heiBt, T ist ein isometrischer Isomorphismus von £*° nach ranT. Nach Satz 2.93 ist
£°(]0,1]) der Dualraum von ([0, 1]), und dieser Raum ist nach Satz 2.89 separabel,
nach Satz 2.122 (ii) gibt es folglich auch einen isometrischen Isomorphismus von .2 *°([0, 1])
auf einen Unterraum von £°°. Weiter ist einerseits £°° = £°° @& £°° und andererseits

Z>=([0,1]) 2 £>([0,1/2]) ® Z>=([1/2,1]) = £>([0,1]) ® £ >([0,1]). Nach Satz
2.129 (i) gilt daher £ = £ ([0, 1]). O

Der Isomorphismus, dessen Existenz hier soeben gezeigt wurde, ist ein klassisches Beispiel
fiir eine Abbildung, die nicht explizit (etwa durch ein Integral iiber irgendeine . *-Funktion)
darstellbar ist. Insbesondere ist er nicht isometrisch; es gibt keinen isometrischen Isomorphis-
mus von £°° nach £ *°([0, 1]). Nebenbei ist es erwdhnenswert, daB Satz 2.132 gemeinsam
mit Satz 2.117 ein Beispiel fiir folgende interessante Konstellation liefert: £ und £ ([0, 1])
sind zwei nicht isomorphe Banachrdume mit isomorphen Dualrdumen £°° und . >(]0, 1]).

Nachdem wir in diesem und dem vorigen Abschnitt den Fall p = 2 mehrfach ausgeschlos-
sen haben, ist es nun an der Zeit, diesem sehr speziellen Fall ausgiebige Aufmerksamkeit zu
gewahren; auch hierfiir sind wieder einige Vorbetrachtungen erforderlich.

2.2.3.11 Orthogonalitdt in Banachrdumen

Ergénzend beschaftigen wir uns kurz mit einem Begriff, dessen Bedeutung erst in den nachsten
Abschnitten richtig deutlich werden wird, und das zunachst auch nur aus der mathematischen
Perspektive. Die physikalische Sicht darauf erhellt sich auch hier erst in Band 2. In der Tat
ruft die Sache im Kontext des vorliegenden Abschnitts einen reichlich technischen Eindruck
hervor und benimmt sich beim Versuch, auf der Ebene der Banachraume definiert zu werden,
eher widerborstig, sie wird sich jedoch im nachsten Abschnitt als eine ganz natiirlich aus den
betrachteten Strukturen folgende Eigenschaft erweisen. Es handelt sich um den Begriff der
Orthogonalitat, der sich in Analogie zu seiner elementaren Form im Anschauungsraum mit
gewissen Einschrankungen von den in den nachsten Abschnitten betrachteten speziellen auf
beliebige normierte Raume verallgemeinern 13860,

60Dje hier beschriebene Definition der Orthogonalitit wurde erstmals von Birkhoff erwihnt [34]. Vergleiche
auch [102] und [103].
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2.133 Definition: Es seien £ ein normierter Raum und A, B C £ Unterraume.
(i) x € & heiBt orthogonal zu y € &€, wenn |y|| < ||y + XA x || gilt fir alle X € R.
(i) x € & heiBt orthogonal zu A, wenn x zu jedem y € A orthogonal ist.

(iii) \A heiBt orthogonal zu B, wenn jedes x € A zu jedem y € BB orthogonal ist.

Man schreibt dafiir auch x L y, x L A, A 1 B. DaB die Orthogonalitat fiir beliebige,
insbesondere unendlichdimensionale Banachraume kein unmittelbar naheliegendes Attribut
ist, erkennt man in zweifacher Weise. Erstens gibt es eine ganze Reihe weiterer Vorschlage
zur Definition der Orthogonalitit!®!, die jedoch im allgemeinen nicht dasselbe bedeuten und
auch nicht dquivalent sind'%? — es sei denn, man beschrinkt sich auf diejenige ganz spezielle
Unterklasse der Banachraume, die Gegenstand des niachsten Abschnitts ist, und dort werden
wir es mit einer weiteren, viel einfacheren Definition zu tun bekommen. Zweitens sind die
Eigenschaften, die man typischerweise von einem Begriff wie demjenigen der Orthogonalitat
erwartet, also etwa

Regularitat ax 1l Bx < ax=0V Bx=0 fir x€€&, o,€R
Homogenitit : xly = axLlpBy fir x,yeé&, a,BeR,
Symmetrie xly = ylx fir x,y €€,
Additivitat xlyANxlz = xly+z fir x,y,ze€é&,

fiir Banachrdume nicht in vollem Umfang gegeben. Bei der Orthogonalitdt gemaB Definition
2.133 hat man zwar Regularitdt und Homogenitat, im allgemeinen jedoch nicht Symmetrie
und Additivitat. Um zu sehen, wann diese Eigenschaften tatsachlich vorliegen, ist der Erst-
kontakt mit einem weiteren fiir die Quantenmechanik fundamentalen Begriff erforderlich.

2.134 Definition: V sei ein Vektorraum. Eine Abbildung ( , ) : V XV — C heiBt Ska-
larprodukt auf V), wenn fiir alle x, y, z € V und alle a, b € C folgende Eigenschaften gelten:

(i) (ax+by,z)y=a(x,z)+b(y, 2),

(i) (x.y) = (y. %),
(iii) (x,x) >0 fiir x # 0.

Eigenschaft (iii) ist identisch mit der Aussage, Skalarprodukte seien positiv definit. Vektor-
raume mit Skalaprodukt nennt man im reellen Fall euklidische und im komplexen Fall unitare
Vektorrdume. Skalarprodukte werden ab dem nachsten Abschnitt von herausragender Bedeu-
tung sein; hier stellen sie vorlaufig noch einen Hilfsbegriff dar. Insbesondere sind Vektorraume
mit Skalarprodukt stets normiert. Eigenschaft (iii) deutet das bereits an, und in der Tat wird

durch
x|l :== v/ (x, x) (2.57)

161129] liefert einen Uberblick iiber die unterschiedlichen Definitionen.
162Details hierzu findet man in [7], [8], [63], [65], [169], [170], [190] und [191].
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eine Norm induziert, wovon man sich durch Nachrechnen der Normaxiome leicht iiberzeugen
kann.

Es stellt sich nun natiirlich sofort die Frage, in welchen Vektorraumen beziehungsweise
unter welchen Bedingungen ein solches Skalaprodukt existiert. Diese 1aBt sich konstruktiv
beantworten; hierfiir benétigen wir das nichste

2.135 Lemma: Die Abbildung F : C — C definiert durch F(a) = (ax,y) ist fiir alle
X,y €V stetig.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, daB || o x £ y || stetig in « ist. Aus Ungleichung 2.80 folgt
Il =yl =[x =y

sowie
Iyl =lxIF = [ly =x[ = 1Ix =yl
und damit
Xl =Dyl S Hx =y -
Mit o, B € € erhalt man daraus

Haxtyl=IB8x£yl[<l(a=B)xll=[a~-Bllxl.

aIsoauch\||ax:i:y|\fH[3X:l:yH|HOﬁjr|a76\—>O. O

Damit schreiten wir zur Beantwortung der oben erwihnten Frage und beweisen das fiir den
Alltagsgebrauch wichtigste Kriterium fiir Raume mit Skalarprodukt!®3.

2.136 Satz:'%* Ein normierter Vektorraum V ist genau dann ein unitarer Raum, wenn in ihm
die Parallelogrammgleichung erfiillt ist, das heiBt, wenn

x4y I+ 11x =y 2 =21IxI* + 2y

gilt fiir alle x, y € V. In diesem Fall wird in V durch die Polarisationsgleichung

2 2 - 2
|l x A+
+ 1/ ty

2

x+y
2

x—y
2

(xy)=

. 2
X—1y
e

in eindeutiger Weise ein Skalarprodukt definiert *°.

163Ein paar weitere folgen im nichsten Abschnitt.

164Dieses Resultat wurde erstmals durch Jordan und von Neumann bewiesen [181]. Es taucht etwas friiher
auch schon in einer gemeinsam mit Wigner verfaBten Arbeit [180] sowie in einem Aufsatz von Riesz [312]
auf. Vergleiche auch [63]. Es gibt Verallgemeinerungen hierzu, siehe beispielsweise [257] - [259].

185m euklidischen Fall ist das durch

2
X—y

2

(x.) = ”yHZf

2

zu ersetzen.
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Beweis: ,—": V sei ein unitarer Raum mit Skalarprodukt ( , ). Aus dessen Eigenschaften
folgt unmittelbar

X+yx+y)+x—yx—y)=xx+y)+ . x+y)+xx=y)= (. x—y)

=x+y. )+ x+y. )+ x—y.x)=(x=y.y)

=)+ X))+ 0y)+ o y) HxGx) = (vox) = (G y) + ()
=2(x,x)+2(,¥).

also mit (2.57) genau die Parallelogrammgleichung.

=" Nun sei V ein normierter Raum, in dem die Parallelogrammgleichung gilt. Zu zeigen
ist, daB das durch die Polarisationsgleichung definierte Skalarprodukt die Eigenschaften (i)
bis (iii) der Definition 2.134 erfiillt.

(i): Wir zeigen zunichst (x1, ) + (Xx2,¥) = (x1 + X2, y) fir alle x1, x2,y € V. GemiB der
Polarisationsgleichung gilt fiir alle y € V

Re (0,y) = 0.
AuBerdem liefern die Parallelogrammgleichung und (2.57) fiir alle x1, x5,y € V
2Re(x1+ x2,y) +2Re (x1 —x2,¥) = [ xs+x2+y [P = [ xi +x2 =y [
+lxi—x2+ylP=lIxi=x2—y|]
=2 x1+y 2+ 2] %l = 21x1 = y I = 2]Ix|?
=2[[x1+y [P =2lx1 =y > =4 Re (x1, y).

Zusammen erhdlt man
Re (2x,y) =2 Re (x,y),

also weiter
Re (X1 + x2,¥) +Re (x1 — x2,¥) = Re (2x1,Y).

Das wiederum liefert

X1+ X X1 — X X1+ x X1 — X
%e( 12 2 4+ 12 2,y>+iﬁe< 12 E- 12 2,y>:9%(x1,y)+iﬁe(x2,y)

Re (X1 + Xg,y).

Da sich die Polarisationsgleichung zu

2 2 . 2 : 2
I xty _|Ix—Y A rx =y IX+y

) == > || T T2 2
= Re(x,y)—iRe(ix,y) (2.58)
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umschreiben 13B8t, folgt unmittelbar (x1,y) + (x2,¥) = (x1 + X2.¥).
Nun zeigen wir (ax,y) = a(x,y) fir alle o € C. Offensichtlich gilt das fiir o = 1, und
aus der Giiltigkeit fiir o und 3 folgt auch diejenige fiir & + 8 und, sofern B # 0, fiir o/(.
Damit gilt die Relation fiir alle @ € ). Nach Lemma 2.135 folgt daraus die Giiltigkeit fiir
alle a € R. AuBerdem gilt, wieder gemaB der Polarisationsgleichung,

2 2 2

. IX+y IX—y I x+y 2 X—y
(ix,y)= 5 — 5 + 5 H - 5
|l x=iy 2 X—1iy 2 X+y 2 X—y 2
o - e e Il
. X+y 2 X—Yy 2 X+iy 2 X—1y 2 .
_’< 2 | | 2 2 | - 2 >_’(X'y)'

das heiBt, die Relation gilt fir o = i und folglich fiir alle o € C, womit Eigenschaft (i)
gezeigt ist.

(ii): Fir alle x € V gilt || i x || = ||x||; mit der Polarisationsgleichung folgt daraus

Re (x,y) = Re (ix,iy) und mit (2.58) weiter Re (x,y) = Re (v, x). Daraus erhilt man

Re(ix,y) = Re(i%x,iy) = Re(=x,iy)=—NRe(x,iy) = —Re(iy,x),

wiederum mit (2.58) also auch

(x,y)=Re(y,x)+iRe(iy,x) =Re(y,x)—i Re(iy,x)=(y,x)

und somit Eigenschaft (ii).
(iii): GemaB der Polarisationsgleichung und (2.58) gilt

(x, x) = Re (x, %) — i Re (ix,y) = [Ix]|* — i Re(i [|x]|*) = [|x]I?,
und damit folgt Eigenschaft (iii). O

Da in einem normierten unitdren Raum das Skalarprodukt vermége der Polarisationsgleichung
in eindeutiger Weise durch die Norm definiert wird, gilt natiirlich auch das umgekehrte, und
man iberzeugt sich unmittelbar, daB das fiir alle x € £ durch die einfache Relation

[Ix[1* = (x, x)

realisiert wird. Daher induziert jedes Skalarprodukt in dieser Weise eine Norm. Unitare Rdume
sind somit stets normiert.

Zwischen Skalarprodukten und dem Begriff der Orthogonalitit besteht ein bedeutender
Zusammenhang, der sich zunichst nur andeutet. Um das niher auszufiihren, ist ein weiterer
Hilfssatz notwendig, der gleichzeitig ein alternatives Kriterium fiir Unitaritat von normierten
R&umen darstellt.
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2.137 Lemma:%® Ejn normierter Vektorraum & ist genau dann unitar, wenn jeder Unterraum
U von € mit dim U < 2 unitr ist.

Beweis: ,—": Klar.

<" Es seien x, y € £ beliebig und U = span {x, y}, dann ist U ein Unterraum von £ mit
dim U < 2 und nach Voraussetzung unitdr. Damit gilt die Polarisationsgleichung fiir x und y
und, da diese beliebig gewahlt waren, auch fiir alle Elemente von £. Folglich ist £ unitar. [

Nun konnen wir den erwahnten ersten Zusammenhang zwischen Skalarprodukten und Ortho-
gonalitdt formulieren, und zwar in Gestalt eines dritten Unitaritats-Kriteriums.

2.138 Satz: In einem normierten Vektorraum &€ mit dim £ = 3 ist die Orthogonalitat genau
dann symmetrisch, wenn & unitér ist.

Beweis: 187  ==": £ sei ein normierter Raum, in dem die Orthogonalitit symmetrisch ist. Wir
zeigen zunichst, daB fiir ein lineares Funktional ¢ # 0 auf £ genau dann [p(x)| = ||¢]| ||Ix]|
gilt, wenn x L A = {t € &|@(t) =0} ist. Es sei einerseits p(x) = [|¢||||x]| fiir ein
solches x | A, dann folgt

el lIx+tll 2 lelx+ 1) [ = lo0)l = llellx]l

und damit || x4t || = ||x]| fur alle t € A; folglich ist x L A. Andererseits sei [p(x)| = a ||x||
mit & > 0 und x L A, dann gilt || x+ ¢ || = ||x]| fiir alle y € A, also

lo(x + 1) [ = lo()| = a[Ix]| = a|lx + ¢]l.

Mit 0 € A folgt daraus |@o(y)| < a|ly|| fir alle y € £. Damit ist o = ||| und

@(x) = llell llx
Hierauf aufbauend leiten wir als ndchstes eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir
her, daB es zu jedem abgeschlossenen Unterraum U von £ ein orthogonales Element von £
gibt. Dies ist genau dann der Fall, wenn zu jedem linearen Funktional ¢ auf £ ein x existiert
mit ©(x) = ||¢] [|x||. Denn einerseits ist fiir ¢ # 0 die Menge A ={y € £ | p(y) =0} ein
abgeschlossener Unterraum von &, und damit folgt aus x L A wie gezeigt ©(x) = ||¢|| ||
Ist andererseits U ein beliebiger abgeschlossener Unterraum von &, dazu a € £ \ U, und

auBerdem ® ein durch
0 fir xelUd
P(x) =

|, wie behauptet.

1 fir x=a

definiertes Funktional, dann ist & stetig auf U« & C a, weil U abgeschlossen ist, und es 4Bt
sich zu einem stetigen Funktional f auf ganz £ fortsetzen mit f [U & Ca = F. Gibt es ein
x € € mit x L U, dann gilt wie oben gezeigt ¢(x) = ||| [|x]|.

186 Auch hierzu findet man einen ersten Beweis in [181].
167Der Satz wurde erstmals von Birkhoff bewiesen [34]; vergleiche auch [169] und [170]. Weitere Kritirien
fiir die Existenz eines Skalarprodukts liefert Day in [63].
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Nun seien U ein dreidimensionaler Unterraum von £ und a und b zwei beliebige Elemente
von Uy. Dann existiert nach dem bisher gezeigten ein y € U sodaB y L span{a, b}. Nach
Voraussetzung ist dann auch span{a, b} L y. Definiert man eine Projektion P von Uy nach
span{a, b} durch Px := x — a, y, dann gilt || Px|| = ||x]| — |ow| ly]l < |Ix]| und damit
auch ||P|| = 1. Es gibt also zu jedem U mit dim Uy = 3 eine Projektion mit Norm 1 auf
jeden abgeschlossenen Unterraum von Uj.

Die Einheitskugel S = {x € Uq | ||x|| < 1} ist konvex und symmetrisch zum Ursprung
0 € Uyp. Ist A ein Unterraum von Uy mit dm A = 2 und C4 = AN IS, dann sei B
das Bild von Cy4 unter der gerade konstruierten Projektion P von Uy auf A. Die Menge
Z={oa(x—Px)|x € Cy,a € C}istein Zylinder, der S enthilt. Folglich ist S ein
Ellipsoid!®®. Hat x € S in einer beliebigen Basis { e1, €5, €3 } von U, die Entwicklung

x=¢&1e1+&rer+Ezes,
dann gilt daher mit geeigneten a1, ap, a3 € C

£ & &
—+ S+ =1
ay a; Qa3

Auf diesem Weg wird vermoge
(xy)=E&m+E&ma+E€3ms

fir x = 5181 +£2€2 +£383 € Z/{o und Yy =mMi1€1+MmMaex+Mnszes € Z/{O aufl/{g ein
Skalaprodukt definiert, das heiBt, Uy ist ein unitdrer Raum. Damit ist jeder dreidimensionale
Unterraum von £ und folglich auch £ selbst ein unitérer Raum.

,<=" & sei ein unitdrer Raum mit Skalarprodukt ( , ); fiir die Norm von & gilt damit
Ix]> = (x,x). AuBerdem seien x,y € & mit x # 0 und (x,y) = 0. Daraus folgt fiir alle
AeR

YA Y +2AX) = (Y +2A) A Y +AX) = (V. y) + 3 (x,x) Z (v, y),

also x L y. Aus der Symmetrie des Skalaprodukts ergibt sich damit die Symmetrie der
Orthogonalitat. |

Mit der Eigenschaft, symmetrisch zu sein, gewinnt der Begriff der Orthogonalitat in uni-
taren Raumen erst seine wirkliche Bedeutung; fast noch wichtiger ist jedoch eine Folgerung,
die sich vermeintlich beildufig im soeben gezeigten Beweis andeutet.

2.139 Corollar: In einem unitiren Raum & gilt fiir x,y € €

xly < (x,y)=0.

168Das ist Gegenstand eines Satzes von R. S. Phillips [286]. Vergleiche ein dhnliches, ilteres Resultat von
W. Blaschke [35].
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Beweis: ,==": Es seien x, y € £ mit x # 0 und x L y. Mit Definition 2.133 (i) folgt daraus
VoY) S HAY FAX) =y +AX) + A (X, ¥y + Ax)

= y)+2x(xy) + 22 (x, %)

und damit
2X(x,y) 2 =22 (x, x).

fiir alle A € R. Fiir A = 0 ist das trivialerweise erfiillt; andernfalls folgt
2(x,y) = =2 (x,x),

und das geht fiir beliebige A < 0 nur, wenn (x,y) = 0 ist.
<" Bereits gezeigt. O

Damit ist eine der wichtigsten Anwendungen des Skalarprodukts in Form des Kriteriums
schlechthin fiir Orthogonalitat bereitgestellt — sofern ein Skalarprodukt zur Verfiigung steht.
Eine direkte Folge daraus ist der

2.140 Satz des Pythagoras: Fiir orthogonale Elemente x, y eines unitiren Raumes & gilt
Ix +y I = lIxI? + Iyl
Beweis: Nach Definition 2.134 (i) und (ii) ist

[x+yIlP=(x+y.x+y) =)+ %)+ (xy)+(.y)

=)+ )+ )+ y) = x) +2Re(xy) + (v.y)
= [Ix[I* +2 Re (x.y) + [Iy]1?
Mit (x, y) = 0 folgt die Behauptung. O

Richtig interessant werden unitdre Raume (wenig liberraschend) erst, wenn sie auch voll-
standig sind, weswegen hierfiir nun ein eigener Abschnitt er6ffnet wird.

2.3 Hilbertraume

2.3.1 Definition und erste Eigenschaften

Wir kommen nun also zu einer etwas ausfiihrlicheren Betrachtung derjeniger Banachraume,
deren Norm durch ein Skalarprodukt induziert wird. Genaugenommen wird sich der gesamte
Rest des vorliegenden Buchs damit beschéaftigen; zunédchst stehen dabei die Raume selbst im
Mittelpunkt, spater werden weitere, damit zusammenhangende Strukturen dazukommen.
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Dabei muB man die Banachraum-Eigenschaft, daB heiBt Vollstandigkeit und Normiertheit
gar nicht explizit voraussetzen; im Falle der ersteren ergibt sich die letztere aus dem Vorhan-
densein eines Skalarprodukts samt der im vorigen Abschnitt diskutierten Zusammenhange
von selbst. Das fiihrt auf folgende zentrale

2.141 Definition: Ein vollstandiger Vektorraum mit Skalarprodukt heiBt Hilbertraum.

Ist der betrachtete Vektorraum mit Skalarprodukt nicht vollstandig, heiBt er Pra-Hilbertraum.
Vollstandige Unterraume von Hilbertraumen sind stets selbst auch Hilbertraume. Natiirlich
sind alle Hilbertraume auch Banachrdume. Die Umkehrung dieser Aussage ist falsch; hierbei
handelt es sich jedoch um eine durchaus nichttriviale Angelegenheit, sodaB wir genaueres
besser auf einen eigenen, namlich den nachsten Abschnitt verschieben.

Da wir bereits eine Menge Vorarbeit geleistet haben, konnen wir gleich einmal einige
allgemeine Eigenschaften von Hilbertraumen auflisten. Dazu sei H ein Hilbertraum und
(,):H xH — C dessen Skalarprodukt®®°.

Das Skalarprodukt liefert wie bereits beschrieben unmittelbar den Begriff der Orthogo-
nalitdt, das heiBt, zwei Vektoren aus H sind zueinander orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt
verschwindet. Natiirlich induziert das Skalarprodukt auch eine Norm in H gemaB

92 = (. %),

das heiBt, die Norm eines Vektors ist die Quadratwurzel aus dessen Skalarprodukt mit sich
selbst. Hierbei gilt die

2.142 Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:'"° Fiir alle 1, p € H ist |(¢, )| < [|[¥]| [|¢]l-

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei ¢ # 0 (andernfalls ist die Ungleichung
trivialerweise erfiillt). Fiir alle o € € gilt nach Definition 2.134

(Y —ap¥—ap)=@9)—alp.¥) —a(¥e)+laf(p.e) 20,

also fiir a = (1, )/lle0|?

Q)P -

Il = =5 2 0.
el

Daraus folgt sofort die Behauptung. |

Man iiberzeugt sich leicht, daB in Ungleichung 2.142 das Gleichheitszeichen genau dann
gilt, wenn 9 ein Vielfaches von ¢ ist. Die Norm-Eigenschaften lassen sich nun mit Hilfe
der Skalarprodukt-Eigenschaften sowie von Ungleichung 2.142 durch simples Nachrechnen
verifizieren. AuBerdem ergibt sich das folgende wichtige

2.143 Corollar: Ist H ein Hilbertraum, dann ist fiir jedes 1) € H das durch f,(¢) 1= (@, P)
definierte Funktional fy, stetig auf H.

169\Wir betrachten generell Hilbertraume iiber €.

170Entsprechend seiner Benennung taucht dieses Resultat erstmals 1821 bei Cauchy auf, allerdings nur in
Summenform [52]. Eine Version in Integralform wurde 1859 von V. J. Bunjakowski bewiesen; beim zweiten
Namensgeber H. A. Schwarz taucht sie, ebenfalls in allgemeiner Form, erst 1909 auf.
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Beweis: Sei 1 € H. Nach Ungleichung 2.142 gilt fiir alle ¢, x € H

If(o=x)=le—x D)= le—xIlvl
daher folgt |fy(¢ — x )| — O fiir [ — x| — 0. O

Eine Projektion P in einem Hilbertraum H heiBt orthogonal, wenn ranP L ker P ist. Fiir
jede orthogonal Projektion P # 0 in H gilt nach Satz 2.140

IPYI> < 12w =l =Py =¥

fir alle 9 € H und damit ||P|| = 1. Zwei Unterrdaume A und B von H heiBen zueinander
orthogonal, wenn 1 L ¢ gilt fiir alle ¥ € A und ¢ € B; man schreibt dafiir A 1 B. Ist U
ein Unterraum von #H, dann heiBt

U ={ypen |y Lofiralle pclid}

Orthogonalraum oder orthogonales Komplement von U. Natiirlich ist & | U+ und U C UL;
weitere Eigenschaften beschreibt das nachste

2.144 Lemma: Fiir jeden abgeschlossenen Unterraum U eines Hilbertraums H gelten die
folgenden Aussagen.

() H=U > U*,
(i) H/U ist isometrisch isomorph zu U+ und damit ein Hilbertraum.

Beweis: (i): (¥n)nen sei eine Folge in U*; da H vollstindig ist, gilt lim 1, =% € H. Nach
n—oo
Corollar 2.143 ist das Skalarprodukt stetig, daher ist

(¥.9) = (lim ¥, @)= lim (¥, ) =0

fiir alle ¢ € U. Es folgt 1 € U+, also ist U+ abgeschlossen.

(if): Wir betrachten die kanonische Quotientenabbildung ¢ : H — H/U definiert durch
(1)) = ¥ +U. Deren Einschrankung auf U/ ist trivialerweise bijektiv. AuBerdem betrachten
wir diejenige Projektion P : H — U, fiir die ran®P = U und ker P = U~ gilt. Dann ist fiir
alle 1 € U und alle ¢ € U+ nach Satz 2.140

¥+l =¥+ el = llel.
und folglich auch
loll=inf{llo—xl I xeU}=inf{lo—xI|x€cranP}
=inf{lle+x| [ x €ranP} = (0]

Somit ist ¢ [U~* auch isometrisch. 0
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Ist U ein beliebiger Unterraum, kann man immerhin noch die nachstehenden Resultate zeigen.
2.145 Lemma: Fiir jeden Unterraum U eines Hilbertraums H gelten die folgenden Aussagen.

(i) U* ist ein abgeschlossener Unterraum von . und damit selbst ein Hilbertraum,
(i) U = u*,
(ii) U = U+,
(iv) U ist genau dann dicht in H, wenn U+ = {0}.
Beweis: (i): f sei das in Corollar 2.143 definierte Funktional, dann ist i+ = wﬂu ker fy. Nach
€

Corollar 2.143 ist f; stetig, also ist ker f, abgeschlossen, und damit ist U+ als Durchschnitt
abgeschlossener Mengen selbst abgeschlossen.

(ii): Es ist ¢ C 7 und damit &4 C 7. AuBerdem ist fiir alle 9 € U* nach Corollar 2.143

U C kerfy, also P € U". Zusammen folgt daraus die Behauptung.

(iif): Nach Lemma 2.144 (i) gilt H =U & U =U & U+ = U* & U Mit U C UL

folgt daraus die Behauptung.

(iv), ,==": Aus U = H folgt mit Lemma 2.144 (i) sofort U+ = {0}.

=" Aus U+ = {0} folgt mit Lemma 2.144 (i) und Aussage (iii) unmittelbar // = H. O
Natiirlich kann man die in Abschnitt 2.1.1.2 fiir allgemeine Vektorrdume beschriebenen

gewohnlichen und direkten Summen insbesondere auch fiir unitdre Raume betrachten. Die

gewohnliche Summe aus Unterrdumen bedarf keines weiteren Kommentars; fiir endlich viele

Summanden 148t sich indes auch der Begriff der direkten Summe ohne Schwierigkeiten auf
Hilbertraume spezialisieren. Sind V; fiir j = 1,2, ..., n unitdre Rdume iiber demselben Kor-

per, jeweils mit Skalarprodukt ( , );, dann erhdlt man auf @ V; mit (¥, ) = > (¥}, ©));
J=1 J=1
fir v = (Y1, %2, ..., ¥,) und © = (@1, 92, ..., ©,) wieder ein Skalarprodukt, und falls die
V; Hilbertrdume sind, ist @ V; mit ( , ) ebenfalls ein Hilbertraum. Wieder definiert man
Jj=1

n n
eine kanonische lineare Abbildung ® : @V, — >_ V; mit

i=1 i=1
D(P1, Yo, W) =Y F Y+ Y, (2.59)
die genau dann ein Isomorphismus ist, wenn V; N V; = {0} gilt fiir alle /,j = 1,2,..., n mit

i1,
Wir ergdnzen einige Bemerkungen iiber unendliche direkte Summen unitdrer Raume ana-
log jenen fiir Banachraume in Abschnitt 2.2.3.2, da wenig liberraschend auch hier wieder

"I Man kann hier unter geeigneten Voraussetzungen noch mehr erreichen, wie wir in Abschnitt 4.4.2.6 sehen
werden.
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dieselben, bei endlichen Summen nicht auftretenden Details zu beachten sind. [ sei eine un-
endliche Kardinalzahl und (#,),<r eine Familie von Hilbertraumen iiber demselben Korper.
Fiir die algebraische direkte Summe

@H'y:{(w'y)'y<r € HH'Y

y<r y<r

Xy 7 0 fiir hochstens endliche viele v < T }

liefert (¥, ) = > (¥y, @)y zwar ein Skalarprodukt, €@ H. ist jedoch im allgemeinen
y<T y<r
kein Hilbertraum. Wieder definieren wir stattdessen die topologische direkte Summe

EBTHw:{(www<reII

uwmn«ee%n}

y<r <
hierfiir erhalten wir durch (¥, @) = > (Yy, ©y)y fiir ¥ = (Yy)y<r und @ = (©4)y<r €in
y<r
Skalarprodukt, und mit diesem ist 7., ein Hilbertraum. Auch hier ist die topologische
y<r

direkte Summe die Vervollstandigung der algebraischen in der durch ( , ) induzierten Norm.
Mit Hilfe von Norm und Skalarprodukt |48t sich ein Hilbertraum in tiblicher Weise topo-
logisieren. Jede Norm definiert eine Metrik d auf H durch d[9, ¢] := || ¥ — ¢ ||. Konvergenz
beziiglich der Norm beziehungsweise der zugehorigen Metrik bezeichnet man als starke Kon-
vergenz im Hilbertraum #: Eine Folge {¢,},<n von Vektoren aus H konvergiert stark gegen
einen Vektor ¢ € H, falls
lim (%, ] =0

gilt. Konvergenz beziiglich des Skalarproduktes bezeichnet man hingegen als schwache Kon-
vergenz: Eine Folge {1,},cx von Vektoren aus H konvergiert schwach gegen einen Vektor
Y € H, falls fir alle ¢ € H

(¥n 0) = (¥, )

gilt. In unendlichdimensionalen Hilbertraumen sind diese beiden Konvergenzbegriffe und die
daraus folgenden Topologien nicht dquivalent. Denn hier folgt aus der starken Konvergenz
einer Folge von Vektoren zwar deren schwache Konvergenz, das umgekehrte gilt jedoch nicht.

In Abschnitt 2.2.3.9 wurde in Gestalt der Satze 2.92, 2.93 und 2.97 gezeigt, wie man
fiir stetige lineare Funktionale Integraldarstellungen finden kann. Das funktioniert jedoch in
der dort beschriebenen Form nur fiir .2 P-Raume; hier zeigt es sich nun, daB vergleichbare
Darstellungen bei Hilbertraumen stets moglich sind, egal um welches spezielle Exemplar es
sich handelt.

lim
n—oo

2.146 Rieszscher Darstellungssatz:'"? Fiir jeden Hilbertraum H ist die Abbildung
T H— H mit
TW)e=(v¥)

ein isometrischer Isomorphismus.

172Siehe Anmerkung 115 auf S. 131.
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Beweis: Nach Definition 2.134 (i) ist T linear, und nach Corollar 2.143 ist das Skalarprodukt
auf H stetig. Der restliche Beweis erfolgt in drei Schritten.

1. Ist f das Nullfunktional auf H, dann gilt f(¢) = (4, 0) fir alle i € H. Ist 0 # f € H/,
dann ist (ker f )% # (0. Nun sei ¢ € (ker f )+ und ¥, := 9/||9|. Fiir alle ¢ € H gilt dann
f(f(y) e —f(p)Y,) =0, also ist F(9hy) ¢ — ()P, € ker f und damit

(f(¥g) @ — f(9) Yy, ¥,) = 0. Daraus folgt f(¢) = (@, f(¥,) ¥,), und somit gilt fiir alle

peH
f(¥)

0= T

W,

das heiBt, T ist surjektiv.

2. Gilt furr ein weiteres x € H ebenfalls () = (@, x) fiir alle ¢ € H, dann folgt

(o, F(Yo) ¥y — x) = O fiir alle ¢ € H. Also ist f(¢,) P, — x € H' = {0}, das heiBt
X = f(¥y) Yy. Somit ist T injektiv.

3. Nach Ungleichung 2.142 gilt fiir alle ¥ € H

[l T( )H—”Shlp [T() el = \Shjp [(o,¥)| = Sup

also ist T isometrisch. 0

Jeder Hilbertraum ist also zu seinem topologischen Dualraum isometrisch isomorph; genauer
gesagt gibt es in einem Hilbertraum #H zu jedem f € H' ein eindeutig bestimmtes 9 € H,
sodaB (@) = (¢, ¥) gilt fir alle ¢ € H; dabei gilt ||f|| = ||9||. Stetige lineare Funktionale
auf Hilbertraumen lassen sich somit stets eindeutig und normerhaltend durch Skalarprodukte
darstellen. Dariiberhinaus 3Bt sich mit Hilfe von T ein Skalaprodukt { , ) : H' x H' — C
definieren durch

(f.g) == (T7YF), T Yg)) firf geH,

und nach Satz 2.146 ist H' damit ebenfalls ein Hilbertraum. Hilbertraume kénnen daher
elementweise mit ihren jeweiligen topologischen Dualriumen identifiziert werden”3. Es gilt
jedoch noch mehr, wie das nachste Resultat zeigt.

2.147 Corollar: Jeder Hilbertraum ist reflexiv.

Beweis: Ist H ein Hilbertraum, dann liefert Anwendung von Satz 2.146 auf den Hilbertraum
H’, daB die Abbildung 8 : H' — H" mit

8(g)f =(f.9)

ein isometrischer Isomorphismus ist. Folglich ist die Abbildung j = 8 o T ein isometrischer
Isomorphismus zwischen H und H". O

173 Auch diese Eigenschaft wird sich aus Sicht der Quantenmechanik als besonders wichtig erweisen; sie ist
auBerdem die Grundlage der weitverbreiteten, mathematisch jedoch duBerst windigen Bra-Ket-Schreibweise.
Wir kommen darauf zuriick.
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2.3.2 Wann sind Banachraume Hilbertraume?

Wir haben uns bereits mit charakteristischen Eigenschaften beschaftigt, die einen normierten
zu einem unitdren Raum machen. Die zusatzliche Forderung, nicht nur unitédr, sondern sogar
vollstandig zu sein, ist zwar stark, aber gewissermaBen gratis dabei, wenn man gleich von
Banachraumen aus startet. In der Tat liefert etwa Satz 2.136 unmittelbar das folgende

2.148 Corollar: Ein Banachraum ist genau dann isometrisch isomorph zu einem Hilbertraum,
wenn in ihm die Parallelogrammgleichung gilt.

Da die Polarisationsgleichung in diesem Fall ebenfalls nach Satz 2.136 zugleich die Definition
des zugehorigen Skalarprodukts darstellt, ist Corollar 2.148 dquivalent zur Aussage, daB die
Norm eines Banachraums genau dann von einem Skalarprodukt induziert wird, wenn die
Parallelogrammgleichung gilt.

Die Parallelogrammgleichung ist die wichtigste, aber langst nicht die einzige solche Be-
dingung!™. Eine davon betrachten wir nun genauer. Dazu beweisen wir zunichst ein weiteres
Lemma.

2.149 Verallgemeinerte Parallelogrammgleichung: Es seien H ein Hilbertraum, (M, &, 1)
ein MaBraum und (r;)jcn eine Rademacher-Folge in M. Dann gilt fiir jede endliche Folge

('l/)i)og,§,, inH
|

M

n 2 n
Zr,wf\\ du =" IilP. (2.60)
i=0 i=0

Beweis: Direktes Nachrechnen liefert

J 2"“—J<iff¢niw}) du

M i=0 Jj=0

n

Zﬂ"lp,

i=0

=SS W) [rndu=>Wnw)o=> lwl> O
M i=0 i=0

i=0 j=0

Mit der verallgemeinerten Parallelogrammgleichung kénnen wir nun wie angekiindigt ein ent-
sprechend verallgemeinertes Kriterium fiir isometrische Banach- und Hilbertraume angeben.

2.150 Satz: Ein Banachraum & ist genau dann isometrisch isomorph zu einem Hilbertraum,
wenn type (£) = cotype (£) = 2 gilt mit To(E) = C2(E) = 1.

Beweis: ,—=": Folgt direkt aus Lemma 2.149.

=" Es seien M ein meBbarer Raum, p, g € M und (rj);c~ eine Rademacher-Folge mit

n=1, n(p) =1, r(q) =—1.

174Es gibt mehrere hundert weiterer Kriterien dafiir; eine ausfiihrliche Zusammenstellung findet man bei
[10]. Vergleiche auch [166].
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AuBerdem sei 0, das Dirac-MaB auf M, das heiBt, es gelte

1 falls x€A
0x(A) =
) {O sonst

1
fiir alle x € M und alle A C M. Wir setzen u = 5(@, + 94 ). Nach Voraussetzug gilt in £
die Relation (2.60). Wenden wir diese auf 91, 1> € £ an, erhalten wir

1
j(fl’llh + ) du = 5(”’(//1 + o P4 9 — %2 17) = vl + 1%,

M
also die Parallelogrammgleichung. Mit Satz 2.136 folgt die Behauptung. O

Die beiden beschriebenen Kriterien zeigen, daB bei weitem nicht jeder Banachraum auch
ein Hilbertraum ist, was wir spater auch anhand konkreter Beispiele sehen werden. Haufig
interessiert man sich daher fiir die Frage, ob es bei einem gegebenen Banachraum wenigstens
eine zu dessen Norm aquivalente Norm gibt, die von einem Skalarprodukt gebildet wird. Dabei
heiBen zwei Normen || ||; und || ||> auf einem Vektorraum V' 3quivalent, wenn es Konstanten
¢, G, > 0 gibt mit

vl = 19l = . ¥l

fiir alle 9 € V. Aquivalente Normen liefern dieselben Topologien, weswegen beispielsweise
beziiglich einer gegebenen Norm konvergente Folgen auch in jeder dazu dquivalenten Norm
konvergieren. Damit ist die erwdhnte Frage gleichbedeutend mit derjenigen, ob ein Banach-
raum vielleicht nicht unbedingt isometrisch isomorph, aber immerhin isomorph zu einem
Hilbertraum ist. Wie sich gleich zeigen wird, ist das sehr viel schwieriger zu beantworten.

Zunichst lassen wir die Eigenschaft der Vollstandigkeit unberiicksichtigt. Hierfiir beschaf-
fen wir uns einen Hilfssatz, der fiir sich allein bereits eine Erwdhnung wert ist und eine
Verallgemeinerung des Satzes von Hahn-Banach darstellt.

2.151 Satz:'"® V sei ein R-Vektorraum, U ein Unterraum von V), auBerdem seien
g .V — R ein sublineares Funktional, f : U/ — R ein lineares Funktional und G eine
abelsche Halbgruppe aus linearen Abbildungen vonV nach V), sodaB folgendes gilt:

(i) 9(Ax) < g(x) fir alle A € G und alle x €V,
(ii) Ay € U fiir alle A € G und alle y € U,
(i) f(Ay) = f(y) firalle A € G und alley € U.

Dann gibt es ein lineares Funktional F auf ganzV mit F | U = f sowie F(Ax) = F(x) und
F(x) < g(x) fir alle A € G und alle x € V.

175 Dieses Resultat stammt von Woodbury [390]. Vergleiche auch [320].
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Beweis: § sei die Menge aller endlichen Folgen aus G. Auf V sei das Funktional h definiert

durch .,
h(x) = % inf{g(Zﬂﬁ) ' (Aj)o<j<n €T, neEN }
j=0

Dann gilt h(x) < g(x) und h(X x) = X h(x) fiir alle x € V und alle A = 0. Fiir jedes x und
jedes y aus V und jedes € > 0 wahlen wir nun (Ai)o<;<n (Bj)o<j<m € so, daB

%g<zn:ij> <h(x)+€ und %g(i&y) < hiy) +e¢.

Jj=0 j=0

Aufgrund der Halbgruppeneigenschaft von G ist (A; B; )0 » €3, es folgt
0

H/\H/\
HAH/\

h(x+y)§% (ZZAB x+y>*
L (Sa) oo(E

J=0 i=0

O
5
O
s\H
A
3

(.A, Bjx+BjA,y)>
=0

A
|

A
3|
1M
Q

IA
3|~
«Q

A

und damit
h(x+y) = h(x) + h(y).

AuBerdem ist nach Voraussetzung fiir alle y € U

n

=5 () <55 w)

und somit f(y) < h(y). Nach Satz 2.54 gibt es daher ein auf ganz V definiertes lineares
Funktional F mit F[U = f und F(x) < h(x) < g(x) fiir alle x € V.
Nun gilt fiir alle x € V und alle A € G

h(x —Ax) < % g(iﬂj(xfflx))

J=0
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und mit Hilfe der Summenformel fiir geometrische Reihen findet man weiter

B = Ax) = gx = A" x) = = [9(x) — gA™ )] £ [g(x) + a(~x)] =0.

o n
Das fiihrt auf
F(x)— FAx)=F(x—Ax) < h(x—Ax) =<0

und damit auf F(x) < F(Ax) fir alle x € V und alle A € G. Folglich gilt auch
F(—x) £ F(A(—x)), also F(x) = F(Ax), und insgesamt erhalten wir F(Ax) = F(x). O

Damit kommen wir zu einer ersten Isomorphieaussage; diese gilt fiir Vektorrdume allgemein,
nicht nur fiir vollstandige Exemplare. Eine Méglichkeit, zu unitdren Rdumen isomorphe nor-
mierte Raume zu charakterisieren, erhilt man durch Vergleich mit einem gegebenen Hilber-
traum. Das ist Gegenstand von folgendem

2.152 Satz:'"® Ein normierter Vektorraum V' ist genau dann isomorph zu einem unitaren
Raum, wenn es eine Konstante ¢ = 1 und einen Hilbertraum H gibt, so daB zu jedem
endlichdimensionalen Unterraum U von V eine lineare Abbildung T, - U — H existiert mit

Ixlly
E S Tux S clxl

fiir alle x € U.

Beweis: ,—": Klar, denn in endlichdimensionalen Vektorrdumen sind alle Normen paarweise
aquivalent.

,<=": Betrachte die Menge il aller endlichdimensionaler Unterraume von V; diese wird durch
die C-Relation teilgeordnet, und jede Teilmenge 2 von $l besitzt in Gestalt von

A= ZX:span{UQl}

Xed

eine kleinste obere Schranke. B(4l) sei die Menge der beschrankten reellen Funktionen auf
{L; sie wird mit der Supremumsnorm || ||, zu einem Banachraum. Jedes Element von B(4l)
kann vermége der Inklusions-Teilordnung als verallgemeinerte Folge betrachtet werden!’”;
gibt es zu f € B(4) ein @ € R und dazu fiir alle ¢ > 0 ein U € 4, sodaB fiir alle
A € Y aus A C U stets | f(A) — a| < € gilt, dann konvergiert f gegen a in diesem
verallgemeinerten Sinn. Der abgeschlossene Unterraum aller konvergenten Elemente von B(4l)
sei C(1). Auf diesem definieren wir durch ¢(f) := )I(irenol f(X) fir f € C(4) ein beschréanktes
lineares Funktional ¢ und auf B(4l) fiir jedes U € 4 durch Gy f(A) := f(span{ AU U})
fiir alle £ € B(4) und alle A € I einen beschrinkten Endomorphismus G;,. Die Menge

4 ={Gu | U € 4} ist eine abelsche Halbgruppe aus beschrinkten linearen Abbildungen auf
B(4l). Dabei ist 90§, = o fiir alle U € L. Weiter seien g(f) = jl‘imu [sup{f(A) | ADUY}]
€

176Djeses Resultat wurde von Joichi bewiesen [179].
177Solche verallgemeinerte Folgen werden auch Netze genannt.
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und h(f) = J{I‘ign‘J [inf{f(A) | AD U} fiir alle f € B(Ll). Hierfiir gilt g o Gy = g fiir alle
U € sl AuBerdem ist ¢ | C(4) = g, und folglich 138t sich ¢ gemiB Satz 2.151 auf eine
lineare Abbildung ® auf ganz B(4l) fortsetzen mit

h(f) = &(f) = g(f) (2.61)

fiir alle £ € B(4).
Als nachstes definieren wir fiir alle x € V und alle ¢/ € 4l die Abbildungen f, durch

T firx el
£ { | Tuxlin fir x

0 sonst
und damit die Abbildung ||| ||| : V — [0, o) durch
X1l = V). (2:62)
Wir zeigen zunichst die Giiltigkeit der Parallelogrammgleichung fiir ||| |||. Es seien x,y € V

und A =span{x,y}. Danngilt firalled € UmitU 2 A
AU + 12U) = 1 Tux N3 + 11 Tuy 13,
und mit Hilfe der Parallelogrammgleichung in H folgt
202U + 2] = 1 Tux + Ty y 3 + | Tux = Tuy |13,
= 1Tu (x+ v ) 15+ 1 Tu (x =y ) 5, = £3, @) + £2, ).
(2.62) liefert dann wunschgemaB
I +y 2+ lx =y 2 =202 + 20y lII?

fiir alle x,y € V. Wenn ||| ||| eine Norm ist, dann stammt sie somit von einem Skalaprodukt.
Mit (2.61) und (2.62) gilt auBerdem fiir alle x € V

lim [inf {£2(A) | AD UM < [IIx]II* < lim [sup{£(A) [ ADU}
Aes Aest
und nach Voraussetzung damit

lIxly
c

INA

Xl = clixlly. (2.63)

das heiBt, wenn ||| ||| eine Norm ist, dann ist sie dquivalent zur Norm || ||y.
Nun tiberpriifen wir die Giiltigkeit der Normaxiome fiir ||| [||.
1. (2.62) liefert direkt

llexl = Vo2 =/ lim 172 (@x) [, = |/ im (a2 172 x]5)
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= |a| \/;'JEL 1T x 13, = ol VO(£2) =l I x

fiir alle x € £ und alle o € C.

2. Zum Nachweis der Dreiecksungleichung fiir ||| ||| ist zuerst eine kurze Voriiberlegung er-
forderlich. Wahrend die Abbildungen f, im allgemeinen nicht stetig sind, ist es dafiir die
Abbildung ||| |||. Denn fiir x,y € V und alle U € 4 gilt

|62, U) = £2@) | = (I Te (x + v ) 13— 1 Tux |13, |

= [T (x 4y )l = 1 Tex e | (11 Tee (X Ay ) Mg+ 1 T x ).
nach Voraussetzung gibt es daher Konstanten p, g > 0, sodaB
|62, ) = £2AU) L S p I Tuy e (lx +y Il + lIxlv)
S qlyly CEx+y v + lixliv ),

und weil die Abbildung ® beschrankt ist, folgt daraus

[(£2, = £ =[x +y Il + MIx I < alylly (Ix +y llv + lIx]v)-

Daraus ergibt sich die Stetigkeit von ||| |||
Als nichstes zeigen wir, daB die Menge B = {x € V| ||| x||| < 1} konvex ist. Andernfalls
gabe es Vektoren x,y € V mit ||| x || = |||y ]| =1 undein u € (0,1), sodaB

Mux+(1—=p)yll >1.

Da die Abbildung ||| ||| stetig ist, gilt das auch fiir die reelle Funktion F mit
F(t)=|ltx+(1—t)y]| folglich gibt es nach dem Zwischenwertsatz p,, u, € (0, 1) mit
< W < Wy, sodaB

ey x+ (1 =p)yll = lpex+(1=p)ylll =1

gilt und dazu
[IAx+(1=2)yll >1

fir alle X € (. 1,). Dann folgt einerseits
2l x + (L= p) y 17+ 20 o x + (1= wy) v [I12 = 4,
andererseits liefert die Parallelogrammgleichung
2y x + (=) y 7+ 20 o x + (1= py) y |II?
=y x + (1= p)y + s x + (L= o)y 17+ 1y = 1) (x = y) 12
2l x+ (1= )y +pox+(1—p,) y|I?
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2

1
4Hh[mX+U—u0y+%X+ﬂ—ﬂJH
[y + fhy + 2
=t (1)

5 > 4

— ein Widerspruch. Somit ist B konvex.
Jetzt seien zu x,y € V und € > 0 die Zahlen p und ¢ so gewahlt, daB
x| <p<|l|x||+€und ||yl <o <]yl +e€; dannsind x/p,y/o € B, und es gilt

X

0

xX+y
p+o

IIA

] <

4
o

B ist konvex, daher ist xty € B. Es folgt
p+o

Ix+yll=e+o=llixIl+Ilyll+e

und der Grenziibergang € — 0 liefert die Dreiecksungleichung fiir ||| |||.
3. Aus (2.63) folgt unmittelbar, daB ||| x ||| = O genau dann gilt, wenn x = 0 ist.

Damit ist ||| ||| eine zu || ||y dquivalente Norm, die von einem Skalarprodukt kommt, und der
Satz ist bewiesen. O

Nun gilt es, das soeben bewiesene Kriterium durch eine starkere Aussage iiber jeweils
vollstandige isomorphe Raume zu ersetzen. Wir brauchen hierfiir die Begriffe aus Defini-
tion 2.123 sowie zwei Hilfssatze, die sich mit endlichen Unterrdumen von im allgemeinen
unendlichdimensionalen Banachraumen beschéftigen. Der erste liefert eine Abschatzung des
Abstandskoeffizienten d(U, C") 1"® zwischen einem solchen Unterraum 2/ und dem Hilbert-

n
raum C" mit dem Standard-Skalarprodukt (x,y) = > X, y;.
j=1
2.153 Lemma: & sei ein unendlichdimensionaler Banachraum. Dann gibt es zu jedem n € N
und jedem € > 0 einen n-dimensionalen Unterraum U von £, sodaB d(U,C") < 1+ €.

Beweis: Das folgt unmittelbar aus dem Satz von Dvoretzky, wonach eine Konstante ¢ > 0
existiert, sodaB es zu einem beliebigen n-dimensionalen normierten Raum V und 0 < ¢ < 1/3
stets einen k-dimensionalen Unterraum U gibt, sodaB d(U, C*) < 1 + ¢ [81]'7°. O

Der zweite Hilfssatz beschreibt die endlichdimensionalen Unterrdume von Banachraumen
durch Bilder geeigneter Projektionen. Dazu verschaffen wir uns zunichst die folgenden beiden
Begriffe.

78Siehe Abschnitt 2.2.3.4.

179Der Satz von Dvoretzky besagt anschaulich, daB hochdimensionale konvexe Kérper mit dem Ursprung
als Mittelpunkt stets niedrigerdimensionale zentrale Schnitte besitzen, die von euklidischen Kugeln kaum zu
unterscheiden sind. Was ,niedrigerdimensional” heiBen soll, wurde spater von Milman [255] und Gordon [112],
[113] prizisiert; deren Resultate liefern die Abschitzung k < ce? Inn/|Inel|. Vergleiche auch [4].
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2.154 Definition: Es seien £ ein Banachraum und U ein Unterraum.

(i) AMU) == inf {||P|| | P Projektion von & auf U } heiBt Projektionskonstante von U 1.
A (E) = sup{ A\ (U) | U endlichdimensionaler Unterraum von £ } heiBt absolute Projekti-
onskonstante von £.

Fiir nicht komplementierte Unterrdume von & setzen wir A(U) = oco. Damit formulieren wir
das zweite oben erwidhnte

2.155 Lemma: Ist £ ein Banachraum, dessen simtliche Unterrdume komplementiert sind,
dann gibt es ein 1 < X\ < oo, sodal3 jeder endlichdimensionale Unterraum von & Bild einer

Projektion P ist mit ||P|| < .
Beweis: 1 Es seien & ein Banachraum mit Ar(£) = oo und U; ein endlichdimensionaler

Unterraum von £ mit A(U;) = 1. Ist K,(x) die offene Kugel mit Radius r um den Punkt x,

dann gilt in U,
= () -1

€
Ifl=1

und somit fiir 1 < g < 2 und den abgeschlossenen und daher kompakten Kreisring
A={xeU|q= x| =2}

() [FH(-1,1)nA]=0.

feu
IIfll=1
Folglich gibt es eine Familie (f1, f2, ..., f,,) von stetigen Funktionalen aus /4 mit ||f;|| =1
firj=1,2,...,n1 und
-1 nAl=An () H(-1.1]) = 0.
Jj=1 j=1
Daraus ergibt sich
0)cﬂ “H([-1,1]) € Ka(0).
9g1.92,...,9n, seien die Erwe|terungen der f1, fa, ..., fy, auf £ Deren Existenz ist nach

Satz 2.54 beziehungsweise 2.55 garantiert, und fiir diese folgt

o)cﬂg ([-1,1]) N Uy € Ko(0).

180Djeser Begriff wurde von Murray eingefiihrt [263].
81Der Beweis stammt von Davis, Dean und Singer [62]; wihrend Lemma 2.155 hier durch Nachweis der
Kontraposition hergeleitet wird, ist diese im Original selbst die behauptete Aussage.
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ny
Weiter sei A; == ) g;l(O); weil es zu jedem x € £ mit x # 0 ein j gibt mit g;(x) # 0,
J=1

gilt damit &/, NA; = {0}. Fiir die Projektion Py : U1 & A; — U7 mit Py(x +y ) = x fiir
X €U; und y € A; erhilt man dann ||P1]] £ 2.

AuBerdem ist A; ein endlicher Durchschnitt abgeschlossener Unterraume und damit selbst
ein abgeschlossener Unterraum von €. Nun sei B ein endlichdimensionaler Unterraum von
A; mit dimA;/B = N < oo. Damit gibt es zu € > 0 eine Projektion Q. : A; — B,
fiir die |Q¢|| < 2V + € gilt'®2. Fiir jede Projektion P : Uy ® A, — A; ist dann auch
Q. 0P : U, ® A — B eine Projektion, woraus A\(B) < 2V X\(A;) folgt. Als nichstes
betrachte man fiir € > 0 eine Projektion P, : Uy & A1 — A; mit ||Py]| < 29m¥ 1 ¢
sowie einen beliebigen endlichdimensionalen Unterraum A von U;®.A;. Dann gilt natiirlich®3
AC(1-P)(U1B A1) B Pe A, und wegen dim P, A < dim A < oo gibt es eine Projektion
Q:A4 — P. Amit [|Q| < Ar(A) + €. Somit ist auch

(1=P)+Q0P: (U1 BA) — (1 =P) (U1 B A) B P A,
eine Projektion, es gilt also
A(1=P) (U @A) © P A) S29MU 41 4 29MU X\ (4y),
wegen dim (1 — P ) (U1 & A1)/ A < dim U weiter
AA) S 29mUs f1 4 odmUi 1] 4 X (Uy)]}

und daher A\r(U; D A;) < 0.

Folglich kann man einen endlichdimensionalen Unterraum U> von A; wahlen mit

AU>) = 2. Die Situation ist damit analog zu derjenigen oben, es gibt also eine Familie
(9ny+1, Gny42: - - -+ 9np) von Funktionalen aus & mit ||g;|| = 1 firj =n1+1,n1+2,...,n>
und

Cﬂg (11D N (U dU2) C Ka(0).

n2
Fir A; == N gj_l(O) gilt dann A, C A; und dimA;/A; < ny, und fiir die Projektion
Jj=1

b UL DUy DA — UL D U mit Pi(x+y+2z)=x+yfirx €eUy,y € Us und
z € A; findet man ebenfalls ||P,]| < 2. Damit erhalten wir induktiv Folgen von Unterrdumen
(Up)nen und (Ap)pex mit AM(U,) = nund A,y C A, fiir alle n € N, sodaB fiir die
Projektionen P, : < (<] Z/{j> oA, — D U; mit P, < > X +y> =Y x, firx; €U,

Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1
Jj=12,...,nund y € A, jeweils ||P|| < 2 gilt fiir alle n € N.

82Einen Beweis hierfiir findet man beispielsweise in [125].
18Wie iiblich schreiben wir 1+ A =1+ A.
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Nun betrachten wir die direkte Summe F := @ U, sowie die Projektionen Q, : F — @ U,
J=1 J=1

mit Qn< ZX,) = > x,. DefinitionsgemiB gibt es fiir jedes x € F ein N € N, sodaB
J=1

j=1
N N N N

xe@U; C P U;D Ay, daher ist Q, auch eine Projektion von P U; & Ay auf D U,
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

und es gilt || Q, x || < 2||x]||. AuBerdem ist F natiirlich dicht in seinem AbschluB F, folglich

— JE— n —
kénnen die Q, zu Projektionen Q, : F — @ U, mit ||Q,|| < 2 fortgesetzt werden.
j=1

Nun sei F komplementiert. Fiir jede stetige Projektion R : £ — F wird dann durch

(=Pp-1) P, R eine Projektion von &€ nach U, definiert mit || (1 —P,_1 )P, R| < 6||R],
und es folgt A(U,) < 6 ||R]| fiir alle n € N — ein Widerspruch, denn nach Voraussetzung gilt
Ar(€) = co. Somit ist F ein nichtkomplementierter Unterraum von £. Umgekehrt gilt dann
fiir einen Banachraum &, dessen samtliche Unterrdume komplementiert sind, As(€) < oc.
Daraus folgt die Behauptung. |

Wir sind nun mit allen Hilfsmitteln ausgeriistet, um das bereits angekiindigte Kriterium
fiir Isomorphie bei Banach- und Hilbertraumen zu beweisen.

2.156 Satz von Lindenstrauss-Tzafriri:'8* Ein Banachraum ist genau dann isomorph zu
einem Hilbertraum, wenn alle seine abgeschlossenen Unterrdume komplementiert sind.

Beweis: ,—=": Ist U ein abgeschlossener Unterraum des Hilbertraums #, dann sind & und
U+ nach Lemma 2.144 algebraisch komplementir. AuBerdem ist die Projektion P : H — U
mit ker P = U+ orthogonal, damit gilt ||| = 1, und folglich sind 2/ und U+ auch topologisch
komplementar. Ist £ ein zu H isomorpher Banachraum, dann iibertragt sich dieser Sachverhalt
vermdge des Isomorphismus zwischen £ und #H auch auf £.

=" & sei ein unendlichdimensionaler Banachraum (Fiir endlichdimensionale Riume ist
der Satz trivialerweise richtig), dessen abgeschlossene Unterrdume samtlich komplementiert
sind. Nach Lemma 2.155 gibt es dann ein 1 < X\ < oo, sodaB jeder endlichdimensionale
Unterraum von & Bild einer Projektion P ist mit [|P|| < A. Ist P eine solche Projektion und
U ein solcher Unterraum mit dim & = n, dann gibt es nach Lemma 2.153 einen Unterraum
Avon (1—P)& mitdim A= nund d(A,C") < 2. Damitist d(U, A) < 2d(U,C"), und
setzt man d(U, C") := a, dann existiert ein Isomorphismus T : U/ — A mit

Il

SIS I (2.64)

fiir alle x e U.
Nun seien = 2522 und B = {x +uTx | x €U}, und auBerdem sei Q eine Projektion

184Dje in diesem Satz beantwortete Frage ist als Problem der komplementierten Unterriume bekannt ge-
worden und stellte jahrzehntelang eine Herausforderung dar, der die gesamte Funktionalanalytiker-Prominenz
nicht gewachsen schien, bis Lindenstrauss und Tzafriri die hier beschriebene Lésung présentierten [225].
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von U auf B mit ||Q]] < A. Fiir jedes y € B gibt es genau ein x € U mit y = x + p T x,
denn aus x + T x = 0 folgt x = —puTx € U N A = {0}. Damit gibt es eine Abbildung
S:U — U mit

QTx =8x+ AT 8x

fir alle x € U; wegen Py = y fir alle y € U und Py = 0 fiir alle y € A erhilt man
POTx=8x

und damit
[SxI SN {Tx]| < || (2.65)

fiir alle x € U. AuBerdem gilt ebenfalls fiir alle x € U
Ox=0(x+uTx)—puQTx=x4+puTx—pu(Sx+ATS8x)
=x—uU8x+u(Tx—AT8x) e U+ A=ranP + ker P.

Daraus folgt
(1-=P)Ax=pu(Tx—AT8x), (2.66)

und (2.64), (2.65) und (2.66) liefern zusammen

.
2a

K 7
2 55 (Xl =xlsxil) 2 5 (Ixll = Au? 1 Tx]]).

(1= P)Ox| = plTx — ATSx[ = 2= |x— A8x]

Aufgrund von d(A, C") < 2 gibt es einen Isomorphismus F : A — C" mit

I
PLsIgxi< i

fir alle x € A. Dazusei §: U — C" 4 C” definiert durch
Gx = (?‘TX ?(I*TP)QX>

2 4 N2
dann ist
[FTxI  IIF(1=P)ax|
<
lgxi< —
IFWHTHX BFL = PUALA ] o xI A CA+ 1) [[x]]
< <R A /R
< 5 + e S5+ e = x|l

fiir alle x € U. Gleichzeitig gilt fiir I die Abschatzung

FTx] IF(L=P)axI) 5 o ITx] [(1=P)0x]
2 422 4 SN2

H?xﬂimm{‘
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[Tx1  w 2
2 max {10 Bt w7
Ist nun einerseits 27 A\* || Tx || = ||x||, dann gilt
ITx0 < lixll
lox) 2 o 2

Ist andererseits 27 A\*|| Tx || < ||x||, dann folgt

n
>
EIER==

Damit gilt fiir alle x € U

2
_ 5634 > K 22
(Xl =2° X 11Tx 1) 2 555z XK= ol

1 2
2 191 2 Il min { 5 2

das heiBt, F ist ein Isomorphismus von I/ nach C" @ C" = 2", Die Definition von « liefert
zusitzlich o < 29 A4, und daher gilt fiir alle x € U

[l
el 2 151 2 595

Mit Satz 2.152 folgt unmittelbar die Behauptung. O

Wir bemerken erginzend, daB man Satz 2.150 zu einer weiteren Aussage iiber isomorphe
Banach- und Hilbertraume verallgemeinern kann, und zwar ganz einfach, indem man die zu-
satzlichen Forderungen an die Typ- und Cotyp-Konstanten fallen 1a8t. Dadurch verzichtet man
gleichzeitig darauf, die verallgemeinerte und folglich auch die eigentliche Parallelogrammglei-
chung herleiten zu konnen. Die Aussage ist dann die folgende: Ein Banachraum & ist genau
dann isomorph zu einem Hilbertraum, wenn type (£) = cotype (£) = 2 gilt [209]'®°. Wir
verzichten hier auf den Beweis; fiir Details sei auf die Literatur verwiesen.

2.3.3 \Volistdndige Orthonormalsysteme

Der nachste Gegenstand unserer Betrachtung ist der Begriff der Basis fiir Hilbertraume. Hierzu
wurde bereits einiges gesagt; Hilbertraume sind Vektorrdume, und nach Satz 2.9 besitzt jeder
Vektorraum eine Hamel-Basis. Man kann folglich in jedem Hilbertraum H eine Teilmenge B
finden, so daB sich jeder Vektor 9 € H eindeutig als endliche Summe

n
Y= qu,
Jj=1

darstellen 1aBt mit ¢; € B firj = 1,2,..., n. Alle Hilbertraume sind Banachraume, daher
gilt alles in Abschnitt 2.2.3.8 iiber Hamel-Basen gesagte unverdndert — insbesondere auch die-
jenigen Aussagen, die zeigen, daB Hamel-Basen von unendlichdimensionalen Banachraumen

185V/ergleiche auch [4] und [393].
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zwar sehr interessante, aber auch duBerst unhandliche Objekte sind, fiir die man im allgemei-
nen auch keine konstruktiven Verfahren angeben kann, mit denen sie sich auffinden lassen.
Im selben Abschnitt wurde auch beschrieben, wie man sich hier durch die Verwendung kon-
ventioneller oder langer Schauder-Basen behilft, dabei aber keinen vollwertigen Ersatz findet,
unter anderem, weil nicht einmal jeder Banachraum iiberhaupt eine Schauder-Basis besitzt.
Bei Hilbertraumen dagegen sieht all das viel besser aus.

Ausgangspunkt unserer Betrachtung sind Definition 2.74 und die dort eingefiihrten Bior-
thogonalsysteme beziehungsweise gewdhnlichen und starken Markushevich-Basen. Der Um-
gang mit solchen Objekten erwies sich bei Banachrdumen als recht anstrengend; etwas ana-
loges findet sich hier jedoch dank der in Hilbertraumen zusatzlich vorhandenen Strukturen
mihelos in Gestalt folgender

2.157 Definition: I" sei eine Ordinalzahl und V ein unitirer Raum. Eine Familie F = (), <1
von Vektoren aus V mit ¢, # O fiir y < T heiBt

(i) Orthogonalsystem, falls (pq, @p) =0 gilt fir alle o, B < T mit o # B,
(if) Orthonormalsystem, falls (@q. 0g) = dap gilt fiir alle o, B < T.

Natiirlich ist jedes Orthonormalsystem auch ein Orthogonalsystem. — Die Bezeichnung ,ortho-
mormal”, die in Definition 2.74 noch eher unmotiviert daherkam, erhalt damit eine unmittelbar
anschauliche Bedeutung: Die Elemente eines Orthogonal- oder Orthonormalsystems sind im
geometrischen Sinn paarweise zueinander senkrecht. — Das nichste Resultat deutet bereits
an, daB die Bedeutung solcher Systeme iiber diesen geometrischen Aspekt weit hinausgeht.

2.158 Lemma: Orthogonalsysteme sind linear unabhangig.

Beweis: Es seien V ein unitdrer Raum, F = (¢,),<r ein Orthogonalsystem in V und auBer-
dem n € N und @1, 02, ..., 9, € F beliebig gewahlt. Nun sei

n
ZAJ ;=0
Jj=1

mit geeigneten A1, Ao, ..., Ap € C. Damit gilt fiir alle v < I einerseits

- ’ Moyl fir y=1,2,....n,
Z%(pj,w7> =Y N (9.0 = { v
( j=1 = 0 sonst,
andererseits .
(Z%%%) =(0,¢y) =0,
Jj=1

und folglich ist A\; = O fiir j = 1,2,..., n. Alle endlichen Teilmengen von F sind somit linear
unabhangig, also ist F selbst auch linear unabhangig. |
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Ist V ein separabler unitdrer Vektorraum, dann I&Bt sich Lemma 2.158 in gewissem Sinn
umkehren. Denn dann kann man aus jeder linear unabhangigen Familie von Vektoren in V
ein Orthonormalsystem konstruieren. Das leistet das Orthonormalisierungsverfahren nach E.
Schmidt [330]'%: Sei (¢,)nen eine beliebige Folge linear unabhingiger Vektoren in V. Man
, bildet sodann den Vektor
Xo = @, — (o, uy) Uy, der offensichtlich orthogonal zu u; ist, und setzt u, = X,/||X|-
Analog erhalt man mit x5 = @5 — (@3, ;) U; — (95, Uy) U5 einen zu u; und u, orthogonalen
Vektor und wahlt dann u; = x5/[/x;5]
Vektor erhdlt man iiber den Vektor

beginnt mit dem normierten Vektor u; = ¢, /||, |

. So geht es nun weiter; den (n + 1)-ten normierten

n
Xn+1 = @ny1 — Z ((pn+1v UJ) Uj,

J=1

der zu uy, u,, ..., U, orthogonal ist, durch

U1 = Xnr1/ IXnsall-

Das wiederholt man immerfort und konstruiert so mit (¢/,),en ein Orthonormalsystem in V.
Dariiberhinaus gilt span (¢,),en = span (U,),en. Fiir nichtseparable Rume und iiberab-
zahlbare linear unabhangige Familien von Vektoren 148t sich kein allgemeines konstruktives
Verfahren zur Orthogonalisierung angeben, denn das ware gleichbedeutend mit einem kon-
struktiven Beweis des Auswahlaxioms. Wir werden jedoch gleich sehen, daB es dennoch auch
dort stets Orthonormalsysteme gibt.

Da in Definition 2.157 |I'| < |V| gilt, kann T je nach Hilbertraum beliebig groB und
insbesondere iiberabzahlbar sein. Somit sind bei Summenbildungen iiber Orthogonalsyste-
me die Bemerkungen zur Summierbarkeit iiberabzihlbarer Mengen aus Abschnitt 2.2.3.8 zu
beachten. Zu diesem Zweck leiten wir ein wichtiges Summierbarkeitskriterium fiir Orthogo-
nalsysteme her.

2.159 Lemma: F = (¢y)y<r sei ein Orthogonalsystem in einem unitiren Raum V. Dann
gelten folgende Aussagen.

(i) F ist genau dann summierbar, wenn (||@4||*)y<r in R summierbar ist.

(ii) Ist F summierbar, dann gilt || > oy H2 = > lloql*
y<I y<l

Beweis: (i), ,—": Ist F summierbar, dann gibt es zu jedem € > O eine endliche Indexmenge

Je C T gibt, sodaB H > o H < € gilt fiir alle endlichen Indexmengen J C I, die zu J. disjunkt
JjeJ

1865 chmidt schreibt in [330], daB dieselben Formeln wie in seinem Verfahren auch schon von J. P. Gram an-
gegeben wurden [116]. In Wirklichkeit taucht das Orthonormalisierungsverfahren noch friiher auf; urspriinglich
entwickelt wurde es von Laplace, auch Cauchy verwendete es bereits.
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sind. Fiir alle diese Indexmengen J ist folglich

o :<Zw/,2<ﬂ/>:ZZ(w;,%):Z 0. 0) = llol*

jeJ i€elJ jelJ i€eljel Jjed jeld

Damit ist | [lo;[12] < €2, also ist (|/@4]|?)y<r summierbar.
jel

w="lIst (|loy]?)y<r summierbar, dann gibt es zu jedem £ > O eine endliche Indexmenge
Je C T gibt, sodaB |3 llo;]|°| < €2 gilt fiir alle endlichen Indexmengen J C T, die zu J.
jel

disjunkt sind. Analog zu oben folgt daraus die Summierbarkeit von F.
(ii): Folgt unmittelbar aus (i). O

Um nun zu einem Zusammenhang zwischen Orthonormalsystemen und Basen von Hilbert-
raumen zu gelangen, betrachten wir mit Blick auf Lemma 2.158 analog zu den Uberlegungen
bei algebraischen Erzeugendensystemen maximale Orthonormalsysteme, also solche, die nicht
mehr durch Hinzunahme weiterer Vektoren vergroBert werden kénnen. Dazu formulieren wir
die nachste

2.160 Definition: (i) Eine Familie F von Vektoren aus einem Hilbertraum H heiBt vollstén-
diges Orthogonalsystem von H, wenn es in H keine Vektoren # 0 gibt, die zu allen Vektoren
aus F orthogonal sind.

(ii) Ein vollstandiges Orthogonalsystem aus normierten Vektoren heiBt vollstindiges Ortho-
mormalsystem.

AuBerdem ist die Beschaffung eines weiteren Hilfsresultats in Gestalt einer Ungleichung er-
forderlich, namlich die

2.161 Besselsche Ungleichung: Ist F = (¢,)y<r ein Orthonormalsystem in einem uni-
taren Raum V), dann gilt fiir alle ¢ € V

3@ )P < 192

<

Beweis: Es seien J C I eine endliche Indexmenge und 1 € V), dann gilt einerseits

2
Swoe| = (Zwere S we)e) =X we) w0
JjelJ iel Jjel ieljel
=D e )P =D (. WP ol (2.67)
Jjel Jjed

nach Lemma 2.159 (i) ist somit ((¢, ¢) <p7)7<r summierbar, und es gilt

Z("// Py) @

y<I

=S w0 (2.68)

y<r
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Andererseits ist

(Zwoov-Y o)) = (Swere X wee)

ic el e jed
- <Z(¢v¢f)¢h'¢>
i€l
= @ 0P =Y (@ 9> =0,
Jjeld Jjel

also gilt > (¥, 9:) @i LY — > (¥, ;) p; und nach Satz 2.140 daher
iel Jjel

2 2
Swere| <|Swere| + |- oo —wir o
Jjeld jeld Jjeld
Daraus ergibt sich
2
D @We)ey| Sl (2.70)
<
Mit (2.68) und (2.70) folgt die Behauptung. O

Wir kommen nun zuriick zu der fiir diesen Abschnitt zentralen Definition 2.160. Die Fra-
ge, wann ein Orthonormalsystem vollstandig sei, erweist sich als identisch mit derjenigen,
wann aus Ungleichung 2.161 eine Gleichung wird. Diese erinnert dann formal stark an die
euklidische Norm eines Vektors in cartesischen Koordinatensystemen im R”, was gleichzeitig
die Bedeutung der Skalarprodukte in der Summe auf der linken Seite als Entwicklungskoeffi-
zienten und damit als Verallgemeinerung der Koordinaten eines Vektors in einem cartesischen
Koordinatensystem erahnen 138t. Dieser Eindruck wird noch verstarkt durch den nichsten

2.162 Satz: (¢, )y <r sei ein Orthonormalsystem in einem Hilbertraum H. Dann konvergiert
fiir jedes 9 € H die Reihe Y (¥, p) @, unbedingt.

y<r
Beweis: m : [ — I sei eine beliebige Umordnung der Kardinalzahlen v < I". Nach Satz
2.140 gilt fir n,me€ N mit n < m

leww

m(y)=n

Z (¥, ©n(y)) P

m(y)=n
und Ungleichung 2.161 liefert

2
lim
n,m-—oo

D@ er)P = D 1@ @n)I> = 0.

m(y)=0 (7)=0

Z (’t//, (pw('y)) Or(y)

m)=n
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n

Damit ist ( > (w,ww(w))ww(7)> eine Cauchy-Folge, und da H vollstandig ist, exi-
neEN

m(y)=0
stiert der Grenzwert X = > (W, ©x(y)) @n(y) in H. Ist nun 0 : N — N eine beliebige
m(y)=0

Permutation, dann zeigt eine analoge Uberlegung, daB auch jede beliebig umgeordnete Reihe

00
Xo= > (V. Qon(y)) Co(riy)) in H existiert. Nun sei & € H, dann ist
o(m(x))=0

oo

(&)= D (¥ 0n(x) (Prim). &)

m(y)=0
diese Reihe konvergiert natiirlich absolut und damit auch unbedingt, sodaB
(Xv 5) = Z (’l/), (pa(w('y))) Do(n(y)) = (XU- E)
o(m(v))=0
oder (X — X0, &) = 0 gilt. Folglich ist x — x, € H* = {0} und somit x = X,. O

Mit diesem Satz dringen sich die dabei betrachteten Reihen als Entwicklungen nach Ortho-
normalbasen geradezu auf. Und in der Tat gilt der folgende

2.163 Satz: Fiir jedes Orthonormalsystem (¢, )y<r in einem Hilbertraum H ¥ sind die
folgenden Aussagen aquivalent.

(i) (¢y)y<r ist vollstandig,
(ii) span (@) <r ist dicht in H,

(iii) Fiir jedes v € H gilt die Parsevalsche Gleichung®®

l9IP =D 1. 0P

y<r
(iv) Fiir jedes ¥ € H gilt die Fourier-Entwicklung*%

V=2 (.00,

y<r

187Djeser Satz gilt auch schon fiir Pri-Hilbertriume, das heiBt, die Voraussetzung der Vollstindigkeit des
betrachteten unitdren Raums ist fiir den Beweis nicht notwendig. Da man es in der Quantenmechanik jedoch
wesentlich mit echten Hilbertraumen zu tun hat, formulieren wir den Satz fiir letztere.

18Benannt nach M.-A. Parseval [281].

189Fourier—EntwickIungen waren bereits im 18. Jahrhundert bekannt; der erste, der vermutete, dies konne
fiir alle Funktionen méglich sein (allerdings ohne das zu beweisen), war Fourier [104], was den Namen des
Gegenstands erklart. Dirichlet konnte kurz darauf beweisen, daB das fiir eine spezielle Klasse von Funktionen
tatsachlich zutrifft [71]. Erst knapp 150 Jahr spiter bewies Lennart Carleson, daB die Fourier-Entwicklung
fiir alle .2 2-Funktionen fast iiberall konvergiert [50], und Richard A. Hunt dehnte dieses Resultat auf alle
2 P-Funktionen fiir 1 < p < oo aus [165].
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Beweis: (i) == (ii): Folgt aus Lemma 2.145.

(it) = (iii): Zu jedem 1 € H und jedem € > 0 gibt es eine endliche Menge Jo C I und
ein X € span (¢;)je,, sodaB || — x| < €. Nun sei J eine beliebige endliche Menge mit
Jo CJ CT, dann gilt x € span (¢);cy, C span(g;)jcy. Nach (2.67) und (2.68) ist fiir alle
YeH

2
1ol =3 I 9 + Hw—Z(w,wj (271)
Jjed jel
somit folgt einerseits
WIF =3 (e )P =0
jel
und andererseits nach Satz 2.140 fiir alle ¢ € span (¢;); ¢
2
[ =3 1 0P = v - S wepe
jel jed
2 2
< Hw— W) | +ICIP= Hw— {Z(w,%)%‘ - C}
Jjed jeld
Zusammen ergibt das
0< w2 =3 10, WP < ll9 - X2 < €2, (2.72)

Jjeld
also (iii).
(i) = (iv): Nach (2.71) und (iii) gilt fiir alle 9 € H und alle endlichen Mengen J C I

=lwI> = (. %) =0.

Jjel

HTIJ—Z(W%‘)WJ

Jjel

Daraus folgt (iv).
(iv) = (i): Fiir ¢ # 0 gelte [|@|| =1 und @ L ¢, fiir alle v < I'. Dann folgt nach (iv)

0=> (P ¥y =0,
y<r

ein Widerspruch. |
Wir notieren auBerdem ein

2.164 Corollar: Ist (¢.) <1 ein vollstandiges Orthonormalsystem des Hilbertraums H, dann
gilt fiir alle ¥, x € H

W, %) =Y (. 95) (95, %)-

<
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Beweis: Direktes Nachrechnen liefert

.0 = (L W0)en S 0eo0nn ) = ¥ 5 00) (0020 (0r.00)

y<r A<T y<TA<T
=D > @.0) (00 X)5a = D (%.9,) (94, %)- O
y<Ira<r y<r

Die Bedeutung dieses Resultats liegt abgesehen davon, daB es die Verallgemeinerung des
Standard-Skalaprodukts im C" darstellt, in seiner Fahigkeit, den Weg zu einem weiteren
Kriterium fiir die Vollstandigkeit von Orthonormalsystemen zu weisen, und zwar dem fiir
Anwendungen bei weitem wichtigsten. Dazu greifen wir auf die in Corollar 2.143 definierten
Funktionale f, zuriick; auBerdem sei 1 die identische Abbildung auf dem betrachteten Raum.
Das angesprochene Kriterium ist die

2.165 Vollstandigkeitsrelation: Ein Orthonormalsystem (¢~ )y <r in einem Hilbertraum H
ist genau dann vollstandig, wenn
Z 0y fo, = 1.

y<r

Beweis: ,==": Ist (¢y)y<r vollstandig, dann gilt nach Satz 2.163 fiir alle ¢ € H

Y= $.0) 0= oyl

< y<r

=" Aus > @, f, =1 folgt fiir alle € H
y<r

V=2 orfo =2 (¥.0) 0y .

y<r y<r

Mit Blick auf Satz 2.165 spricht man beim Ubergang von der linken zur rechten Seite in
Corollar 2.164 auch vom Einschieben eines Einsoperators.

Satz 2.163 beantwortet auf einen Schlag die wichtigsten Fragen, die sich im Zusammen-
hang mit Basen von Hilbertraumen stellen. Insbesondere besagt er, daB jeder Vektor 9 € H
durch die Vektoren aus einem vollstindigen Orthonormalsystem F = (¢,)y<r von H als
konvergente Summe der Form

Y=> cypy (2.73)

y<I

dargestellt werden kann. Deshalb nennt man F auch Orthonormalbasis des Hilbertraums
‘H. Dabei sind all die in Abschnitt 2.2.3.8 miihsam zusammengetragenen Eigenschaften
der fiir Banachraume allgemein hochst unterschiedlichen Basis-Typen fiir Hilbertraume stets
gleichzeitig erfiillt: Eine Orthonormalbasis eines Hilbertraums ist eine gegebenenfalls lange
Schauder-Basis, eine starke Markushevich-Basis und dazu auch eine Auerbach-Basis. Das
Ganze ist dariiberhinaus konstruktiv, denn die Koeffizienten der Entwicklung (2.73) eines
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Vektors 9 kénnen stets gemaB ¢, = (¥, ) berechnet werden. Der wichtigste Unterschied
betrifft jedoch die Existenzfrage. Wahrend es bekanntlich keineswegs fiir jeden Banachraum
eine Schauder-Basis gibt, gilt der folgende fundamentale

2.166 Satz: Jeder Hilbertraum besitzt eine Orthonormalbasis. **°

Beweis: Sei € die Menge aller Orthonormalsysteme des Hilbertraumes H iiber dem Kérper
KK, eine Menge, die durch die Relation C teilgeordnet wird. Jede linear geordnete Teilmenge
£ von € besitzt mit der Vereinigung iiber alle Elemente von € eine obere Schranke in &, und
da die £'s eine aufsteigende Familie von Inklusionen darstellen, ist diese Vereinigung selbst
auch ein Orthonormalsystem. Nach dem Zornschen Lemma gibt es dann in & ein maximales
Element, also eine maximales Orthonormalsystem B C H. Nimmt man nun an, es gébe ein
P # 0 mit (9, o) = 0 fiir alle p, € B, dann wére

span(B)* # {0}
und damit
span(B) # H.
Dann wire aber B U {1} ein echt gréBeres Orthonormalsystem als B — ein Widerspruch.
Damit ist B eine Orthonormalbasis von H. |

Als Folgerung ergibt sich eine weitere Eigenschaft, die Schauder-Basen von Banachraumen
nicht aufweisen. Fiir Orthonormalbasen liefert Satz 2.166 unmittelbar ein zu Satz 2.10 ana-
loges Resultat.

2.167 Corollar: Jedes Orthonormalsystem in einem Hilbertraum H [&Bt sich zu einer Ortho-
normalbasis von ‘H. erweitern.

Damit erweisen sich Orthonormalbasen unendlichdimensionaler Hilbertraume in sehr weit-
gehender Weise als Verallgemeinerungen ihrer endlichdimensionaler Verwandten aus der ele-
mentaren linearen Algebra. Die einzige Einschrankung wurde zu Beginn dieses Abschnitts
bereits angedeutet. Im Gegensatz zum endlichdimensionalen Fall sind bei unendlichdimensio-
nalen Hilbertraumen Orthonormalbasen keine Hamel-Basen. Ist A ein Hilbertraum und F ein
beliebiges vollstandiges Orthonormalsystem von H, so ist die lineare Hiille von F zwar dicht in
H, aber nicht mit H identisch. Der Grund dafiir ist die ausschlieBliche Verwendung endlicher
Linearkombinationen in der linearen Hiille. Erst wenn wir unendliche Linearkombinationen
verwenden, erhalten wir den gesamten Hilbertraum. Hamel-Basen von unendlichdimensiona-
len Hilbertraumen sind sehr viel groBer als deren Orthonormalbasen. Das 13Bt sich prazisieren,
denn die Machtigkeit vollstandiger Orthonormalsysteme ist eine Invariante des betrachteten
Raumes, wie das nichste Resultat zeigt.

2.168 Satz: Alle Orthonormalbasen eines Hilbertraums haben dieselbe Machtigkeit.

190Djeses Resultat stammt von Léwig [230].
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Beweis: Es seien H ein Hilbertraum und A und B zwei Orthonormalbasen in H mit |A| = k
und |B| = . Zu jedem 1) € A gibt es ein ¢ € B mit (¢, @) # 0; andernfalls kdnnte man das
eine System mit dem entsprechenden Element des anderen erganzen und umgekehrt, und die
beiden waren nicht vollstandig. Nun konstruieren wir eine Menge 2( von Teilmengen von A
nach folgender Vorschrift: Zu einem beliebigen ¢ € A wahlen wir ein ¢ € B mit (¢, ) # 0,
erganzen 9 sodann durch alle weiteren Elemente von A, die nicht orthogonal zu ¢ sind und
nennen die so entstehende, hochstens abzahlbare Menge C'. Das ist eine echte Teilmenge von
A, denn A ist iiberabzihlbar; auBerdem gilt (, ¢) = O fiir alle x € A\ C". Nun wihlen wir
zu einem beliebigen 9’ € A\ C' ein ¢’ € B mit (¢, ¢') # 0, wiederholen obige Prozedur und
erhalten so eine zweite hochstens abzdhlbare Teilmenge C" von A. Dieser Vorgang wird in
transfiniter Weise unbegrenzt wiederholt, und die dadurch entstehende Teilmenge von 3(A)
sei die Menge 2. Um die Machtigkeit 7 von 2( zu bestimmen, beachten wir, daB

(i) jedes 1 € A zu genau einem C € 2 gehort,

(ii) jedes C € 2 genau einem @ € B zugeordnet wird,
(iii)
(iv) 1 = |C| £ Rg gilt fur alle C € 2.

C'NC" =0 gilt fiir alle ¢', " € B mit ¢’ # ¢”, und

Aus der ersten dieser Eigenschaften folgt k = 7, falls |C| = 1, und k = Ng7 = T, falls
|C] = No, und damit gilt aufgrund der vierten Eigenschaft in jedem Fall kK = 7. Aus der
zweiten und dritten Eigenschaft dagegen ergibt sich 7 < X und damit auch Kk < \. Jetzt
wiederholen wir das Ganze mit vertauschten Mengen A und B, erhalten véllig analog A < k
und damit K = . O

Ist F eine Orthonormalbasis eines Hilbertraums H, dann nennt man |F| Hilbertraum-Dimen-
sion von H. Da Orthonormalbasen Schauderbasen sind, ist die Hilbertraum-Dimension stets
gleich der topologischen Dimension. Hat ein unendlichdimensionaler Hilbertraum H die al-
gebraische Dimension A und die Hilbertraum-Dimension ¢, dann gilt nach Satz 2.78 folglich
o™ = X = |H|. Gleichzeitig folgt daraus, daB eine Orthonormalbasis eines unendlichdimen-
sionalen Hilbertraums niemals gleichzeitig eine Hamel-Basis ist.

Fir Hilbertraume mit gleicher Hilbertraum-Dimension gilt tatsachlich noch mehr; man
kann sie in gewissem Sinn paarweise miteinander identifizieren. Das ist der Inhalt von folgen-
dem

2.169 Satz: Zwei Hilbertrdume haben genau dann dieselbe Hilbertraum-Dimension, wenn es
einen isometrischen Isomorphismus zwischen ihnen gibt.

Beweis: ,—=": H1 und H, seien zwei Hilbertraume mit Orthonormalbasen F; und F,. Wegen
|[F1| = |F2| gibt es eine Bijektion ¢ : F; — F» und damit eine bijektive lineare Abbildung

t : span F; — span F,, die offensichtlich auch isometrisch ist. Wegen span F, = #H; und

span F, = H, 1aBt sich t stetig zu einem isometrischen Isomorphismus T : H; — Ha»
erweitern.
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=" Ist T : H; —> H, ein isometrischer Isomorphismus, dann ist ¢ := T [ F; eine Bijektion
und ran ¢ eine Orthonormalbasis von H.. 0

Wir werden spater sehen, daB man ausgehend von der Hilbertraum-Dimension noch sehr viel
weitergehende Isomorphie- und Isometrieaussagen treffen kann.

Der SchluB des vorliegenden Abschnitts beschaftigt sich mit einem Sonderfall, einem
besonders wichtigen allerdings, namlich demjenigen der separablen Hilbertraume!®!. Die be-
sonders Ulbersichtliche Struktur solcher Raume iibertragt sich auf deren Orthonormalbasen,
wie das nachste Resultat zeigt.

2.170 Satz: Fiir jeden unendlichdimensionalen Hilbertraum H sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) M ist separabel.
(ii) H besitzt eine abzahlbare Orthonormalbasis.

(iii) Alle Orthonormalsysteme in H sind abzéhlbar

Beweis: (i) = (ii): A sei eine abzahlbare dichte Teilmenge von H. Durch sukzessives Hin-
auswerfen aller Vektoren aus A, die Linearkombinationen der anderen Vektoren aus A sind,
bis keine solchen mehr iibrig sind, erhdlt man eine linear unabhingige Folge in 7, deren
lineare Hiille dicht in  ist. Mit dem Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren ergibt sich
eine bereits vollstandige orthonormierte Folge B in 7. Denn fiir jeden Vektor ¥ € H, der zu
jedem Element aus A und damit auch zu jedem aus B orthogonal ist und jedes € > 0 gibt es
aufgrund der Separabilitdt von H einen Vektor ¢ € A, so daB || ¢ — ¢ || < ¢ ist. Das kann
dann jedoch nur der Nullvektor sein, denn fiir seine Norm folgt wegen (¢, ¢) =0

1912 = (@W.9) = (W) — (e ¥) = (v -0 ¥) = ¥ -0l vl <elly|

damit aber auch ||| < €, und folglich muB ¢ = 0 sein. B ist also ein vollstandiges Ortho-
normalsystem und damit eine abzéhlbare Orthonormalbasis.

,

(i) = (iii): Nach Voraussetzung besitzt H eine abzahlbare Orthonormalbasis (¢,),en.
Zusatzlich sei (Xy)y<r ein beliebiges Orthonormalsystem in . Nach Ungleichung 2.161 gilt
dann fiir jedes n € N

D 1(@n )P < all?,

y<r
das heiBt, fiir jedes n € N ist die Familie (|(¢n, Xy)|?)y<r in R summierbar. Nach Lemma
2.72 ist daher die Menge J, := { X < T | (@, Xx,) # 0} fiir alle n € N und damit auch die
Menge J := |J J, abzahlbar; dabei gilt [J| < |I'|. Fiir alle y < T mit «y # J ist dann

neN
Xy = Z (X’yv (pn) ¢, =0.
n=0

191V/on Neumanns urspriingliche Hilbertraum-Definition enthielt die Separabilitit als Eigenschaft, was jedoch
unnétig ist, wie Léwig [230], Rellich [312] und Riesz [302] alsbald feststellten.
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Andererseits ist nach Voraussetzung ||x,|| = 1 fiir alle y < I". Daraus folgt |['| = No.

(iii) = (i): Nun sei B = {@,},cn eine Orthonormalbasis von 7 und damit nach Voraus-
setzung abzahlbar. Wir notieren zunachst, daB jedes ¢ € H und jedes € > 0 nach Satz 2.163
in der Form

Y=> (%00 0n
n=0

darstellbar ist und es damit ein n € N gibt, so daB

. €
HI//-Z(w,wn)wn <3
Jj=0
gilt. Nun betrachten wir die Menge A aller endlicher Linearkombinationen in H mit Koeffi-

zienten aus Q = {a + i | o, 8 € Q } betrachtet, die natiirlich abzahlbar ist. Sie ist aber
auch dicht in H. Denn mit geeigneten Koeffizienten a;, € Q gilt auch

<E
2

D Ww) —ainle;
j=1

weil Q in € dicht liegt. Folglich gibt es fiir jeden Vektor 1 € H einen Vektor

n
Y= Z ajin Pj
j=1

in A mit
¥ —ol <e
also ist A dicht in #H, und H ist separabel. O

Aus Satz 2.170 folgt unmittelbar, daB jeder separable unendlichdimensionale Hilbertraum
die Hilbertraum-Dimension R besitzt; Corollar 2.65 und Satz 2.78 liefern dann libereinstim-
mend fiir die algebraische Dimension separabler unendlichdimensionaler Hilbertraume den
Wert Ngo = 2% = ¢ Aus Satz 2.169 ergibt sich damit, daB alle separablen unendlich-
dimensionalen Hilbertriume paarweise isometrisch isomorph sind*®?. Das werden wir gleich
prazisieren.

2.3.4 Einige Beispiele

In diesem Abschnitt greifen wir uns nur vemeintlich wahllos ein paar Beispiele fiir Hilbert-
raume heraus; wie sich zeigen wird, erwischen wir damit gleichzeitig die Prototypen fiir alle
Hilbertraume, die es liberhaupt gibt. Das sind namlich gar nicht so viele, verglichen mit der
uniibersichtlichen Reichhaltigkeit unterschiedlicher Banachrdume, von denen wir oben nur
ganz wenige kennengelernt haben.

192Einen direkten Beweis hierfiir findet man in [189)].
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Vorab sei kurz daran erinnert, daB fiir n € N die Raume R"” und C" mit dem Standard-
Skalarprodukt

n
(x,y)= ij y; beziehungsweise (x,y) = Zx, Y;
Jj=1
Hilbertraume sind; davon wurde in Abschnitt 2.3.2 bereits Gebrauch gemacht. Viel interes-
santer sind natiirlich unendlichdimensionale Hilbertraume, und einige ihrer prominentesten
Vertreter schauen wir uns nun genauer an.

2.3.4.1 _Z?2-Raume

Zunichst betrachten wir die in Abschnitt 2.2.3.9 ausfiihrlich vorgestellten .’ P-Raume fiir den
speziellen Fall p = 2, der sich wieder als sehr eigenwillig erweisen wird'®3. Mit den dortigen
Bezeichnungen gilt namlich

2.171 Satz: Z2(M, u, £) ist ein Hilbertraum.

Beweis: Nach Satz 2.82 ist £2(M, u, &) vollstandig. Wir definieren auf Z2(M, u, £) ein
Skalarprodukt durch

(f.9) ::ffﬁdu (2.74)

fiir f, g € Z?%(M, i, &) und iiberzeugen uns direkt davon, daB es sich hierbei auch tatséchlich
um ein solches handelt. Zunichst gilt fiir alle f € Z2(M, u, &) auch f € L2(M,u, E),
auBerdem ist nach Ungleichung 2.80 fiir alle f, g € .Z2%(M, u, &) stets fg € LM, u, &),
und damit ist (2.74) wohldefiniert. Die Skalarprodukteigenschaften lassen sich unmittelbar
nachpriifen. Fiir alle f, g, h € £2(M, u, &) und alle o, B € C gilt

() (af+Bg.n) = [(af+Bg)hdu
M

a jfﬁdwrfj jgﬁdu:a(f,h)Jrﬁ(g, h);
M M

[Fgdu=[gfdu=(g.9)
M

(iii) jf du= [|fPdu>0 firf#0.
M

=
=
—
Th

Q
2

Il
z_
-

m\
i%

SchlieBlich erhilt man die || ||2-Norm aus dem Skalarprodukt (2.74) gem3aB

17l = VP = <J\f\2du>1/2- .

193Dabei ist die Verwendung von Lebesgueschen Integralen anstelle von Riemannschen ganz wesentlich,
denn der Raum .£? der Lebesgue-quadratintegrablen Funktionen ist, wie wir gesehen haben, vollstindig, der
Raum 22 der Riemann-quadratintegrablen Funktionen dagegen nicht [160].
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Nach Satz 2.136 1aBt sich jeder Hilbertraum mit seinem topologischen Dualraum identi-
fizieren. Fiir .22 folgt dies auch schon aus Satz 2.92, was einmal mehr die Sonderrolle von
p = 2 bei £ P-Riumen unterstreicht. Denn aus 1/p+1/g =1 und p = 2 folgt ¢ = 2 und
damit P = ¥9= 2

Die Elemente von % 2-Rdumen nennt man quadratintegrable Funktionen. Diese Riume
sind das wichtigste Beispiel tiberhaupt fiir Zustrandsraume in der Quantenmechanik; wir wer-
den in Band 2 ausgiebig mit ihnen zu tun haben. Dabei werden wir insbesondere auch einige
Beispiele fiir Orthonormalbasen in Raumen quadratintegrabler Funktionen kennenlernen.

2.3.4.2 {?-Riaume

Es liegt nun nahe, parallel zu den Abschnitten 2.2.3.9 und 2.2.3.10 vorzugehen; die Annahme,
daB die £2-Riume spezielle .#?-Raume sind, bleibt aus der dortigen Perspektive natiirlich
richtig, und so folgt aus Satz 2.171, daB £2(M) fiir beliebige Mengen ein Hilbertraum ist.
Corollar 2.108 liefert dann fiir jede abzihlbare Menge A mit £2(A) ein Beispiel fiir einen sepa-
rablen und fiir jede iiberabzihlbare Menge M mit £2(M) ein Beispiel fiir einen iiberseparablen
Hilbertraum.

Aus einer anderen Blickrichtung dreht sich die Sache jedoch gewissermaBen gerade um,
denn wie sich gleich zeigen wird, sind die Raume £2(M) Prototypen fiir alle Hilbertriume,
die es iiberhaupt gibt'%*. Es gilt namlich der folgende fundamentale

2.172 Satz: Ist H ein Hilbertaum, F eine beliebige Orthononormalbasis in H und M eine
beliebige Menge mit |M| = |F|, dann sind H und £2(M) isometrisch isomorph.

Beweis: T sei eine Ordinalzahl mit [['| = [F| = |M| und (@), <r eine Orthonormalbasis von
H. Die Menge M ist dann darstellbar als M = { a, | v < T }. Wir definieren eine Abbildung
T auf H durch

TY =fy(ay) = (¥, 0y)

fiir alle ¥ € H und alle a, € M. Nach Satz 2.163 gibt es fiir jedes 1) € H eine eindeutige
Darstellung der Form

Y=> (¥.0,) 0y (2.75)
y=r
mit
Bl =" 1w, 0P, (2.76)
YU

wobei jeweils nur hochstens abzahlbar viele der Summanden nicht verschwinden. (2.76) ga-

rantiert ranT C £2(M) sowie ||9] = || T4 | fiir alle ¥ € H, und dank (2.75) ist T in-
jektiv. Ist nun f € £2(M) beliebig, dann konvergiert die Reihe Y |f(a,)|?. Folglich ist
YET

{If(ay)I?}y<r und damit auch {|| f(ay) @y |I*}y<r summierbar. Nach Lemma 2.159 ist

19Heuser spricht in diesem Zusammenhang sehr treffend von den kanonischen Hilbertraummodellen [148].
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dann auch { f(ay) @y },<r summierbar, es existiert demnach ein ¢ € H mit

¥ = Z f(ay) oy,

YT

und fiir dieses gilt T4 = f. Damit ist T surjektiv, insgesamt also ein isometrischer Isomor-
phismus. O

Jeder Hilbertraum kann folglich mit einem Raum £2(M) mit irgendeiner passenden Menge
M identifiziert werden. Beispielsweise gilt . 2(M, u, &) = £2(T) mit || = |F| fiir eine
beliebige Orthonormal-Basis F von .Z2(M, u, £). AuBerdem erhalten wir fiir die algebraische
Dimension von £2(M) den Wert [£2(M)]| und fiir die topologische Dimension den Wert |M|.

Einen ganz besonders wichtigen Spezialfall liefert £2(A) mit abzihlbarer Menge A, denn
wie man sofort sieht, handelt es sich hierbei um separable Hilbertraume. Setzt man A = N,
erhilt man den Folgenraum £2 und damit den

2.173 Satz von Riesz-Fischer:'% Jeder unendlichdimensionale separable Hilbertraum ist
isometrisch isomorph zu £2.

Wahlt man also etwa zu M ein o-finites MaB p und eine endlich erzeugte o-Algebra, dann
ist nach Satz 2.89 der Raum ZQ(M, 1) separabel, also isometrisch isomorph zu £2. Daraus
folgt, daB insbesondere auch solche Riume wie .Z2(R", \) und £2(Q2, \), wobei X\ das
Lebesgue-MaB und €2 irgendeine beschrankte Teilmenge des R" ist, eigentlich nur besondere
Erscheinungsformen von £2 sind'%. Aus mathematischer Sicht ist das zwar nicht mehr als ein
einfaches Beispiel fiir die Satze 2.172 und 2.173, aus quantenmechanischer Sicht erlangt es
jedoch groBe Bedeutung. Unter anderem findet man hierin die mathematische Begriindung
fiir die Aquivalenz der Matrizenmechanik und der Wellenmechanik.

2.3.4.3 Fastperiodische Funktionen

Wir beschaftigen uns noch kurz mit einem weiteren Beispiel eines liberseparablen Hilbertrau-
mes, bei dem diese Eigenschaft direkt erkennbar wird'®”. Dazu betrachten wir zunichst die
Menge der Funktionen der Form f(t) = et mit —oo < t < oo und A € R als beliebi-
gem Parameter. Nun bilden wir die linearer Hiille P dieser Menge, also die Gesamtheit aller

Polynome der Form
p(t) = Ace™t.
K

P ist natiirlich bereits ein Vektorraum. Als nichstes ergénzen wir diesen, indem wir die Grenz-
werte aller Folgen von Funktionen aus P hinzunehmen, die auf der ganzen reellen Achse
gleichm@Big konvergieren. Dadurch erhalten wir eine Menge F, die Menge der fastperiodi-
schen Funktionen. Eine Funktion f heiBt fastperiodisch, wenn es fiir jedes € > 0 ein /. gibt,

195Giehe Anmerkung 110 auf S. 120.
19\/ergleiche auch hierzu Anmerkung 110 auf S. 120.
197 Ausfiihrlich dazu [2].
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so daB es in jedem Intervall der Lénge /. mindestens eine Zahl T gibt, fiir die
[f(t+7)—f(t)|<e fir —oo<t<oo

gilt.
Auf dem linearen Raum F kann man ein Skalarprodukt und damit auch elne Metrik

definieren, und zwar wie folgt: Fiir zwei Polynome f(t) = Z Age™tund g(t) = Z B, e'#rt
sei das Skalarprodukt erklart durch die Formel

T

1 R
(f.g) = im f f(t)g(t) dt
— | ’to‘u*Mr) = B
T@)@;;A B, dt ;;aw,A,Bs,

mit einem kontinuierlichen I'(ronecker—Symbolw8

5 B 1 fir A\ = us,
M) 0 sonst.

Dieses Skalarprodukt 148t sich dank der gleichm&Bigen Konvergenz stetig auf ganz F fortset-
zen. Die Metrik ist dann wie tblich definiert durch

1% = (£, ).

Wenn wir nun diesen Raum F in der durch das Skalarprodukt erzeugten Metrik durch Hin-
zunahme aller Grenzwerte von Cauchy-Folgen vervollstandigen, erhalten wir den Hilbertraum
2 der fastperiodischen Funktionen. In .72 bildet die Menge

B={ex(t)=e™| —c0c <A< o0}

eine Orthonormalbasis. Denn erstens gilt
(e)\, e ) = |Im — J tO=k) dt = 6>\W

das heiBt, die e, sind orthonormiert, und zweitens ist mit den Bezeichnungen von Corollar

2.143
Z ex fexeu = Z(e)\- eu) Ex = €Eu,
AER AER
also
> enfe, =1,
AER

und nach Satz 2.165 ist B vollstindig. Natiirlich ist |B| = ¢, der Raum %2 besitzt somit eine
tiberabzdhlbare Orthonormalbasis und ist folglich nicht separabel.

198Das ist keine Delta-Funktion.
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Kapitel 3

Operatoren auf Hilbertraumen

In Abschnitt 2.2.3.4 haben wir uns bereits mit linearen Abbildungen auf Banachraumen be-
schéftigt. Da einerseits im speziellen Fall von Hilbertraumen wesentliche zusatzliche Aspekte
in den Vordergrund treten und andererseits in der Quantenmechanik insbesondere lineare Ab-
bildungen auf Hilbertraumen von zentraler Bedeutung sind, lohnt es sich, das Thema nicht
nur erneut aufzugreifen, sondern ihm in diesem Zusammenhang gleich ein ganzes Kapitel zu
widmen.

3.1 Einige Grundbegriffe

Wir beginnen mit etwas Terminologie. 7 und G seien Hilbertraume iiber C. Ein Operator Alst
eine Abbildung von #H nach G. Wie allgemein iiblich bezeichnen wir auch hier mit dom A CH
die Definitionsmenge von A und mit ran A = {peg|IYveH p= ﬁ'(/)} C G dessen
Wertemenge. Die Menge ker A C H aller Elemente von H, die von A auf 0 abgebildet
werden, bezeichnet man als Kern des Operators A. Ist fiir einen Operator A auf H dessen
Definitionsmenge eine dichte Teilmenge von H, sagt man auch, A sei in H dicht definiert.

Das war jetzt nichts neues; die zusitzliche Struktur, die Hilbertraume bieten, erlaubt
jedoch die Definition weiterer Begriffe. Dabei geht es in den meisten hier interessierenden
Fallen um Endomorphismen auf Hilbertraumem, das heiBit, es ist H = G. Daher betrachten
wir von nun an generell, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, Operatoren von
‘H nach H.

Den Ausdruck ((p,AA'L/}) € C bezeichnet man als Matrixelement von A zwischen © und

4. Einen Operator A nennt man positiv definit, wenn

(A, 9) =0 firalle ¢ € domA
und negativ definit, wenn

(A, 9) <0 firalle 9 € domA

gilt; ansonsten heiBt A indefinit.

215
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Wir definieren zusatzlich ein Operatorprodukt durch Hintereinanderausfiihren:
ABvy :=A(Bvy) fir ¥ €domA N dom B

Dieses Operatorprodukt ist nicht kommutativ, das heiBt, im allgemeinen gilt ngz #* /§AA¢
Entsprechend definiert man den sogenannten Kommutator von zwei Operatoren durch

[ABl:=AB-BA
als neuen Operator auf
dom [A, B] = dom (A B) N dom (B A)
—{¢cdomB | Bty ecdomA} N {9 € domA| A € domB},

und dieser ist im allgemeinen von Null verschieden®. Gilt jedoch [K é] = 0, so heiBen die
beiden Operatoren vertauschbar. Dabei ist jedoch Vorsicht angebracht, denn diese Definition
ist nur fiir beschrankte Operatoren problemlos anwendbar. Gilt fiir zwei unbeschriankte Ope-
ratoren A und B etwa dom A N ran B = {0}, dann ist A B nur fiir den Nullvektor definiert,
und entsprechendes gilt im Fall von dom B N ran A = {0} fur B A. Generell ist fiir zwei
vertauschbare Operatoren A und B nur dann AB = ég wenn dom A = dom B gilt, also
insbesondere auch fiir dom A = dom B = ‘H; im allgemeinen folgt aus der Vertauschbarkeit
zweier Operatoren Aund B nur AB - B A. Wir werden in Abschnitt 4.4.3 und in Band 2
leistungsfahigere Vertauschbarkeitsbegriffe einfiihren.
Gibt es zu einem Operator A einen Operator B mit
AB=BA=1,
dann bezeichnet man B als den zu A inversen Operator und schreibt dafiir B = A1
Dabei gibt es keineswegs zu jedem Operator einen inversen; existiert der inverse Operator,
dann folgt aus 2\\111 = ( automatisch /K’Hp = 1, und die Definitionsmenge von A ist die
Wertemenge von A-1 und umgekehrt. Sind die Operatoren A und éjeweils invertierbar, so
gilt auf dom (AB)~! L R
(AB)Yl'=B1A1.
Natiirlich lassen sich Operatoren auch in komplizierterer Weise kombinieren; man kann
ganz allgemein Funktionen auf der Menge der Operatoren definieren. Dies geschieht im ein-
fachsten Fall mit Hilfe von Potenzreihen. Dazu notieren wir zundchst, daB eine Folge (A7)7<|—

von Operatoren genau dann zu einer absolut konvergenten Reihe A= > A zusammenge-
y<r

baut werden kann, wenn es eine Folge (o) <r positiver reeller Zahlen gibt mit H/KWH < ay

1Der Banachraum .Z(H) bildet mit dem Operatorprodukt eine Banachalgebra und mit der *-Abildung,
die jedem Operator dessen adjungierten Operator zuordnet, eine C*-Algebra.
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fir alle v < T, die ihrerseits eine konvergente Reihe > o, bilden; in diesem Fall gilt
y<Tr

IA] < 5 o, Ist folglch
<

F(z) = ifﬂz”

3
o

eine Potenzreihenentwicklung der komplexwertigen Funktion F, so kann man daraus eine
operatorwertige Funktion konstruieren gemaB

Mx

F(A) = (3.1)

n=0

Das Standardbeispiel hierzu liefert die Exponentialfunktion, mit der man zu jedem beschrénk-
ten Operator A einen Operator

1 ~

=1
:Zn— —1+A+ A + |A3+--~. (3.2)

(.A)

definieren kann. Fiir Potenzreihen von Operatoren gilt stets [Z F(AA)] = 0. Unproblematisch
verlduft die Definition solcher operatorwertiger Funktionen natiirlich nur bei analytischen
Funktionen (die Potenzreihe fiir F sollte schon konvergieren) und beschrankten Operatoren.
Bei nicht-analytischen Funktionen und unbeschrinkten Operatoren kann man jedoch auch
einen anderen Weg wahlen. Wir kommen in Kapitel 4 darauf zuriick.

3.2 Lineare Operatoren

Wie im vorigen Kapitel betrachten wir auch hier in erster Linie lineare Operatoren, da sie
sowohl aus mathematischer Sicht als auch aus derjenigen der Quantenmechanik von beson-
derer Bedeutung sind. Es sei daran erinnert, daB ein Operator A linear heiBt, wenn fiir alle
1, %> € dom A und alle ¢;, & € C

/K(C1¢1+C2'¢’2):C1AA1//1+C22'¢'2

gilt. Man kann sich lineare Operatoren auf Hilbertrdumen anschaulich als eine Verallgemei-
nerung von Drehstreckungen vorstellen.

Auf der Menge der linearen Operatoren iiber einem Vektorraum definieren wir wieder die
Operatornorm durch

A 1Al
1A= o Tl
Y edomA
P#0
Dabei gelten die Abschatzungen
A9 = [[Al

Dieses Werk ist copyrightgeschiitzt und darf in keiner Form vervielféltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fiir den persénlichen Gebrauch.



218 KAPITEL 3. OPERATOREN AUF HILBERTRAUMEN

sowie

|AB| <I|IA|B].

Wir betonen erneut ausdriicklich, daB die Norm eines Operators unendlich sein kann.

Ein weiterer Begriff, der aufgefrischt werden sollte, ist derjenige des abgschlossenen Ope-
rators. Ein linearer Operator A heiBt abgeschlossen, wenn fiir jede konvergente Folge (1,)nen
aus dom A mit lim Y, =1 und lim AAlp,, = @ auch ¢ € dom A und //4\111 = o gilt, wenn
sich also das Kg:\zrgenzverhaltennzgcn Folgen auf die Folgen der Bilder iibertragt und die
Grenzwerte der Bilder auch die Bilder der Grenzwerte sind. Gilt fiir zwei lineare Operatoren
Aund B

dom B S domA und éz/; = /Zw fur ¢ € domﬂ,

so nennen wir B eine Erweiterung von A und A eine Einschrankung von B: wir schreiben
dafiir B D A oder A C B. Ein Operator A heiBt abschlieBbar, wenn es einen abgeschlossenen
Operator BmitB->A gibt. Ist A abgeschlossen so glbt eseine elndeutlg bestimmte minimale
abgeschlossene Erweiterung A von A. Das heiBt: A > A, auBerdem ist A abgeschlossen, und
jede abgeschlossene Erweiterung von Aist auch eine Erweiterung von A. Der Operatorg heiBt
AbschluB des Operators A. Anschaulich bedeutet die Konstruktion des Abschlusses A eines
Operators /3 daB man die Grenzwerte samtlicher Folgen aus Elementen von dom 2 soweit
sie nicht sowieso schon darin enthalten sind, zu dom A dazunimmt und dann die Wirkung des
Abschlusses von AAjeweiIs gemaB

A lim 9, = lim A,
n—oo n—oo

definiert.

Wir haben in Abschnitt 2.2.3.4 gesehen, welche Bedeutung der Unterteilung der linearen
Abbildungen in beschrankte und unbeschrankte Exemplare in der Funktionalanalysis ganz
allgemein zukommt. Kurz gesagt zeigt sich dabei, daB bei beschrankten Operatoren alles
relativ einfach, bei unbeschrankten Operatoren dagegen alles wesentlich komplizierter ist.
Natiirlich behéalt das fiir Operatoren auf Hilbertraumen uneingeschrankt seine Wichtigkeit,
weswegen wir uns hier erneut damit befassen. Zur Erinnerung: Ein linearer Operator A heiBt
beschrankt, wenn es eine Konstante ¢ € R gibt, so daB fiir alle ¢ € dom A

A9 < cllvll

gilt, andernfalls heiBt er unbeschrankt. Mit Hilfe der Operatornorm 1aBt sich das auch wie
folgt formulieren: Gilt || A || < oo, so ist A beschrankt, gilt dagegen || A || = o0, so ist A un-
beschrankt. Stetigkeit und Beschranktheit sind bei linearen Operatoren dquivalente Begriffe.
Dariiberhinaus gibt es fiir jeden beschrankten linearen Operator Aceine lineare Erweiterung, die
auf ganz H definiert ist, sodaB man ohne Beschrankung der Allgemeinheit jeden beschrankten
linearen Operator stets als iiberall in H definiert betrachten kann.

Betrachten wir unbeschrankte Operatoren, so sieht alles ganz anders aus. Unbeschrankte
Operatoren sind unstetig in jedem Punkt ihrer Definitionsbereiche. Dariiberhinaus sind es
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gerade ihre Definitionsbereiche, mit denen besonders sorgfiltig umgegangen werden muB,
insbesondere bei abgeschlossenen unbeschrankten Operatoren. Zwar ist jeder beschrankte
Operator A mit abgeschlossener Definitionsmenge abgeschlossen. Denn ist (¢,),en eine

Cauchy-Folge in dom Z\ dann ist aufgrund der Stetigkeit A lim @, = lim /Ktp,, und aufgrund
n—oo n—oo
der Abgeschlossenheit lim ¢, € dom A. Umgekehrt gilt jedoch nach Corollar 2.38 und 2.39:

Nur abgeschlossene Operatoren, fiir die zusatzlich dom A = H gilt, sind auch beschrankt,
und abgeschlossene, unbeschrankte Operatoren kénnen nicht auf dem ganzen Hilbertraum H
definiert sein. Sie lassen sich auch nicht linear auf ganz H erweitern; ihre Definitionsmengen
sind daher stets echte Teilrdume von H. Dabei kann ¢ € H\domf\ einerseits bedeuten,
daB der Ausdruck AA'Ll) nicht definiert ist, aber auch, daB A\’LIJ zwar wohldefiniert ist, nicht
aber Element von H. Damit sind beim Umgang mit unbeschrankten Operatoren stets auch
sorgfaltige Definitionsmengenbetrachtungen erforderlich. Das wurde im vorigen Abschnitt am
Beispiel des Kommutators zweier Operatoren bereits angedeutet; ein weiteres, besonders dra-
stisches Beispiel ist das folgende: Gilt fiir einen unbeschrankten Operator

A (dom A) N 'dom A = {0}, dann folgt daraus, daB der Operator A2 iiberall undefiniert ist
mit Ausnahme des Nullvektors. Entsprechende Vorsicht ist bei der Bildung von Operator-
Polynomen geboten. Diese sind nur auf der Schnittmenge der Definitionsmengen aller be-
teiligter Operatoren und der in den betrachteten Polynomem auftretenden Potenzen dieser
Operatoren definiert, und damit stellt sich weiter die oft schwierige Frage, ob, wie und wo
es durch deren Werte auf so einer gemeinsamen Definitionsmenge definierte Erweiterungen
solcher Opereratorpolynome gibt?.

Wie wir bereits in Abschnitt 2.2.3.4 gesehen haben, existieren in unendlichdimensionalen
Hilbertraumen stets unbeschrankte Operatoren. Insbesondere sind wesentliche in der Quan-
tenmechanik auftauchende Operatoren unbeschrankt. Die in den folgenden Abschnitten be-
trachteten linearen Hilbertraum-Operatoren mit speziellen Eigenschaften sind daher stets als
unbeschrankt vorauszusetzen, soweit nicht ausdriicklich anderes gesagt wird.

3.2.1 Symmetrische Operatoren

Wir beginnen zwar nicht mit der fiir die Quantenmechanik wichtigsten Eigenschaft linearer
Operatoren iiberhaupt — diese folgt umgehend im nachsten Abschnitt —, aber wenigstens mit
einem Spezialfall derselben. Dazu formulieren wir im vorliegenden Kapitel eine erste

3.1 Definition: Ein linearer Operator A:auf einem Hilbertraum H heiBt symmetrisch oder
hermitesch®, wenn fiir alle ¢, € dom A

(A, ¥) = (0. A)

gilt und dom A ein dichter Teilraum von 7 ist.

2Diese Schwierigkeiten entfalten ihre volle Tragweite vor alllen Dingen in der Quantenfeldtheorie.
3Der erste der beiden Begriffe tritt iblicherweise in der mathematischen Literatur auf, wahrend der zweite
in der physikalischen verwendet wird.
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Symmetrische Operatoren weisen die folgende spezielle Eigenschaft auf.

3.2 Satz: Ein im Hilbertraum H dicht definierter Operator A ist genau dann symmetrisch,
wenn das Skalarprodukt (A, ) fiir alle 1 € dom A reell ist.

Beweis: ,—": Ist A symmetrisch, dann gilt fiir alle ¢ € dom A

(Ap,9) = (¥, Av) = (Ay, P).
=" Ist (A, ) fiir alle 1 € dom A reell, so folgt fiir alle ¢ € dom A aus
(Al +9).0+9) = (Ap,0) + (Ap, ) + (A, 0) + (AP, )
durch Vergleich von Real- und Imaginarteil auf der linken und der rechten Seite einerseits
Im(Ag,¥) = —Im (AP, @) = Tm (o, AY)
und andererseits
Re (Ap, P) = Im (A(ip), ¥) = Im (ip, Ap) = Re (, A).

Da komplexe Zahlen mit identischen Real- und Imaginarteilen auch selbst identisch sind, folgt
damit

(Ap. ) = (0. AY). =
Hieraus ergibt sich eine

3.3 Verallgemeinerte Cauchy-Schwarzsche Ungleichung: Fiir jeden symmetrischen Ope-
rator A auf einem Hilbertraum H und alle 1, ¢ € H gilt \(AA'L/J )? < (/K'LIJ P) (Ap, ).

Beweis: Fiir alle o € R gilt
(AP~ a (A, 9)9). ¥ — a(Av,0) p) = (Ap,9) — 2 |(AY, @)
+?|(AY, )P (Ap.p) 20,
also mit Satz 3.2 fiir a = 1/(A ¢, @)

n (A, )|
A , ZAi
(AY.9) 2 o0

Daraus folgt sofort die Behauptung. O

Unter geeigneten Voraussetzungen bleibt die Eigenschaft von Operatoren, symmetrisch zu
sein, auch bei den Grenzwerten von Operatorfolgen erhalten; genauere Informationen hieriiber
liefert der nachste
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3.4 Satz:* Ist H ein Hilbertraum, dann konvergiert jede Folge (Z n)neN Symmetrischer
Operatoren auf H, fiir welche die Folge (||A ,||)ne~ monoton und beschrankt ist, stark gegen
einen symmetrischen Operator auf H.

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei (||A,||),cx monoton steigend. Fiir alle
m,n € N mit n < mist dann ||A, — A,|| = 0. Nach Ungleichung 2.142 gilt fiir alle
Y, o€ Hund allene N

(Anb o) < Al ol < 1A 1%l o]
Nach Ungleichung 3.3 folgt daraus fiir alle ¥ € H

[(Am =AY = ((Am— AW, (Am— A W)
S (A=A D) (Am =AY, (An—A,)Y)
(At ¥) — (A, ) ] 1A — A, 1* 9]

IIA

A

(Ao ) — Ao, )] 1917 <§2¥; uM) . (33)

Da ((ﬂnw, U’))new nach Voraussetzung und Satz 3.2 fiir jedes ¥ € H eine konvergente reelle
Folge ist, gilt lim [(An%, ) — (A, 9)] =0, und (3.3) liefert lim [[A,—A,| = 0.
n,m—oo n,m—oo

Somit ist (A,)pen eine Cauchy-Folge in .Z(H), also nach Satz 2.30 konvergent. Fiir den
Operator A= lim /K,, und alle 9, ¢ € H gilt nach Voraussetzung und Corollar 2.143
n—oo

(A, ) = lim (A, ) (. Awp) = (. A9),

und damit folgt die Behauptung. |

= lim
n—oo

Nach Corollar 2.38 und 2.39 sind abgeschlossene Abbildungen, die auf einem ganzen Ba-
nachraum definiert sind, automatisch beschrankt und umgekehrt unbeschrankte abgeschlos-
sene Abbildungen stets nur auf echten Teilmengen des betrachteten Banachraums definiert.
Ein vergleichbares Resultat gilt auch fiir symmetrische Operatoren auf Hilbertraumen.

3.5 Satz von Hellinger und Toeplitz:® Ist H ein Hilbertraum und A ein auf ganz ‘H
definierter symmetrischer Operator, dann ist A beschrénkt.

Beweis: Wire A nicht beschrinkt, dann gibe es wegen || A|| = oo eine Folge (¢n)pen in

H mit | A, ||/ l@al| < oo fiir alle n € N und lim (|| A@, ||/ [[@all) = co. Wir definieren
n—oo

eine Folge (f,),en von Funktionalen auf H durch

w0 = (G

“Dieses Resultat stammt von Vigier [381].
5Der Satz wurde von seinen Namensgebern fiir unendliche symmetrische Matrizen formuliert [144].
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Jedes f, ist nach Konstruktion linear und auf ganz H definiert; nach Ungleichung 2.142 gilt

auBerdem R
A, Ap,
o= () <]
=1 ol ol

das heiBt, jedes f, ist beschrankt. Da /asymmetrisch ist, gilt

©n "
el = | (g Av )| < |z 1 Awi =1 4w
llonll” lleal
und nach Satz 2.40 gibt es dann eine Konstante ¢ mit ||f,|| < ¢ fiir alle n € N. Andererseits
ist jedoch lim ||f,]l = lim (|| Ao,/ llonll) = oo — ein Widerspruch. O
n—oo n—oo

Genaugenommen sind wir gar nicht in erster Linie an der im soeben bewiesenen Satz
beschriebenen Situation interessiert, sondern gerade an deren Gegenteil, also insbesondere
an unbeschrinkten symmetrischen Operatoren. Offensichtlich kénnen diese generell nicht
auf dem ganzen betrachteten Hilbertraum definiert sein, weswegen fiir sie stets detaillierte
Aussagen iiber ihre Definitionsmengen erforderlich sind. Dabei zeigt sich, daB der Begriff der
Symmetrie im obigen Sinne fiir die hier verfolgten Zwecke nicht ausreicht, weswegen wir
im folgenden Abschnitt eine starkere Version desselben sowie eine Verallgemeinerung dieser
starkeren Version betrachten werden.

3.2.2 Normale und selbstadjungierte Operatoren

Dazu miissen wir zunichst etwas Vorarbeit leisten. Wir formulieren hierzu eine vorbereitende

3.6 Definition: (i) H und G seien zwei Hilbertriume und A : H — G und
Al G — H zwei lineare Operatoren. Aund A’ heiBen zueinander adjungiert, wenn

(0. AY) = (A'p,¥)

gilt fiir alle ¥ € dom A und alle © € dom A
(ii) Ist A* ein linearer Operator auf G, sodaB jeder Operator A’ der zu Zadjungiert ist, eine
Einschrankung von A* ist, dann heiBt A* der zu A adjungierte Operator.

Adjungierte Operatoren sind Hilbertraum-Sonderfalle der dualen Abbildungen auf Banachrau-
men®; den Zusammenhang liefert Satz 2.146. DaB der Begriff des adjungierten Operators
(und damit auch derjenige des dualen) auBerdem auch eine sinnvolle Verallgemeinerung sei-
nes Namensvetters aus der elementaren linearer Algebra darstellt, auch fiir unbeschrankte
Operatoren, garantiert der erste Hilfssatz dieses Abschnitts.

3.7 Lemma: H und G seien Hilbertrdume und A ein dicht definierter Operator von H nach
G. Dann gilt

6Siehe Abschnitt 2.2.3.5.
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(i) Fiir jedes ¢ € dom A gibt es genau ein Ao € H mit (¢, /Z\\'L/}) = (Z*(p,l/)) fiir alle
P € dom A

(i) A* ist ein linearer Operator auf G.

Beweis: (i) Da dom A dicht in H liegt, ist A*p eindeutig bestimmt. Fiir alle ¢ € dom A*

ist das durch A,(¥) = (AA'L/) ) definierte lineare Funktional A, nach Corollar 2.143 stetig
und damit nach Lemma 2.27 sogar gleichmaBig stetig. Folglich gibt es zu jedem x € H eine
Folge (Xn)newn in dom A mit rJLn;C Xn = X € H, sodaB (ay,(Xn))newn eine Cauchy-Folge in
C ist. Daher existiert lim a,(xn) =: Ap(x) in C. Fiir jede weitere Folge (§,)nen in dom A
mit lim € = x gt im [[x, — & | = 0 und daher auch lim |a,(x,) — a4(&:) | = 0.
SomiTc i;i der Wert vor,17 AO;(x) unabhingig von der speziellennWo;hl der Folge (Xn)nen. Da
die a,, stetig sind, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein 0 > 0, sodaB || a,(a) —au(B) ] < € gilt
fir alle o, 8 € domA mit || — B || < . Fiir beliebige {,¥ € H sowie Folgen ({n)nen
und (¥,)pex in dom A mit lim ¢y = ¢ und lim 9, = 9 ist A(¢) = lim a,(Cy) und
Ap(¥) = nILngo ay (V). Wahlt man ¢ und 9 so, daB || — ¥ || <, dann gibt es ein N € N,
sodaB fiir alle n > N einerseits

[ =Ball SN Ca—=Cl+ =D+ —Dnll <0

und damit || a,(¢y) — a(¥,) || < €/3 sowie andererseits || A,(¢) — a,(Cn) || < €/3 und
| Ap(9) — au(9,) || < €/3 gilt. Daraus folgt

H A(p((:) - Atp(ﬂ) H é ” AW(C) - a(p(Cn) H + H atp(Cn) - alp('an) H + H atp(ﬂn) - Aw(ﬂ) H <Eg,

das heiBt, fiir jedes ¢ € dom A* besitzt das Funktional a, in Gestalt von A, eine eindeutige,
lineare, gleichméBig stetige Fortsetzung auf ganz H. Daher gibt es nach Satz 2.146 zu jedem
© € dom A* ein T € H mit Ap(W) = (7,) fiir alle 9 € H. Setzt man T = A*1p, so erhilt
man die Behauptung.

(i) dom A* enthilt genau diejenigen Elemente von G, fiir welche das Funktional A, stetig
auf dom A ist. Somit ist dom A* ein Unterraum von G. Mit (i) folgt die Behauptung. O

Als unmittelbare Konsequenz aus Lemma 3.7 erhilt man eine niitzliche Aussage iiber die
Definitionsmengen adjungierter Operatoren.

3.8 Corollar: A und B seien zwei Operatoren mit AC B. Dann gilt B* c A"

Fiir jeden linearen Operator A von H nach G und jedes ¢ € C ist die Relation
(c A)* = ¢ A* sofort ersichtlich; etwas weniger offensichtlich ist folgendes.
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3.9 Satz: H und G seien Hilbertrdume und A und B Operatoren von H nach G. Dann gilt
(i) Ist A+ B dicht definiert, dann ist A"+ B (AA+ é)*
(ii) Sind Z\ B und AB dicht definiert, dann ist A*B* C (é Z)*

Beweis: (i) Zunichst sind wegen dom (/K—&- B) = domA N dom B auch A und B dicht
definiert. Nun gilt fiir alle ¢ € dom (2+ §) und alle ¢ € dom (2* + é*)

(A +B") o ¥) = (A0, %) + (B*0, %) = (0, AY) + (0, BY) = (0, (A+ B)¥),

und nach Lemma 3.7 (i) folgt daraus ¢ € dom ( A+ B) und (A" +B*)p=(A+B)o.
(i) Ist ¥ € dom (/Ké) dann ist auch ¥ € dom B und B4 € dom A; analog ist mit
©p € dom (:‘§* 2*) auch ¢ € dom A* und A*p € dom B*. Damit gilt

(B AYp.w) = (A0, BY) = (0. ABY).
Nach Lemma 3.7 (i) folgt ¢ € dom (AB)* und (B* A*) o = (AB)*o. O

Die Aussagen von Satz 3.9 sind die verallgemeinerten, das heiBit, auch fiir unbeschrankte
Operatoren giiltigen Versionen zweier populdrer Resultate der elementaren linearen Algebra,
die tatsachlich nur Sonderfalle darstellen. Diese sind Gegenstand von nachstehendem

3.10 Corollar: H und G seien Hilbertrdume, auBerdem sei A ein dicht definierter und B ein
beschrinkter Operator von H. nach G. Dann gilt

() (A+B) =A+B
(i) A*B*=(BA).

Beweis: (i) Nach Voraussetzung gilt dom A = dom ( A+ é) und dom A* = dom ( A* 4 B* ),
und fiir alle 9 € dom A und alle ¢ € dom (A + B)* gilt daher

(AY,9) = ((A+B)v.9) — (BY, )
=@, (A+B)p)— (¥, B0)= (¥ (A+B) - B")y).

Nach Lemma 3.7 (i) folgt ¢ € dom ( A* + B*), also (/KJr é)* C A"+ B*, sowie
(Z* + B Yo = (ZJr é)*w und damit liefert Satz 3.9 (i) die Behauptung.

(i) Nach Voraussetzung gilt dom A = dom AB, und fiir alle 1 € dom A und alle
@ € dom ( §Z)* gilt daher

(A, B'p) = (BAY, @) = (v, (BA)"p).

Nach Lemma 3.7 (i) folgt By € dom(éAA)*, also dom(§AA)* C dom A* B*, sowie
A*B*p = (BA)*p, und damit liefert Satz 3.9 (ii) die Behauptung. O
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Auch die im nichsten Satz aufgelisteten Eigenschaften des adjungierten Operators gelten
nur unter speziellen Voraussetzungen.

3.11 Satz: H und G seien Hilbertrdume und A ein Operator von ‘H nach G. Dann gilt
folgendes.

(i) Ist A dicht definiert sowie A~ linear und dicht definiert, dann ist (A=1)* = (A*)~1.
(ii) Ist A beschrankt, dann ist || A|| = ||A*|| und || A*A| = || A |12
Beweis: (i) Fiir alle 1 € dom (A=1)* und alle ¢ € dom A gilt
W.0) = (W, A Ap) = (A7), Ap) = (A(A) 4. ),

folglich ist A*(A~1)* = 1 auf dom (A~1)*. Entsprechend gilt fiir alle 1 € dom (A)* und alle
@ € domA~!

(W.0) = (0. AA " 0) = (A9, A'0) = (A1) A, 9),
und es folgt (A~1)*A* = 1 auf dom (A~1)*.
(it) Fur alle ¢ € H sei f, das in Corollar 2.143 definierte Funktional; dann ist fiir alle
Ac ZL(H. Q)

sup_ |(Av, @)l = sup |f(AY)| = sup Hf AT =LAl

Il el =1 il el =1 lloll =

Damit gilt einerseits

[All= sup |(W.A)= sup [(A9,0)=|A
[l llell =1 [l llell =1

und andererseits

A2 = sup, IAp)? = sup, (A, Adp)

= sup (W A'AY) < |AAI S IANI AL = 1| Al D

Eine weitere Eigenschaften adjungierter Operatoren lehrt, daB man sich iiber deren Ab-
schliisse keine Gedanken machen muB, denn es gilt der folgende

3.12 Satz: Jeder adjungierte Operator ist abgeschlossen.

Beweis: H und G seien Hilbertraume, auBerdem sei A ein linearer Operator von H nach G und
A* der zugehorige adjungierte Operator. Ist (9,),cn eine Folge in dom A* mit lim ¥, =
n—oo

und lim K*'(/)n = ¢, dann gilt einerseits fiir jedes x € dom A
n—oo

Jim (o, An) = lim (Ax, ¥n) = (Ax. %);
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anderseits ist aber auch R
Jim (o, A™n) = (x. 9).

Daraus folgt fiir alle x € dom A

(Ax. ) = (. As) = (%, 9)
und damit ¢ € dom A* und //4\*’([) = . O
Wir notieren ein wichtiges

3.13 Corollar: Ist A ein dicht definierter Operator von einem Hilbertraum auf einen zweiten,
dann gilt A*™ = A.

Hieraus folgt, daB die scheinbar naheliegende Relation A" = A nur fiir beschrinkte Opera-
toren richtig ist.

Mit der Definition des adjungierten Operators kdnnen wir nun die beiden speziellen Klas-
sen linearer Operatoren definieren, die namensgebend fiir diesen Abschnitt sind. Die zweite
der beiden stellt dabei gleichzeitig auch einen der wichtigsten Begriffe des gesamten vor-
liegenden Buchs dar, weswegen wir anschlieBend einige zusatzliche Worte dariiber verlieren
werden. Fiir den Rest dieses Abschnitts sei jeweils H = G.

3.14 Definition: H sei ein Hilbertraum.

(i) Ein Operator N auf  heiBt normal 7, wenn N N* = N*N.

(ii) Ein Operator auf H heiBt maximal symmetrisch, wenn er keine echte symmetrische Er-
weiterung besitzt.

(iii) Ein Operator A auf 7 heiBt hypermaximal symmetrisch oder selbstadjungiert, wenn
A=A

Jeder selbstadjungierte Operator ist damit auch normal und symmetrisch; das umgekehr-
te gilt natiirlich jeweils nicht. Sowohl fiir normale als auch fiir selbstadjungierte Operato-
ren beinhaltet das Gleichheitszeichen in der Definition dom N = dom AI* beziehungsweise
domA = dom A*. Das zusitzliche Attribut maximal ist nur fiir symmetrische Operato-
ren sinnvoll, denn sind N und T normal und gilt T c IV dann folgt nach Corollar 3.8
dom N = dom T und damit N = T. Es gilt dariiberhinaus der folgende

3.15 Satz: Jeder normale Operator ist abgeschlossen.

Beweis: Es seien N ein normaler Operator auf dem Hilbertraum H und 27 = H & H; die
Elemente von . seien mit {1, ¢} bezeichnet. Mit dem Skalarprodukt

{oxd e & =W p) + (x.§)

"Diese Bezeichnung wurde von Toeplitz geprigt [371].
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ist 2 ein Hilbertraum. Da N* nach Satz 3.12 abgeschlossen ist, ist auch dessen Graph
["(N*) abgeschlossen, das heiBt, dieser ist als Unterraum von # vollstandig. Nun gilt fiir alle
P € dom N*

{0, N9} 12 = ({9, N9}, {9, N*9}) = (%, ) + (N*9, N*p)
= (¥, ¥) + (NNY,9) = (%, %) + (NN, )
= (@, ¥) + (N, No) ({9, Ny}, {9, Ny}) = [{w, Ny},

daher ist auch F(IV) als Unterraum von . vollstandig, also ebenfalls abgeschlossen. Folglich
ist N abgeschlossen. |

Natiirlich sind damit auch selbstadjungierte Operatoren stets abgeschlossen. Das folgt auch
direkt aus Satz 3.12. — Der nichste Satz liefert eine weitere wichtige Eigenschaft normaler
Operatoren.

3.16 Satz: Ein Operator N ist genau dann normal, wenn dom N = dom N* und
[IN | = [|N*| fir alle ¢ € dom N.

Beweis: ,—": N sei normal. Dann gilt fiir alle 9 € dom N = dom N*
IN|? = (Ng, No) = (NN, ) = (NN, %) = (N9, N'p) = |N*Y.

=" Aus [N y|| = [Np]| fir alle y € dom N folgt (N, Nw) = (N“w, N'), wegen
dom N = dom N* weiter (N*/V’L/J P) = (N N 4, %) und damit (( N*N — /V/V*)’l[) P) =0.
Das liefert N N* = N*N. O

Aus Satz 3.11 (i) folgt auBerdem, daB fiir normale beziehungsweise selbstadjungierte
Operatoren auch deren Inverse, sofern sie existieren sowie linear und dicht definiert sind,
normal beziehungsweise selbstadjungiert sind. Sind A und B zwei normale Operatoren, dann
sind A+ B und AB im allgemeinen nicht ebenfalls normal. Es gilt immerhin der folgende

3.17 Satz:® Ist N ein normaler Operator, dann ist fiir jedes ( € C auch der Operator N+ ¢
normal.

Beweis: Nach Corollar 3.10 gilt (N + ¢ )* = N* + ¢ und damit
dom (N +¢)* = dom (N* + ) = dom N* = dom N = dom (N + ¢ ).
Fiir alle 1 € dom N gilt auBerdem
[N+ )9l =N+ (N+C)9)
= NI + ISP [P + (N9, C¥) + (C 9, Np)

8Wir schreiben hier wie auch im folgenden stets abkiirzend A+ (1= A+ C.
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= [INYI2 + [CP Y1 + (v, ) + (N*9, C )
=((N"+ ) v, (N +0)w)
=(N+ W (N+ ) = [ (N+ ) v |2

Mit Satz 3.16 folgt die Behauptung. O

Satz 3.9 zeigt, daB fiir zwei selbstadjungierte Operatoren A und B zwar A+ B stets sym-
metrisch, aber nicht notwendigerweise wieder selbstadjungiert ist. Das ist jedoch sicher dann
der Fall, wenn B zusitzlich beschrinkt ist. Sind A und B selbstadjungiert und vertauschbar,
soist AB symmetrisch, aber auch dann nicht notwendigerweise selbstadjungiert. Wieder trifft
letzteres sicher dann zu, wenn B auch beschrankt ist.

Bevor wir uns den wirklich spannenden Aspekten des vorliegenden Abschnitts zuwenden,
notieren wir zundchst ein Resultat, das speziell fiir beschrankte Operatoren eine nichttriviale
Aussage darstellt.

3.18 Satz: Ist A ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum, dann gilt

1Al = Sup, (A, ).

Beweis: Einerseits gilt nach Ungleichung 2.142

Sup, (Ay, )| = Sup, LA 19l = 1| All.

Andererseits ist fiir alle @, x € dom A
(Alp+x).(0+x)) = (A0, 0) + (Ap.x) + (Ax. ©) + (Ax. X)
= (A, 0) +(Ap,X) + (Ap,x) + (Ax. X)
= (Ap,0) +2%e(Ap,x) + (Ax. X)
und analog
(Al —x).(9—x)) = (Ap,0) —2Re (Ap,x) + (Ax. X).
Mit Satz 2.136 liefert das
e (Ap.9) = 7 (A0 +x).(9+x)) ~ (Alp—x). (9 )]

und damit weiter

% (A, @) = 4 1A +x). (9 +x)) ~ (Ao~ x). (6 %))
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~ p+x Y +X T P—X Y—X
‘<A7,7>H<ﬁ+xll2* <A7,7>H¢Px\l2

1
T4 lo+xll lo—=xI"le—xl
LIz etx otx )‘ s (7 e-x  v-x )
< T = o+ x [P | AL 1 | | le—x]]
4“( lo+xl"le+xl lo=xI"lle—xl
1 ~ 1
éz up I(Aw,w)|(||w+x\|2+Hw—XHQ):* sup I(Adf )| (el + lIx[?)-

2

| <1 gibt esein A € C mit [A| < 1, sodaB

(A, x)| = Re (Ap, A X)

gilt; hieraus folgt

sup I(Aw DIl + IxxI?) £ sup (A, )l.

. 1
(A, x)| £ =
2 llll =1

AuBerdem gilt wiederum wegen Ungleichung 2.142
1Al = sup |(Ap.9)l,
llvll=1

und das liefert

1Al = sup [lAw] < sup \(Aw Y. o
llpll =1 Il =

Sehr haufig wird in Lehrbiichern zur Quantenmechanik nicht zwischen symmetrischen und
selbstadjungierten Operatoren unterschieden®. In endlichdimensionalen Hilbertriumen ist dies
auch uneingeschrankt dasselbe. In unendlichdimensionalen Hilbertraumen jedoch — und mit
solchen haben wir es hier zu tun — ist diese Gleichsetzung nur fiir beschrankte Operatoren
richtig; ist A beschrinkt und symmetrisch, so auch selbstadjungiert. Nach Satz 3.5 gilt fiir
jeden symmetrischen Operator A: Ist dom A = H, so ist A selbstadjungiert und beschrankt.
Es gibt aber sehr wohl selbstadjungierte unbeschrankte Operatoren, wie wir spater ausgiebig
sehen werden. Fiir unbeschrankte Operatoren folgt aus der Symmetrie im allgemeinen nicht
Selbstadjungiertheit. AuBerdem ist fiir einen symmetrischen Operator A der Operator A im
allgemeinen nicht mehr symmetrisch!. Die Relation A = A* bedeutet ausfiihrlich formulert:

9m Bereich der Standardliteratur der Quantenmechanik bilden hier die Aufgabensammlung von Grau
[117] sowie die Lehrbiicher von Grawert [119] und Miiller [262] riihmliche Ausnahmen. Bei eher mathematisch
orientierten Abhandlungen iiber Quantenmechanik und in der mathematischen Literatur wird generell mehr
Sorgfalt im Umgang mit diesen Begriffen gezeigt.

0Dje notwendige Unterscheidung symmetrischer von selbstadjungierten Operatoren ist einer der Sachver-
halte, welche die weitverbreitete Diracsche Bra-Ket-Schreibweise fiir unbeschrankte Operatoren problematisch
machen. Das gilt beispielsweise bei Matrixelementen wie (| A|w). Denn der Ausdruck (¢|A |9) kann sowohl
(e, 21/}) als auch (A*p, 1) bedeuten. Das ist nur fiir beschrinkte Operatoren dasselbe. Fiir unbeschrinkte
Operatoren dagegen sind es zwei unterschiedliche Ausdriicke, denn nun kommt es auf die Definitionsmengen
an: die eine der beiden Mdglichkeiten ist definiert fiir ¢ € H und 1 € dom ; die andere fiir ¢ € dom A*
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Ein Operator Alist selbstadjungiert, wenn A=Ay gilt fiir alle ¢ € dom A* und zustzlich
dom A* = dom Aist. Bei Symmetrie ist jedoch nur dom A C dom A* garantiert. Man muB also
bei unbeschrankten Operatoren sehr genau auf die zugehdrigen Definitionsmengen achten.
Insbesondere sind nach Satz 3.5 unbeschrankte selbstadjungierte Operatoren nie auf dem
ganzen Hilbertraum definiert, ihre Definitionsmengen sind also stets echte Teilmengen von H.
Daher sind selbstadjungierte Operatoren stets symmetrisch, aber symmetrische Operatoren
sind nicht notwendig selbstadjungiert. Zusammenfassend konnen wir dies folgendermaBen
formulieren: Ein Operator A st symmetrisch, wenn A C A", und selbstadjungiert, wenn
A=A

Die meisten der in Quantenmechanik auftretenden Operatoren sollten aus Griinden, die
wir noch diskutieren werden, selbstadjungiert sein; sie sind es in der Realitat aber haufig nicht.
Dieses Problem kann man umgehen, indem man eine etwas abgeschwichte Form der Selbst-
adjungiertheit einfiihrt und solche Opertatoren sodann geeignet auf selbstadjungierte Opera-
toren erweitert. Damit bekommt man auch typischerweise widerborstige quantenmechanische
Operatoren in den Griff, das heiBt, man kann sie durch geeignet gewahlte selbstadjungierte
Operatoren ersetzen!!. Genaueres beinhaltet die folgende

3.19 Definition: Ein symmetrischer Operator A heiBt wesentlich selbstadjungiert, wenn er
eine und damit alle der fiinf folgenden zueinander dquivalenten Eigenschaften erfiillt:

(i)

(i)

(iii) A A /3** das heiBt, A* st selbstadjungiert,
)
)

A hat eine eindeutige selbstadjungierte Erweiterung,
D

er AbschluB Z\ ist selbstadjungiert,

= A = 2*, das heiBt, A" ist selbstadjungiert,

>

(iv
(v A* ist symmetrisch.

Wir liberzeugen uns kurz davon, daB diese Eigenschaften tatsachlich dquivalent sind.
(i) = (ii): Folgt aus Satz 3.12.
(if) = (iii): Folgt aus Corollar 3.13.

und 9 € H, und die beiden Definitionsmengen sind jeweils echte Teilraume von H, also insbesondere im
allgemeinen nicht identisch. Als Beispiel betrachte man zu einem unbeschrinkten selbstadjungierten Operator
A den Operator A2. Im allgemeinen ist hierbei von dom A # A dom A # dom A2 auszugehen. Der Bra-Ket-
Ausdruck (| A2 |9) kann (i, A2%) genauso wie (A2p, ) oder auch (A, A) bedeuten; der erste dieser
drei Ausdriicke ist nur fiir ¢ € H und ¢ € dom ﬁz, der zweite nur fiir ¢ € dom A2 und Y € H und der dritte
nur fiir ¢, € dom A definiert. Ignoriert man das, stoBt man gelegentlich auf merkiirdige oder sogar wider-
spriichliche Rechenergebnisse. Konkrete Beispiele stehen in [117], weitere Details dazu findet man bei [109].
Die oben beschriebenen Schwierigkeiten diirften einem GroBteil ihrer Benutzer kaum bewuBt sein; Versuche,
den Bra-Ket-Formalismus wasserdicht zu machen, wie man sie etwa in [38] - [42], [86] und [87] oder [315]
und [316] finden kann, sind mathematisch sehr aufwendig und nur bedingt als erfolgreich zu bezeichnen.

\Wovon man natiirlich bei der praktischen Arbeit, das heiBt bei konkreten Berechnungen nichts merkt,
weswegen typischerweise in Quantenmechanik-Lehrbiichern keine Rede davon ist.
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(iii) = (iv): Klar

(iv) (v): Klar

(v) (i): Nach Voraussetzung und Corollar 3.13 gilt dom A C dom A* C dom A™* = dom Z;
da A* abgeschlossen ist, folgt die Behauptung.

=
=

Man kann meist zeigen, daB die in der Quantenmechanik auftretenden nicht selbstadjun-
gierten Operaroren wenigstens wesentlich selbstadjungiert sind, sodaB man sie jeweils durch
ihre Abschliisse ersetzen kann und so wieder selbstadjungierte Operatoren vorliegen hat.

Mit Hilfe des Begriffs der Operatorerweiterung kénnen wir nun den vorhergenden und den
vorliegenden Abschnitt zusammenfassen, indem wir so etwas wie eine Hierarchie symmetri-
scher linearer Operatoren aufstellen: Wir haben

fiir symmetrische Operatoren AcC A C /3*,
fiir abgeschlossene symmetrische Operatoren A= A" C /K*
fiir wesentlich selbstadjungierte Operatoren AC A = A
und fiir selbstadjungierte Operatoren A=A = A

Der Vorgang des Adjungierens eines Operators hat also um so weniger Wirkung, je weiter
man sich in dieser Hierarchie nach oben bewegt.

Der Nachweis, daB ein vorgegebener Operator Eselbstadjungiert ist, erweist sich meist als
ungleich schwieriger als der Nachweis, daB er nur symmetrisch ist. Bei einem unbeschriankten
Operator Aist es hier eben nicht damit getan, den adjungierten Operator A* zu bestimmen

und dessen Wirkung mit derjenigen von A zu vergleichen. Es gibt eine ganze Reihe von
Kriterien zur Unterscheidung von symmetrischen und selbstadjungierten Operatoren. Wir
betrachten im folgenden ein erstes Beispiel fiir ein solches Kriterium, weitere folgen.

3.20 Satz: Ist A ein symmetrischer Operator auf dem Hilbertraum H, dann sind folgende
drei Aussagen aquivalent:

(i) A ist selbstadjungiert,

(ii) A st abgeschlossen und ker(AA* +i)={0},

(i) ran(A£i)="H.
Beweis: (i) = (ii): A sei selbstadjungiert; daraus folgt die Abgeschlossenheit. AuBerdem sei
P € domA = dom A* ein Vektor mit der zusatzlichen Eigenschaft (A* + i) = 0, also

A*p = 4. Damit gilt auch Ay = i), und da (¢, A) nach Satz 3.2 reell ist, folgt ¥ = 0.
Aus dem selben Grund ist auch die Relation (AA* — i) = 0 nur moglich fiir 1 = 0. Es folgt
ker (A*+ 1) = {0}.

(i) = (iii): Wir notieren zunichst, daB ¢ € H genau dann orthogonal zu ran (A1) ist,
wenn fiir alle 9 € dom A

(0. Ap+i9) =0
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oder R
(Y. A" @) = (4,1 ¢)
gilt, das heiBt wenn ¢ € dom A* ist und die Gleichungen

/3*4;) =i
erfiillt sind. Aus ker (A" = i) = {0} folgt damit zumindest schon, daB ran (A + i) dicht in
H ist. Nun sei (¥,)pcn eine Folge in dom A mit lim (A =+ i), = . Fiir alle ¥ € dom A
gilt i
ICA£ DI =AY+ 19,

und daher sind auch (9,,),ex und (Zwﬂ)neg konvergent. Schreibt man etwa nILn;O Yn = @,
so gilt o € dom A und (Zi i) @o = . Damit ist ran ( A+ i) abgeschlossen, und es folgt
ran(A+i)=%H.

(iii) = (i): Wegen ran (A — i) = H gibt es zu jedem 9 € dom A* ein x € dom A, so daB

(A-i)x=(A=i)9.
A ist nach Voraussetzung symmetrisch, es gilt also domA C domA* und folglich auch
% — x € dom A* sowie (27 )= (AA* — 1) fiir alle p € dom A. Daraus folgt

(A —i)(¥—x)=0. (34)

Nach Voraussetzung ist ran (/3+ i) = H, wie oben gezeigt wurde, ist dann auch
ker(ﬁ* — i) = {0}, und (3.4) kann daher nur richtig sein fiir x = 1 € dom A. Damit folgt
dom A = dom Z", und A ist selbstadjungiert. O

Haufig ist folgende Verallgemeinerung der Aussage (iii) = (i) von Satz 3.20 niitzlich:

3.21 Satz: Gibt es fiir einen symmetrischen Operator A eine Zahl X € C mit

ran(A—X)=ran(A—X) =%,
dann ist A selbstadjungiert.

Beweis: A ist nach Voraussetzung symmetrisch, es gilt also dom A C dom 2* und folglich
genligt es zu zeigen, daB auch dom A C domA gilt. Fiir jedes ¥ € dom A* und jedes
Qe dom A findet man

(A=2)@.9) = (A0, 9) = X (0.9) = (9. A%) = (0. 39) = (0, (A" = X) ¥).
AuBerdem gibt es wegen ran (27X) = 7{ ein x € dom A mit

(A-X)x=(A =X
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beides zusammen liefert
(A=N)e9) = (e, (A-X)x) = (A= X)9.x)
und damit R
((A=Np¥—-x)=0.
Es ist aber auch ran (A — X) = H, also gilt fiir jedes £ € H

(&v-x)=0
Damit ist ¥ = x € dom A und folglich dom A* C dom A. |

Eine modifizierte Formulierung des grundlegenden Kriteriums fiir Selbstadjungiertheit aus
Satz 3.20 sollte nicht unerwahnt bleiben, da sie gelegentlich leichter handhabbar ist. Dazu
ist ein Hilfssatz erforderlich in Gestalt von folgendem

3.22 Lemma: Fiir jeden abgeschlossenen symmetrischen Operator/a ist die Definitionsmenge

des dazu adjungierten Operators A* darstellbar als direkte Summe der Form
domA* = domA @ ran (A+ i) @ ran (A —i)*.

Beweis: 1. Wir charakterisieren zunéchst die Elemente von ran (A +/)*; das sind genau
diejenigen ¥ € H, fiir welche ((A =/ )(p 1) = 0 und damit (¢, A*’l[)) +(ip, i) gilt fiir
alle ¢ € ran A Folglich gilt 9 € ran (Ai i)+ genau dann, wenn A*'L/J +i.

2. Nun zeigen wir, daB jedes Element 1) von dom A* in der beschriebenen Weise zerlegt

werden kann. Wegen H = ran (A — i) + ran (A — i) gibt es zu jedem 1 € dom A*
Elemente ¢, x € H mit

(A=iy=(A-i)p+2ix (35)
und
Ax =—ix. (3.6)

Aus (3.5) und At = A" folgt
A=) =i(Y—9)+2ix,
und mit (3.6) und 1. erhdlt man weiter
A(p—p+x)=i(v—0)+2ix+AX
=i(Y-—@)tix=i(Y-—p+x)

Nach 1. ist damit ~
Y-—p+x=E(cran(A+i)t
und R -
Y=p-—x+EcdomA + ran(A+ i)t + ran(A—i)*
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3. SchlieBlich zeigen wir, daB diese Zerlegung eindeutig ist. Dazu sei ¥ = @ — X + £ eine
weitere Zerlegung von 1J; daraus folgt
P—G+x-X+E—E=0 (3.7)
und nach 1. weiter R B
Alp—9)—i(x—x)—i(£-¢&)=0. (38)
Multipliziert man (3.7) mit / und subtrahiert (3.8), erhdlt man
Alo—@)—i(p—9)—2i(¢-&)=0,

und wegen [A(@ — @) —i(w—@)] L (§—E&) folgt &£ = £. Analog erhilt man durch
multiplizieren von (3.7) mit — / und Subtrahieren von (3.8) x = X und damit auch ¢ = @.
Folglich ist ¥ € dom A @ ran(/a—&-i)LéBran(Z—i)i. O

Lemma 3.22 gibt AnlaB zur Einfiihrung eines neuen Begriffs.

3.23 Definition: Die GroBen m, = dim ran (A+ )% und m_ = dim ran (A — i )* heiBen
die Defektindizes des Operators A.

Mit den Defektindizes kann man obige Resultate besonders kompakt formulieren.

3.24 Corollar: (i) Ein abgeschlossener symmetrischer Operator A ist genau dann selbstad-
Jungiert, wenn my = m_ = 0.

(i) Fiir A gibt es genau dann eine selbstadjungierte Erweiterung, wenn m, = m_.

Ist der betrachtete Operator positiv definit, geniigt ein leicht modifiziertes Kriterium. Dazu
beweisen wir zundchst ein weiteres

3.25 Lemma: Fiir jeden dicht definierten linearen Operator A auf einem Hilbertraum H. ist
ker A* @ ran A = .

Beweis: Ist einerseits ¢ € ran A und (S ker/a*, dann gibt es ein x € dom A mit P = /ax,
und es gilt R R

(. 0) =(Ax,0) = (x. A"p) = 0;
also ist ker A* C (ran A). Ist anderseits ¢ € (ran A)*, dann gilt fiir alle 9 € ran A mit
Y= AAX ebenso R R

(¥.8) =(Ax. &) = (x, A§) =0,

das heiBt, es gilt /3*5 € dom A. Nach Voraussetzung ist dom A dicht in H, es folgt
(domA)* = (dom A)" = #* = {0}

und damit A*¢ = 0. Das bedeutet ker A* O (ran A) und insgesamt ker A* = (ran A ).
Hieraus ergibt sich die Behauptung. |
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Nun gilt der folgende:

3.26 Satz: Gibt es zu einem abgeschlossenen positiv_definiten symmetrischen Operator A
ein o > 0 so daB ker (A* + a) = {0} gilt, dann ist A selbstadjungiert?.

Beweis: Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei @ = 1. Nach Voraussetzung ist /Ksymme-
trisch und folglich dom A C dom A*, daher genliigt es zu zeigen, daB dom A C dom/agilt.
Dies erfolgt in zwei Schritten.

1. (Yn)nen und (@n)nen seien zwei Folgen aus ran(/aJr 1) beziehungsweise aus dom A
erstere sei konvergent mit Grenzwert 1), auBerdem gelte 1, = (Z-ﬁ- 1), fir alle n € N.
Wir zeigen zunichst, daB (¢,),cn eine Cauchy-Folge ist. Fiir die Folge der Skalarprodukte
aus den beiden Folgen gilt

(0 Pn) = (@0 Apn) + @0l 2 ll@nl®

und das liefert nach Ungleichung 2.142

llnll = llall.

Wegen sup ||[¥,] < oo folgt daraus weiter sup [[@,]| < oco. Weil A positiv definit und
neN neN

(¥n)nen konvergent ist, findet man damit und wieder mit Ungleichung 2.142 fiir jedes € > 0
geeignete natiirliche Zahlen m, n und eine Konstante ¢ > 0, so daB

H(pm7<pn”2§ ((‘pmf(pn)v(/a‘i’l)((pm*(pn)):((‘prn7<»Dn)v(wm7wn))
lom = @nll | %m = Pnll = (lomll + ll@nll ) | Ym — Wn l
C‘|¢m_"l)n‘| ég-

A

IIA

A st abgeschlossen, folglich existiert der Grenzwert ¢ = nILn;O ©, € dom A und es gilt
(A+1)¢=1. Damit ist ran ( A+ 1) abgeschlossen. Nach Voraussetzung ist

ker (A* + 1) = {0}, und nach Lemma 3.25 folgt ran (A + 1) = .

2. Sei nun @ € dom A" Wie gesehen gilt ran (A\‘F 1) = H und auBerdem dom A C dom A*,
weil A nach Voraussetzung symmetrisch ist, infolgedessen gibt es dann ein x € dom A so daB

(A+1D)x=(A"+1)x=(A+1)e.
Dies 1aBt sich umformen zu R
(A+1)(p—x)=0

und wegen ker (A* + 1) = {0} geht das nur fir ¢ = x. Damit ist dom A* C dom A,
insgesamt also dom A* = dom 2 und A ist selbstadjungiert. O

2Wie in Abschnitt 4.3.4 gezeigt wird, gilt auch die Umkehrung dieses Satzes.
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Aufgrund ihrer Bedeutung fiir die Quantenmechanik beschreiben wir zwei weitere Kri-
terien fiir Selbstadjungiertheit, die exemplarisch sogenannte stérungstheoretische Verfahren
reprasentieren; dabei wird von einem bereits als selbstadjungiert nachgewiesenen Operator
A ausgegangen und gezeigt, daB dann unter gewissen von einem weiteren Operator B zu
fordernden Voraussetzungen der Operator A+ B ebenfalls selbstadjungiert oder zumindest
wesentlich selbstadjungiert ist'3. B wird dabei als Stérung von A betrachtet, weil es in einem
gewissen, gleich genauer zu definierenden Sinn klein gegen A ist. Das wichtigste Kriterium
dieser Art ist das

3.27 Kato-Rellich-Theorem®*. A sej ein selbstadjungierter und B ein abgeschlossener sym-
metrischer Operator mit domB O domA. AuBerdem gebe es Zahlen a,3 € R", a < 1,
sodaB3 N R

1B < allA|+BIYll firalle ¢ € domA (3.9)

gilt¥. Dann ist der Operator A+B selbstadjungiert, und es gilt dom (K + @) =domA. Ist
A auf einem Unterraum U C dom A wesentlich selbstadjungiert, dann ist auch A+ B aufU
wesentlich selbstadjungiert.

Beweis:16 A+ B ist klarerweise symmetrisch. Ist (9,),cn eine Folge in dom A mit

lim 9, =1 € dom(A+ B) =domA und lim (A+ B), = ¢, dann gilt fiir m,n € N

n—00 n—oo

aufgrund von Ungleichung 2.81 und (3.9)

1A% — Ay || S 11 (A+ B)m— (A+ B) ol — | Bt — B |

SN(A+B) (Yo =) | =l A(Ym =) | =B ¥m — Wi |
SNA+ B $m—tall = @Al $m— ol =Bl om =¥
SI(1—a)A+B+B| | Ym—vnll;

es gilt also mILToo I At — Ath, || =0, das heiBt, (K'Lpn)nem ist eine Cauchy-Folge. A ist
als selbstadjuvngierter Operator abgeschlossen, folglich ist nILm /K'L[Jn = AAmp. Wegen (3.9) ist
(§1/Jn)nE]N ebenfalls konvergent, und da nach Voraussetzun;auch B abgeschlossen ist, gilt
nIer;O B, = B1. Die Linearitat der Operatoren liefert nILnZC (A+B)¢Y,=(A+B)y, und

somit ist A+ B abgeschlossen.

13 Ausfiihrliches dazu steht in [196].

14Erstmals versffentlicht wurde dieses Resultat von Franz Rellich in der Arbeit [303]. Spater wurde es von
Tosio Kato verallgemeinert, der auch als erster die sehr weitgehende Anwendbarkeit des Satzes demonstrierte,
insbesondere auch mit Blick auf quantenmechanische Sachverhalte [196].

>Man sagt auch, B sei E—beschré‘nkt;  heiBt relative Schranke von B beziiglich A.

16Der hier vorgefiihrte, im Gegensatz zu den iiblicherweise anzutreffenden Versionen ohne Neumann-Reihen
und Spektraltheorie auskommende Beweis stammt von Hislop und Segal [161].
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Fiir den Nachweis der Selbstadjungiertheit betrachten wir ker(ﬁ—}— B - i) fiir beliebiges
A > 0. Durch Ausmultiplizieren erhalten wir zunachst fiir alle 1 € dom A

[(A+BEiX)w[? = (A+B) v [+ X |y|?
£2X Re {i[(A+B) v, ) — (¥, (A+ B)9)]}
und daraus, weil der dritte Summand rechts aufgrund der Symmetrie von //4\+§ verschwindet,
I(A+BEiX)w[? = (A+B)v|*+ X |y|>

Interpretiert man hier die linke Seite als Quadrat der Hypotenuse und die rechte Seite als
Summe der Quadrate der Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, so folgt

2| (A+B£iN) Y| 2| (A+B)¢l + X9l
Anwendung der Deiecksungleichung sowie von Relation (3.9) liefert weiter fir A > 3
2((A+B£iN) Y| Z A~ | BY[ +X[¥]
2 (=) | A+ =p6) ¥l
und durch beidseitiges Quadrieren finden wir

AI(A+BiN) PP (1—a?|AY [P+ (A - B)? ¥l

>(1- )[HAW <A 6) uwﬂ (1—a) | (A—in) v,

wobei die Abkiirzung y :== ( A— B )/(1—a) verwendet wurde. Aus (A+B—i X)) = 0 folgt
daher (27 iv)y =0, und da A serstadJunglert ist, also der Relation ker(A:t iv)={0}
geniigt, gilt 1 = 0. Es ist also ker(A+B—/ >\) = {0}, und somit ist A+B selbstadjunglert
Die wesentliche Selbstadjungiertheit von A+B auf jedem Unterraum U, auf dem das A auch

ist, folgt aus dom ((/3+ é) [ U) D dom (2 ru). O

Wir bemerken zusitzlich, daB die Ungleichung (3.9) durch folgende dquivalente Aussage
ersetzt werden kann: Es gibt Zahlen a, b € R" so daB fiir alle ¢ € dom A

Byl < a| Ay |2 + b ||| (3.10)

gilt. Die Aquivalenz ist schnell zu sehen. Aus (3.10) folgt unmittelbar (3.9) mita = a, 8 = b.
Umgekehrt folgt (3.10) aus (3.9) mit a> = (1 +¢) a2, b?> = (1+1/e) B fiir jedes € > 0.
Es gibt Fille, bei denen diese alternative Ungleichung Vorteile hat.

Wesentlich fiir die Giiltigkeit von Satz 3.27 ist die Voraussetzung o < 1; in etwas abge-
schwéchter Form gilt die Aussage jedoch auch fiir den Fall o = 1. Das ist der Inhalt vom
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3.28 Theorem von Wiist:”/ﬁ sei ein_selbstadjungierter und B ein abgeschlossener sym-
metrischer Operator mit dom B O dom A. AuBerdem gebe es eine Zahl B € R", soda8

By S| AW | +BIlwll fir alle ¥ € dom A (3.11)

gilt. Dann ist der Operator A+ B wesentlich selbstadjungiert auf dom A. Ist A auf einem
Unterraum U C dom A wesentlich selbstadjungiert, dann ist auch A+ B auf U wesentlich
selbstadjungiert.

Beweis: Sei ¢ € ker [ ( A+ é)* — i]. Wir zeigen, daB daraus ¢ = 0 folgt.

Nach Satz 3.27 ist A+ A B fiir jedes A < 1 auf dom A selbstadjungiert. Nach Satz 3.20
gibt es folglich Vektoren @y € dom A mit loall < |le]l und (2—0— AB+ i)ox = @. Nun
definieren wir neue Vektoren ¥ = @ —(A—1) §(px und zeigen, daB deren Norm fir A ~1
beschrénkt ist. Fiir die ¥ gilt aufgrund der Voraussetzung (3.11)

[AQAl| S (A+AB)@xll+IIABopxll

SICA+AB) ol + Al Aws || +Xblleal,
und damit R R R
(L= [[Aox IS 1 (A+XB)oxll+Xb ]l
AuBerdem gilt R R
[(A+XB) x| = llll” = lleall*;
das fiihrt auf R
(1=X)[TAexll = Vel = lleall? + Ablleall,
und folglich ist (1 — ¢) || Ay || und wegen (3.11) auch (1 —t)|| By | fir A 1 be-
schrankt. Folglich ist auch || || fiir A 1 beschrankt.

Damit 148t sich nun zeigen, daB ker [( A+B)*—i] nur das Nullelement enthilt. Fiir beliebige
x € dom A finden wir

i';}(ll)x —p.X)= y;nl(l —X)(prBx)=0;
aufgrund der gleichmiaBigen Beschrinktheit der ||| konvergiert ¢ damit schwach gegen
X — AIlgwl Y. Dies liefert (@, @) = il/m1 (0, Px). Wegen (A*+ B* — i) p =0 gilt

(2.0) = (0.0) =X (Box,9) + (Bor9) = (0.9) = A(Bor ) + (02, B" )
= (0,0) = (9. 9) + (Ao, ©) +i(pr, 0) = (92, A"0) = i (P2, 0) = 0,
hieraus ergibt sich (¢, ¢) = 0 und damit ¢ = 0, so daB ker [(2+ é)* —i] = {0} folgt.
Analog schlieBen wir ker [(/K—&- é)* + i] = {0}. Daher ist A + B auf dom A wesentlich
selbstadjungiert. Die wesentliche Selbstadjungiertheit von A+ B auf jedem Unterraum U,
auf dem das A auch ist, folgt wieder aus dom (( A+ B) [ 1) D dom (A | U). 0O

17Zuerst verdffentlicht von Rainer Wiist in [391]; vergleiche auch [392]
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(3.10) lehrt, daB die Abschitzung (3.11) im Theorem von Wiist durch die dquivalente For-
mulierung R R
IBY I =AY I*+ 6% [|9|f?

ersetzt werden kann, was wiederum &quivalent zu der Operatorungleichung
B? < A% + b2

ist; diese ist gelegentlich besser handhabbar als (3.11). — Eine weitere Verallgemeinerung auf
a > 1 ist nicht moglich'®,

Bei linearen Operatoren, die sich stérungstheoretischen Betrachtungen wie den oben be-
schriebenen widersetzen, ist es gelegentlich moglich, mit einer Kombination aus dem Kato-
Rellich-Theorem und dem Theorem von Wiist zum Erfolg zu kommen. Diese Methode ist
unter der Bezeichnung Konradys Trick bekannt geworden®?; sie beweist die Eigenschaft eines
Operators A+ :§ auf einer Menge D selbstadjungiert zu sein, in drei Schritten. Erstens wahlt
man einen (raffiniert auszusuchenden) Operator C sodaB A+ C auf D C dom AN dom C
wesentlich selbstadjungiert ist. Zweitens zeigt man, iblicherweise mit dem Kato-Rellich-
Theorem, daB A+ C + B wesentlich selbstadjungiert auf D ist. Drittens schlieBlich beweist
man die Aussage | C¥|| < || (A+ B) + C) || + b|[4|l fir ein b und alle ¢ € D. Das
Theorem von Wiist garantiert dann, daB A+B = A+ B+C — C wesentlich selbstadjungiert
auf U ist. Beispiele fiir die Anwendung von Konradys Trick werden in [297] beschrieben.

Wir werden in Band 2 konkrete fiir die Quantenmechanik relevante Beispiele fiir diese
und die anderen beschriebenen Kriterien betrachten. Viele weitere Kriterien und ausfiihrliches
Beispielmaterial dazu findet man in [196] und [297].

3.2.3 Orthogonale Projektoren

Insbesondere fiir die weiter unten zur Sprache kommende Spektraltheorie spielt eine spezielle
Klasse von linearen selbstadjungierten Operatoren eine besondere Rolle. Es handelt sich dabei
gleichzeitig um einen Sonderfall der in Abschnitt 2.2.3.4 bereits eingefiihrten Projektionen.
Ein linearer Operator P heiBt Projektionsoperator oder kurz Projektor, wenn P2 =P. Nun
betrachten wir eine beliebige Zerlegung des Hilbertraumes # in einen Teilraum und dessen
orthogonales Komplement,

H=Uo U+ (3.12)
Nach Lemma 2.144 13Bt sich jedes Element ¢ von H eindeutig in einen Anteil aus &/ und
einen aus U{* zerlegen, das heiBt, es gilt 9 = 1; + 1, mit eindeutig bestimmten 1 € U
und ¥, € U*. Nun sei P derjenige Operator, der jedem Element von H dessen eindeutig
definierten Anteil aus U zuordnet, es gelte also .51,[1 = 1)1 und damit auch ,51,01 = 1; und
,51/)2 = 0. Der Operator P ist ein Projektor, denn es gilt

P2y =P (Py) =Py =1 = Py.

18n [297] wird das durch einige Gegenbeispiele demonstriert.
9Entdeckt wurde sie unabhingig voneinander von Konrady [202] und Schmincke [334].
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Natiirlich kann man Projektoren auch fiir Z4/* und allgemein fiir jeden Teilraum von # defi-
nieren. Der Projektor P ist durch die Zerlegung (3.12) des Hilbertraumes eindeutig festgelegt.
U heiBt Projektionsraum des Projektors P. Das fiihrt auf die folgende

3.29 Definition: Ein Projektor P auf einem Hilbertraum 7 heiBt orthogonaler Projektor,
wenn ran P L ker P gilt.

Ist P ein orthogonaler Projektor, dann gilt nach Satz 2.140 fiir alle ¥ € H
IPYIRZNPYIR+I1v—Pyl? =[]

folglich ist jeder orthogonale Projektor beschrankt mit H:BH = 1. Die Frage, ob ein Projektor
orthogonal ist oder nicht, 13Bt sich durch ein oben bereits angedeutetes Kriterium entschei-
den.

3.30 Satz: Ein Projektor in einem Hilbertraum ist genau dann orthogonal, wenn er selbst-
adjungiert ist.

Beweis: ,—": P sei ein orthogonaler Projektor auf dem Hilbertraum 7. Dann gilt fiir alle
Y, peH

(PY.0) = (P9~ Po+Py)=(Pu,o—Po)+(Py.Py).
Wegen Py L (¢ — P o) fiihrt das auf
(Py.@)=(Pw.Po)=(Py—9+v,Pp)=(Py—9 Pp)+ (1w Pp)
und mit (P — ) L Py weiter auf
(Pv.¢) = (%, Po),

das heift, P ist symmetrisch. P ist als orthogonaler Projektor auBerdem beschrankt, also
auch selbstadjungiert.

=" P sei ein selbstadjungierter Projektor auf dem Hilbertraum H. Dann ist gilt fiir alle
hpeH R R A
(P, —Py)=(¥,Pp—P?p)=0,

und wegen ker P = {9 —Py|pen} folgt daraus ran P L ker P, das heiBt, P ist eine
orthogonale Projektion. O

Auf der Menge Z2(H) der Projektoren auf einem Hilbertraum 7 laBt sich durch
P<Q <« ranPClranQ (3.13)

fir P.Q € P2(H) eine Halbordnung cinfiihren. Man schreibt auBerdem P A Q fiir den
Projektor aus Z2(H) mit ran P A Q ranP N ranQ und P v Q fiir den Projektor aus
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P (H) mit ran PvP= span (ran P U ran @) Damit erhalt man fiir eine Familie (Ew)w<r
von Projektoren aus Z(H) das Infimum /\ P, als den Projektor aus 22 (H) mit

<

/\ P, H= ﬂ ran P, (3.14)

< y<r

und das Supremum \/ :‘37 als den Projektor aus Z(H) mit

y<r
\/ P, H = span U ran ,‘37. (3.15)
y< y<r

Beschrankt man sich auf orthogonale Projektoren, so wird das Supremum zu einer recht
einfachen Sache; das zeigt der folgende

3.31 Satz: /st (/37)7<r eine Familie orthogonaler Projektoren auf einem Hilbertraum, dann

gilt \/ P,= Y P,

< <

Beweis: Nach Voraussetzung ist ran \/ P = span{ran P [y<T}= > ran P Damit
y<r y<r
1aBt sich jedes 9 € H in eindeutiger Weise in der Form

YP=0+xX=Y Oy +X
y<I

schreiben mit x € (ran V ,‘SA,)L sowie ¢ € ran \/ ISA, und @, € ran ,‘57 fir alle vy < T. Es

y<r y<r
folgt
'Bﬂl':/sx <th«+x> = leﬂpw'*‘/sﬂ(: Z%ww:wx
< y< <
und damit

VEv=0=> o,=> Py O

< <l <l

Ahnlich niitzlich ist das nichste Resultat, wie wir weiter unten sehen werden?. Es gilt nicht
nur fiir orthogonale, sondern fiir beliebige Projektoren.

3.32 Satz: Es seien P ein Projektor und (I3)7<|— eine Familie von Projektoren, sodall P mit
:67 fiir alle oy < T vertauschbar ist. Dann gilt P A \] Py= \ (P A .‘3ﬂY ).

y<I y<T

"U)

Beweis: Gem3B (3.13) gilt P A ,57 < nd P

By
V(ﬁ/\ﬁy)gﬁ/\ V ,5 Nun sei ¢ € (ran
<

y<r

)n [ran V ( P/\Isn,)]L.Dann

y<r

>y = \/ fir alle y < I'. Daraus folgt
A<
,B

20Sjehe Abschnitt 4.4.2.5.
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¥ = 0 fiir alle v < I". Folglich gilt ¢ € (ran I/z‘:,)L fiir alle v < T, das heiBt
P,)". Nach Voraussetzung geht das jedoch nur fiir 1 = 0, das heift, es gilt

N[ran V (,‘3/\ I3A, )}L = {0}. Daraus folgt die Behauptung. O

y<rl y<r

Sind P; und P, zwei Projektionsoperatoren auf einem Hilbertraum H, so ist die Summe
/31 + 132 genau dann ebenfalls ein Projektionsoperator, wenn die beiden Raume, auf die
projeziert wird, orthogonal zueinander stehen. Der Projektor ﬁl + 132 projeziert dann auf den
von den beiden Raumen gemeinsam aufgespannten Teilraum U1 & U> von H. Entsprechend
ist die Differenz ﬁl - .52 zweier Projektionsoperatoren zu verstehen, dort gilt obiges allerdings
nicht allgemein. Ist der Projektionsraum U jedoch ein Teilraum des Projektionsraumes U1,
dann ist ,51 — ,52 ebenfalls ein Projektionsoperator und projeziert auf U1 © U>, also auf das
orthogonale Komplement von U, in U.

Nun sei (¢;); e ein endliches oder unendliches Orthonormalsystem aus H. Der Operator

/BJ, der durch R
ID_] = Z ©; fw
jed
definiert ist mit f,(¥) = (1, @) wie in Corollar 2.143, ist der Projektionsoperator auf den
Unterraum U = span (;)c j von H, denn fiir alle 9 € H gilt

/SJUJZZ%‘ fo, (W) =D 0 (W, 9)) €U, (3.16)

jelJ JjeJ

und fiir das Quadrat von I‘/D\_j

PE= 0ifo(0)fo, =D 0i(0.0)fo =Y 0ibjify = @ify =P

ijeld ijed ihjeJ ihjeJ

ng ist aber auch beschrankt, denn nach Satz 2.140 gilt

2
}E:q%(d’qﬁ ZZZE:‘|¢U(w'q%) 2

Jjel Jjeld

1Pyl =

und da (3.16) nach Satz 2.162 unbedingt konvergiert, folgt nach Lemma 2.159 (i) H,BJH < 0.
Weiter gilt fiir alle ¢, x € H

(P, x) = <Z<pj x>:Z(w,wj)(<p/,x)

Jj€eld j€eld

~(»X0fm0) = WP,

Jj€J
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das heiBt, P ist symmetrisch und als beschrankter Operator damit selbstadjungiert. Folglich
ist )BJ ein orthogonaler Projektor. Was wie ein spezielles Beispiel aussieht, ist tatsachlich ins-
besondere auch fiir die Quantenmechanik die wichtigste Erscheinungsform, in der orthogonale
Projektoren auftreten, und wir werden im nachsten Kapitel sehen, daB diese Darstellung fiir
jeden orthogonalen Projektor moglich ist.

3.2.4 Kompakte Operatoren

In Abschnitt 2.2.3.5 haben wir gesehen, daB kompakte Abbildungen im Verein der linearen
Abbildungen auf Banachraumen von besonderer Bedeutung sind. Das ist fiir Hilbertraume
erst recht der Fall. So richtig deutlich wird das erst im nachsten Kapitel; in diesem Abschnitt
beschranken wir uns auf ein paar grundlegende Eigenschaften und der Vorstellung besonders
wichtiger Spezialfille.

Wir notieren zunachst ein aus Satz 2.45 folgendes

3.33 Corollar: Ein linearer Operator A von einem Hilbertraum auf einen zweiten ist genau
dann kompakt, wenn der adjungierte Operator A* kompakt ist.

Als nédchsten beweisen wir eine Eigenschaft, die sich spater als niitzlich erweisen wird.

3.34 Satz: A sei ein linearer beschrankter Operator auf dem Hilbertraum H. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent.

(i) A ist kompakt.

(ii) Fiir je zwei beliebige abzéhlbare Orthonormalsysteme (¢n)nen und (Xn)nen in H gilt
lim (A, xn) = 0.
n—oo

Beweis: ,==": Ist K;(0) die abgeschlossene Einheitskugel und sind (¢,)nen und (Xn)nen
zwei abzahlbare Orthonormalsysteme in #, dann ist nach Voraussetzung Z\Rl(O) kompakt,
und nach Corollar 2.143 gilt (fy, )nen C C(AKI(O)). GemaB Ungleichung 2.161 ist die Rei-

he io: |y, (¥)|? fiir alle ¥ € H konvergent, folglich konvergiert (f,,)nen punktweise gegen
Nulri.iONach Satz 2.14 ist (f,,)nen relativ kompakt, es folgt nler;Q fy, = 0 und damit auch
nlljr;'o (A\(Pn, Xn) = 0.

=" Wire A nicht kompakt, dann gébe es ein &€ > 0 mit || A-B || > € fiir jeden kom-
pakten Operator B auf H. Wir zeigen induktiv, daB es dann abzahlbare Orthonormalsysteme
(©n)nen und (Xn)nen in H gibt, fiir welche die Folge ((//A\(p,,,x,,))ne]N keine Nullfolge ist.
Fir n = 1 wiahlen wir @1, x1 € H mit |l¢1] ||x1]| = 1 und \(2%.)(1)\ > €. Haben wir
nun bereits Familien (¢1, @2, ..., ©,) und (X1, X2, .-, Xn) in H mit [|¢;]] = [Ix,]| =1 und
|(/a<pj, Xx;)| > efirj=1,2,..., nkonstruiert, dann sei P die orthogonale Projektion von H
auf span {¢1, ¥>, ..., ®,} und Q diejenige auf span {x1, X2, ..., Xn}. Diese sind kompakt,
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damit ist auch der Operator C = AP + QA — Q A P kompakt, und es gilt I A- fH > €.
Damit gibt es ein ¢ € H \ span{p1, P2, . .., ©n} und ein & € H\span{x1, X2, .-, Xn} mit
(A=) 9.1 > e[l €]l
Setzen wir R R
_4PY Qv
¥ —Pyl € —Q&ll
so gilt (@i, @) = (xi, x;) =0; furi,j=1,2,..., n+1 und
x (A-AP)¥,(1-Q)&| _I(A-AP-
[(Apnit, X))l = = = = —
T e - Pyllle - Qe lv-P
_ WA-Owol elwllEl
Y —PYlllE-—QEN v —PYlllE—-QEI

Setzen wir dieses Verfahren unbegrenzt fort, erhalten wir Orthomormalsysteme (¢,),en und
(Xn)nen mit [(Ap,, Xn)| > € fir alle n € N. O

©Ont1

Unter den kompakten Hilbertraum-Operatoren gibt es wichtige Sonderfille, und um diese
zu charakterisieren, verwenden wir wieder die in Corollar 2.143 eingefiihrten Funktionale fy,
die durch fy,(¢) := (@, ) definiert sind. Wir betrachten zunichst eine spezielle Reihenent-
wicklung von Operatoren.

3.35 Satz: (¢,)nhen und (Xn)newn Seien abzahlbare Orthonormalsysteme in den Hilbertrau-
men H und G, auBerdem sei (a,),cn eine positive reelle Nullfolge. Dann wird durch

/3::23,7)(,, fon (3.17)
n=0

ein kompakter Operator von H nach G definiert.

Beweis: Es seien (,),en eine beschrankte Folge in H und (¥n,)jen eine konvergente
Teilfolge mit lim ¥, = ¢ € H. Wegen
J—ro0
A\wnj = Zan(wn/vQDn)Xn

n=0

und lim (Y, 0n) = (P, @,) folgt
J—00

J—0o0

lim AAilan = Zan Jirgc(wnﬂ ‘pn) Xn = Zan('l/-}x (pn) Xn = /31/#
n=0 n=0

das heiBit, die Folge (/Z\\wn)”E]N besitzt eine konvergente Teilfolge. Damit ist A kompakt.
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Betrachte nun die monoton fallende Nullfolge (b,),en mit b, = sup |a,| und fiir alle n € N
jzn
die Operatoren

n
An:zanj f%'
Jj=0

Hierfiir gilt nach Satz 2.140

2

[AY = A= |1> a;(.0)x;— > a (%, 0)x,
J=0 Jj=0
o 2 o
= > a@e)x| = laj1? (¥, @) < br,y 9]
Jj=n+1 J=n+1
fiir alle ¢ € H. Daraus folgt lim |[A—A,| = 0. O
n—oo

Wie wir in Abschnitt 4.4.1.2 sehen werden, ist die Darstellung (3.17) in der Tat fiir jeden
kompakten Operator auf einem Hilbertraum maoglich. Eine weitere Differenzierung liefert die
nachste

3.36 Definition: H und G seien Hilbertraume und A sei ein linearer Operator von H nach
G, der in der Gestalt

AA:Zanxn fon (3.18)
n=0

dartstellbar ist, wobei (a,,),e n €ine positive reelle monoton fallende Nullfolge ist und (¢,)nen
und (Xn)nen abzahlbare Orthonormalsysteme in H beziehungsweise in G sind. AuBerdem sei
0<p<oo.

(i) /deh'drt zur p-ten Schatten-Klasse .7,(H,G)?*, wenn (a,)nen € £P.

(ii) A heiBt Hilbert-Schmidt-Operator®, wenn (a,)nen € £2.

(iii) A heiBt nuklearer Operator, wenn (a,),cx € £1.

Die Darstellung der Form (3.18) heiBt Schmidt-Darstellung des betrachteten Operators®. Die
Zahlen a, nennt man auch die singuldren Werte und (a,),cn die singuldre Folge des Ope-
rators A. Alle Schatten-Klassen sind echte Unterriume von G (H,G). Wir setzen ausserdem
C(H,G) = S~ (H,G), was sich ebenfalls in Abschnitt 4.4.1.2 rechtfertigen 138t. Nach Satz
2.111 gilt dann .7,(H,G) C .%,(H,G) fir alle 0 < p < g < oo. Statt .7,(H, H) schrei-
ben wir .7,(H). Hilbert-Schmidt-Operatoren sind genau die Elemente der zweiten Schatten-
Klasse #3(H, G) und nukleare Operatoren diejenigen der ersten Schatten-Klasse .71 (H, G).
Die Elemente der Mengen .1 () heiBen Spurklasse-Operatoren, aus Griinden, auf die wir
zuriickkommen werden.

2INach Robert Schatten, vergleiche [324] und [325].
22Auch dieser Begriff taucht in [333] erstmals auf.
2Benannt nach ihrem Entdecker Erhard Schmidt, der sie in [333] vorstellte.
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Die Schatten-Klassen-Eigenschaft eines Operators iibertragt sich auf dessen adjungierten
Operator; genauergesagt gilt das folgende

3.37 Lemma: Es seien 1 und G Hilbertrdume und 0 < p < oo, auBerdem seiAc . y(H,G).
Dann ist A* € .7, (G H).

Beweis: Aus A = >~ anXnfyp, erhdlt man A = > an@nfy, und damit die Schmidt-

n=0 n=0

Darstellung von A mit der singularen Folge von A. |

Operatoren der Schatten-Klassen und insbesondere Hilbert-Schmidt-Operatoren und nukleare
Operatoren werden im nachsten Kapitel erneut zur Sprache kommen.

3.2.5 Unitdre Operatoren

Eine weitere spezielle Klasse linearer Operatoren erhdlt man, wenn man die bei den selbstad-
Junglerten Operatoren auftretende Bedingung A* = A durch die dazu umgekehrte Forderung
A* = A1 ersetzt. Das fiihrt auf folgende

3.38 Definition: Ein beschrankter linearer Operator U auf einem Hilbertraum . heiBt uni-
tar?* wenn U'U = UU* = 1.

Jeder unitdre Operator Uist definitionsgemaB invertierbar mit Ut = U* und auBerdem nor-

mal, wobei die Umkehrung natiirlich jeweils nicht gilt. Eine weitere Eigenschaft folgt ebenfalls
unmittelbar aus Definition 3.38.

3.39 Satz: Fiir jeden unitiren Operator U auf einem Hilbertraum H gilt dom U=%H und
ranU =H.

Beweis: Die erste Relation folgt aus UU=1unddom1= = H. Die zweite ist dquivalent zur
Forderung, daB fiir jedes ¢ € H ein ¢ € H existiert mit U(p = 1. Ein solches erhdlt man
mit © = U*'L/), denn wegen U0 =1 gilt UU*’L/} = 1. |

Der Begriff der unitaren Operatoren verallgemeinert denjenigen der orthogonalen Opera-
toren von reellen auf komplexe Vektorraume. Folglich lassen sich unitare Operatoren geome-
trisch als Drehungen interpretieren, das heiBt als lingen- und winkeltreue Abbildungen. lhre
Bedeutung liegt dementsprechend unter anderem in ihrem Verhalten im Zusammenhang mit
Skalarprodukten?®. Das nichste Resultat ist eine prizise Formulierung dieses Verhaltens.

3.40 Satz: Ist H ein Hilbertraum und U ein linearer, beschrinkter, surjektiver Operator auf
‘H, dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) U ist unitar.

%4Die Bezeichnung stammt von L. Antonne [12]; im heutigen Sinn eingefiihrt wurden unitire Operatoren
von |. Schur [335].
25\Womit sich ihr namensgebender EinfluB auf die Klasse der unitiren Vektorraume erklart.
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(i) U ist eine Isometrie.
(iii) Fiir alle 1, € H gilt (U, Up) = (¥, @).
Beweis: (i) = (ii): Aus der Unitaritat von U folgt fiir alle 9, p € H
10w —Uell=U(d—0) | =(U(¥-9)0(d-0))
= (Y- UU(v-0)=(v—0,1(¥—0))
=W-pv-—0)=Iv-0ol.

(it) = (iii): Aus der Isometrie-Eigenschaft von U und Satz 2.136 folgt fiir alle 9 € H

o~ ~ 2 o~ ~ 2 ~ o~ 2 ~ ~ 2
PO Uyp+0 Uyp—0 Up+iU Uyp—iU
(09, 0p) = w; “" - "I’Q 4 - w _ w
~ 2 ~ 2 ~ ) 2 ~ ) 2
_||Yte) | [V —e) | U tie) | V(b —ie)
n 2 2 2 2
ete|® |[v-e|® |v+ie|® |v-ie|®
ol i I B I e I e IR

(i) = (i): Aus der Invarianz des Skalarprodukts folgt (U U, ) = (¥, @) sowie
(, 0 Up) = (DU, ) = (¥, ¢) fiir alle ¥, o € H, also gilt U*U = UU* = 1. 0

Ein unitdrer Operator U ist also stets isometrisch, nicht aber umgekehrt. Denn fiir die Eigen-
schaft der Isometrie geniigt bereits U*U = 1, wihrend fiir diejenige der Unitaritat zusatzlich
auch U U* = 1 zu fordern ist. Ein isometrischer Operator ist daher nur dann unitdr, wenn
sein Definitionsbereich und sein Wertebereich ganz H ist.

Besonders wichtig ist bei Satz 3.40 Eigenschaft (iii), wonach Skalarprodukte invariant
unter unitdren Transformationen sind. Dieser Sachverhalt paBt ebenso zu der oben erwéhnten
Analogie der Drehungen wie das folgende

3.41 Lemma: Ist H ein Hilbertraum, dann gibt es zu je zwei Orthonormalbasen (¢.y)y<r
und (X~)y<r von H stets einen unitdren Operator U auf H, sodaB x, = U . gilt fiir alle
y<T.

Beweis: Sei U = > Xa fyy, dann ist nach Corollar 2.164
x<r

Uly = Z (@, UW’)XA = Z (U<PA, P) X

a<r A<r
=D > (o x) (W o) xa =Y G ) =¥
A<In<r A<r
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sowie analog

U0y =y
fiir alle 9 € H, das heiBt, U ist unitar. Damit gilt fiir alle v < T’
Upy = (0y.0) %0 = D Sya Xn = Xo- =
A< A<

Weitere Eigenschaften unitarer Operatoren sind direkt erkennbar. So folgt beispielsweise
aus Definition 3.38, daB jeder unitdre Operator auch normal ist; die umgekehrte Aussage ist
natiirlich im allgemeinen nicht zutreffend. Satz 3.40 (ii) oder (iii) liefert

10w = vl

fir alle ¢ € H und somit R

vl = 1.
Isometrische und unitare Operatoren sind damit grundsatzlich beschrankt. Unitare Operatoren
IassenAsich vAerlg(\etten, ohne daB dabei die Unitaritat verloren geht: Sind 01 und 02 unitar, so
auch U; = U, Uy, denn es gilt

Ui Us = (UL U))" UL Uy = Uf U; Ur Uy =11

und analog auch R

UsU; =1.

Isometrische und unitére Opera‘_toren spielen auBerdem eine wesentliche Rolle bei einem
weiteren wichtigen Verfahren zur Uberpriifung symmetrischer Operatoren auf Selbstadjun-
giertheit. Dazu brauchen wir den folgenden Begriff.

3.42 Definition: A sei ein linearer Operator auf einem Hilbertraum. Der Operator
Vz:=(A—1i)(A+i)"" heiBt Cayley-Transformierte®® von A.

Der nichste Hilfssatz informiert dariiber, fiir welche Operatoren die Cayley-Transformierte
garantiert existiert und welche speziellen Eigenschaften sie dann aufweist.

3.43 Satz: Fiir jeden komplexen Hilbertraum H ist die Cayley-Transformation eine bijek-
tive Abbildung von der Menge der symmetrischen Operatoren A auf H auf die Menge der
isometrischen Operatoren \/ auf H, fiir die ran (V — 1) dicht in H ist.

Beweis: Nach Definition 3.42 gilt dom A = ran(AAJr i). Ist nun A ein beliebiger symmet-
rischer Operator auf H, dann gilt fiir alle ¢ € dom A

A+ I2 =AY +iv|? = (Aw+iv, Av+ip)

26Benannt nach Arthur Cayley, der einen ahnlichen Begriff fiir Abbildungen zwischen Matrizen einfiihrte

[53]. Die analoge, durch f(z) = % definierte Abbildung wird ebenfalls als Caley-Transformation bezeich-
net. Sie bildet die obere Halbebene von € konform und bijektiv auf die Einheitskreisscheibe in C ab.
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=AY 7+ Yl + (A, i) + (i, Ap)
= | A9 P+ ]2 — i (A, %) + i (A, Ap) = || Ay ||* + [|v]
und folglich auch
IVa(A+ D)9l =1 (A=l =(A+i)¥ll.

das heiBt, \A/; ist isometrisch. AuBerdem gilt

Vi-1=(A—i—A—i)(A+i) " ==2i(A+i)" (3.19)
sowie R N N N o
Vitl=(A—i+A+i)(A+i) '=2A(A+i)" (3.20)

Aus (3.19) folgt ran ( \727 1) = dom A, das heiBt, ran(\A/; — 1) ist dicht in #. (3.19) und
(3.20) gemeinsam liefern ~ ~ ~
A=i(Vz+1)(Vz—1)"1 (3.21)

Ist andererseits V/ ein isometrischer Operator, fiir den ran V dicht in H ist, dann gilt fiir alle
@ € domV

(V+1)e (V-1)p)=(V

und analog R R R
(V=-1)p.(V+1)p)=2Tm (Vo p).

Fiir alle 9 € ran (V — 1) = dom A folgt mit (3.21)
(A 9) = (A(V-1)p, (V-1)p)=i((V+1)e.(V-1)p)
=—i(V-1e.(V+1)e)=((V-1)0, A(V-1)p) = (¥, A}),
das heiBt, A ist symmetrisch. Ebenfalls aus (3.21) folgt
A+iV=i(V+1+V-1)(V-1)1=2iV(V-1)"
sowie L N R N N
A—iV=i(V+1-V+1)(V-1)1=2i(V-1)"
und damit R R R
V=(A-)(A+i)" O
Als Nebenprodukt erhalt man aus obigem Satz das folgende

3.44 Corollar: Ist V die Cayley-Transformierte eines symmetrischen Operators auf einem
komplexen Hilbertraum, dann ist V — 1 injektiv.
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Beweis: Gilt (\7 —1)¢ =0, dann folgt fiir alle 1 € dom %

(0. (V-1)9) = (@.V¥) ~ (0.9) = (Vo.Ve) — (0. %) = (0.%) — (0. %) =0,
also ist ¢ € ran (V — 1)*. Nach Satz 3.43 gilt ran (V — 1)+ = {0} und damit ¢ =0. O
Das angekiindigte Kriterium fiir Selbstadjungiertheit ergibt sich nun sehr einfach als weiteres

3.45 Corollar: Die Cayley-Transformierte eines symmetrischen Operators A auf einem kom-
plexen Hilbertraum ist genau dann unitar, wenn A selbstadjungiert ist?".

Beweis: ,—": A sei ein symmetrischer Operator auf dem Hilbertraum . Dessen Cayley-
Transformierte \7; ist eine Abbildung von ran ( A+ i) nach ran (/37 i). Ist \7; unitar, dann
gilt nach Satz 3.39 ran ( A-— i) = H, und nach Satz 3.20 ist damit AAserstadjungiert.

=" lst Zselbstadjungiert, dann gilt nach Satz 3.20 ran (Z:ﬁ: i) =H, also ran \7; =H.
Nach Satz 3.43 ist \A/; isometrisch und somit auch unitar. |

Dieses Resultat beschreibt einen Sonderfall von Satz 3.43; zieht man dieselbe Folgerung
fiir den allgemeinen Fall, erhalt man die Aussage, daB das Aufsuchen einer selbstadjungier-
ten Erweiterung des symmetrischen Operators A aquivalent zum Aufsuchen einer unitaren
Erweiterung der zugehorigen Cayley-Transformierten \A/; ist.

Unitare Operatoren weisen noch eine Reihe weiterer besonderer, fiir unsere Zwecke inter-
essanter Eigenschaften auf, fiir deren Diskussion jedoch Begriffe aus dem nachsten Kapitel
erforderlich sind. Angesichts der Bedeutung dieser Thematik ist uns das dort einen eigenen
Abschnitt wert.

?"Dieser Satz wurde durch J. von Neumann entdeckt [268].
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Kapitel 4

Ein wenig Spektraltheorie

Ein groBer Teil der Quantenmechanik beschaftigt sich mit den Spektren spezieller selbst-
adjungierter Operatoren. Der Eindruck, die zugehdrige Teildisziplin der Funktionalanalysis
heiBe Spektraltheorie, weil sich das dann auf die Beschreibung von Spektren quantenmecha-
nischer Systeme anwenden lieBe, tauscht jedoch, denn die Bezeichnung ,Spektrum” wurde
bereits 1912 von Hilbert eingefiihrt, im (brigen, ohne daB dieser dafiir eine nahere Begriin-
dung lieferte!. In der Tat ist es schon ein ziemlich verbliiffender Zufall, daB sich die zunichst
vollig unabhéngig voneinander existierende mathematische und physikalische Variante dieser
Bezeichnung spater als unmittelbar zusammenhangend erweisen sollte, wovon 1912 noch nie-
mand auch nur die Spur einer Ahnung haben konnte. In jedem Fall ist das Grund genug,
der Spektraltheorie ein komplettes eigenes Kapitel zu widmen. Dabei werden zunachst be-
schrankte Abbildungen auf Banachraumen im Blickpunkt stehen; anschlieBend werden wir mit
der Spezialisierung auf Hilbertraume unbeschrankte Operatoren in den Mittelpunkt riicken.
Soweit nicht anders gesagt betrachten wir in diesem Kapitel stets komplexe Vektorrdume.

4.1 Eigenwerte und Eigenvektoren

Wir beginnen gleich mit einem zentralen, aber spater zu verallgemeinernden Begriff, was auch
an dessen Herkunft aus der elementaren linearen Algebra erkennbar ist.

4.1 Definition: A sei eine Abbildung auf einem Vektorraum V, auBerdem x € V und X € C.
(i) Gilt

Ax =X, (4.1)
dann heiBt x Eigenvektor der Abbildung A zum Eigenwert X\. Wenn es zu einem Eigen-
wert g linear unabhingige Eigenvektoren gibt, dann heiBt der von diesen aufgespannte g-
dimensionalen Unterraum von V Eigenraum von A, und g heiBt die geometrische Vielfachheit
von A.

!Hilbert entwickelte seine Theorie fiir den Spezialfall beschrinkter symmetrischer Operatoren [150] - [156].
Die Erweiterung auf unbeschrénkte selbstadjungierte Operatoren wurde durch Riesz [311] sowie insbesondere
und unabhingig voneinander durch von Neumann [267], [268], [269] und Stone [361] bewerkstelligt. Eine
noch weitergehende Verallgemeinerung der Spektraltheorie auf Banachrdume stammt von Dunford [74] - [77].
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(ii) Gibt es eine Zahl n € N, sodaB
(A=X)"x=0 (4.2)

gilt, dann heiBt x Hauptvektor von A zum Eigenwert X. Die kleinste Zahl n, fiir die (4.2)
gilt, heiBt algebraische Vielfachheit von A. Gibt es kein solches n, dann hat A die algebraische
Vielfachheit oco.

Die Gleichung (4.1) heiBt Eigenwertgleichung zur Abbildung A. Eine anschauliche Deutung
ist dabei offensichtlich: Wahrend die Wirkung linearer Abbildungen auf einen Vektor in einem
Banachraum im allgemeinen Fall aus einer Drehung? und einer Streckung oder Stauchung
dieses Vektors besteht, findet bei einem Eigenvektor der betrachteten Abbildung nur eine
Streckung oder Stauchung ohne gleichzeitige Drehung statt.

Ist x Eigenvektor beziehungsweise Hauptvektor einer linearen Abbildung A zum Eigenwert
A, dann ist auch jedes Vielfache bx Eigenvektor beziehungsweise Hauptvektor zum selben
Eigenwert . Ist X ein Eigenwert mit geometrischer Vielfachheit g, dann heiBt der Eigenwert
auch g-fach entartet. g kann endlich oder unendlich sein. Die geometrische Vielfachheit eines
Eigenwerts X ist stets kleiner oder gleichgroB wie dessen algebraische Vielfachheit. Aus der
Eigenwertgleichung (4.1) folgt fiir Potenzen von A

A" x = N"x

und weiter fiir iiber Potenzreihen definierte operatorwertige Funktionen
FA x = faA"x =Y fX\"x=F(\)x.
n=0 n=0

Das bedeutet: Ist x Eigenvektor zu A mit Eigenwert X\, so auch Eigenvektor zu A" mit
Eigenwert A" und allgemein Eigenvektor zu F(A) mit Eigenwert F(X).

4.2 Die Resolvente

Die eben diskutierten Begriffe Eigenwerte und Eigenvektoren sind fiir die Quantenmechanik
bekanntlich von zentraler Bedeutung; eine mathematisch strenge Diskussion solcher Zusam-
menhange macht jedoch auf jeden Fall eine Verallgemeinerung der beiden Begriffe erforderlich.
Wir werden dies in zwei Schritten tun und in diesem Abschnitt den ersten davon vornehmen.

4.2.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Die Eigenwertgleichung A x = X x einer Abbildung A kann ersichtlicherweise auch in der
Form
(A=X)x=0

2Dieser Begriff ist in Banachraumen, wo keine Winkel definiert sind, natiirlich im iibertragenen Sinne zu
verstehen.
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geschrieben werden. Daraus folgt im UnkehrschluB, daB die Abbildung A — X fiir diejenigen
komplexen Zahlen A, die nicht Eigenwerte von A sind, eine Umkehrabbildung besitzt. Diese
kann jedoch unterschiedliche Eigenschaften haben; insbesondere muB sie nicht automatisch
beschrankt sein. Genau diesen Sachverhalt nimmt man zum AnlaB, um die folgenden zentralen
Begriffe einzufiihren.
4.2 Definition: A sei eine Abbildung auf einem komplexen Banachraum €.
(i) Die Abbildung

Ra(A) = (A=)
heiBt Resolvente von A an der Stelle A € C.

(ii) Die Menge aller komplexen Zahlen ), fiir welche die Resolvente von A existiert und
beschrankt und auf ganz & definiert ist, heiBt Resolventenmenge p(A) von A.

(iii) Die Menge
o(A) = C\ p(A)

heiBt Spektrum von A.

Die Elemente von p(A) heiBen regulire Punkte der Abbildung A. Die Elemente von o(A)
heiBen entsprechend singuldre Punkte von A; wir werden sie im {ibernachsten und einigen
darauffolgenden Abschnitten sehr ausfiihrlich diskutieren; hier halten wir zunachst nur den
folgenden, ziemlich offensichtlichen Sachverhalt fest.

4.3 Satz: Alle Eigenwerte einer Abbildung A sind Elemente des Spektrums von A.

Beweis: Aus Ax = A x folgt (A — X)x =0. Fiir x # 0 und X # 0 ist A — X damit nicht
invertierbar. |

Aus der Definition folgt direkt die Stetigkeit der Abbildung R, : p(A) — H. Resolventen
erfiillen auBerdem zwei wichtige Gleichungen; diese sind Gegenstand vom nachsten

4.4 Lemma: (i) Ist A eine lineare Abbildung auf dem komplexen Banachraum &, dann gilt
fiir alle ¢, € € p(A)
Ra(Q) = Ra(€) = (€ = &) Ra(Q) Ra(8).

(Erste Resolventengleichung).
(ii) Sind A und B zwei abgeschlossene Operaoten auf £, dann gilt fiir alle { € p(A) N p(B)

Ra(€) = Rp(€) = Ra(Q) (B = A) R3(¢) = Rz(¢) (B —A) Ry (C).
(Zweite Resolventengleichung)
Beweis: (i) Aus Definition 4.2 ergibt sich

Ra(€) = Ra(€) (A = &) Ra(€)
= Ra(O A=+ (C=E)Ra(€) = Ra(€) + (¢ = &) Ra(Q) Ra(©).
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Daraus folgt die Behauptung.
(i) Ebenfalls aus Definition 4.2 erhalt man

Ra(€) = Rs() = (A=) = (B-)"
=(A-O(B-O)(B-O) "= (A-OTH(A-O(B-O)"
=(A-O)THB-C—A+)(B=C)" =Ra(¢) (B~ A)Rs(C)

und analog

Ra(Q) =R () = (B—-¢) " (B-¢—-A+() (A=)
=R3(O) (B = A) Ra(€). 0

Als Folgerung aus Lemma 4.4 (i) ergibt sich unmittelbar die Vertauschbarkeit von R4 ()
und R4 (€), das heiBt, es gilt R4(C)Ra(§) = Rp(C) Rp(€) fiir alle ¢, € € p(A). Weitere
Konsequenzen beinhaltet das folgende

4.5 Corollar: (i) Fiir jede lineare Abbildung A auf & ist R eine holomorphe operatorwertige
Funktion auf p(A).

(ii) Fiir jedes n € N gilt R’ = n! [R4]
(iii) Fiir alle x € € und alle f € £ ist die Funktion F, mit F,.({) = f(RA(C) X) holomorph
auf p(A), und es gilt ‘Cl‘im F.(¢) =0.

—00

n+1

Beweis: (i) Aus Lemma 4.4 (i) ergibt sich zusammen mit der Stetigkeit von Ry fiir alle
¢.€€p(A)
i Ra(€) = Ra(©)
¢ (¢

(if) Vollstandige Induktion nach n: Fiir n = 1 siehe (i). Nun gelte Ril") = nl [R4]
festes n € N. Dann folgt fiir n+ 1

= [Ra(O)]%.

n+1 .
fiir

qun+1):n!di<[RA}n+1:(n+l)! [R4]" R,

n+2

= (n+ 1) [Ra]" [Ra(Q)] = (n+1)! [Ra]
(i) Mit (i) gilt fir alle ¢, € € p(A) und alle x € €

im (0 = A f(Ra(§) x) — F(Ra(é) x)

li = lim

£¢ (3 £-¢ (—¢

B —Ra(€) = Ral®)
- "(é'ﬂ‘cﬁ

X> — F([Ra(O)] ).
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AuBerdem gilt fiir || > ||A|| nach Corollar 2.34

AN = sup |F(Ra(¢) x)]

[Ifll=1
X H(A >
SIxlH[Rall = XN (A=) M =50 ||| = =1
X[ |Ral| = HxIH I € =15 I g
- IIxl _ X lixl
T = [lAl/Ieh g -Al el
und damit ‘Cl‘im [[Fx(¢)|| = 0. Hieraus folgt die Behauptung. O

Damit kénnen méachtige Hilfsmittel aus der Funktionentheorie zur Untersuchung spektraltheo-
retischer Angelegenheiten zum Einsatz kommen. Wir illustrieren das im folgenden Abschnitt
anhand einer Technik, die eine Ubertragung wesentlicher Resultate der komplexen Analysis
von C auf beschrankte Abbildungen in Banachrdumen erlaubt.

4.2.2 Der Funktionalkalkiil

Die zentrale Idee, auf der das erwdhnte Verfahren aufbaut, besteht darin, eine Abbildung
zu definieren, die gewohnlichen komplexen differenzierbaren Funktionen entsprechende auf
der Menge der linearen Abbildungen eines Banachraums definierte Funktionen zuordnet, und
zwar so, daB wesentliche Eigenschaften erhalten bleiben®. Um diese Abbildung zu konstruieren,
verschaffen wir uns zunachst Reihenentwicklungen der Resolvente, was sich auch weiter unten
als hilfreich erweisen wird.

4.6 Lemma: (i) Es seien A eine abgeschlossene Abbildung auf einem komplexen Banachraum
& und (o € p(A). Dann gilt fiir alle { € C mit | — (o] < 1/||Ra(Co)ll

oo

Ra(Q) =D [RalGo) ] (¢ = Go)". (43)

n=0

(ii) Ist A beschrankt, dann gilt fiir alle { € C mit ¢ > || Al

Ra(©) = =3 2oy (4.4)

(iii) Ist A beschrankt, \o ein isolierter Eigenwert, G ={{ € C | 0 < |{—Xo| <r} C p(A)
fiir ein r > 0 und T eine geschlossene Kurve um o in G, dann gilt fiir alle { € G

Ra(Q) = D €al(C =)

n=—o00

3Solche Abbildungen wurden von Riesz eingefiihrt [309]. Einen Zusammenhang mit der Spektraltheorie
erkannte als erster Stone [361].
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mit den Koeffizienten ) Ra(6)
- =y TS
€= 5— grjj Ty % (45)
Beweis: (i) Betrachte die Abbildung B4({) =1 — Ru({o) (¢ — (o ); fiir diese gilt einerseits

Ba(Q) R (o) =A—Co—(A=C) T A=G)(C—G)=A-C=RHE)

und damit
Ra(€) = Ra(Co) B1H(€)- (4.6)
Andererseits gilt nach Voraussetzung ||B4({)|| £ 1 und damit nach Corollar 2.34
AO=3(1-840)" =" [Ra(€)]"(¢ = &) (47)
n=0 n=0

(4.6) und (4.7) liefern zusammen die Behauptung.
(ii) Nach Voraussetzung ist ||A/(|| < 1, folglich gilt

oS}

>

n=0

e}

3

n=0

B 1
S 1Ak

<n+1

das heiBt, die Reihe Y~ A"/¢™! konvergiert absolut. Daraus folgt

n=0
© AN 0 An An+1
(A=) mm= <ﬁ—7n >:1
;CJ& ; <‘ <‘+1

und analog
n

72@#1 (A-0)=1
n=0

(iii) Folgt aus Corollar 4.5 (i). O

(4.3) ist die Entwicklung der Resolvente von A in eine Taylor-Reihe um den Punkt (o, (4.4)
und (4.5) sind ihre Entwicklungen in Laurent-Reihen um den Punkt co beziehungsweise Xo.
Daraus folgt, daB isolierte Eigenwerte von A gleichzeitig wesentliche Singularitaten von R4
sind, sofern a, # 0O ist fiir alle n € Z, beziehungsweise Pole der Ordnung n, sofern es ein
p € N gibt mit a, # 0 fir n = —p und a, = 0 fiir n < —p. Diese Aussagen werden wir im
nachsten Abschnitt prazisieren.

Nun betrachten wir zu einer beschrankten Abbildung A auf einem komplexen Banach-
raum & die Menge M (A) aller offenen Mengen Q2 C € mit o C $2; auBerdem wihlen wir
zu jedem Q aus M(A) eine offene, beschrinkte Menge B C C mit o(A) C B und B C ©,
deren Rand OB aus endlich vielen paarweise disjunkten geschlossenen Kurven besteht. An-
schaulich gesprochen werden damit die Bestandteile des Spektrums durch die Randkurven
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von B eingekreist, das heiBt, es gilt OB C p(A). Zu jeder Funktion f, die auf einer Menge
Q € M(A) komplex differenzierbar ist*, definieren wir die Abbildung

1
To(A) = 5 ;ﬁB () Ra(C) 9, (48)
wobei die Orientierung von 0 B so gewahlt werden soll, daB beim Bilden des Umlaufintegrals

die Punkte aus B in Laufrichtung stets links von 0 B erscheinen. Um dieses Integral auszu-
rechnen, beachten wir, daB f in jedem Punkt von B holomorph und daher fiir alle z € B als

Potenzreihe -
f(z) = Z anz"
n=0

darstellbar ist. Nach Lemma 4.6 gilt somit

%if«) RO e =~ Y an ¢ G d

n=0 m=0

oB
1 & & .
:727 Zozoanﬂ Cm n+1 Z nA

oder zusammengefalBt

F(A) = 5 QO RAC) o (4.9)
oB

Es gilt also T7(A) = f(A), womit wir wie gewiinscht aus der komplexwertigen Funktion f
eine operatorwertige Funktion gemacht haben. Schreibt man das in der Form

)= 5 o= ac

so erkennt man, daB es sich hierbei iiberdies um eine Verallgemeinerung der ersten Cauchy-
schen Integralformel handelt. n-maliges Differenzieren unter dem Integral liefert auBerdem

FOR) = 2 fHOTA -7 e

und damit auch die Verallgemeinerung der Cauchyschen Integralformeln fiir beliebige n € N;
die Ableitung ist hier natiirlich nach dem Parameter ¢ zu verstehen®.

Die gem3B (4.8) definierte Abbildung erfiillt nun genau die gewiinschten, am Beginn dieses
Abschnitts beschriebenen Anforderungen — sofern sie sich verniinftig benimmt. Das garantiert
der folgende zentrale

4.7 Satz: Es seien £ ein komplexer Banachraum, A € £ (&) und 2(9M(A)) die Menge der
auf mindestens einem Q2 € M(A) komplex differenzierbaren Funktionen. Dann gilt fiir die
durch die Abbildung T¢ definierte Zuordnung f — f(A)

“4Falls Q einfach zusammenhingend ist, sind solche Funktionen auf 2 sogar holomorph.
5Diese Resultate finden sich erstmals bei Dunford [74], [75]; vergleiche auch [364].
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(i) (cF)(A) = cF(A) fiir alle f € Z(M(A) und alle c € C,
(ii) (F+g)(A) = F(A) + g(A) fiir alle f, g € Z(M(A),
(i) (Fg)(A) = F(A) g(A) fiir alle f, g € D(M(A), und

(iv) fiir alle X € o(A) mit f(X) # 0 ist F(A) invertierbar mit [f(A)]* = (1/F)(A).

Beweis: (i) und (ii) folgen unmittelbar aus der Linearitdt des Integrals.

(iii) Die Funktionen f und g seien auf Q¢ € M(A) beziehungsweise 2, € M(A) komplex
differenzierbar, auBerdem seien B¢, By C € entsprechend der Beschreibung von (4.8) gewihlt,
wobei zusitzlich Bf C By C B, C Qr N Qg gelten soll. Dann erhilt man

9 = | 51 gﬁf(c)ﬂwoch [ ECEXCE ¢]

2mi

OBf B

= 1O § HORAORa) dE
0Bf 9By

= § 10 o w de d¢
0Bf 6By

s R § L aac
OBr 0By

+4i7r2g5 Rﬁﬁ)iﬁdwﬁ

OBy

_ % $ () 9(Q) Ra(Q) dC = (Fg)(A).

8B

(iv) Nach Voraussetzung gibt es eine offene Menge 2 D o(A) mit f(z) # 0 fiir alle z € €,
folglich ist 1/f auf 2 komplex differenzierbar. AuBerdem gilt f(z) (1/f)(z) = 1 fiir alle
z € Q und damit f(A) (1/f)(A) = 1. Daraus folgt die Behauptung. O

Aus Satz 4.7 (iii) erhalt man unmittelbar ein

4.8 Corollar: Es seien A € L(€) und f,g € 2(M(A)). Dann sind f(A) und g(A)
vertauschbar.

Die Abbildung Ty ist nicht nur fiir jedes A € Z(H) eine operatorwertige holomorphe Funk-
tion, sondern fiir geeignete Funktionen f auch ein Endomorphismus auf £ (£). Dabei liegt es
nahe, jeweils einen direkten Zusammenhang zwischen den Spektren von Bildern und Urbilden
zu vermuten, was sich mit Hilfe von Satz 4.7 bestatigen 138t, und zwar in Gestalt vom

Dieses Werk ist copyrightgeschiitzt und darf in keiner Form vervielféltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fiir den persénlichen Gebrauch.



4.2. DIE RESOLVENTE 259

4.9 Spektralabbildungssatz: % Ist A € £ (&), dann gilt fiir alle f € 2(M(A))
o(f(A)) = f(a(A)).

Beweis: Zunichst sei € o(f(A))\f(c(A)). Dann wire jedoch u # () firalle A € o(A)
und damit nach Satz 4.7 (iv) die Abbildung f(A) — p invertierbar — ein Widerspruch. Folglich
gilt o(f(A))\ f(a(A)) =0 und damit o(f(A)) C f(c(A)).

Ist umgekehrt u € f(o(A)) \ o(f(A)), dann gibt es ein A € o(A) mit f(X) = . Definiert
man auf 2 eine Funktion g durch

FO-FO)
—>7 7 fiir A,

g0= cx s
FION fir ¢= A,

s gilt nach Satz 4.7 (iii) und Corollar 4.8
gAY (A= A) = (A= A)g(A) = F(X) = F(A) = p— f(A).
Damit folgt weiter
A=) [gA) [w = FA)] ] =[n— FA)] - FA)] =1

und
b= fDIT g A—A)=[p—FA)] T [p—-FA] =1,
und A — X ware invertierbar — ein Widerspruch. Also gilt auch f(o(A)) C o(f(A)). O

4.2.3 Singularititen der Resolvente

In diesem Abschnitt beweisen wir wie oben angekiindigt ein Resultat, das die dort aus Lem-
ma 4.6 geschlossenen Folgerungen wieder aufgreift. Dazu verschaffen wir uns zunachst einen
Hilfssatz.

4.10 Lemma: A sei eine lineare Abbildung auf dem komplexen Banachraum £ und X\ ein
isolierter Eigenwert von A mit algebraischer Vielfachheit n; auBerdem sei G, C C ein abge-
schlossenes Gebiet mit Gy \ {\} C p(A), sodaB X im Inneren von O Gy liegt. Dann ist die

Abbildung
Pai= o Ra0) dC (4.10)

2mi
3Gy

ein stetiger Projektor auf &.

6Auch dieses Resultat wurde von Dunford entdeckt [75].
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Beweis: Wir definieren die Funktion f durch

1 fir z¢€ G)\,
f(z) =
0 fir zeC \ G)\

Nach Satz 4.3 gilt A € 0(A), also ist f(A) € f(o(A)), und da f(\) trivialerweise zu 9(A)
gehort, folgt mit Satz 4.9 auch f(X) € o(f(A)). Anwendung von (4.9) auf f liefert mit Hilfe
von (4.10) die Relation P = f(A), und mit Satz 4.7 (iii) erhalten wir P? = f2(A) = f(A),
also P2 = Py. O

Damit kommen wir zum bereits erwdhnten Zusammenhang zwischen den Eigenwerten und
den Singularitdten der Resolvente einer linearen Abbildung.

4.11 Satz:” Die Eigenwerte einer linearen Abbildung auf einem komplexen Banachraum sind
genau die Pole n-ter Ordnung von dessen Resolvente, wenn es sich um Eigenwerte n-facher,
beziehungsweise wesentlichen Singularititen der Resolvente, wenn es sich um Eigenwerte
unendlichfacher algebraischer Vielfachheit handelt.

Beweis: ,—": A sei eine lineare Abbildung auf dem komplexen Banachrtaum &£. Fiir die
Laurent-Koeffizienten der Resolvente von A gilt fiir m € Z

M A=)

1 (A
(A*Wm—%gi C—nm %

- > d¢ Ra(€) }:
= .I:;fx(CA)erl‘i’;fx(C)\)de Omo + Cr_1,

also speziell fir m=n
(A=X)C,=C,1
oder
C,= ('A - >‘)71 Ch-1.

Durch wiederholtes Anwenden dieser Relation erhalt man
Cr1 =(A=XN)"C1=(A—-X)"Py (4.11)

fiir alle n € N\ {0}. Nun sei X ein Eigenwert von A mit algebraischer Vielfachheit n € N,
das heift, es existiere ein x € € mit (A —X)"tx #0und (A —X)"x = 0. Mit (4.5) und
(4.11) folgt sofort, daB A ein Pol n-ter Ordnung von R4 () ist. Fiir einen Eigenwert A von A
mit unendlicher algebraischer Vielfachheit gilt (A —X)"x # 0 fir alle x € £ und alle n € N
und damit auch €, # O fiir alle n € N. Damit ist \ eine wesentliche Singularitat von R, (().

<" Ist X ein Pol n-ter Ordnung der Resolvente von A, dann ist ¢; # 0 fiir j < n und

"Dieses Resultat stammt in einer etwas spezielleren Version von Caradus [48] und wurde von Taylor auf
die hier gezeigte Form verallgemeinert [365]; vergleiche auch [212] und [366].

Dieses Werk ist copyrightgeschiitzt und darf in keiner Form vervielféltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fiir den persénlichen Gebrauch.



4.3. SPEKTREN LINEARER ABBILDUNGEN 261

Cj = 0 fiir j > n. Nach Lemma 4.10 gilt £ = ran Py @ ker P,. Setzt man B := A [ ranP,,
dann folgt aus (4.11)

ranCpyr =ran[(A—=X)"Py] =ran(B - X)"

fiir alle m € N. Nach Voraussetzung gilt ;1 = 0 und damit ran (B — X )" = {0}. Hieraus
folgt ker (B — X\ )" =ran Py, also ran (B — X )" = ker P,. Die Abbildung (A — X\ )™ bildet
ker P bijektiv auf sich selbst ab fiir alle m € N, also gelten die Relationen

ran(A—X)" =kerPy\ @ ran(B —X)",
ker (A—X)"={0} & ker (B — )"

fir m € N\ {0}. Das liefert ran (A — X )" = ker P und ker (A —X)" = ran P,. Somit ist A
ein Eigenwert von A mit der algebraischen Vielfachheit n. Ist A eine wesentliche Singularitat
von R4 (C), dann ist C,, # O fiir alle n € N. Damit gilt nach (4.11) auch 0 ¢ ran (A — X )™
fiir alle m € N, und folglich ist A von unendlicher algebraischer Vielfachheit. |

Ein Nebenprodukt des soeben beschriebenen Beweises rechtfertigt eine eigene explizite For-
mulierung.

4.12 Corollar:® Ist )\ ein Eigenwert n-facher algebraischer Vielfachheit der linearen Abbil-
dung A, dann gilt fiir den durch (4.10) definierten Projektor ran Py = ker (A — X )" und
ker Py =ran (A —X)".

P heiBt aus naheliegenden Griinden Spektralprojektor von X. Lemma 4.6 (iii) zeigt tiberdies,
daB die Spektralprojektoren der isolierten Eigenvektoren einer linearen Abbildung die Residuen
von dessen Resolvente sind.

4.3 Spektren linearer Abbildungen

4.3.1 Einige vorbereitende Bemerkungen

Soweit im vorigen Abschnitt Elemente von Spektren aufgetaucht sind, waren das stets gleich-
zeitig Eigenwerte der zugehdrigen Abbildungen. Das Spektrum einer Abbildung kann jedoch
noch mehr enthalten®. Auch Haufungspunkte von Eigenwerten gehoren stets dazu, auBerdem
ganz allgemein Zahlen, fiir welche die Resolvente von A zwar existiert, aber nicht auf ganz
& definiert ist, oder fiir die sie unbeschrankt ist. Man erkennt daran, daB sich das Spektrum
einer Abbildung in unterschiedliche Bereiche einteilen 1a8t. Das erreichen wir mit den folgen-
den Begriffen, wobei wir die damit erzielte Einteilung in Abschnitt 4.4.2.7 noch etwas weiter
verfeinern.

8Lemma 4.10 und Corollar 4.12 findet man in dieser allgemeinen Form erstmals bei E. R. Lorch [232];
vergleiche auch [233].

9Nur in endlichdimensionalen Vektorriumen sind die Eigenwerte einer Abbildung genau die Elemente von
dessen Spektrum.
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4.13 Definition: A sei eine Abbildung auf dem Banachraum £. Dann heiBt

(i) oc(A) :={ A e C|A— X\injektiv, ran(A—-X) =&, ran(A —X) # E} wesentli-
ches oder kontinuierliches Spektrum von A,

(i) op(A) :={ X € C|A— X nicht injektiv } Punktspektrum von A,
(i) odisc(A) = 0p(A) \ [05(A) N0 (A)] diskretes Spektrum von A, und
(iv) Ors(A) :={X € C | A—Xinjektiv, ran (A — X) # £} residuelles Spektrum von A.

Die einzelnen Bestandteile des Spektrums lassen sich jeweils anschaulich deuten. Das kontinu-
ierliche Spektrum besteht aus allen Punkten des Spektrums, die keine Eigenwerte sind, auBer-
dem aus den Eigenwerten unendlichfacher algebraischer Vielfachheit, aus Haufungspunkten
von Eigenwerten sowie aus denjenigen Eigenwerten, die sich inmitten eines kontinuierlichen
Bereichs des Spektrums befinden. Das Punktspektrum ist die Menge aller Eigenwerte von
A. Innerhalb des Punktspektrums, also der Menge aller Eigenwerte von A, bilden die iso-
lierten Punkte von o(A), die Eigenwerte endlicher Vielfachheit sind, das diskrete Spektrum.
Das Punktspektrum enthilt im allgemeinen aber auch Eigenwerte unendlicher Vielfachheit
und Eigenwerte, die im kontinuierlichen Spektrum eingebettet sind. Das residuelle Spektrum
schlieBlich enthilt alle tibrigen Punkte des Spektrums, also den Rest. Das Punktspektrum
und das kontinuierliche Spektrum miissen nicht notwendigerweise disjunkt sein, das diskrete
Spektrum und das kontinuierliche Spektrum sind dagegen stets disjunkt. Fiir die komplexen
Zahlen finden wir damit die Zerlegungen

C=0(A)U0p(A)Ures(A) Up(A) = 0c(A) U Odisc(A) U Tres(A) U p(A),

wobei nur die zweite der beiden disjunkt ist.

Die Einfiihrung eines weiteren Begriffs wird durch Lemma 4.6 (i) nahegelegt; danach ist
das Spektrum einer linearen Abbildung stets ganz in einem Kreis um den Ursprung enthalten.
Wir formulieren entsprechend die folgende

4.14 Definition: Ist A eine lineare Abbildung auf dem Banachraum &, dann heiBt die GroBe
r(A) :=sup{|z| | z € 0(A)} der Spektralradius von A.

Der Spektralradius kann auch unendlich sein. Das gilt insbesondere in nachstehend beschrie-
benem Fall.

4.15 Satz: Fiir jede nicht abgeschlossene Abbildung A ist o(A) = C.
Beweis: Gibt es ein X € p(A), dann gilt fiir jede Folge (x,)nen in dom A mit lim x, = x €
n—oo
Eund lim Ax,=y €&
n—oo
lim (A —=X)x, =y —Ax. (4.12)

n—o00

AuBerdem ist R4 (X) € Z(€) und damit
lim Ra(A) x» = Ra(\) x.
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Mit (4.12) folgt

x = lim Ra(A) (A= X)xp = Ra(3) (y = Ax), (4.13)
also x € ranR,(X) = dom (A — ) = dom A. Aus (4.13) folgt

Ra(N)y = x+ARa(X) x
also auch
Yy=UA-=-X)RAN)y=UA-XN)(x+ARN)x)=A-XN)(x+Ax=Ax.

Somit ist nan;cﬂxn = A x, das heiBit, A ist abgeschlossen. |

Eine Beschiftigung mit Spektraltheorie ist daher nur fiir abgeschlossene Abbildungen wirklich
interessant. Auch der umgekehrte Fall kommt vor und 13Bt sich einfach charakterisieren.

4.16 Satz: Ist £ ein Banachraum und A eine Abbildung auf & mit o(A) = 0, dann ist
At e Z(&).

Beweis: Ist 0(A) = (), dann folgt p(A) = C, also insbesondere 0 € p(A) und damit
RA(0) = A7t e Z(€). O

Die Frage, welcher Bereich méglicher Spektren nun genau von den beiden Extremfllen
0(A) = C und o(A) = () eingeschlossen wird, beantwortet der nichste

4.17 Satz: A sei eine lineare Abbildung auf einem Banachraum. Dann ist o(A) abgeschlos-
sen.

Beweis: Gilt (A) = C oder g(A) = (), so ist nichts zu zeigen. Sei also A abgeschlossen mit
o(A) # 0. Fir alle ¢ € p(A) ist Ra(¢) € Z(H) und A — ¢ damit invertierbar. AuBerdem
gilt fir alle z € C

A-z=[((-2)(A-O) T +1](A-)=[1- (2= ) Ra(O)I (A= ().
Wahit man z so, daB | z — (| < 1/||R4(Q)| gilt, so folgt

[(z=O)Ra(O I =1z = (TRa(OI < 1.

Nach Corollar 2.34 ist dann 1 — (z — () R4({) und daher auch A — Zz invertierbar, das heiBt,
es gilt z € p(A). Fiir jedes ¢ € p(A) gibt es somit eine offene Umgebung U mit U C p(A).
Folglich ist p(A) offen und o(A) abgeschlossen. O

Generell gibt es zu jeder beliebigen abgeschlossenen Teilmenge von C eine lineare Abbildung,
deren Spektrum diese Menge ist.

Die weiteren Eigenschaften von Spektren linearer Abbildungen, die wir in diesem Abschnitt
betrachten, hangen von den jeweiligen Eigenschaften der Abbildungen ab. Daher nehmen wir
uns nun einige unterschiedliche Klassen linearer Abbildungen jeweils gesondert vor.
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4.3.2 Beschriankte Abbildungen

Wir beginnen mit der langweiligsten Kategorie und einigen Aussagen dariiber, die entspre-
chend einfach zu beweisen sind. Hierfiir ist zundchst wieder ein Hilfssatz erforderlich.

4.18 Lemma: Ist £ ein Banachraum, dann ist die Menge . (E) der invertierbaren Abbil-
dungen auf £ offen.

Beweis: Fiir alle A € Z(€) und alle B € (&) gilt
A=[1-(B-A)B]B;
setzt man zusitzlich die Bedingung || A — B || < 1/||B~|| voraus, so gilt auBerdem
I(B-A)B < IB-A[IB <1
Nach Corollar 2.34 ist daher 1 — (B — A ) B~! und somit auch A invertierbar. O

Damit sind wir in der Lage, eine erste, sehr allgemeine Eigenschaft von Spektren beschrankter
Abbildungen herzuleiten.

4.19 Satz: Ist £ # {0} ein Banachraum und A € £ (&), dann ist o(A) eine nicht leere
und kompakte Menge.

Beweis: Nach Corollar 4.5 (i) ist R4 holomorph auf p(A), und aus Lemma 4.6 (ii) folgt

ROl € —2
<l — [lAl

also ‘Cl‘im Ra(¢) = 0. Wire o(A) = 0, dann zdge das p(A) = C nach sich. Nach dem
—00
Theorem von Liouville wire dann R4({) = 0 auf ganz € — ein Widerspruch, denn die

Resolvente kann als Inverse von A — ( nicht identisch verschwinden.

Nun sei die Abbildung ¢ : C — £(€) definiert durch ¢©(z) = A — z. Es gilt p(z) € € (&)
fir z € p(A). Sind z € C und € > 0 beliebig vorgegeben, wihle ( € C mit |z — (| < ¢,
dann ist

lo(z) el =1z=ClIl=1z-(|<e,

das heiBt, ¢ ist stetig auf C. Nach Lemma 4.18 ist folglich p(A) offen und o(A) abgeschlos-
sen. O

Der triviale Raum & = {0} ist bei obigem Satz auszuschlieBen, da die einzige lineare Abbil-
dung A = 0 auf diesem ein leeres Spektrum besitzt.

Das zweite Resultat dieses Abschnitts liefert genauere Informationen iiber die GroBe der
Spektren beschrinkter Abbildungen. Aus Lemma 4.6 (ii) folgt 0 (A) C {z € C | |z| £ ||A]l }
fir alle A € Z(€) und damit r(A) < ||A||. Das kénnen wir jetzt prazisieren.
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4.20 Satz:'° & sei ein komplexer Banachraum. Dann gilt fiir jede beschrinkte Abbildung A
auf €
r(A) = lim [JA"".
n—oo

Beweis: Wir schitzen r(A) zundchst nach oben ab. Nach Satz 4.9 ist
o(A") ={z"| z€ o(A)} fir alle n € N. Daraus folgt r(A") = r(A)". Wegen
r(A") < ||A"|| gilt auBerdem r(A)" < |A”|| und damit r(A) < [|A"[|*/", also

r(A) £ liminf [|A"])Y/". (4.14)

Nun schatzen wir r(A) nach unten ab. Nach Lemma 4.6 (i) gibt es fiir alle { € C mit
[¢| > r(A) ein C > 0, sodaB

An
<n+1

<C

oo o 9]
by <2
n=0 n=0

Damit gilt [|A"[|*/" < |¢|CY/", also auch lim [|A"[|*/" = |{|, und es folgt
n—oo

A
Cn

r(A) = limsup [JA"*". (4.15)
(4.14) und (4.15) liefern zusammen die Behauptung. O

Das nachste Resultat beschreibt, was mit den Spektren beschrankter linearer Abbildungen
passiert, wenn man stattdessen deren duale Abbildungen betrachtet, namlich nichts. Dazu
verschaffen wir uns zunichst zwei weitere Hilfssatze.

4.21 Lemma:!! Es seien & ein Banachraum und A, B € £(€). Dann gilt (AB) = B' A’
Beweis: Fiiralle f € &' gilt BA'f =AfoB=foAB=(AB)f. O

4.22 Lemma: & sei ein Banachraum und A € £(E). Dann ist A genau dann invertierbar,
wenn A invertierbar ist, und es gilt (A')~t = (A71)".

Beweis: ,—": Es seien A invertierbar und damit A~* und A=Y beschrinkt. Dann gilt nach

Lemma 4.21
(‘Afl)/‘A/ — (AA—I)/ =1

A (A7) = (ATA) =1
<" Sei A’ invertierbar, dann ist wie soeben gezeigt auch A" invertierbar und damit

beschriankt. Mit der kanonischen isometrische Einbettung j¢ : & — £" definiert durch
JE(F) = f(x), f € & gilt daher fiir alle x € £

ANTTAEN gl i

M " H
T R e bl
JAD A A

10Siehe Gelfand [108]
"Vergleiche Satz 3.9 (i) und Corollar 3.10 (ii).
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Aus A x = 0 folgt damit x = 0, das heiBt, A ist injektiv. Aus A x = 0 folgt auBerdem fiir
alle p € &'
A p(x) = p(Ax) =0,

das heiBit, auch aus A’ ¢ = 0 folgt ¢ = 0. Daher ist auch A’ injektiv. A ist folglich auch
surjektiv und somit bijektiv. Nach Corollar 2.36 ist A dann auch invertierbar. O

Nun kommen wir zur angekiindigten Aussage iiber die Spektren dualer Abbildungen.
4.23 Satz: Fiir jede beschrankte Abbildung A auf einem Banachraum gilt c(A’) = o(A).

Beweis: Ist A € p(A), dann ist A — X invertierbar. Folglich ist nach Lemma 4.22 auch
(A —=X) =A — Xinvertierbar, und es gilt A € p(A"). O

Wie erwahnt sind im allgemeinen nicht alle Punkte des Spektrums einer Abbildung Eigen-
werte. Das schauen wir uns gleich noch genauer an, zuvor beschaftigen wir uns erst einmal
mit denjenigen Punkten, die tatsichlich welche sind. Die nachfolgende Aussage werden wir
spater verallgemeinern.

4.24 Satz: & sei ein Banachraum und A € Z(E). Ist (X\j)je s eine endliche oder unendliche
Familie von Eigenwerten von A mit \j # X; fiir i # j, dann ist die Familie der zugehérigen
Eigenvektoren linear unabhangig.

Beweis: Fiir |J| = 1 ist die Behauptung trivialerweise richtig. Seien also (ey, e», . . ., en) eine
Familie von n Eigenvektoren zu den Eigenwerten A;, Ao, ..., A, von A und e1,€5,...,€,1
linear unabhangig. Aus
n—1
e = Z Q;e;
Jj=1

folgt dann
n—1 n—1 n—1
Ae,,:k,,e,,:g Anaje;=A E aJeJ:E Ajojej,
J=1 J=1 J=1
also

n—1
> (A—X)oaje =0,
j=1

und wegen A\, # A\, fir j=1,2,..., n—1 liefert das o; = 0 fiir j = 1,2, ..., n— 1. Daher
sind auch die Vektoren e, €5, ..., e, linear unabhingig. Das folgt induktiv fiir alle n € N,
und somit gilt die Behauptung fiir endliche wie fiir unendliche Familien von Eigenvektoren. [J

Wir erwadhnen als nachstes einen wichtigen Sonderfall, bei dem die Lage besonders iiber-
sichtlich ist, ndmlich denjenigen von Projektoren. Sie konnen einen Vektor nur dann auf ein
Vielfaches von ihm selbst abbilden, wenn er entweder sowieso schon in ihrem Projektionsraum
oder aber in dessen Komplement liegt. Genauergesagt gilt der folgende
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4.25 Satz: V sei ein Vektorraum und P ein Projektor auf V mit P # 0 und P # 1. Dann
gilt o(P) ={0, 1}.

Beweis: Aus P € £ (V) folgt mit Satz 4.9 einerseits A2 € o(P?) fiir alle A € o(P);
andererseits gilt P2 = P, also o(P?) = (P) und damit A\> = X fiir alle X\ € o(?P). Daraus
folgt die Behauptung. |

Das Spektrum eines Projekors ist somit nicht nur rein diskret, sondern enthilt auch in der Tat
nur die beiden Werte, die man anschaulich erwartet, da er jeden Vektor entweder anulliert,
unbehelligt 148t oder aber verdreht. Fiir die beiden oben ausgeschlossenen trivialen Falle gilt

0(0) = {0} und o(1) = {1}.
AbschlieBend wenden wir uns noch zwei Aussagen zu, die sich im wesentlichen ziemlich
direkt aus den obigen Resultaten ergeben.

4.26 Satz: Fiir jeden beschriankten Operator auf einem Hilbertraum gilt
(i) o(A%) = o(A);
(ii) o(A*) = o(A)*.

Beweis: (i) folgt unmittelbar aus Satz 4.23.
(i) Aus Satz 3.11 (i) folgt p(A) = p(;)* und damit weiter

o(A) =[C\p(A)]"=C\ p(A) = C\ p(A") = o(A"). O

Wir halten auBercjgm fest, daB sich fiir Hilbertraume die Aussage von Satz 4.20 lber den
Spektralradius r(A) unter geeigneten Voraussetzungen erheblich vereinfacht.

4.27 Satz: Fiir jeden beschrinkten normalen Operator A auf einem Hilbertraum gilt
IA] = r(A).
Beweis: Fiir jeden normalen Operator Zgilt
IA2]7 = [|(A)"A%]| = [(A"A) A"A | = |AA > = || A||*

und damit [|A2|| = || A||?. Das liefert induktiv ||A2|| = || A||?" fiir alle n € N. Nach Satz
4.20 folgt R R R R
r(A) = lim [|AZ|[2" = lim (]| A]P")Y2" = || A]. 0

Bevor wir uns unbeschrankten Operatoren auf Hilbertraumen zuwenden, grenzen wir im
nachsten Abschnitt die Klasse der beschrankten linearen Abbildungen zunachst noch weiter
ein, indem wir wieder deren wichtigste Teilklasse betrachten.
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4.3.3 Kompakte Abbildungen

In Abschnitt 3.2.4 wurde bereits angedeutet, daB die besondere Eigenschaft kompakter Ab-
bildungen, sich auch in unendlichdimensionalen Raumen weitgehend zumindest tduschend
ahnlich wie die aus der elementaren linearen Algebra bekannten Homomorphismen zu ver-
halten, im Zusammenhang mit deren Spektraltheorie besonders auffillig zu Tage tritt. Drei
entsprechende Resultate liefert der vorliegende Abschnitt; weiter unten folgen noch weiter-
gehende Analogien. Als erstes konnen wir Satz 4.19 fiir kompakte Abbildungen prazisieren,
wofiir zuvor noch zwei Hilfssdtze bereitzustellen sind.

4.28 Lemma:'? £ sei ein normierter Raum und U ein abgeschlossener echter Unterraum von
E. Dann gibt es zu jedem 0 < § <1 ein x € & mit ||x|| =1 und infMHXfaH >1-0.
ae

Beweis: Sei y € E\U, mit d := IQS |ly —all > 0; zu jedem § > 0 gibt es dann ein y5 € U

mit
d
dslly-vysl s 15 (4.16)
Setzen wir
P Gl 7
Ty =yl

dann gilt |[x,41]| = 1, und fiir alle b € U folgt wegen ys + ||y — ys || b € U mit (4.16)

H y—Ys H:Hy—(yaﬂly—yal\b)” d 5,
Iy —ysll ly—ysll ly—vysll —

1\%

— 0.

I Xps1 —

4.29 Lemma:*3 Ein normierter Raum ist genau dann unendlichdimensional, wenn seine ab-
geschlossene Einheitskugel nicht kompakt ist.

Beweis: ,—=": £ sei ein unendlichdimensionaler normierter Raum und K dessen abgeschlosse-
ne Einheitskugel. Wir konstruieren eine Folge (x,),en in K, die keine konvergente Teilfolge

besitzt. Dazu seien zunichst x1, x> € € mit [|[x1|| = [Ix2]| = 1 und || x1 — x2|| = 1/2
fest gewahlt. Sind bereits n Elemente x; von € mit ||x;|| = 1 und || x; — x; | = 1/2 fiir
ihj=12 ..., n, i #j, n € N, gewahlt, erhilt man mit U, :=span{ x1, x2, ..., X, } einen

Unterraum von &, der als n-dimensionaler normierter Raum vollstandig und damit abgeschlos-
sen ist. Damit erhalten wir die gewiinschte Folge (x,),en durch Anwendung von Lemma 4.28
auf U, fiir alle n € N, denn das liefert jeweils ein x, mit ||x,|| =1 und || x, — x, || = 1/2
fir alle m, n € N mit m # n. Daher ist K nicht kompakt.

,<=": Da jeder endlichdimensionale normierte Raum ein Banachraum ist und iiberdies in end-
lichdimensionalen Vektorraumen jede lineare Abbildung in irgendeinen beliebigen normierten
Raum beschrinkt ist**, folgt aus Satz 1.15 sofort, daB endlichdimensionale normierte Riume

12(Jplicherweise als Lemma von Riesz bezeichnet; siehe beispielsweise [314].

13Ein weiteres Resultat von Riesz [310]

14Solche und shnliche Aussagen iiber endlichdimensionale Vektorraume findet man in jedem Standardlehr-
buch der linearen Algebra.
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stets kompakte abgeschlossene Einheitskugeln besitzen. Ist folglich £ ein normierter Raum
mit nicht kompakter abgeschlossener Einheitskugel, so ist £ unendlichdimensional. |

Fiir unendlichdimensionale Hilbertraume 1&B8t sich der Beweis auch ohne Verwendung von
Lemma 4.28 fiihren, denn hier liefert jedes vollstandige Orthonormalsystem (), <r eine
geeignete Folge. Wahlt man namlich ein abzihlbares Teilsystem (¥,),cn, so gilt

H wm - ll/}n H2 = ("pm - wnv'lpm - wn) = (wmvlpm) + (wnan) —2Re (1/va wn) =2

fur alle m,n € N mit m # n. Natirlich gilt obige Aussage auch fiir jede abgeschlosse-
ne Kugel mit beliebigem anderem Mittelpunkt x # 0. Lemma 4.29 hat unter anderem die
verbliiffende Konsequenz, daB das Innere von kompakten Teilmengen unendlichdimensionaler
normierter Raume stets leer ist. Denn andernfalls ware jede abgeschlossene Kugel um einen
beliebigen inneren Punkt einer solchen Menge kompakt — ein Widerspruch. Lemma 4.29 zeigt
auBerdem, daB die vom C" und damit von allen endlichdimensionalen normierten Raumen
wohlbekannte Aquivalenz der Kompaktheit von Mengen zu deren Eigenschaft, abgeschlossen
und beschrankt zu sein, in unendlichdimensionalen normierten Rdumen nicht mehr gilt. Ent-
sprechend folgt daraus auch, daB dort nicht mehr jede beschrinkte Folge eine konvergente
Teilfolge besitzt. Beide Aussagen werden erst wieder richtig, wenn man statt der starken die
schwache Topologie'® verwendet und sich auf reflexive Banachraume beschrankt. In solchen
R&umen sind alle stark beschrankten und schwach abgeschlossenen Teilmengen schwach fol-
genkompakt. — Wir kénnen nun die folgende Aussage iiber Spektren kompakter Abbildungen
beweisen.

4.30 Satz: Ist & ein unendlichdimensionaler Banachraum und A € € (), dann ist 0 € a(A).

Beweis: Angenommen, es gilte 0 ¢ o(A), dann wére 0 € p(A) und A invertierbar. Folglich
wire 1 = A~YA und damit auch die abgeschlossene Einheitskugel in €& kompakt — ein
Widerspruch nach Lemma 4.29. |

Die Verwendung von Lemma 4.29 zeigt, daB die Voraussetzung dim & = oo wesentlich fiir
die allgemeine Giiltigkeit der Aussage von Satz 4.30 ist.

Auch iiber die restlichen Punkte von o(A) lassen sich fiir A € €(€) prazise Feststellun-
gen treffen. Wir beginnen dazu mit einem weiteren Hilfssatz.

4.31 Lemma: & sei ein Banachraum und A € €(&). Dann ist ker (A — 1) endlichdimen-
sional und ran (A — 1) abgeschlossen.

Beweis: Fiir alle x € ker (A — 1) ist Ax = x. Fiir die abgeschlossene Einheitskugel K
von ker (A — 1) folgt daraus AK = K. AuBerdem ist AK und damit K wegen A € % (&)
prakompakt, also auch kompakt. Nach Lemma 4.29 ist daher ker (A —1) endlichdimensional.

AuBerdem ist fiir jedes y € ran (A —1)
dy):=inf{[ly—al|a€ker(A—-1)}>0,

5Siehe hierzu Abschnitt 2.2.3.7.
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daher gibt es eine Folge (a,)pen in ker (A—1) mit lim |[a,—y | = d(y). Somit existiert
n—oo
fiir jedes € > 0 ein N € N mit

da(y)
dy)<|lan—yll £
W =lan—yll=si=
fiir alle n > N. Daraus folgt
d(y)
lanll < Han =yl + 1yl = 7= + Iyl

das heiBt, (a,)nen ist beschrankt. Weil ker (A —1 ) wie gezeigt endlichdimensional ist, gibt es
zu (an)ne eine Teilfolge (a,,)jen mit lim a, = ag € ker(A—1)und [[ao—y | = d(y).
J—oo
Nun wihlen wir ein Folge (x,)pen in € mit lim (A —1)x, =: x € £. Wie soeben gezeigt
n—oo
gibt es dazu eine Folge (3¢.1)nen in ker (A — 1) mit || ag,, — x, || = d(y) fiir alle n € N.
Mit dieser gilt

lim (A—1)(ao,—x,) = lim (A—-1)x,=x, (4.17)
n—oo n—oo
Nimmt man an, die Folge ( 29.,— X, )ne n Sei unbeschrinkt, dann besitzt diese eine divergente
agn — X
Teilfolge (a0, — X, )jex. Daraus erhalt man fiir die Folge (b))jen = Hwim” mit
aO,n — Xn
Hilfe von (4.17) ' '
A—-1)x,
lim (A —1)b; = lim ¥:0. (4.18)
oo = [l ag.n, = Xa, |l

Gleichzeitig gilt ||b;]| = 1 fiir alle j € N, also gibt es zu (b;);cn eine Teilfolge (b;,)ien, sodaB
(A bj,)ien konvergiert. Mit (4.18) folgt lim A b;, = lim b;, =: bund damit b € ker (A—1).
Auf der anderen Seite gilt

don, — Xn
inf{l\bjfal\Iaeker(ﬂfl)}:mf{H‘ 0.1, P,

| ao,n; — Xn; Il

aeker(A—l)}

_inf{||a0n, = xn, = 100, = xn, | a]| | a € ker(A=1)}

H‘?O,nj — Xn; I
_inf{lla—xn | |a€ker(A-1)}

1

H aO‘nJ - an H

und damit

(inf{llbj—alllacker(A—1)})=inf{||b—al|acker(A-1)}=1,

lim
J—oo
ein Widerspruch. Folglich ist (a0, — X, )nen beschrinkt. Wieder gibt es dazu eine Teilfolge
(@0,n,—Xn; )jen, sodaB die Folge A (a0, —Xn; )jex konvergiert. Mit t := lim (ao,n,—Xn, )
J—oo
liefern dann (4.17) und die Stetigkeit von A
(A-1)t=x,

also ist x € ran (A — 1), und folglich ist ran (A — 1) abgeschlossen. O
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Damit kénnen wir nun unter anderem zeigen, daB die Spektren kompakter Abbildungen mit
Ausnahme von Null ausschlieBlich aus isolierten Eigenwerten bestehen.

4.32 Satz: Jeder Punkt \ # O des Spektrums einer kompakten Abbildung auf einem unend-
lichdimensionalen Banachraum gehért zu dessen reinem Puntspektrum, und die zugehdrigen
Eigenraume sind endlichdimensional.

Beweis: & sei ein Banachraum mit dim & = oo und A € €(&). Angenommen, X\ € g(A) sei
kein Eigenwert von A. Dann ist ker (A —X) = {0}, das heiBt, A — X ist injektiv. Wir zeigen,
daB A —X auch surjektiv und damit bijektiv ist. Nach Corollar 2.36 ist A—X damit invertierbar.
Ware A — X nicht surjektiv, dann wéare es auch T := %A — 1 nicht und ran T ein echter
Unterraum von £. Da T injektiv ist, liefert die Einschrankung T [ ran T einen Isomorphismus
auf ran J. Schreiben wir U, = ran T", dann ist folglich I/, ein echter Unterraum von U , fiir
alle n € N. Es gilt § A € ¢(€), nach Lemma 4.31 ist daher /1 und damit I, fiir alle n € N
abgeschlossen. Durch Anwendung von Lemma 4.28 auf U/, fiir alle n € N konstruieren wir
nun eine Folge (x,)nen in & mit [|x,|| =1 und aeirzp:“H X, —al| 2 1/2 fiir alle n € N. Fiir

beliebige m, n € N mit m > nist

1 1 1
X(Axmfflx,,) = (Xﬂf 1>x,,,7 (Xﬂfl>xn+xmfx,,
und damit Ax,, — A X, € Ax, +U,.1. Folglich gilt
A
A = Ax, | 2 5

fiir alle n € N, das heiBt, die Folge (A x,),en besitzt keine konvergente Teilfolge, und A ist
nicht kompakt — ein Widerspruch. Damit ist A — X surjektiv, und jedes A € o(A) \ {0} ist
ein Eigenwert von A.

Ist A € o(A) \ {0}, dann ist ker (A — X) dessen Eigenraum. Da mit A auch + A kompakt
ist, ist nach Lemma 4.31 ker ( § A —1) und damit auch ker (A — X ) endlichdimensional. [

Auch die Verteilung der Eigenwerte von Abbildungen aus %(€) 1Bt sich nun beschreiben;
Details beinhaltet der folgende

4.33 Satz: Die Spektren kompakter Abbildungen sind héchstens abzéhlbar unendliche Punkt-
mengen, deren einziger moglicher Haufungspunkt \ = O ist.

Beweis: Es seien £ ein Banachraum und A € %(€). Wire die Behauptung falsch, dann
gabe es ein € > 0, sodaB die Menge A = {X € o(A) | |A\| > €} unendlich wire. Nach
Satz 4.32 sind alle Elemente von A Eigenwerte von A; insbesondere gibt es dann eine Folge
(An)nen von Eigenwerten und eine Folge zugehoriger Eigenvektoren (X,),en mit [X,| > €
und ||x,|| = 1 fiir alle n € N sowie A, # X\, fiir n # m. Weiter sei X = span (x,),en. Dann
wird durch X, = span{ x1,x2, ..., X, } eine Folge (X)), e~ abgeschlossener Unterraume von
X definiert; fiir diese gilt X, C A4 fiir alle n € N. Nach Lemma 4.28 gibt es auBerdem
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eine Folge (Vp)nen in X mit y, € X, und ||y,|| = 1 fiir alle n € N, sodaB

) 1
Apy1 = blenﬁ(n | Yo — bl 2 5

gilt fiir alle n € N. Nach Konstruktion und Satz 4.26 gibt es Zahlen oy, oo, . . ., a, € C,

sodal3 , n R
Ay,=A Zajxj = ZaJAxJ = ijajxj
Jj=1 Jj=1 j=1
und .
MVn=AYn=> Anaix;— > Nayx;=> (A= X)X
j=1 j=1 j=1

gelten, und es folgt Ay, € X, und X\, y,— Ay, € X,_; fiir alle n € N. Daraus erhalten wir
fir alle m,n € N mit m > nwegen Ay, Ay, € X1

1
H-A)/m_-AJ/nH = |>\m‘ ym_r(-A)/m_Am)/m_-A)/n)

£
> Amldn > =.
2ol > 5

Somit besitzt die Folge (A,),en keine konvergente Teilfolge. Da die Folge (y,)nen be-
schrankt ist, ware A dann nicht kompakt — ein Widerspruch. O

Satz 4.33 besagt mit anderen Worten, daB das Spektrum einer kompakten Abbildung, sofern
es undlich viele Elemente enthilt, stets eine Nullfolge ist.

4.3.4 Selbstadjungierte Operatoren

Ab sofort sei im gesamten restlichen Buch H generell ein unendlichdimensionaler, komplexer
Hilbertraum. Wir iiberzeugen uns zunachst davon, daB der hier betrachtete Gegenstand in
jedem Fall nicht auf Trivialitdten hinauslauft, indem wir die Aussagen der Sitze 4.19 und
4.30 in geeigneter Form auf unbeschrankte Exemplare ausdehnen.

4.34 Satz: Fiir jeden normalen Operator A auf einem Hilbertraum gilt 0(/3) £ 0.

Beweis: Wire 0(A) = () und damit p(A) = C, dann gilte insbesondere 0 € p(/a) Hieraus
folgt A~1 € £(H), also gilt AA™? = 1. Nach Satz 4.19 ist dann o(A~1) # 0. Fiir alle
¢eC\ {0} folgt aus (A1 =)y =0

~ o~ ~ 1 ~
(1-CAYA Iy = ¢ <A— R > Ay =0.
Damit gilt Aly e ker(AAf 1/¢). Das zieht 9 = 0 nach sich, denn andernfalls ware

2’111) S U(AA), das Spektrum von A wurde jedoch als leer angenommen. Folglich ist
ker (A1 —1/¢) = {0}, und A~* —1/( ist injektiv. Andererseits ist A— 1/ fiir alle ¢ € C
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invertierbar, also insbesondere surjektiv; fiir alle ¢ € 7 gibt es daher ein x € dom A mit
(A—=1/C)x = o, und es folgt

~ 1\ ~ 1~ ~ 1~ 1/~ 1
A’1—7>A :—<7A—1>A’1A :—7<A—7> = .
< ¢)™ ¢ XTTe\MTe )XY
Somit ist A~1 — 1/¢ auch surjektiv, also bijektiv und nach Corollar 2.36 invertierbar. Es gilt

folglich ¢ € p(AA) fiir alle ¢ € €\ {0} und daher U(AA) C {0}, und insgesamt erhilt man
0’(//4\) = {0}. Da A normal ist, gilt das auch fiir A1, und Satz 4.27 liefert

1A = r(A) = 0.
Daraus folgt A=l =0-ein Widerspruch. |

Es wird sich im weiteren Verlauf dieses Abschnitts zeigen, daB die Spektren selbstadjun-
gierter Operatoren spezielle, insbesondere fiir deren Interpretation innerhalb der Quantenme-
chanik besonderes wichtige Eigenschaften aufweisen. Wie tblich ist auch hier die schwachere
Voraussetzung symmetrischer Oparatoren nicht ausreichend, es sei denn, letztere seien be-
schrankt, da sie nur dann automatisch auch selbstadjungiert sind. Das ist jedoch gerade in
der Quantenmechamik meist nicht der Fall. Zur Einstimmung sind dabei zwei Beobachtun-
gen liber Eigenwerte und Eigenvektoren selbstadjungierter Operatoren gut geeignet, die auch
in der elementaren linearen Algebra bereits auftauchen. Diese sind wegweisend fiir sehr viel
tieferliegende Resultate, die wir weiter unten im Detail diskutieren werden. Die erste be-
schreibt die geometrische Lage von Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten.

4.35 Satz: H sei ein_ Hilbertraum, A ein selbstadjungierter Operator auf H und X\ und p
zwei Eigenwerte von A. Gilt X # w, dann sind die zugehérigen Eigenvektoren orthogonal.

Beweis: Aus /31/1 = A1 und 2\\(,0 = W ¢ folgt einerseits

(0. Av) = A (0. 9),
anderseits R R
(0. AY) = (Ap.¥) =pu(v.¥)

und insgesamt damit

(b—=X)(p.9)=0.
Wegen X # u liefert das (¢, ) = 0. O

Die zweite Aussage dieses Abschnitts betrifft die Lage der Eigenwerte in der komplexen
Ebene.

4.36 Satz: Ist E ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertrtaum, dann sind alle
Eigenwerte von A reell.
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Beweis: 1 sei ein Eigenvektor zum Eigenwert X\ des selbstadjungierten Operators Z, es gelte
also A1 = X 1. Hieraus folgt
W AY) = AW, %) = Al[]>
Aus A* = AAfoIgt auBerdem
(P AY) = (A9, 9) = (AP, 9) = (¥, A9)

und damit X [|9]> = X [|9]|2, das heiBt, X ||1]|? ist reell. Da ||1p||? reell ist, folgt daraus die
Behauptung. |

Wie wir gesehen haben, bilden Eigenwerte im allgemeinen nur einen Teil des Spektrums
eines Operators. Damit stellt sich die Frage, ob sich die Aussage von Satz 4.36 auf die
gesamten Spektren erweitern 14B8t. Dies ist in der Tat der Fall; bevor wir uns jedoch damit
beschaftigen, beschaffen wir uns zwei Hilfssatze.

4.37 Lemma Ist A ein abgeschlossener und B ein beschrinkter Operator auf einem Hilbert-
raum H, dann ist A+ B abgeschlossen.

Beweis: Nach Voraussetzung ist dom A = dom ( A+ [§) Ist (¥,)nen eine Folge in
dom(A+ B) mit lim ¥, = ¢ und lim (A+ B)vY, = ¢, dann gilt nach Voraussetzung
n—oo n—oo
einerseits 9 € dom A und 21/) =@ — :§¢ sowie andererseits
lim Ay, = lim [(A+B)v,— By,] =¢—By.
n—o0 n—o0
Daraus folgt die Behauptung. |

Eine direkte Konsequenz hieraus ist das nachstehende

4.38 Corollar: Fiir jeden abgeschlossenen Operator A auf einem Hilbertraum H und jedes
¢ € C istran (A— () abgeschlossen.

Nun beweisen wir den folgenden fundamentalen

4.39 Satz: H sei ein Hilbertraum. Dann liegt das Spektrum jedes selbstadjungierten Opera-
tors auf H ganz auf der reellen Achse.

Beweis: Sei A= A* und ¢ € C\R, das heifit, es gelte ( =&+ inmit £, n € R und n # 0.
Zuniachst folgt daraus fiir alle 9 € dom A nach Satz 3.2

[(A-=X)pIP=[(A-¢—in)y|?
= (A=)YIP+in[((A=E)Y,¥) — (%, (A—E) )] +n* v
= (A=&)WIP+in[(A-&)v.9) — (A—&)v,¥)] +n? |9
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= (A=) W[ +2nIm((A-&) ¥, %) + 7 [l
= (A=) Y2 +2nIm[(Ay, ) - £[[W|2] +n? ]
=1 (A=) PP+ [l? = n? ]
Es gilt also die Ungleichung (wihle n = §)
HA=C)vll Zalw] (4.19)

mit geeignetem § > 0. Aus dieser Ungleichung folgt, daB ( kein Eigenwert von A sein
kann. Nehmen wir nun an, ﬁ;(g‘) ware nicht beschrankt, dann existiert eine divergente Folge
(@n)nen in H mit N
ROl
oo lgn|l
Fir diese gilt R R
on _ (A=Q) R ¢n
llonll llnl
und durch Bilden der Norm links und rechts wegen (4.19) weiter

(A=) Rz(0) on IR4(C) vl
[ @all leall

=

g

fir alle n € N — ein Widerspruch. Nun nehmen wir umgekehrt an, ﬁ;({) sei beschrankt,
es gebe also eine Konstante C > 0, sodaB Hf?;(()d)“ < Cl|Y| gilt fir alle ¥ € H. Fir
die Definitionsmenge der Resolvente gilt dom ﬁg(() = ran (A — (), das heiBt, zu jedem
@ € dom R4(¢) gibt es ein 9 € H mit ¢ = (A — (). Damit folgt

IRZ(Q) @l = | R2() (A=) ol = Il = Cllgll = C I (A=) %,

und mit § = 1/C ist das gerade die Ungleichung (4.19). Zusammengenommen ist somit
ﬁ;(() genau dann beschrankt, wenn (4.19) gilt. Nach Satz 3.20 (ii) ist A abgeschlossen, somit
ist nach Corollar 4.38 auch /5;(() abgeschlossen. f?;(() ist auBerdem wie gezeigt beschrankt,
folglich ist dom ﬁg(() ein abgeschlossener Unterraum von H. Ware nun dom ﬁ@(()) G
so gabe es ein orthogonales Komplement, also Elemente aus #, die zu dom I?AA(C) senkrecht
sind, etwa x # 0 mit (x, &) = O fiir alle £ € dom I%;(C) = (27 ¢)dom A. Hieraus folgt

X (A=C)1)=(x. AT) = (x.CT) =0
fur alle 7 € dom 2 also weiter R
(. AT)=(x.¢T)

und damit R
(A%, 1) = ({x, )
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fiir alle 7 € dom A. Weil dom RA(C) dicht in H ist, gilt demnach x € dom A* und A*X Cx.
Wegen A = A" wire dann ¢ ein Eigenwert von A - ein Widerspruch, da die Eigenwerte rein
reell sind. Damit ist RA(C) auf ganz H definiert, und es folgt die Behauptung O

So nebenbei ist bei obigem Beweis in Gestalt von Ungleichung (4.19) ein Kriterium fiir
die Regularitdt oder Singularitat komplexer Zahlen mit herausgekommen, das extra erwdhnt
werden sollte.

4.40 Corollar: (i) X € C ist genau dann singuldrer Punkt eines selbstadjung/erten Operators
A, wenn es eine transfinite Folge (Yy)y<r in dom A gibt mit Ilm I (A=X) Py || = 0.

(ii) X ist genau dann regularer Punkt von A, wenn es fiir alle ’lP € dom A ein § >0 gibt mit
[CA=X) ]l zalll.

Wir vermerken ausdriicklich, daB beim Beweis von Satz 4.39 explizit von der Selbst-
adjungiertheit des betrachteten Operators Gebrauch gemacht wird. Das bedeutet, daB die
Eigenschaft der Spektren, rein reell zu sein, nur fiir selbstadjungierte unbeschrankte Opera-
toren garantiert vorliegt; bei symmetrischen Operatoren muB das nicht der Fall sein. Hier 158t
sich lediglich eine wesentlich schwichere Aussage etablieren [57]. Dazu sind zunichst zwei
Hilfssdtze zu betrachten.

4.41 Lemma: Es seien 7 ein Hilbertraum, A ein abgeschlossener symmetrischer Operator
auf H und A= £+ in € C\ R. Dann ist ran (A — X) abgeschlossen.

Beweis: Fiir alle 9 € dom /Z\\gilt wie im Beweis von Satz 4.39 gezeigt
A= WIP=(A=E) W +n?[YI> = n? 9], (4.20)
Ist (9n)nen eine Folge in dom A mit lim (A= X), := @, dann fiihrt (4.20) auf
n—oo

lim || tm — || =0,

n,m—o00

das heiBt, (1,)n e ist eine Cauchy-Folge in H, und es gibt somit ein ¢ € H mit lim ¥, = 1.
n—oo
Damit gilt ¥, ®(A—X) ¥, € I'(Z\—A) fiir alle n € N und lim 4, (Z—A)wn =Yoo,

also gilt auch ¥ ® ¢ € r( — X). Folglich ist ¢ € ran( —A), und r( — ) ist
abgeschlossen. Daraus folgt die Behauptung. |

4.42 Lemma: A sei ein ein abgeschlossener symmetrischer Operator auf einrem Hilbertraum
‘H. Dann ist die algebraische Dimension von ker (A* — X) konstant fiir alle A\ € C mit
Jm A > 0 und konstant fiir alle A\ € C mit Jm A < 0.

Beweis: Sei A =&+ im € C mit n # 0. Nach Lemma 4.41 ist ran (27 X ) abgeschlossen.
Nach Lemma 3.25 gilt daher ran (A — X) = [ker (A* — X)]*. Nimmt man nun an, fiir
¢ € Cmit|A—C| < |n| sei ker(A* =) N[ker(A* — X)]+ # {0}, dann gibt es ein
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¥ € ker (A* — ¢) N [ker (A* = X\)]* = ker (A* — ¢)nran(A—X) mit ||9]| = 1. Fiir
@ € domA mit (A—X) =1 folgt
(A =9 9) =@ (A=) =W (A-X+X-0)p)
=W (A-0)0)+ (A=) (. 9)
=[P+ A=) @) =1+ (A=) (¥, 9) =0,

und damit
[nHlell > X =Clllell 2 A= (@ 9)=1.
Wegen (4.20) gilt jedoch

1=[[9P =1 (A-X)el?Zn* el

ein Widerspruch. Daher gilt ker (A*—¢ ) N [ker (A*—X )]+ = {0}. Nun sei P die orthogonale
Projektion von # auf ker (A* — A) und T = P | ker (A* — (). Nach Konstruktion ist T
injektiv, sodaB R R

dim ker (A* — () < dim ker (A" = X)

gilt fir alle ¢ € € mit [A — (| < |TImA|. Fir [A = < n|/2ist |TmX —Tm{| < |n]/2
und damit [ IJm (| = | Jm A |/2. Das wiederum liefert | — A | < | Im (|, das heiBt, man darf
A und ¢ vertauschen. Es gilt also auch

dim ker (A* — X) < dim ker (A* — (),
und insgesamt erhdlt man
dim ker (A* — ¢ ) = dim ker (A" — \)

fiir alle € C mit [XA — | < |TImA|. Fir alle X\ € C ist somit dim ker(AA* — () auf jeder
offenen Kreisscheibe K um ¢ mit KN R = () konstant. Daraus folgt die Behauptung. |

Damit erhdlt man das nachstehende Resultat iiber die Spektren symmetrischer Operatoren.

4.43 Satz: H sei ein Hilbertraum und A ein abgeschlossener symmetrischer Operator auf
‘H. Dann liegt genau einer der folgenden Falle vor.

(i) o(A) =C,
(i) o(A)={XeCT | ImA=0}.
(i) o(A)y={AeCT | ImA<0},
(iv) o(A) ER,
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Beweis: Sei A c A und A = € + ineC\ R. Wegen (4.20) ist A=A injektiv, und
nach Lemma 4.41 ist ran(A — X)) abgeschlossen. st A — X zusitzlich surjektiv, dann
folgt X € p(A). Nach Lemma 3.25 gilt ran(/z A) = [ker(/a* IR und damit auch
[ran (A—X)]* = ker (A* — X). Nach Lemma 4.42 ist folglich dim ran (A — X) jeweils
konstant fiir alle A € € mit Jm A > 0 und A € € mit Jm A < 0. Dann ist entweder

dimran(A—X)=dimran (A —X) # dim X,
und es gilt (i), oder
dim ran (A—X) # dim ran (A—X) = dim H,
und es gilt entweder (ii) oder (iii), oder
dim ran(/af A) =dim ran(/an) =dim #H,
und es gilt (iv). O

Fiir beschrankte Operatoren 148t sich die Aussage von Satz 4.39 noch préazisieren, wie das
folgende Resultat zeigt.

4.44 Satz: H sei ein Hilbertraum und A ein beschrinkter selbstadjungierter Operator auf

H, auBerdem seien M := sup (A, ) und m := H1li‘r‘n‘ (A, ). Dann liegt o(A) in dem
llpll=1 =1
abgeschlossenen Intervall [m, M), und es gilt m, M € o(A).

Beweis: Ist { > M und ¥ € H mit ||¢| = 1, dann gilt (2111 P) = M < ¢ und damit

C-MZ A=) | SIHA=OWIWI ST A=) NI =1 (A=)l

also fiir alle ¢ € H N
(A=) el 2 (¢=M) el

Das ist aber gerade die Ungleichung (4.19) fiir 6 = ¢ — M > 0, und somit gilt ¢ ¢ U(/A\)
nach Corollar 4.40. Analog folgt aus { < m fiir alle ¢ € H

I(A=C)oll = (m—¢) el

also ebenfalls ¢ ¢ O'(A\).
Nun seien ¥, ¢ € H. Durch (3, ) = ((/3— M), ) wird ein Skalaprodukt und folglich
durch [[|[¥]|| ;== /(9. ) eine Norm auf H definiert; nach Satz 2.142 gilt daher

[, o) = [l el

oder ausfiihrlich geschrieben

[((A= M), )P < (A= M)9, %) ((A—M)p, ).
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Das gilt speziell auch fiir ¢ = (/3— M) ; in diesem Fall wird daraus
I(A=M)Y[* < ((A=M)p, ) [A= M| (A= M)p?

also
I(A=M)DI? <A~ M ((A=M)9,p). (4.21)
Ist (¢n)nen eine Folge in H mit |l@,| = 1 fir alle n € N und JL”;Q(AA%,%) = M, so
erhilt man nILn;o((/a— M) @, ©,) =0 und mit (4.21) hieraus JLrgO(E— M) @, =0. Ware
nun M ¢ o(A), dann ware A — M invertierbar, und man erhielte
lim @, = lim (A— M) (A= M)gp, =0,
n—o0 n—o0

ein Widerspruch. Folglich gilt M € o(A). Analog schlieBt man m € o(A). O

Aus Satz 4.44 folgt unmittelbar, daB A =0 der einzige beschrankte selbstadjungierte Ope-

rator mit 0(A) = {0} ist. — Eine noch weitergehende Aussage iiber deren Spektren erhilt
man, wenn man sich weiter einschrankt und kompakte Operatoren betrachtet.

4.45 Satz: Ist A ein kompakter selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum H, so ist
mindestens eine der beiden Zahlen —|| A || und || A|| ein Eigenwert von A.

Beweis: Es sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit A # 0. Nach Satz 3.18 gibt es eine Folge
(¥n)nen in H mit [[9,[| = 1 fir alle n € N und lim [(A,, ,)| = [ All. Da (¥n)ren
beschrankt und A kompakt ist, gibt es auBerdem eine Teilfolge (¥,,)jcn von (¥n)nen und

ein Y € H mit lim 21/;”/ = 1. Die Folge (AA'LIJ,D,'(/JHJ)JGN wiederum ist eine beschriankte
J—o0
Folge in IR, folglich gibt es nach Satz 1.14 eine Teilfolge (v, )xex von (¥,,)jex und ein
A € R, sodaB kIim (/3'(1},7] ., ) = X gilt. Daraus folgt |A| = || A|| und damit weiter
—00 k Tk
(A=), 12 = 1A%, 17 = X[(Atn,, . Wn,) + (Wn, . Atn, )]+ A [0, |2
= 1A%, P = 2% (A, 0, ) + AP 9, P
AP =23 (A, ¥ ) + NP =2[ AP = X (A¢n, %),

Wegen lim |(Z'd}”, Pn)| = |\ liefert das klim (27 A) ¥, =0, also auch
n—o0 00 k
¥ = Jim Ay, = lim (A= X)P, +X lim ¢, =X lim 9, .

Mit == 9/ gilt somit_lim At,, = A = X, und folglich ist X = || A|| Eigenwert
—00
von A. O
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Eine unmittelbare Konsequenz ist das folgende

4.46 Corollar: Jeder selbstadjungierte Operator mit unbeschranktem Spektrum ist unbe-
schrankt.

Eine wichtige Sonderform selbstadjungierter Operatoren, die eine eigene Erwdhnung ver-
dient, sind Operatoren mit reinem Punktspektrum, also solche, bei denen jedes Element des
Spektrums von gleichzeitig auch ein Eigenwert ist. Die Eigenwerte konnen dabei von endli-
cher oder unendlichfacher algebraischer Vielfachheit sein. Gilt ersteres, hat das zusatzliche
Konsequenzen.

4.47 Satz: Ist H ein unendlichdimensionaler Hilbertraum, dann ist jeder selbstadjungierte
Operator auf ‘H mit rein diskretem Spektrum unbeschrankt.

Beweis: Da H ein unendlichdimensionaler Hilbertraum ist, jeder Eigenwert A, eines Operators
A mit rein diskretem Spektrum jedoch nur von endlicher Vielfachheit ist, hat A unendlich

viele Eigenwerte, und weil \, € ggisc(A) ist fiir alle n € N, gilt zusatzlich [\,| — oo fiir

n — oo. Somit ist 0(A) unbeschrinkt, und mit Corollar 4.46 folgt die Behauptung. |

Details tiber die Struktur der Spektren selbstadjungierter Operatoren kdnnen wir erst im
nichsten Abschnitt herleiten: hier kénnen wir uns immerhin schon einmal einen Uberblick
tiber deren Unterteilung in diskrete und kontinuierliche Anteile verschaffen. Dazu betrach-
ten wir die nachstehende (stets mégliche) Einteilung der komplexen Zahlen hinsichtlich der
Definitionsmenge der Resolvente, die insbesondere auch fiir unbeschrankte Operatoren funk-
tioniert [262], [374].

4.48 Satz: H sei ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator auf H. Dann gilt
folgendes.

(i) e ,o(;\) falls ﬁ;(k) linear und beschrankt ist und dom ﬁg()\) =H.
(i) X € o(A), aber A ¢ 0(A), falls dom Rz(\) = dom Rz(\) # H.
(iii) X € ac(A), aber A ¢ g,(A), falls dom Rz(\) # dom Rz(\) = H.
(iv) A € 0,(A) und X € o.(A), falls dom R;(X\) # dom R;(X) # H.

(v) X € UP(A\) und X\ € UC(A\), aber A ¢ O'disc(A\), falls H © dom I%;()\) unendlich-
dimensional ist.

Die Punkte aus (i) sind die reguldren Punkte. Die Punkte aus (ii) sind die isolierten Eigenwerte
des Operators A. Die Punkte aus (iii) bilden das rein kontinuierliche Spektrum des Operators,
und die Punkte aus (iv) sind Eigenwerte, die in das kontinuierliche Spektrum eingebettet sind.
Man erkennt hier erneut, daB das diskrete und das kontinuierliche Spektrum nicht notwendig
disjunkte Mengen sind. Die Punkte aus (iv) sind die Eigenwerte unendlicher Vielfachheit. Man

Dieses Werk ist copyrightgeschiitzt und darf in keiner Form vervielféltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fiir den persénlichen Gebrauch.



4.4. DER SPEKTRALSATZ 281

kann dies auch wie folgt formulieren: Ist H © dom ﬁ;(k) endlich-dimensional, aber nicht {0},

dann ist A ein Eigenwert endlicher Vielfachheit, ist H © dom ,QAA(A) unendlich-dimensional,
dann ist A\ ein Eigenwert unendlicher Vielfachheit. — Der Begriff des residuellen Spektrums
taucht in obigem Satz nicht auf. Das ist jedoch kein Wunder, denn es gilt der folgende

4.49 Satz: Das residuelle Spektrum eines selbstadjungierten Operators ist leer.

Beweis: Es seien  ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator auf H. Ware
S Ures(ﬁ), dann wire A € R nach Satz 4.39 sowie A — A injektiv und ran (/3— AN)#£H
nach Definition 4.13 (iii). Nun sei ¢ € [ran (A — X) ]+ \ {0}, dann gilt

(A=XN)¥,0) =W, (A-X)p) =0

fiir alle 1 € dom A und damit (A—X) @ = 0. Aber A= Nist injektiv, und folglich ist ¢ = 0
— ein Widerspruch. O

Damit kommen wir zur zentralen Thematik der gesamten Theorie der Spektren linearer
Operatoren, dem Spektralsatz. Es gibt genauer betrachtet eine ganze Reihe von Spektralsat-
zen, wovon wir uns auf diejenigen beschranken, die fiir die Quantenmechanik in erster Linie
von Bedeutung sind.

4.4 Der Spektralsatz

Wahrend wir uns bisher im wesentlichen mit der Beschreibung von Spektren beschiftigt
haben, wenden wir uns nun der Frage zu, was man mit ihnen anfangen kann. Dabei wird
sich zeigen, daB in den Spektren spezieller Operatorenklassen im wesentlichen schon die
ganze Information iiber letztere zu finden ist. Die Details hingen dabei natiirlich sehr von
den jeweiligen besonderen Eigenschaften der betrachteten Operatoren ab, weswegen wir die
Thematik fiir kompakte, normale und unitdre Operatoren getrennt voneinander diskutieren
werden.

4.4.1 Der Spektralsatz fiir kompakte Operatoren

Wir beginnen mit denjenigen Operatoren, die sich wie bereits erwahnt auch bei unendlichdi-
mensionalen Raumen sehr weitgehend so verhalten, wie man es aus der elementaren linearen
Algebra kennt. Das war bisher schon mehr oder weniger gut erkennbar; hier wird es nun noch
viel deutlicher.

4.4.1.1 Spektraldarstellung kompakter Operatoren

In der Tat findet man hier fiir den unendlichdimensionalen Fall Verhiltnisse, die véllig analog
zu denjenigen im endlichdimensionalen Fall sind, wie gleich das nachstehende Resultat zeigt.
Es ist gleichzeitig das erste Beispiel fiir einen
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4.50 Spektralsatz: Ist # ein unendlichdimensionaler Hilbertraum und A # 0 ein kompakter
symmetrischer Operator auf H, dann gilt folgendes.

(i) InH gibt es eine Orthonormalbasis (¢.y) <1 aus Eigenvektoren zu reellen Eigenwerten
Ay von A.

(ii) Fiir alle p € H gilt R
AY = Z Ay (¥, ) 0y (4.22)

y<r

Beweis: (i) Nach Satz 4.33 gibt es eine Nullfolge (\,),en von Eigenwerten von A: nach
Satz 4.39 sind diese samtlich reell. Nun betrachten wir zu jedem Eigenwert A den Unterraum
ker (A — ) von H. Diese Unterriume sind selbst Hilbertrsume; nach Satz 2.166 kann
man daher in jedem davon eine Orthonormalbasis By wahlen und erhilt nach Satz 4.35 mit

B = [JBy ein Orthonormalsystem in H. Der Raum span B enthilt alle Eigenwerte von /3

und nach Konstruktion ist Zspan B C spanB. Nimmt man an, daB spanB # # gilt, dann
L

folgt fiir alle 9 € spanB und alle ¢ € spanB
(A, 9) = (¥, Ap) =0

~ — 1 ~—1
und damit Ap € spanB , das heiBt, es gilt A spanB C spanB . Damit sind die Einschran-
kungen /31 =A [ 'spanB und 22 =A [ span Bl selbstadjungiert. Fiir ¢ € a(/al) gilt nach
Corollar 4.40 in spanB

inf (A=l =0

daraus folgt

nf I(A=Q)wl =0

in 7 und wieder nach Corollar 4.40 somit ¢ € o(A), also o(A1) C o(A). Analog erhilt
man U(/A\g) C U(AA). Nun sei ¢ ¢ U(AAl) U U(AAz), dann gibt es nach Corollar 4.40 ein
§>0,s0daB || (A—9) | = 6|l fir alle ¢ € spanB und || (A—9)x || = 6 ||x] fiir alle
X € span Bl gilt. Nach Lemma 2.144 (i) gibt es zu jedem 9 € H je ein eindeutig bestimmtes

L
© € spanB und x € spanB  mit 1 = ¢ + x. Nach Satz 2.140 liefert das
A=) PIP =11 (A=0) |+ (A=9)xIP 28 (Il + lIxI?) = & 1Y,

und wiederum nach Corollar 4.40 folgt ¢ ¢ cr(/a), also U(A\) = U(A\l) U U(A\Q). Auf
der anderen Seite ist A, beschrinkt und nach Satz 4.19 damit o(A») # 0; damit hat A, in
jedem Fall einen Eigenwert und damit auch einen nichtverschwindenden Eigenvektor £. Dieser

—~ 1
ist nach Konstruktion auch Eigenvektor von A, und daraus folgt £ € spanBNspanB =10
— ein Widerspruch. Somit ist spanB = #, und nach Satz 2.163 (ii) ist folglich B eine
Orthonormalbasis von H.
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(i) Nach Satz 2.163 (iv) gilt zunachst formal

AYy=AY (o) ey =3 .0) Aoy =D A (¥, 0,) 0y
y<r y<r y<

Nach Lemma 2.72 gibt es auBerdem ein abzihlbares Teilsystem (@, )nen von (@ )y <r mit

P = > (P, ©y,) @y, fir alle ¢ € H. Satz 2.140 und Ungleichung 2.161 liefern damit
n=0

n 2 00 2 oo
HA"/J_ZM (Ip,(p%)(p% Z Ay, (wvwm)‘pm = Z HM (d’v‘ﬂm)‘ﬂm H2
Jj=0 Jj=n+1 J=n+1

IIN

> 2
S 1o, .03 = (1] sup Ixy)* < o
J

Jj=n+1

fiir allell € N, das heiBt, die Reihe auf der rechten Seite von (4.22) konvergiert in der Norm
gegen A fiir alle 9 € H. |

Die Beschrankung auf symmetrische Operatoren in obigem Satz erfolgt hauptsachlich mit
Blick auf die Quantenmechanik, da dort solche Operatoren wie bereits erwahnt besonders
wichtig sind. Man erhilt mit wenig Aufwand aus Satz 4.50 ein ganz dhnliches Resultat auch
unter etwas schwacheren Voraussetzungen.

4.51 Corollar: Ist H ein unendlichdimensionaler Hilbertraum und N # 0 ein kompakter
normaler Operator auf H, dann gilt folgendes.

(i) In M gibt es eine Orthonormalbasis (@) <r aus Eigenvektoren von N.

(i) Ist A\ jeweils der Eigenwert zu ., fiir alle -y < T, dann gilt fiir alle ¥ € H

Ny = Z Ay (B, 0y) 0. (4.23)

y<r

Beweis: (i) Sei T = N*N = NN*. Dann ist T symmetrisch, nach Satz 4.50 gibt es somit
eine Orthonormalbasis (X.)y<r aus Eigenvektoren von T zu reellen Eigenwerten c,. Ist
(7—[ )y<r die Familie der zugehorlgen paarweise orthogonalen Eigenrdume, dann gilt wegen

TN=NNN=NNN=NT fiir alle vy < I und jedes ¥ € H., nach Satz 4.3

(T=xXy)NYP=N(T =xy)Y=N(TY—xy%)=NO0=

und damit R R
NHy Cker (T —Xy) = Hy.

Ist T4 = 0 fiir ¢ € H., dann gilt auBerdem

INY|? = (Ny, Nyp) = (NN, ) =0
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und damit Nz/) = 0. Folglich ist jedes 9 € H. mit 9 # 0 ein Eigenvektor von /. Da N [ Hy
normal und H, nach Satz 4.32 endlichdimensional ist fiir jedes v < I', besitzt jedes ., eine

Orthonormalbasis B,, aus Eigenvektoren von N6 Wegen H = span ( U 7-[7) erhdlt man
y<r
daher mit B = |J B, die gewiinschte Orthonormalbasis von H aus Eigenvektoren von .

y<r
(i) zeigt man analog wie im Beweis von Satz 4.50 (ii). O

Die Relationen (4.22) und (4.23) nennt man Spektraldarstellungen. Sie stellen die Verall-
gemeinerung der Begriffe der Diagonalisierung und der Hauptachsentransformation aus der
linearen Algebra auf unendlichdimensionale Hilbertraume dar. Diese Verallgemeinerung wer-
den wir im nachsten Abschnitt weiter ausbauen.

Entsprechend erlaubt die Aussage (ii) von Satz 4.50 und 4.51 eine anschauliche geome-
trische Deutung. Dazu betrachten wir die Operatoren ,Bn, = @y fy, fir vy < T; mit ihnen
gilt

P2y =Py, o)) oy = > (. 0p) (5. 0y) 00
B<r

=" (. 08) v 05 = (%, 0) 01 = P2 ¥,

B<r

sowie nach Satz 4.50

AP = 2 (Pyv.wp) w5 =D As (¥, 9y) (0. 05) 05

B<l B<r
= Z A5 (V. 04) Opy 05 = Ay (U, ) 0y :Awﬁww
B<r

fiir alle ¢ € H. Folglich sind die )57 jeweils Projektoren auf die Eigenrdume H., von A,. Da
kompakte Operatoren hochstens abzihlbar viele unterschiedliche Eigenwerte besitzt, gibt es
auch nur hochstens abzéhlbar viele unterschiedliche Projektoren P,. AuBerdem gilt fiir alle
Y, x €Hund alle ne N

(Pa. %) = (%.900) 00 X) = (¥, 00) (€0, X) = (¥, (X, ©0) 00) = (¥, PuX)

und

[Pl = sup (. @n)l = sup [[9[l[l@nll = lleall =1,
Il=1 Ipl=1

das heiBt, alle :5,, sind beschrankte symmetrische, also selbstadjungierte und damit orthogo-
nale Projektoren auf die zuhgehorigen Eigenraume #,,, und es gilt

e}

H:EB ranﬁn.

Das ist ein Standardresultat der elementaren linearen Algebra.
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Mit diesen Projektoren schreibt sich die Spektraldarstellung (4.22) in der Form
A=Y "MP,. (4.24)
n=0

Auch das werden wir in einem der nichsten Abschnitte sehr weitgehend verallgemeinern. Wir
verweilen jedoch zunichst noch bei den kompakten Operatoren und beschiftigen uns ein
wenig mit einer wichtigen Anwendung ihrer Spektraldarstellung.

4.4.1.2 Schmidt-Darstellung

Wir beginnen mit der Umkehrung von Satz 3.35, was eine universelle Charakterisierung kom-
pakter Operatoren liefert und gleichzeitig die Grundlage fiir den gesamten vorliegenden Ab-
schnitt darstellt.

4.52 Satz: Sind H und G unendlichdimensionale Hilbertrdume, dann gibt es zu jedem kom-
pakten Operator A von H nach G eine monoton fallende positive reelle Nullfolge (a,)nen
sowie abzahlbare Orthonormalsysteme (@,)nen in H und (Xn)nen in G mit

/2\\1/} = Zan('d)v(pn) Xn (425)

n=0
fiir alle 9 € H.

Beweis: Ist A kompakt, dann ist A* A ebenfalls kompakt und auBerdem selbstadjungiert. Fiir
alle 9 € H mit ||| = 1 ist

0 (A, AY) = (AAyp, ) <A

nach Satz 4.44 gilt daher U(/K*AA) C [0, ]| AJ?]. Folglich gibt es nach Lemma 2.72 sowie
Satz 4.33 und 4.50 in H ein abzahlbares Orthonormalsystem (¢,)men aus Eigenvektoren

2

von A*A sowie eine monoton fallende Nullfolge (am)men mit /K*Zwm = a2,y fir alle
m € N und -
AAY = @ (b, 0m) Om
m=0
fiir alle ¥ € H. Nach Corollar 2.167 kénnen wir das Orthonormalsystem (¢,),en zu einer
Orthonormalbasis (¢y)y<r von H erweitern. Fiir jedes n € N mit a, > 0 setzen wir
auBerdem x, := AAcpn/an. Dann gilt fir n,m e N

1~ 1 a2
A, A, = n
anam( ©n AOm) P 2o

(X Xm) = (A A, om) = (@ Om) = Som,

das heiBt, (X,)nen ist ein abzihlbares Orthonormalsystem in . Auch dieses kdnnen wir zu
einer Orthonormalbasis (Xy)y<r in H erweitern. Fiir jedes 9 € H folgt mit Satz 2.163 (iv)

A = Z(w - Z(dk%)%) +A D (%.0) 0y

y<r y<r
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=A Z(d) ©y) oy = Z("p ©y) A\‘P'y = Z ay (Y, 0y) Xy- (4.26)

<l <l <

Zu den Orthonormalbasen (¢ )< und (XA,)7<|— gibt es nun wiederum abzahlbare Teilsys-
teme (@, )nen und (Xy,)nen mith = Z (¥, ©y,) ¥4, beziehungsweise ¢ = Z (¥, X)X,
fiir alle 9 € H. Damit folgt fiir alle n e N nach Satz 2.140

n 2 o0 2 [}
HAw—ZaJ W) x| = | 3 a@en) x| = 3 18 @0 x 1P
Jj=0 Jj=n+1 Jj=n+1
- 2
<3 9, (W 0y) P = (9] suplajeal)’,
j=n+1 JEN

also konvergiert die Reihe auf der rechten Seite von (4.25) in der Norm gegen A fiir alle
P eH. 0O

Mit (4.25) erhilt man eine Verallgemeinerung der von den Schatten-Klassen-Operatoren'”
bekannten Schmidt-Darstellung auf beliebige kompakte Operatoren zwischen Hilbertraumen,
wodurch die Schreibweise € (H,G) = 7~ (H, G) nachvollziehbar wird; daher spricht man
auch hier bei den Elementen der Folge (a ( n)nen von den singuldren Werten des betrachteten
kompakten Operators. Diese weisen einige zusatzliche besondere Eigenschaften auf; beispiels-
weise gilt der folgende

4.53 Satz: Es seien 1 und G Hilbertrdume und Ae ¢ (H,G). Dann gilt fiir die Folge
(an)nen der singuldren Werte von A

a1 = inf |=1, (¥, 9)=0=01,....,n}
P EH
Jj=01,..., n

o~ s o~
Beweis: A = > amfy,, Xm sei die Schmidt-Darstellung von A, zu n € N sei auBerdem
m=0

P € H so gewshlt, daB (¢, ;) = 0 gilt fir j = 0,1, ..., n. Dann folgt nach Satz 2.140 und
Ungleichung 2.161

oo 2 [} 2
”Ad]”Z: Zam(wv(pm)Xm = Z am(wv(pm)Xm
m=0 m=n+1
= > alWenlsai, Y (W en)l S ai, v
m=n+1 m=n+1
und damit
apy1 = inf ):O,j:0,1,.“,n}.
¥ €
Jj=0,1,...,n

7Sjehe Definition 3.36 und den Kommentar dazu.
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Umgekehrt gibt es fiir beliebige ¥;, j =0,1,..., nund n € N stets ein

P € span{ o, @1, .., @ni1 } mit (Y, 1) =0 fir j =0,1,..., n, und hierfiir gilt nach
Konstruktion (9, ©,,,) = 0 fiir m > n+1 . Es folgt wieder nach Satz 2.140 und Ungleichung
2.161

N n+1 2 n+1
AR = || o, 0)x | = a2l o)l = a2, [l
Jj=0 J=0

und damit

a2 inf sup {IAY] [ YA Wl =1 ($.9) =0.j=0.1. .0} O

J
Jj=0,1,...,n
Die singularen Werte eines Operators kann man auBerdem durch den Operator selbst aus-
driicken und erhilt damit gewissermaBen die Umkehrung von (4.25).

4.54 Satz: Ist A=Y a, f,, X, die Schmidt-Darstellung des Operators A € € (M, G), dann
n=0
gilt

oo

(@an)nen = <Z(3wn,xn)>

n=0 neN

Beweis: Erginzt man die Orthonormalsysteme (©,),ex und (X,)nen zu Orthonormalbasen
(¢04)y<r und (Xa)r<r von H, dann folgt mit Satz 2.163 (iv) und Corollar 2.164

A= . 0) Aoy =3 > " a,(¥.0,) 0y, 0n) X

y<r y<I n=0
=D a0 (¥, 03) 0y, 00) (X0 X2) X
A<

M i

= Z Zan ’l/) (pj (‘pj (pn) (Xn XI)XI
i=0 j=0 n=0
:ZZ<Za 0}, ©n) Xn: x,> (W) xi=Y. > (Ap;.x;) (. 0)x
i=0 j=0 ™ n=0 i=0 j=0
Daraus ergibt sich unmittelbar die Behauptung. |

Dieser Satz wird sich sogleich als niitzlich erweisen, wenn wir die folgende alternative Cha-
rakterisierung der Schattenklassen herleiten.

4.55 Satz: Es seien H und G Hilbertriume, A € ¢(H,G) und 1 < p < oo. Dann ist A
genau dann in .,(H,G), wenn fiir beliebige abzihlbare Orthonormalsysteme (&,)nen in H

und (Nn)nen die Folge (([\5,,,7]”))”6]N zu £P gehort.
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Beweis: , =" Zu A € .¢, »(H,G) seien ((pn)neN und (Xn)nen abzéhlbare Orthonormalsy-
steme in H beziehungsweise in G, sodaB A= Z anXnfp,. Dann folgt fiir jedes abzdhlbare

Orthonormalsystem (£,),en in H und jedes abzahlbare Orthonormalsystem (1,)hen in G
nach Ungleichung 2.80

R 3] N o =S} p
|| ((Agn- nn))ne]N”Z = Z ‘(Agn- nn)‘p = Z Z am (grnv ‘pn) (va 'r]n)
n=0 n=0 ' m=0
%) 00 p/2 oS} p/2
=S {[ X anlenwnt] [ Sanlmxnt] ) wan
n=0 m=0 m=0
Mit g = p/(p — 1) gilt auBerdem wieder nach Ungleichung 2.80 sowie Satz 2.163 (iii)
0 p/2 r > p/2
[ anlnon] =[5 a0l o (e o) |
m=0 ~m=0
- oo 1/2 p o p/2q
< | S atlEnen? | | Xl ent]
~m=0 m=0
- oo 1/2 0 1/2
< |2kl on | el = |3 i on |
~m=0 m=0
und analog
0o p/2 0 1/2
S anltmoen| [ stimoxnr]|
m=0 m=0

(4.27) wird damit zu

IRl <> { {235'@”’%)'2}1/2 {iaﬁ(m.xmﬂm};

n=

eine dritte Anwendung von Ungleichung 2.80 liefert
N 0o 00 1/2 p o0 o0 1/2
(A ), enll2 S [ atlenwnP] [ Szl
n=0 m=0 n=0 m=0
und mit Ungleichung 2.161 erhalt man

(At ) es s < [ Szl /Q[izoamm?}

S (S S

n=0

3

1/2

3
o

3
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=" st ((AAﬁn,'nn))ne]N € £P fiir alle abzshlbare Orthonormalsysteme (¢,)nen in H
und (Xn)nen in G, dann gilt stets lim (Kén,nn) = 0, und nach Satz 3.34 ist A somit
n—oo

kompakt. Nun sei A= > anXnfy, die Schmidt-Darstellung von A mit abzihlbaren Ortho-

n=0
normalsystemen (@,)nen und (X,)nen in H beziehungsweise in G; nach Satz 4.54 gilt dann
an= (Apn, Xxn) fir alle n € N und damit (a,),en € £P. Also ist A € .7,(H,G). O

Ein wichtiges Resultat, das der Beweis von Satz 4.52 mit erbracht hat, ist das folgende

4.56 Corollar: Sind H und G Hilbertrdume und ist (a,),cn die Folge der singulidren Werte
des Operators A € ¢ (H,G), dann ist (a2),en die Folge der Eigenwerte des Operators A*A.

Eine weitere unmittelbare Konsequenz aus Satz 4.52 betrifft die Menge .7 (H, G) derjeniger
Operatoren aus .Z(H, G), deren Wertebereiche endlichdimensional sind*é.

4.57 Corollar: Fiir alle Hilbertrdume H und G ist #(H,G) dicht in €(H,G).

Beweis: Nach Satz 4.52 ist jeder kompakte Operator Grenzwert einer Folge von Operatoren
mit endlichem Wertebereich. O

Dieser Sachverhalt wird durch die folgende alternative Interpreration der singularen Werte
kompakter Operatoren®® illustriert.

4.58 Lemma: H und G seien Hilbertraume. Dann gilt fiir die singuliren Werte a, eines
jeden Operators Ac C(H,G)

an=inf{|A—B||| Be Z(H.G), dmranB < n} (4.28)
fiir alle n € N.

Beweis: Einerseits ist nach Satz 4.52 und 2.140 sowie Ungleichung 2.161 fiir alle 1 € H und
alle ne N

n—1
(5 S
Jj=0

2 H n—1 2

}qu 4’2{: aJ(@bvqb)>(/
Jj=0

00 2 00
=D a e x| =D @) <3y
J=n Jj=n

mit geeigneten abzihlbaren Orthonormalsystemen (¢,,),en von H und (X,)nen von G. Fiir
n

B=3% a; X, fy, gilt dim ran B = n, und damit folgt
J=0

anZinf{|A-B||| Bec Z(H.G). dmranB<n}.

8Man nennt solche Operatoren auch Operatoren von endlichem Rang.
19Siehe Definition 3.36.
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Andererseits gibt es fiir alle B € Z(,G) mit dim ran B < nein ® = . b, ; mit | 9] = 1
Jj=0

und B9 = 0. Mit Satz 2.140 gilt hierfiir

o 2
IA=BIPZII(A=B)OIP = A8 =Y am(® om) xm
m=0
o n 2 oo n 2
= Z ambi (0, om)Xm| = Zzambjéjmx'ﬂ
m=0 j=0 m=0 j=0
n 2 n n
= ZanJXj :Zaﬂbﬂziaznz‘bj‘z:azn-
=0 j=0 Jj=0
Daraus folgt L R R
a, <inf{|A—BJ| | Be.2(HG), dimranB <n}. O

Lemma 4.58 zeigt, daB die singuldren Werte eines kompakten Operators gleichzeitig dariiber
informieren, wie gut dieser Operator durch Operatoren mit n-dimensionalen Wertebereichen
approximiert werden kann?°.

Mit Hilfe von Corollar 4.57 und Lemma 4.58 konnen wir zwei Aussagen iiber das alge-
braische Verhalten der Schatten-Klassen machen, die wir weiter unten wieder aufgreifen.

4.59 Satz: £, F, G und H seien Hilbertrdume. Dann gilt folgendes.

(i) AB € F,(F. M) fiir alle A € .7,(G,H) und alle B € S,(F,G) mit0 < p,q,r < oo
und1/p+1/qg=1/r;

(i) BAC € .F,(€,H) fiir alle A € .Z,(F,G) mit 0 < p < oo, alle B € £(G,H) und
alle C € Z(€, F).

Beweis: (i) (an)nen, (bn)nen und (Cy)nen seien die Folgen der singuldren Werte von A
beziehungsweise von B beziehungsweise von AB. Zu jedem n € N und jedem € > 0 gibt
es nach Corollar 4.57 Operatoren C,D € Z(H,G) mit dim ranC < nund dimranD < n

20FaBt man (4.28) als Definition der singuldren Werte eines Operators auf, dann kann man diese auch
fiir beliebige beschrankte Operatoren und auch fiir Abbildungen zwischen Banachrdumen angeben. Die a,
nennt man dann Approximationszahlen der betrachteten Abbildung. Fiir Banachrdume sind die Verhdltnisse
jedoch nicht so iibersichtlich. Man sagt, ein Banachraum & besitzt die Approximationseigenschaft, wenn
F(E,F) = €(E,F) gilt fiir jeden Banachraum F. Es gibt Banachrdume ohne die Approximationseigen-
schaft, wie Enflo durch explizite Konstruktion eines (eher exotischen) Gegenbeispiels zeigen konnte [90].
Damit fand er gleichzeitig als erster ein Beispiel fiir einen separablen Banachraum, der keine Schauder-Basis
besitzt; siehe hierzu Anmerkung 77 auf S. 106. Ein etwas gewdhnlicheres Beispiel eines Banachraums ohne
Approximationseigenschaft in Gestalt des Raums .#(£?) wurde von Szankowski gefunden [363]. Wie oben ge-
sehen haben alle Hilbertraume die Approximationseigenschaft; auBerdem gilt das auch fiir alle Banachraume
mit gewdhnlichen oder langen Schauder-Basen. Siehe hierzu Abschnitt 2.2.3.8.
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sowie |A—C|[<a,+¢eund|[B=DJ < b, +e. Damit gilt
+ <dmC+dmD<2n

]
und wegen (A—C)(B—D)=AB—C(B—-D)—AD weiter

S
3
IA
>
|
o
™
|
=2
IA

(an+e)(b,+e).
Daraus folgt
Cop g an bn

fiir alle n € N, und das liefert zusammen mit Ungleichung 2.80

s o = o tp e t/a
ders2d 5, <2y anb; §2<Zag> <Zbg> < .
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
Somit ist (¢y)nen € £7, und daraus folgt die Behauptung.

(i1) (an)nen und (by)nen seien die Folgen der singuldren Werte von A beziehungsweise von
BAC. Zu jedem n € N und jedem € > 0 gibt es nach Corollar 4.57 einen beschrankten
Operator D von F nach G mit dim ranBDC < nund [|[A— D || £ a, + ¢. Damit gilt

by <|BAC—BDC|l=|B(A-D)CI<|BIIA-D|ICI<IBl(a,+e)lCI.

Das liefert R R
by = [|Blla [IC]]

fiir alle n € N und damit

Do bPIBIPICIP Y & < oo

n=0 n=0

Somit ist (by)nen € £°, und daraus folgt die Behauptung. O

Wie bei den £ P-Raumen ergibt sich auch hier fir p = g = 2 ein wichtiger Sonderfall,
denn dann besagt Satz 4.59 (i), daB das Produkt zweier Hilbert-Schmidt-Operatoren stets
ein nuklearer Operator ist. Fiir den Spezialfall £ = F = G = H folgt aus Satz 4.59 (ii), daB
die Schattenklassen .7,(#) jeweils Operatorideale in £ (H) sind.

Es ist offensichtlich, daB die .,(H, G) fiir alle 0 < p < oo Vektorrdume sind. Beschrinkt
man sich auf 1 < p < oo, kann man noch deutlich mehr beweisen — eine weitere Parallele zu
den £ P-Raumen. Zu diesem Zweck bestatigen wir zunachst eine sich unmittelbar aus Defi-
nition 3.36 und Satz 4.52 und dem Vergleich zu den £ P-Rdumen aufdriangende Vermutung.
Gegenstand derselben ist die niachste

4.60 Definition: Zu beliebigen Hilbertraumen H und G und jedem 1 < p < oo sei die
Funktion || ||», : €(H,G) — [0, oc] definiert durch

1Al = <iaﬁ>w, (4.29)

n=0
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wobei (a,),en die Folge der singuldren Werte von A ist.
Eine alternative Formulierung ergibt sich als unmittelbare Folgerung aus Satz 4.55.
4.61 Corollar: Es seien H und G Hilbertrdume und O(H) und O(G) die Mengen aller

Orthonormalsysteme in H beziehungsweise G. Dann gilt fiir alle A € €(1,G) und alle
1<p<oo

N o . 1/p
1Al =su{ | 3 1A w00l |
n=0

(Wadne € O(H), (@r)nen € o(g)}

Damit erhalt man nun den folgenden, wenig tiberraschenden
4.62 Satz: Fiir alle 1 < p < oo ist || ||.», eine Norm auf 7,(H, G).

Beweis: Wir iiberpriifen die Normaxiome fiir || ||,
(i) Fiir alle z € C und alle A € .%,(H, G) gilt

YA o) =12 D (A, @)
n=0 n=0

und nach Corollar 4.61 damit || ZZHy;, = |z||l KH/,,
(ii) Fiir alle A, B € .7,(H.,G) gilt

o0 P 1/p =N . 1/p
{ZI((M B)wn,wn)V’} < (|(Awn,wn)|+\(Bwn,wn)\)"}
n=0

)

|(Z\’l//nv<pn)|p}1/p+ {Z\@wn,(pn)\vr”

n=0

<

IN
1 10

o

=
S Al + 1Bl
und nach Corollar 4.61 damit
A+ Blls = 1Alls + [1Blls,-

(iii) Ist A =0, dann ist auch a, = O fiir alle n € N, und es folgt I ZH% = 0. Ist umgekehrt

H/KH/‘) = 0, dann gilt Z aP =0, und da (a,)n,en eine monoton fallende reelle Nullfolge
n=0

ist, folgt a, = O fiir alle n € N und damit A=0. O

Ein weiterer Hilfssatz liefert einen Vergleich der Schattenklassen-Norm (4.29) mit der ge-
wohnlichen Operatornorm.

4.63 Lemma: Fiir alle 1 < p < 0o und alle A € .,(H,G) ist | A < || Al
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Beweis: Mit geeigneten abzihlbaren Orthonormalsystemen (@,)n,en in H und (Xp)nen in
G erhilt man fiir ¥ € H mit ||[¢|| = 1 nach Ungleichung 2.142

> an (¥, 00) xn

IAY]” =
n=0
S an@ ) xn 7= ab (@, )P <> al[wllP = | A5, [¥II°
n=0 n=0 n=0
und damit die Behauptung. |

SchlieBlich brauchen wir noch ein Resultat iiber den groBten singuldren Wert eines beliebigen
kompakten Operators.

4.64 Corollar: Ist (a,),en die monoton fallend angeordnete Folge der singuldren Werte des
Operators A € €(H,G), dann gilt ag = || Al

Beweis: A = > anfy, Xn sei die Schmidt-Darstellung von A. Dann gilt fiir alle 9 € H mit
n=0
[l|| = 1 nach Satz 2.140 und Ungleichung 2.161 einerseits

> an (W en)x Z\Ia (. 0n) X > £ 23 Y (3, 0n)]? <
n=0 n=0

Andererseits ist nach Satz 3.11 (ii) und Corollar 4.56

2

|Ay| =

Al = |AA| 2 || A*Awo || = [|a2 ol = a2. m

Damit stehen alle erforderlichen Mittel zur Verfiigung, um die oben angekiindigte, ebenfalls
naheliegende Eigenschaft der .,-Rdume zu beweisen.

4.65 Satz: Sind H und G Hilbertrdume, dann ist /,(H,G)
1 £ p < oo ein Banachraum.

o, fiir alle

., eine Cauchyfolge in .#,(H, G); fiir jedes n € N
sei auBerdem (aS"))jE]N die Folge der smgularen Werte von An sowie (bS"))jE]N diejenige
von A — /Kn und (bgm">) diejenige von /Km — /K,,. Da € (H,G) ein Banachraum ist, gibt es
ein A€ €(H,G) mit Iim | A= A,| =0. Wir zeigen nun, daB A zur p-ten Schattenklasse

von H und G gehort. Dazu seien B Ce C(H,G); fir beliebige Yo, Y1, ..., Ypim gilt damit

Bewelis: (

sup{ [ (B+C)yll | v eH, |[9l=1, (%.9;)=0,j=01,....n+m}

)=0,=01,....,n+m}.
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Sind auBerdem (b,,)ne]N (¢n)nen und (dy)nen die Folgen der singuldren Werte der Opera-
toren B, C und B + C. dann folgt nach Satz 4.53 und der Dreiecksungleichung

doymis S inf sup { Byl | weH w|=1, (w.9)=0,=01....n}

+nf s {ICYI [ Y e Yl =1 W) = 0. =n....n+m}

= bpy1 + Cm1-

Damit gilt fiir B=A,undC=A-A, jeweils a,, < alm 4 bg") = a4 H/K— /KnH
und analog a") < am+ HA A, |l fiir alle m € N. Mit der Dreiecksungleichung liefert

das |a, — a | < HA AmH fiir alle m € N, und nach Voraussetzung folgt hieraus
lim a(,,,) = a,, fir alle m € N. Es folgt
n—o0
o) o)
AP — P | (MP _ AP
1A%, = Zoam = lim Zo(am) = lim [|A,]%,.
m= m=

also ist A € Zp(H,G). Wir missen noch zeigen, daB (Kn)
gegen A konvergiert. Nach Voraussetzung gibt es zu jedem € > 0 ein N € N, sodaB
| Am— Al <€ fiir m,n= N. Folglich ist fiir alle n = N

|A-A, ()" = 1im 37 (6™)7 <€,
= m—o00 =
das heiBt, es gilt lim [|[A—A,| , = 0. Somit sind die ./,(H, G) vollstandig. O

Ergénzend betrachten wir ein Resultat fiir den Fall H = G, und zwar eine Ungleichung,
die eine Relation zwischen den Eigenwerten und den singuldren Werten kompakter Operato-
ren liefert. Sie wird sich im tibernichsten Abschnitt, wo es generell um diesen Fall geht, als
niitzlich erweisen.

4.66 Satz:?! (a,),cn sei die Folge der singuliren Werte und (\,),en die nach aufstei-
genden Betragen und algebraischer Vielfachheit geordnete Folge der nicht verschwindenden
Eigenwerte von A € € (H). Dann gilt fiir alle 1 < p < co

oo o0
p p
> P arn
n=0 n=0
21 Dieses Resultat ist ein Spezialfall eines allgemeineren, von Weyl gefundenen Satzes, wonach

SO S Fan)
n=0 n=0

gilt, wenn f eine Funktion ist mit f(0) = 0 und f(x) = 0 fiir alle x € R, fiir die f(e?) auf ganz R konvex
ist [387]. Der hier vorgefiihrte Beweis stammt von Simon [299].
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Beweis: Zu jedem X, wird nach Lemma 4.10 durch

P, gS(A ¢)d¢

27r/

ein spektraler Projektor von A definiert. Dann [38t sich zu A [ ran P eine Jordansche Nor-
malform angeben, das heiBt, es gibt eine Familie (¢,,),en linear unabhingiger Vektoren in

H sowie eine Folge (bp)pexn- € N{0,1} mit Ay, = ApWn + by Pn 1. Aus (Yn)ncn er-
halt man mit Hilfe des Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens?? ein Orthonormalsystem

n
(¢n)nen; dann gilt @, = >~ a,; ¥, mit geeigneten a,; fiir alle n € N, und es folgt
j=0

n n—1
wn:ZQnJA’% Zanj ij+b'lpj 1)_>\ (pn+zcnjwj
= J=0 Jj=0
mit C,; = a,; A\; + bjy1 sowie R
(A®n @n) =X (4.30)

fiir alle n e N. Nun seien (Xm)men und (§m)men zwei weitere Orthonormalsysteme in H
und A = Z am&mfy, die zugehdrige Schmidt-Darstellung von A. Dann erhilt man mit
(4.30)

Z X @m) (0. €n) an,

daraus weiter fir 1 S p,g<ocomit1/p+1/g=1

und mit Ungleichung 2.80

o oo 1q oo oo p
Z\A (1D HHCASIEASINE D 9p S CASICHTSI[EHE I

n=0 m=0 n=0 n=0 m=0
Wiederum Ungleichung 2.80 sowie Ungleichung 2.161 liefern zum einen

1/2

) 00 1/2 r oo
> 16 0n) (0 €01 £ [ X000 | | S lt0m €] <l =1
n=0 n=0 n=0

und zum andern analog

22Sjehe Abschnitt 2.3.3.
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> 1 @m) (©m. €0)] < IIx¢all 16nll = 1.

m=0
womit

) 55} 1/q =S} 1/p
S (X mr) (Skar)
n=0 m=0

n=0
und daher auch

o 1/p o 1/p
(Xmr) = (X lan)
n=0 m=0
folgt. Das liefert unmittelbar die Behauptung. |

Aus Satz 4.66 folgt fiir alle A € .%,(H) und alle 1 < p < oo

0o

> lP < oo

n=0

damit gilt fiir die Folge der nichtverschwindenden Eigenwerte eines jeden Schatten-Klassen-
Operators stets (A,),en € £° fiiralle 1 £ p < .

Im Rest des vorliegenden Abschnitts sammeln wir spezielle Eigenschaften der beiden Klas-
sen .71 (H,G) C #(H,G). Nach Satz 4.65 handelt es sich dabei um Banachriume® mit
den Normen

[Alls = an
n=0
beziehungsweise
N 0 1/2
1Al = (X a2)
n=0

-~ o0 -~
fir A= > anXnfyp,; letztere nennt man auch Hilbert-Schmidt-Norm von A. Die Elemen-
n=0
te dieser beiden Raume lassen sich jeweils universell charakterisieren. Fiir Hilbert-Schmidt-
Operatoren leistet das der folgende

4.67 Satz: Fiir jeden beschrinkten Operator/a von einem Hilbertraum H auf einen Hilbert-
raum G sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gibt eine Orthonormalbasis (¢)y<r von H mit . || AA(py 1> < o0.
y<r

(ii) Fiir jede Orthonormalbasis (1, )y <1 von H ist 3 || Aty |2 < oco.
n<r

(iii) A € .Z5(H).

2Fiir den Fall p = 2 prazisieren wir das im nichsten Abschnitt.
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Beweis: (i) = (ii): (Xa)»<n sei eine Orthonormalbasis in G. Dann folgt mit (i) nach Satz
2.163 (i)

STHAYGIE =YY 1A 0P =3 S 106 AP = [ Apy |? < co.

A<A Fy<IA<A y<ITA<A y<r

Daher gilt analog auch fiir jede andere und damit iiberhaupt fiir jede Orthonormalbasis
("pn)n<r von ‘H
STIAYR =D AP < oo (4.31)

n<r A<A
(it)y = (iii): (1/177),,<|— sei eine beliebige Orthonormalbasis von 7{, auBerdem J eine endliche
Teilmenge von I und B := Z ij fy,- Dann gilt B € .Z(H,G) sowie fiir alle ) € H nach

Ungleichung 2.80 und Satz 2.163 (iii)

H(ﬁ—é)wn:H(ZM%—ZM@MH S, 9) Ady
< JeJ <
yé¢J
R 1/2 1/2 R 1/2
< ( ZHA%H2> (D(w,wnﬁ) - ( S A9, uz) "
y<r y<r <
vé¢J yé¢J ¢

Durch sukzessives Erweitern des Orthonormalsystems (1;); ¢ ; mit Elementen der Orthonor-
malbasis (1), < erhalten wir eine Folge (B,),en in .7 (H, G); bei geeigneter Numerierung
der 1., was nach Satz 2.162 stets erlaubt ist, gilt hierfiir nach Lemma 2.72

R R . 1/2
i 1A= 8wl = jim (X 14w ) Il =o

n<y<r

und daraus folgt Ac ?(”H G). Damit |st A nach Corollar 4.57 kompakt und besitzt nach

Satz 4.52 eine Schmidt-Darstelllung A= Z anXn fp, mit abzdhlbaren Orthonormalsystemen
n=0

(0n)nen inH und (Xn)nen in G. Nach Corollar 2.167 gibt es eine Orthonormalbasis (£)y <r

in H, die (©n)nen enthilt; fiir diese gilt nach Satz 2.140 und 2.163 (iii)

2
SIAGIP=)" Za (&4, 00) X
y< <
:ZZaimwn)P Za lall? = Za. (4.32)
y<I n=0

Nach (4.31) ist somit (a,)sex € £2, und es folgt A € (1, G).
(iii) = (i): Es sei A € .%(#, G), dann besitzt A eine Schmidt-Darstellung, und (4.32) von
rechts nach links gelesen liefert die Behauptung. |
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Fiir nukleare Operatoren lassen sich dhnliche Betrachtungen anstellen, wie das nachste,
zu Satz 4.67 analoge Resultat zeigt.

4.68 Satz: Es seien H und G Hilbertrdume und A ein beschrankter Operator von H. Dann
sind folgende Aussagen aquivalent.

(i) Es gibt eine Folge (%,)nen in H und eine Folge (¢p)nen in G mit A= > oy,
n=0
und ZO lball lpall < oc.
(i) Ac % (H.G).

Beweis: (i) == (ii): Betrachte die Folge (B)nen in F(H,G) mit B, = Z(pj fy,- Hiermit
=
gilt fir jedes j € N und alle 9 € H mit ||9|| = 1 nach Ungleichung 2.142

HA=B)wll=| S @) e | < D el < vl > Iwllliel.
Jj=n+1 Jj=n+1 Jj=n+1
Daraus folgt
lim [|A= B, || = lim Z 1l lleosll = 0,
J n+1

das helBt esist Ac F F(H,G), und Aist kompakt. Somit gibt es eine Schmidt-Darstellung
A= Z an Xn fe, mit abzihlbaren Orthonormalsystemen (€,)nen in H und (Xn)nen in G;
hlerfur gllt fiir jedes n € N

ap = Z am (5mn)2 = Z am(meXn) (gmxgn) = (A\Em Xﬂ)v

also mit (i) nach den Ungleichungen 2.80 und 2.161

Zaj = Z (A\EJ" XJ) = ZZ (XJ' (pn) (EJ' wn) é Z X (pn Ejr’l/}n)
J=0 Jj=0 j=0 n=0 i=0 | n=0

si(iuxj,wn)?)m(jﬁoj(gwn)?) giuwnuuwnn. (433)

n=0 Jj=0
Damit ist (a,)nen € £ und A € % (H, G).
(i) = (i): Nach Definition 3.30 gibt es abzahlbare Orthonormalsysteme (En)nen in 1 und
(Xn)nen in G sowie eine monoton fallende Nullfolge (a,),ex € £1, sodaB A= Z anXnfe,

Dann erfiillen (Y,)nen = (@nén)nen und (©n)nex = (a5 Xn)nen die geforderten Bedin-
gungen. |
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Die in Satz 4.68 (i) definerte Schreibweise heiBt nukleare Darstellung des Operators A. Eine
unmittelbare Folgerung aus diesem Satz ist das nachstehende, fiir den ndchsten Abschnitt
niitzliche

4.69 Corollar: Fiir alle Hilbertrdume H und G ist F(H,G) dicht in #1(H, G).

Fiir Spurklasse-Operatoren, also Elemente der Raume . (#H), lassen sich noch weitere
wichtige Eigenschaften herleiten, da man hier jeweils auch mit nur einem Orthonormalsystem
arbeiten kann. Man erhélt dadurch beispielsweise den folgenden

4.70 Satz: Es seien H ein Hilbertraum und A € .%,(H). Dann gilt fiir jede nukleare Dar-
stellung A= >~ Xn fy, und jede Orthonormalbasis (@~)y<r in H
n=0

Z(anwn) = Z (A\W’Y’SD’Y)'

y<r

Beweis: Nach Voraussetzung gilt
DAy 00) = DD (@00, n) (X 00) = D D (X 0y) (03, %0),
<l v <l n=0 n=0y<l

und damit liefert Corollar 2.164 die Behauptung. |

Fiir Hilbertraume iiber C 3Bt sich die Aussage des vorigen Satzes noch verstarken; hier er-
weist sich diese als Charakteristikum aller Spurklasse-Operatoren?.

4.71 Satz: H sei ein komplexer Hilbertraum. Dann sind fiir alle A € Z(H) folgende Aus-
sagen dquivalent.

(i) A ist ein Operator der Spurklasse.

(ii) Fiir jede Orthonormalbasis (@+)y < in H. ist (A@y, ©y))y<r summierbar.

Beweis: (i) = (ii): Es seien A = 3 x, fy, eine nukleare Darstellung und (@) <r eine
n=0

Orthonormalbasis von H. Fiir jede endliche Teilmenge J von I gilt nach Ungleichung 2.80

S A0 = 3| 3 (09 (6 0)

JjeJ jeJ ' n=0
o 00
<SS 1600 0) (039 1 £ S Il 19l < 0.
n=0j€elJ n=0

24Fiir reelle Hilbertraume gilt der nachfolgende Satz nicht. Ein Gegenbeispiel finfet man unter anderem in
[254].
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Folglich ist ((Z(pw, ©r))y <1 summierbar.

(i) = (i): Wegen |(Apy, 9y)| = (07, A" ;)] = [(A@y,03)| = |(A" 9y, 0,)| haben mit
A auch A* sowie B = Z(A+ A*) und C = 5 (A — A*) die Eigenschaft (ii). Fiir jedes
abzihlbare Orthonormalsystem (£,),en in H sind daher die Folgen ((égn,gn))new und
((C&n €0))nen summierbar, und damit gilt lim (B&,, &,) = lim (C &, £,) = 0. Nach Satz

n—oo n—oo

3.34 sind B und C damit kompakt. Sie sind auBerdem selbstadjungiert, nach Satz 4.50 gibt
es folglich in H abzihlbare Orthonormalsysteme (7),),en und (¥,),en aus Eigenvektoren
zu Eigenwerten A, beziehungsweise ., von B beziehungsweise 6 sodal3

é:iknnnfm und 6:i>\nﬁnf§”

n=0 n=0

Nach (ii) gilt hierfiir

STl =" A Mol =D (B na,ma)| < 00
n=0 n=0 n=0
und analog
Z ‘/»‘Lnl < 00,
n=0
Damit ist B, C € Z1(H) und wegen A=B-iC folglich auch Ac S1(H). O

4.4.1.3 Die Spur

Bis jetzt sieht es so aus, als sei der Name der Spurklasse-Operatoren ein wenig unmotiviert
gewahlt; Satz 4.71 ermdglicht jedoch eine Erklarung, wie sie zu ihrem Namen gelangen. Das
erfolgt wenig liberraschend mit Hilfe der nachfolgenden

4.72 Definition: # sei ein Hilbertraum und (¢5) < eine Orthonormalbasis in . Fiir jeden
Operator A € .71 (H) ist die Spur von A definiert durch

trA = Z (/KCPW‘P'Y)-

y<r

Das ist die direkte Verallgemeinerung des gleichnamigen Begriffs aus der linearen Algebra, wo
sich dahinter die Summe der Diagonalelemente einer quadratischen Matrix versteckt. Dabei
ist die Einschrinkung auf .%1(H) kein Zufall, denn Satz 4.71 zeigt, daB die Spurklasse-
Operatoren genau diejenigen Operatoren sind, fiir welche die Spur einen endlichen Wert hat.
Wirklich sinnvoll ist obige Definition allerdings nur, wenn dieser Wert unabhangig von der
verwendeten Orthonormalbasis ist.

4.73 Satz: Ist M ein Hilbertraum und A € S1(H), dann hat tr A fiir jede Orthonormalbasis
von H denselben Wert.
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Beweis: (¢y)y<r und (9)y<r seien zwei Orthornormalbasen von #, dann gibt es nach
Lemma 3.41 einen unitiren Operator U = Z ©x fy, auf H mit @, = U'LIJAY fiir alle y < T.

Nach Corollar 2.164 gilt damit
Z (/Z\\(F’Wr ‘Pw) = Z (A\U'l/}fy U"p’y)

y<r y<r

=533 (W ) (W, ) (A, 01)

y<FA<In<l

=305 W) (Aon o) = Y (Apa %) O

A<ln<l a<r

Ist A= > anXn fe, die Schmidt-Darstellung des Spurklasse-Operators K dann gilt
n=0

trA= Z(ﬁ‘p'yv‘pw) = Z Zan(Xnv(p'y) (0y.€n),
y<r y<I n=0

also nach Corollar 2.164

tl'A\: ian(Xn-gn)- (4'34)

n=0
Diese Formel ist zur praktischen Berechnung der Spur oft besser geeignet als obige Definiti-
on, nicht nur weil sie auch bei Hilbertraumen mit tiberabzahlbaren Orthonormalbasen stets
eine gewdhnliche abzihlbare unendliche Reihe darstellt. Das ist gleichermaBen auch bei einer
weiteren Schreibweise fiir die Spur der Fall. Man erhilt sie aus Satz 4.68; danach gilt fiir

jeden Operator Ac 71(H) mit nuklearer Darstellung A= >~ Xn fy, die Relation
n=0

trA= i (X Un).- (4.35)
n=0
Von beiden Formeln werden wir demnachst Gebrauch machen.
Der folgende Satz stellt einige wesentliche Eigenschaften der Spur zusammen.

4.74 Satz: H sei ein Hilbertraum. Dann gilt fiir alle A B¢ S1(H)

(i) tr A" =tr A,

(i) tr(A+B) =trA+trB,

(i) tr (A A A)=AtrA fiiralle A >0,

(iv) tr (A ) ( ) fiir alle T € ZL(H);

(v) tr( UKU’l) =trA fiir jeden unitdren Operator U auf 1.
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Beweis: (i), (ii) und (iii) folgen unmittelbar aus Definition 4.72.
(iv) Mit A= a,x, e, ist
n=0

sowie -
TA= Z an ?xn fe,.
n=0

Nach Satz 4.59 (ii) gilt AT, TA €. (H), und mit (4.34) erhilt man daher

)

tr (A\?) = Zan(Xnv 7A—*gn) = Zan(?Xnvgn) =tr (?A\)

n=0 n=0

(v) Da ein unitdrer Operator U auf H nach Lemma 3.41 aus jeder Orthonormalbasis (¢y)y<r
wieder eine Orthonormalbasis (U ¢, )y <r macht, folgt die Behauptung aus Satz 4.73. |

Offensichtlich besitzt jeder Spurklasse-Operator eine endliche Spur. Man kann jedoch
noch mehr zeigen, wofiir zundchst etwas Vorbereitung erforderlich ist.

4.75 Lemma: Ist H ein Hilbertraum, dann gibt es zu jedem positiv definiten Operator
A € ZL(H) und jedem n € N genau einen positiv definiten Operator B € £(H) mit
B" = A. Dieser ist mit A vertauschbar.

Beweis: Ist der Operator A auf H beschrénktAund positiv definit, dann ist er nach Satz 3.2
selbstadjungiert, und nach Satz 4.44 gilt 0(A) C [0, 00). Fiir alle n € N ist folglich die

Funktion f(z) = z/" auf o(A) definiert; nach Satz 4.7 und 4.9 definiert das einen linearen
positiv definiten Operator B € £ (H) mit B" = A. Ist C ein weiterer positiv definiter Ope-
rator mit C” = A, dann folgt mit g(t) = t" und h(t) = [txa(;)(t)]l/" nach Satz 4.7 (iii)

C = (gh)(C) = f(A) = AV,
Die Vertauschbarkeit folgt aus Corollar 4.8. O

Man kann also aus beschrankten positiv definiten Operatoren die n-ten Wurzeln ziehen und
~ o~ n ~

schreibt entsprechend symbolisch dafir B = AY" = V A. Damit kénnen wir als weiteres

Hilfsmittel in sinnvoller Weise Betragsoperatoren einfiihren.

4.76 Definition: Sind G und H Hilbertriume und ist A : H — G ein linearer Operator,

dann bezeichne | A| : H — H denjenigen Operator, fiir den | A|? = A*A gilt.

Lemma 4.75 garantiert, daB der Operator \/3\ jeweils eindeutig bestimmt ist; auBerdem sieht

man unmittelbar, daB | A| und damit auch | A|" fiir alle r > 0 positiv definit und somit
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selbstadjungiert ist®. Ist A kompakt, dann sind nach Corollar 4.56 die singularen Werte von
A\gleichzeitig die nichtverschwindenden Eigenwerte von |K| — Die Bedeutung der Betrags-
operatoren liegt unter anderem darin, daB man jeden kompakten Operator zwischen zwei
Hilbertraumen in einen isometrischen Anteil und einen Betragsanteil zerlegen kann, wie das
nachste Resultat zeigt.

4.77 Polarzerlegung:*® Sind H und G Hilbertrdume, dann gibt es zu jedem Ac C(H,G)
ein U € ZL(H,G) mit A = 0| /3| sodaB U | ker U* unitar ist.

Beweis: Der Operator U : ran | 2| — ran A sei definiert durch U (] Z|'¢l) = A1 fiir alle
P € H. Wegen

IAY] = (Ap, Ap) = (Y, AAYp) = (¥, | AP 9) = (| A =||1Al%].

ist Uo auf ran|A| isometrisch. Uy 1Bt sich zu einer Isometrie Uy : ran|A| — ran A
erweitern, und folglich erhalt man mit

qu: Uptp fiir 1,06ran|:3|
0 fir ¢ € kerA

den gewiinschten unitdren Operator. |

Wegen ker A = ker\m ist U fiir jedes Ae ¢ (H,G) eindeutig festgelegt. Lemma 4.75 fiir
n = 2 sowie Satz 4.77 werden wir in Abschnitt 4.4.2.5 verallgemeinern. — Fiir Operatoren der
Spurklasse lassen sich |A| und |A|2 mit Hilfe der Schmidt-Darstellung in einfacher Weise
berechnen. Dazu fiihren wir analog zu den Funktionalen f, mit f,(¢) = (1, ¢) Funktionale
f,, ein, die durch f,(v) = (¢, %) definiert sind.

4.78 Lemma: Ist H ein Hilbertraum und A € .%,(H) mit Schmldt Darste//ung

A= Z a0 Xn fp,, dann gilt |A| = Z anXn Ty, und |A|> = Z a2 Xn f,-
n=0

Beweis: Fiir alle 1 € H gilt

)

|ARY =AAY =3 a, (6 A¥) X0

]2

Il
o

n

= Zan(/a*fnrw)Xn = Zzanaj (gjvgn) (vaw)Xn
n=0

n=0 j=0

?Die Betragsschreibweise ist hier iiblich, aber natiirlich irrefithrend, nicht nur, weil es sich um einen
operatorwertigen ,Betrag" handelt, sondern auch, weil die Dreiecksungleichung hierfiir im allgemeinen nicht
gilt.

26Hierbei handelt es sich in gewisser Weise um eine Verallgemeinerung der Polardarstellung z = r e'® fiir
komplexe Zahlen. Beachte aber die vorige Anmerkung.
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o0 o0 o0
ZZa, aj0jn (X, % Za (Xn %) X,
n=0 j=0 n=0

und daraus folgt | A|2 = Z a2x f,. AuBerdem gilt fiir alle 1 € H
n=0

(Zanxn ) Y= ZZH a; (X7, %) (X7, Xn) Xn

n=0 j=0
oo oo o0 N
= anaj(xjvw)éann:Zai(me)Xn:‘A|21/}
n=0 j=0
und nach Lemma 4.75 folgt daraus \Z\| =3 anXnfe O
n=0

Mit dem Begriff des Operatorbetrags erhalten wir unter anderem einen Zusammenhang zwi-
schen der Spur und der Spurklasse- sowie der Hilbert-Schmidt-Norm.

4.79 Satz: H sei ein Hilbertraum. Dann gilt
() | Alls, = |trA| fiiralle A€ .7 (H);
s =tr|A| firalle Ac 7 (H);

(iii) || A%, = tr| A fiir alle A € S5(H).

Beweis: 27 (¢.) <r sei eine Orthonormalbasis von H, auBerdem seien (X)nen und (€,)ne
abzahlbare Orthonormalsysteme in H und (a,)n,en die zugehdrige singuldre Folge des Ope-
rators A.

(i) Ist A € .#, (1), dann folgt nach Corollar 2.164

|tr;4\‘: Z(A\(pwv(pw) Zzan(%vén)(xqu)
y<r y<T n=0
= Z Xmgn ZlanHXmEn gz n‘_
n=0 n=0

(ii) Far A € .7 (1) gilt nach Lemma 4.78 und Corollar 2.164

tr| Al =" (1Al0y.0y) =D (0r.| Al py)

< y<

*"Die Resultate (i) und (iii) werden gelegentlich gleich als Definitionen der Spurklasse- beziehungsweise
der Hilbert-Schmidt-Operatoren sowie deren jeweiliger Normen herangezogen. In dieser Sprechweise sind
die Spurklasse-Operatoren genau diejenigen mit tr\ﬁ\ < oo und die Hilbert-Schmidt-Operatoren genau
diejenigen mit tr| A|2 < co. Siehe hierzu beispielsweise [296].
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=33 a0 (0. X0) (X0 04) = D a0 (X Xn) = Y an = | Al
y<I n=0 n=0 n=0
(iii) Far A € .75(H) gilt analog
w AR =S (AP gy 0p) =3 a2 = A2, 0
y<r n=0

Aus Satz 4.79 folgt natiirlich | A| € .71 (H) fiir alle A € ., () und | A| € .#(H) fiir alle
A € % (H); auBerdem folgt aus den Aussagen (i) und (ii) die Relation

[trA| < tr| Al

fir alle A € 71(H). — Damit kénnen wir nun den in der Bemerkung im AnschluB an Satz
4.58 bereits angedeuteten engen Zusammenhang zwischen Spurklasse- und Hilbert-Schmidt-
Operatoren weiter ausbauen.

4.80 Satz: Es seien H ein Vektorraum und A € & (H). Dann sind folgende Aussagen
aquivalent.

(i) Ae S1(H);

(ii) | A2 € 5(H);
(iii) Es gibt By, By € %5(H) mit A = By Bo;
(iv) Es gibt Cy, Cs € (1) mit |A| = C; Co.

Beweis: (i) = (ii): (@)y<r sei eine beliebige Orthonormalbasis von #. Dann folgt aus
Ae S (H)

tr| A2 =S (A2 0oy 00) = 3 (1Al @y, 0y) = tr| Al

<l <

und nach Satz 4.79 (ii) ist daher | A|/2 € ,72(7-[)
(i) = (iii): Nach (ii) ist | A| und damit auch A aus .% (%), folglich ist A kompakt. Nach
Satz 4.77 gibt es daher eine Polarzerlegung A=U \ A\ mit dieser erhdlt man

A=U|AI2| AV

Hierbei gilt U | A \1/2 € VQ(H) nach Satz 4.59 (i) und |A |12 e 72(7-[) nach (ii).
(iii) = (iv): Sei A= BB, mit By, Bo €.% (H). Aus A= U\A| folgt nach Satz 4.77

|A| = U'A=UB, B

hierbei ist U* B, € S>(H) nach Satz 4.59 (ii) und B, e (M) nach Voraussetzung.
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(iv) = (i): Es seien \/Z\ = 61 62 mit 61, 62 € 7 (H) und (©y)y<r eine Orthonormalbasis
in #, dann ist nach Ungleichung 2.80

tr| Al =Y (Al0r.00) = (C1Copy 09) = > (Co0y, Ciopy)

y<I y<I y<I
= = =N 1/2 =N 1/2
< S 1ol I Cion]l < (Z ucmﬁ) <Z Ic; W)
y<r y<r y<r

1/2

_ <Z(6; Coor, %))1/2 ( > (GG W)

< y<r

6}‘ C, ist selbstadjungiert, daher folgt nach Satz 4.79 (i) weiter

E (2(6;@%,%>)1/2 (X o)

< <l

1/2

1/2

< <Z(\5z\2wwpw)>l/2 <Z(\51\2wwp~)>

y<r y<T
= (tr|G)Y2 (1] Cof? )2 = [|Callon 1 Call s
Folglich ist A € .7 (H). ]

Schreibt man die Aussage von Satz 4.79 (ii) in der Form || AA||2/2 =tr (AA*/Z) dann dringt
sich hierdurch die Einfiihrung eines Skalarprodukts fiir Hilbert-Schmidt-Operatoren auf; das
bestatigt der folgende

4.81 Satz: Sind G und ‘H Hilbertrdume, dann wird durch (Z é) = tr(é*ﬁ) fiir
A B¢ S>(H,G) ein Skalarprodukt auf />(H, G) definiert. Dabei gilt H6||2/2 = <6 6) fiir
C e S (H.G).

Beweis: (p~)y<r sei eine beliebige Orthonormalbasis in . Dann gilt
(i) fiir alle A, B, C € .%5(H,G) und alle o, B € C

(aA+BB,C)=tr[C(ah+BB)] =Y (C(ah+BB)p, o)

y<r
=a Z (6*;‘@7: 90'1) +6 Z (6*§(p'yv (p'y)
y<r y<r

—atr(C'A) +B8tr(C'B)=a(AC)+B(B,C);
(ii) fiir alle A, B € .#(H,G)
(AB)=t(B'A) =3 (B'Apy. 0,

y<r
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=Y (py . A'Bp)) = > (AByy ) =tr (A'B) = (B, A);

<l y<r
(iii) fiir alle C € .%5(H,G) mit C £0
(C.C)=tr(C'C)=tr|CP=|C|% >0 O
Das Skalarprodukt ( , ) macht aus jedem Raum .%>(#H, G) nicht einfach nur einen unitaren

Raum.

4.82 Satz: Fiir alle Hilbertrdume H und G ist .#>(H,G) mit dem Skalarprodukt { , )
ebenfalls ein Hilbertraum.

Beweis: Nach Satz 4.81 ist .75(H,G) ein unitarer Raum. Nun sei (A\n)nEN eine Cauchy-
Folge in 72(H, G) und damit in .Z(H, G). Nach Satz 2.30 gibt es daher ein A € Z(H,G)

mit A= lim A,. Nun sei (¢4)y<r eine beliebige Orthonormalbasis von H. Da zu jedem
n—o0

€ > 0ein N € N existiert, sodaB || Zm — 2,, lo, < € gilt fiir alle m, n > N, folgt fiir alle
g € N nach Satz 4.79 (ii)

q q
D IA=An) g |? = lim ZH m) @i 7= lim > 1Ay~ A 0. 0)
j=0 j=0

<nhj;ozr |An = Anl? @y, 07) = lim tr| Ay — Ap P
¥<

= lim A, = Anl2, < sup A=A, <€
=N

fiir alle m = N. Damit gilt auch

STI(A-An) oy |2 S e?

<l

fiir alle m = N, und nach Satz 4.67 folgt A-A,c S (H,G). Damit ist auch Ac S(H,G),
also ist #(H, G) vollstandig. O

Mit Hilfe von Satz 4.82 148t sich nun ein bemerkenswertes Dualitatsresultat fiir die Riume
G (H,G) und ZL(H, G) fir beliebige Hilbertrdume G und H beweisen. Das folgende Resultat
ist dabei behilflich.

4.83 Lemma: Fiir A= a,x,fe, € (1, G) gilt

n=0

| Al = inf { > " llnll lall ‘ an f,, ist eine nukleare Darstellung}
n=0
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Beweis: Nach (4.33) gilt || A\H'yl < Z [[©nll 19a]| fiir jede nukleare Darstellung von A. Da die

Folgen (¢n)nex = (@0 Xn )Jnen und (1l/n)ng1N = (&,)nen ebenfalls eine nukleare Darstellung
von A liefern und hierfiir | A | = Z [l@all ||| gilt, folgt daraus die Behauptung. O
n=0

Damit ermitteln wir nun zunéchst den Dualraum von € (#, G).

4.84 Satz: Sind G und H Hilbertrdume, dann ist die Abbildung T : .71(G, H) — € (H.G)’
mit (TC)A =tr(CA) fir alle A € €(H,G) und alle C € #1(G,H) ein isometrischer

Isomorphismus.

Beweis: Der Beweis erfolgt in drei Schritten.
1. Nach Satz 4.74 (ii) und (iii) ist T I|near Fiir C € #(G. 1) und A € Z(H,G) gilt nach
Satz 4.59 (ii) CAec A(H). Ist C = Z ©n fy, eine beliebige nukleare Darstellung fiir C,

dann ist folglich C A = > ¥n T4y, eine solche fiir CA. Mit (4.35) sowie Ungleichung 2.142

gilt daher

(TC)Al =t (C AY,) +%n)

<SS A W) =S 1A %l S AT el ll9all-
n=0 n=0 n=0

fiir jede nukleare Darstellung von 6; nach Lemma 4.83 folgt
[(TC)AI=ICl AL

und daher ist R R
[TCH=C-
Folglich ist TC € € (., G) fiir alle C € .#1(G, H).
2. Nun sei g € €(H,G); dannist g | S2(H,G) € S(H,G)". Nach Satz 4.82 und Satz
2.146 gibt es genau ein B € .%(H, G) mit g(A) = tr(B A) fiir alle A € %(H,G). Nach

Lemma 337 ist C := B* € .%(G, H); hierfiir sei C = Z ajx; fy, eine Schmidt-Darstellung
mit den Orthonormalbasen (¢y)y<r von G und (XA)A</\ von H, und fiir alle n € N sei
auBerdem A, Zcpj x,- Nach Konstruktion ist A, € F(H,G), und fir ¥ € H mit
l|| =1 gilt nach Satz 2.140 und Satz 2.163 (iii)

> (W.x) e
Jj=0

n

2
=S wx) e 2

Jj=0

1A 2 =
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=D 1@ )P = Y 1@ 0P = 1917
Jj=0

A<A

woraus ||A,|| = 1 und damit ||g|| = |g(A,)] folgt. Da mit (4.35) und Satz 4.68 fiir alle
n € N auch

tr Zzam(%:‘ﬂm) Xm Fx,

m=0 j=0

o0 n
tr ZZaméjmxm fx,

m=0 j=0

1g(An)| = |tr(CA,)| =

E]

aj
Jj=0

n
tr Zaj X fx;
J=0

folgt, erhalt man insgesamt
o0
lgll 2 > a;=1ICll
J=0
und damit C € #1(G,H). Nach Corollar 4.57 folgt g = ‘J’a also ist T surjektiv.

3. Wegen ||g]| = [ TC || £ [|Clls £ llgl gitt [ TC|| =ICl s fiir C € .#1(G. H). Somit ist
T eine Isometrie und daher auch injektiv. |

Satz 4.84 besagt mit anderen Worten, daB fiir beliebige Hilbertraume H und G der Dualraum
€(H,G)" mit dem Raum .71 (G, H) elementweise identifiziert werden kann?.

Wir betrachten nun einen weiteren Dualraum und erhalten dabei ein sich unmittelbar an
den vorigen Satz anschlieBendes Resultat.

4.85 Satz: Sind G und H Hilbertrdume, dann ist die Abbildung T : L (H,G) — (G, H)'
mit (TA)C = tr(CA) fiir alle A € Z(H,G) und alle C € #1(G,H) ein isometrischer
Isomorphismus.

Beweis: Auch hier erfolgt der Beweis in drei Schritten.

1. Zunichst zeigt man analog zu Teil 1 des Beweises von Satz 4.84, daB TA € .%,(G, 1)’
gilt fiir alle A € .Z(H, G).

2. Nun sei g € .#1(G,H)". Nach Satz 4.68 gilt x fe € S(G, H) fiir x € H und € € G.
Damit definieren wir eine Abbildung G : H x G — K mit G(x, &) = g(x f¢); diese ist nach
Konstruktion linear in der ersten und antilinear in der zweiten Variablen und auBerdem gilt
nach (4.35)

1G(x. &) =190 )l = llgll lIx Fell.o = llglHIxI 1]l
Damit ist G beschrankt, also ist fiir jedes £ € G die Abbildung v¢ : H — K mit
Ye(x) = G(x, &) ein Element von ', und folglich gibt es nach Satz 2.146 genau ein n € H
mit ¥e(x) = (x,m) fiir alle x € #H. Der hierdurch definierte Operator B : § — H mit

28Das liefert gemeinsam mit mit Satz 4.66 und Satz 2.30 einen alternativen Beweis fiir den Fall p = 1 in
Satz 4.65.
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B¢ = 7 ist nach Konstruktion ein Element von Z(G,H). Fur A=B ¢ ZL(H,9) gilt

dann | A] < |lg|| sowie g(x fe) = (/KX £) fiir alle x € H und alle £ € G. AuBerdem gibt

es nach Satz 4.68 und Corollar 4.69 zu jedem De F(G,H) Folgen (Ym)men in G und
n n

(@m)men in H sowie ein n € N, sodaB D :J;wj fy,. Daraus folgt 62212% f;% und

mit Satz 4.68 weiter

Wiederum nach Corollar 4.69 folgt hieraus g = ‘J'/a, also ist T surjektiv.

3. Wegen ||gl = || TA|l» < |A] < |lgll gilt | TA|ls, = || All. Somit ist T eine Isometrie
und damit auch injektiv. |

Nach Satz 4.85 kann fiir beliebige Hilbertraume #H und G der Dualraum .1(G, H)' mit dem
Raum Z(H, G) elementweise identifiziert werden. Satz 4.84 und Satz 4.85 liefern gemeinsam
das folgende

4.86 Corollar: Fiir beliebige Hilbertrdume H und G sind £ (H,G) und €(H,G)" isome-
trisch isomorph.

Wie blich bei unendlichdimensionalen Raumen, die keine Hilbertraume sind, schlieBt sich
der Kreislauf somit nicht; durch zweimalige Dualbildung gelangt man von den kompakten
Operatoren zu allen beschrankten Operatoren zwischen zwei Hilbertraumen.

Nachdem im vorliegenden Abschnitt zwar Folgerungen aus der Spektralzerlegung kom-
pakter Operatoren diskutiert wurden, dabei aber von Spektren und Eigenwerten fast gar nicht
die Rede war, riicken diese in den weiteren Abschnitten nun wieder mehr ins Zentrum der
Betrachtungen.

4.4.1.4 Unendliche Determinanten

Mit der Determinante verallgemeinern wir nach der Spur gleich einen weiteren wohlbekannten
Begriff der linearen Algebra auf die unendlichdimensionale Funktionalanalysis. Fiir Matrizen
¥ = (x;;) € €™ ist die Determinante bekanntlich diejenige eindeutig bestimmte Abbildung,
die linear in jeder Spalte sowie alternierend ist und der Einheitsmatrix den Wert 1 zuordnet.
Das kann man beispielsweise in der Gestalt

detf: Z Sign(ﬂ-)xlﬂ'(l) Xom(2) *** Xnn(n)
meP(n)

schreiben, wobei P(n) die Gruppe der Permutationen von n Elementen ist und sign(m) das
Vorzeichen der Permutation 7 angibt. Etwas analoges |48t sich natiirlich nicht fiir beliebi-
ge lineare Operatoren auf Hilbertraumen definieren, aber immerhin fiir solche, die sich in
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geeigneter Weise mit Hilfe von Spurklasseoperatoren konstruieren lassen?®. Um das zu se-
hen, wiederholen wir zundchst etwas multilineare Algebra, genauergesagt einige Aspekte, die
speziell mit Hilbertraumen zu tun haben. Sind Hy, Ho, ..., H,, beliebige Hilbertraume und
Y € Hi, Yo € Ho, ., ¥, € H,, dann wird durch

Y@Y@ .. @Yp(01, 92, 0n) = (Y1, 01) (Y2, 902) - (Y, @)
fir o1 € Hy, 02 € Ho, ..., 0, € H, eine n-lineare Abbildung
Y QU@ ... QY Hi X Ho X ... X Ho — C
definiert. Mit

X1®0X2®...0xnE1®&® ... ®&) = (x1.61) (X2.€2) -+ - (X €n) (4.36)

erhalt man ein Skalarprodukt auf S := span { Y1 @Yo ®. . . @Y, | Yx € Hi, k=1,2,..., nt.

Die Vervollstandigung von S in der durch dieses Skalarprodukt induzierten Topologie nennt
n

man das Hilbertraum-Tensorprodukt der Raume H1, Ha, .. ., ‘H,, und schreibt dafiir @ H.
k=1

Hat man es mit n Kopien ein und desselben Hilbertraums H zu tun, schreibt man kurz

n
P H = H®". In diesem Raum kann man mit der Definition
k=0

1
VINY2 A AY, = 7 Z sign () Y1) @ Yn(2) @ ... @ PYr(n)

meP(n)

alternierende n-lineare Abbildungen auf H X ... x H konstruieren; die Vervollstandigung von
span{ Y1 AP A A, | Yk € Hy, k=1,2,...,n} wird mit H"" bezeichnet. Natiirlich
ist H\" ein abgeschlossener Unterraum von H®"; genauergesagt gilt

HN = {W € H®" | W alternierend }.

AuBerdem setzt man formal H®® = #"? = C. Zu jedem A € #(H) gehdrt ein Operator
A®" e L(H®"), der durch

AP @9 @ ... @P,) =AY @ A @ ... Q At

definiert ist. Nach Konstruktion gilt A®"H A"  H" fiir alle A € Z(H): entsprechend
schreibt man A®" | " = AM_ Fiir A, B € Z(#) gilt hierbei (AB)®" = A®" BO" sowie
(Ké)m’ = AM BA Formal gilt A®0 — 1. - Damit kommen wir zum zentralen Begriff des
vorliegenden Abschnitts.

29Dje hier verwendete Definition der Determinante fiir Operatoren auf unendlichdimensionalen Riumen
wurde von Grothendieck gefunden [124]; die zugehdrigen Resultate samt ihrer Beweise, welche im vorliegenden
Abschnitt zu finden sind, wurden von Barry Simon entdeckt [299], [344], [345].
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4.87 Definition: Es sei A € .1 (H). Dann heiBt

det (14 A) Z tr AN (4.37)

Determinante von 1 + A.

Dabei muB selbstverstandlich zunachst die Frage beantwortet werden, ob die unendliche Reihe
n (4.37) tberhaupt konvergiert. Eine notwendige, aber nicht hinreichende Voraussetzung
dafiir ist, daB A € 1 (H ") gilt fir alle n € N. Um das nachzuweisen, betrachten wir die
Folge (am)mex der singuliren Werte von A: diese sei so angeordnet, daB ag = a; = ... = 0
gilt. Dann bilden die nichtverschwindenden Eigenwerte des Operators |A""] = |A | die

Folge (am; @m, " @m,) mima...mpen , und somit gilt in der Tat
mi<ma<..<mp

HA/\nHyl = § Amydmy - dm,
my,mo,...mp €N
mp<mz<..<my

1T & & > Al
m 2 2 ---m§703m1arnz"'amn: n!.

m1=0 mo=0

A

Dariiberhinaus hilft das folgende, wie wir gleich sehen werden auch noch anderweitig niitzliche
4.88 Lemma: Fiir alle A € ., (M) gilt |det (1+A)| < exp||Alls,.

Beweis: Mit Satz 4.79 (i) findet man

Z\trm <ZHA”’H ‘ <Z 1A ” o

Mit diesem Lemma folgt unmittelbar die absolute Konvergenz von (4.37). — Genauso schnell
erhalten wir eine zweite Abschatzung der Determinante.

|det (14 A) AN

4.89 Lemma: Fiir alle A € #(H) gilt |det (1+A)| < [[(1+a,).

n=0
Beweis: Ausmultiplizieren der rechten Seite liefert
o0 1 o0 o0 o0
H(l"'a”):ﬁ Z Z Zamlam---am”.
n=0 " mi=0 m>=0 m=0
Daraus folgt die Behauptung. O

Sehr viel aufwendiger ist es zu beweisen, daB aus der Ungleichung in Lemma 4.89 eine
Gleichung wird, wenn man die dort auftretenden singularen Werte des Operators A durch des-
sen Eigenwerte ersetzt. Fiir dieses und die iibrigen im vorliegenden Abschnitt beschriebenen
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Resultate sind einige Hilfssitze erforderlich, wovon das erste eine Briicke zur Funktionentheo-
rie darstellt.

4.90 Lemma: Fir A, By, B>, . . ., B, e S1(H) wird durch F : C" — C mit

eine ganze Funktion definiert.
Beweis: Die rechte Seite
=N n N o) N n N Am
det <1+A+ZZJBJ> = Z tr<A+ZZjBJ'>
j=1 m=0 Jj=1

konvergiert absolut und damit auf allen kompakten Teilmengen des C" auch gleichmaBig. Als
Reihe aus Polynomen ist sie daher eine ganze Funktion der Variablen z;, 2, . . ., Zp. O

AuBerdem brauchen wir eine weitere Abschatzung.
4.91 Lemma: Fiir alle A, B € .,(H) gilt

|det (1+A) —det(1+B)| <A~ B s e (| Alls + 1Bl +1).
Beweis: 3° Wir betrachten die Funktion F : C — C definiert durch

F(¢) = det 1+%(2\+§)+C(Z—I§)

und erhalten hiermit
|det (14 A) —det(1+B)|=|F(1/2) — F(—1/2)].

Nach Lemma 4.90 ist F eine ganze Funktion, also erst recht stetig differenzierbar. Somit ist
die Differenz auf der rechten Seite durch den Differentialquotienten abschatzbar, das heiBt,
es gilt
|det(1+A)—det(1+B)[<  sup [F'(b)]. (4.38)
te[-1/2,1/2]

Nun seien z € C und R > 0 sowie
C={¢teC||z=¢|=R}={Re'’|0Z6< 2T},

dann erhdlt man mit der Cauchyschen Integralformel fiir die erste Ableitung und
M = max |F({)|
cec

30Sjehe [340].
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1 F(Q) 1 T F(Re)
’ | I
IF (Z)‘_‘ZW'SCB(sz)Q 4 2mi § R2e?i® fdo
1 TIF(Re™ M T M
< - 65 o - M, M
= 27r0f Re2i® = 27R jd@ R
und mit (4.38) weiter
|det(1+A)—det(1+B)[ S~ sup  max |F(O)| <= s IFO
R tel-1/2.1/2] |t—¢|=R R ¢=RrY1/2
Nach Lemma 4.88 gilt
1 ~ = ~ 1 ~ = ~
det | 1+ 5 (A+ B)—&-((A—B)}gexp‘E(A—i-B)—&-C(A—B)
B%1

1~ U
<o [ 314+ Bl + 1A= Blx ],

und damit folgt

- ~ 1 1~ -
|det(1+A)—det(1+B)\§E {EHA+BII,/1 <R+ >|\A BH%}
<1 A B A_B
S g ep[llAlls +1Blan + RIA=Bllal
Mit R =1/ A-B ||.# erhdlt man die Behauptung. O

Daraus folgt unmittelbar ein
4.92 Corollar: Das Funktional f : % (H) — C mit f(/a) =det(1+ Z) ist stetig.
Beweis: Zu A € S1(H) sei (ZH)”E]N eine Folge in .1 (H) mit nIer;o I A-A, |l# = 0. Nach
Lemma 4.91 gilt dann fiir alle n € N

|det (1+A) —det(1+A,)| £ A~ Ayl o0 (Al + [ AdllA +1)
und somit

lim |det(1+A)—det(1+A,)|=0. O

Damit lassen sich nun auch die restlichen beiden der oben erwahnten Hilfsresultate gewinnen.
Das erste ist ein Produktsatz fiir unendliche Determinanten.

4.93 Lemma: Fiir alle A, B € 1 (H) gilt

det(1+A) det(1+B)=det(1+A+B+AB).
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Beweis: Es seien C, D € Z(H) und V = span[(ker C)* U (kerD)* U ranC U ranD].
Dann ist dim V < oo, und auBerdem gelten die Inklusionen
Cvcy, Cvitcyt, Cvcy, Cvicyh
Hieraus folgt
det(14+A)=det(1+A[V),
det (14 B)=det(1+ B V),
det(1+A+B+AB)=det[l+(A+B+AB) V]

wobei rechts jeweils gewdhnliche endlichdimensionale Determinanten stehen. Fiir diese gilt die
Aussage (i) gemaB der elementaren linearen Algebra, womit (i) fiir alle C, D € .Z(H) folgt.
Nach Corollar 4.92 ist die unendlichdimensionale Determinante stetig, und nach Corollar 4.69
ist F(H) dicht in .7, (). Damit gilt die Behauptung auch fiir alle A, B € .7 (). O

Das zweite Hilfsresultat greift einen einfachen Sonderfall der in Lemma 4.90 betrachteten
ganzen Funktionen auf.

4.94 Lemma: Fiir jedes Ac S1(H) und jeden Eigenwert \ von KAmit algebraischer Viel-
fachheit n hat die Funktion F : C — C mit F(z) = det(1+zA) bei z = —1/X eine
Nullstelle n-ter Ordnung.

Beweis: Es seien X ein Eigenwert von A mit algebraischer Vielfachheit n und
~ 1 ~ B
P=-(A-¢)tdc

21
C

ein spektraler Projektor von A zum Wert —1/X nach Lemma 4.10. Dann gilt nach (i)

det(14+zA)=det[1+zAP+2zA(1-P)+z2PA(1-P)A]
=det[1+zAP+zA(1—-P)+zAPzA(1-P)]
=det(1+zAP)det[1+zA(1-P)].
Aus X\ € 0(2) folgt auBerdem X % O'(A\/(\l - IS)), wahlt man z aus einer geAn[jgeng kleinen
Umgebung von —1/X, soist 14z A(1—P ) damit invertierbar und det [14+z A(1—-P )] # 0.

Andererseits ist AP € F (M) und X ein Eigenwert von AP mit algebraischer Vielfachheit n,
also gilt

tr(AP)M = (j > (—1/A)"
und somit R
det(1+zAP)=(1+2zX)".
Daraus folgt die Behauptung. |
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Ein erster Ertrag der soeben etwas miihsam zusammengetragenen Hilfssitze ist ein Re-
sultat, mit dem man sich sehr schon davon iiberzeugen kann, daB unendlichdimensionale
Determinanten in der Gestalt von Definition 4.87 tatsichlich eine sinnvolle Verallgemeine-
rung ihrer endlichdimensionalen Verwandten darstellen.

4.95 Satz: Ist A € S1(H), dann ist 1+A genau dann invertierbar, wenn det ( 1+;) #0.
Beweis: , =" 1+ A sei invertierbar, dann gilt 72( 1+ 2)‘1 € J1(H) sowie
14A—A(1+A)Y ' —A%(1+A) ' =14+A—A(1+A)(1+A) =1
und mit (i) folgt
det(1+A)det(1+A) =det(1+A)det[1+A(1+A)"]
—det[1+A—A(1+A) T —A(14+A) ] =detl=1.

Somit ist det (1 + A) # 0.
<" Nach Lemma 4.94 ist det(1 +77/3I3) 0 firn = —1/X. Ist nun 1 + A nicht

invertierbar, dann ist A = —1 ein Eigenwert von A folglich gilt det (1 + AP) = 0 und
damltdet(1+A)—O O

Nun sind wir auch in der Lage, den bereits angedeuteten Umbau von Ungleichung 4.89 zu
einer Gleichung vorzunehmen.

4.96ASatz:31 Ist A € S1(H) und (X\)nen die Folge der nichtverschwindenden Eigenwerte
von A, dann gilt fiir alle z € C

oo

det(1+2zA) =] (1+zx).

n=0

Beweis: Wir betrachten die Funktion F : C — C mit F(z) = det ( 1+Z//4\). Nach Lemma
4.88 gilt fiir sie erstens

IF(2)l = #)-
Da die singuliren Werte von A eine Nullfolge (a@n)nen bilden, gibt es zu jedem € > 0 ein

N € N, sodaB >  a, <¢e/2. Nach Lemma 4.89 gilt
n=N+1

det (1+A) §H 1+4|z|a,

31Gohberg und Krein verwenden die Aussage dieses Satzes als Definition der Determinante fiir unendlich-
dimensionale Raume [110]. Eine weitere alternative Definition stammt von Dunford und Schwartz [79] und
lautet
det (1+2zA)=exp{tr[ln(1+zA)]}.
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wegen 1+ x < e* fiir x = 0 folgt daher

F@I<T[(1+1zlan) JT (1+lzlan) < JJ(1+1zlan) J] exw(lzlan)

n=N+1 n=N+1
N oo N €
:H<1+\z\an>exp( 3 \z|an) <TL+ e oo (S1).
n=0 n=N+1 n=0

Da Exponentialfunktionen stets gegen Polynomfunktionen gewinnen, gibt es eine Konstante

C, sodaB
N

H(1+|z|a,,)<Ce><p <g|z|)

n=0
und damit zweitens
|F(2)| £ Ce®¥!
gilt. Nach Lemma 4.94 hat F drittens Nullstellen bei z, = —1/X, fiir alle n € N, wobei diese
nach Ungleichung 4.66 die Eigenschaft

= 1
PRI
n=0 \Z"|
haben, und viertens gilt
F(0)=1.
Mit diesen vier Eigenschaften erfiillt F die Voraussetzungen fiir die Hadamardsche Produkt-

formel, das heiBt, es gilt
i z
F(z)_H<17;>.

n=0 n

Daraus folgt die Behauptung. |

Als bedeutendes Corollar dieses Satzes erhilt man die Verallgemeinerung eines weiteren
wohlbekannten Resultats aus der linearen Algebra.

4.97 Satz von LidskiT:*? F[jrjedes/a € S1(H) und dessen nichtverschwindende Eigenwerte
An)nex gilt

32Benannt nach seinem Entdecker V. B. Lidskif [219]. Der hier beschriebene Beweis stammt von Simon
[299], [344], [345]. Eine alternative Vaiante findet sich bei Gohberg und Krein [110]; vergleiche auch [210]
und [254].
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Beweis: Nach Definition 4.87 gilt fir z € C
det(142zA) = Z z" tr AN
n=0
mit Satz 4.96 folgt daher
Szru A =T[(1+2zx). (4.39)
n=0 n=0
Ein Koeffizientenvergleich der linken und der rechten Seite liefert fiir die erste Ordnung in z

genau die Behauptung. |

Wenn man in (4.39) nicht nur die erste, sondern auch alle héheren Ordnungen in z vergleicht,
erhilt man jeweils die Aussage von Satz 4.97 fiir tr A" fiir alle n € N33, — Natiirlich gilt
der soeben bewiesene Satz insbesondere auch fiir separable Hilbertrdume und Spurklasse-
Operatoren, die zusatzlich selbstadjungiert sind; in diesem Fall 13Bt sich jedoch auch ein viel
einfacherer direkter Beweis angeben. Denn nach Satz 4.50 gibt es dann eine Orthonormalbasis
(¢n)nen aus Eigenvektoren zu Eigenwerten X, von A, und damit folgt sofort

trl\\: ZO(A\‘an(pn) = ZoAn ((pnv(pn) = ZOAHI

Nach dieser kurzen Rundreise durch die Spektren beschrankter Operatoren wenden wir
uns nun im nachsten Abschnitt wieder der Spektraltheorie unbeschrankter Operatoren zu.
Dabei werden uns einige der bisher betrachteten Sachverhalte in sehr weit verallgemeinerter
Form wieder begegnen.

4.4.2 Der Spektralsatz fiir unbeschrankte Operatoren

Wie wir in Abschnitt 4.4.1.1 gesehen haben, weisen kompakte selbstadjungierte Operatoren
besonders einfache Spektralzerlegungen auf; in den darauffolgenden Abschnitten stand das
im Mittelpunkt, was passiert, wenn man die zweite der beiden Eigenschaften fallenlaBt. Nun
lassen wir stattdessen die erste Eigenschaft weg und erhalten damit Einblick in denjenigen
Teil der Spektraltheorie, der fiir die Quantenmechanik in allererster Linie von Bedeutung ist>*.

33Das ist genau die Aquivalenz der Definitionen der unendlichdimensionalen Determinante von Grothen-
dieck einerseits und Dunford und Schwartz andererseits; vergleiche Anmerkung 31 auf S. 316.

34Die Theorie der Spektralzerlegung unbeschrinkter selbstadjungierter Operatoren wurde wesentlich und
zum Teil unabhéngig voneinander von Riesz, Lorch [231], [311], [313], von Neumann [268] und Stone [361]
entwickelt. Der Bezug zur Quantenmechanik wurde zuerst durch von Neumann hergestellt, der mit seiner
in der Einleitung bereits erwdhnten, MaBstibe setzenden Monographie [273] damit gleichzeitig den Grund-
stein zur heutigen Form der mathematischen Quantenmechanik legte. Wir orientieren uns in den folgenden
Abschnitten zusitzlich zu den genannten Originalarbeiten auch an [228], [314] und [374].
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4.4.2.1 Spektralscharen

Wir verschaffen uns zu Beginn des Abschnitts eine provisorische Vorstellung davon, was beim
Ubergang zu unbeschrinkten Operatoren aufgrund der dadurch bewirkten komplizierteren
Struktur der Spektren vor sich geht. Dazu betrachten wir zunachst einen Operator A mit
diskretem Spektrum aus Eigenwerten (\,),cn sowie die auf die zugehdrenden Eigenrdume
projezierenden Projektoren ,3”_ Nun definieren wir neue Projektoren der Form

By, ==Y P (4.40)
n<m
Fiir diese gilt N R R R
E)\n+l —E\, =AE, =P, (4.41)

das heiBt, der Projektor EA projeziert beliebige Elemente von H auf einen Teilraum von H,
der von allen Eigenvektoren zu Eigenwerten aufgespannt wird, die kleiner oder gleich X sind.
Die Spektraldarstellung von A schreibt sich dann

2:5)@
J=0

Jm

_ (4.42)

Offensichtlich fiihrt der Ubergang zu einem kontinuierlichen Spektrum zu einer immer
weitergehenden Verfeinerung der Menge der Projektoren EA, bis diese schlieBlich kontinuier-
lich werden, und damit zu einem Ubergang der Summendarstellungen dieser Projektoren zu
Integralen

Ex = j ﬁ)\ ax
mit den Projektoren R R R
5 . . Bxa—Ex _ dE
e

Der Ausdruck dEA = ISA d\ ist dabei in einem noch zu prazisierenden Sinn als infinitesimaler
Projektor zu verstehen. Damit liegt es nahe, aus der Spektraldarstellung (4.42) von A in
Summenform eine solche in Integralform zu machen, indem man

A= fxdg

schreibt; auch solche Integrale miissen natiirlich erst noch prazise definiert werden. Diese
Prazisierungen sind wesentliche Bestandteile des vorliegenden sowie der nachsten drei Ab-
schnitte.

Als erstes halten wir hierzu fest, daB oben die Interpretation der Projektoren EA als sol-
che, die aus Projektoren auf die Eigenrdaume eines Operators aufgebaut sind, in keiner Weise
zwingend ist. Stattdessen kann man X einfach als kontinuierlichen Parameter auffassen und
erhalt so in der beschriebenen Weise eine Familie von Projektoren, die auf mit wachsendem
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A immer groBere Unterrdume von H und schlieBlich auf ganz H projezieren und damit gegen
den Einsoperator konvergieren. Das fiihrt auf die folgende

4.98 Definition: # sei ein beliebger Hilbertraum. Eine Spektralschar ist eine Menge
{Ex|—00 < X\ < oo} von orthogonalen Projektionsoperatoren auf H mit folgenden Eigen-
schaften:

(i) B2 Ex fir p>X,

(II) J@o Ex_e = Ex,

(ii)) E_e =0, Esoo =1.
Die erste Eigenschaft ist dquivalent zu

E)\Eui EUE)\:E)\ fiir /.Li)\

Wir werden im folgenden die verbreitete Schreibweise Ii;n0 (A —¢) = X — 0 beziehungsweise
lim (XA —¢) =X+ 0 verwenden.
N0

Statt Spektralschar sagt man auchAZerlegung der Einheit, eine Bezeichnung, die durch
Definition 4.98 nahegelegt wird. Ist { Ex | — oo < X < 0o} eine Spektralschar auf einem
Hilbertraum H und A € R, dann ist

Ha={veH|Exp=1}
der Projektionsraum des Projektors I_Ex. Dabei gilt Hx C H, fir —oco < XA = pu < oo, und
auBerdem liegt die Vereinigung aller Projektionsraume der Spektralschar dicht im gesamten
Hilbertraum, das heiBt U Ha=H

A€ [—o0,00]
Als nachstes iiberzeugen wir uns davon, daB die oben betrachteten Differenzen von
Spektralschar-Elementen tatsachlich auch sinnvoll sind.

4.99 Lemma: Es seijen { Ex | —0o £ X\ =< o0} eine Spektralschar auf einem Hilbertraum H
und X\ < w. Dann ist E EA ein orthogonaler Projektor auf H, und fiir den Projektionsraum
H,—» von Eu — EA gilt Hy—x ® Hx = Hy.
Beweis: Fiir alle A < u gilt

(B, E\)=E? E,B\ BB+ E?=E, BB+ E=E,— By
Somit ist EM — E, ein Projektor. Dabei gilt (E‘L —E\) = E; - E; = E‘L — E,, nach Satz
3.30 ist Eu - EA damit orthogonal.
AuBerdem gilt fiir alle ¢ € H

(E.—ENExw=(E.Ex—ED)w=(Ex-E)v =0,

es folgt Hy C Hj_x und damit H,_x L Hx. Mit Eu = EM - EX —+ f’:_} erhilt man dann
'Hufx ) ,Hx = HM' [l
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Wesentlich fiir die Verwendung des Begriffs der Spektralschar im Zusammenhang mit
kontinuierlichen Spektren ist natiirlich die kontinuierliche Struktur der Spektralscharen selbst.
Dabei fallt auf, daB in Definition 4.98 (ii) nur linksseitig-stetige Abhangigkeit der Projektoren
vom Parameter A verlangt wird. Wir zeigen nun, daB das automatisch auch von rechts der
Fall ist und daher nicht eigens postuliert weden muB.

4.100 Lemma: {E, | — 0o < X < 0o} sei eine Spektralschar auf einem Hilbertraum H.
Dann gibt es zu jedem |1 € R einen orthogonalen Projektor Eu+0 € {Ex | —c0o S A0}
mit AI{nu Ex = Euyo.

Beweis: 1. Wir betrachten eine monoton fallende reelle Folge (A,),en mit Ilm Ap = W

Nach Definition 4.98 gibt es zu jedem € > 0 ein N € N, sodaB fiir alle m n € N mit
m>n>Nundalley € H

I Ex¥ — Ex, ¥l <e.
Folglich ist (EA"'(/))%N fiir jedes ¥ € H eine Cauchy-Folge, und damit gibt es ein ¢y, € H mit
Oy = nhjgc Exnw. Ist (Vn)nen eine weitere monoton fallende reelle Folge mit IirT;O Vy = W,
dann gibt es Folgen (N,)pen und (Mp)pen in N mit I|m N, = lim M, = oo sowie
Ay € An S A, und Ay, < vy < Ay, Es folgt o

|Ex® = E || = | Ex, Bxy, ¥ — B, Ex, ¥ — B, B5, ¥ + B, By, ¥ |
=1(Ex, —E,) (Ex,, = Br, )9l
S| Ex = En I (Bry, = Exy, VYIS I Exy ¥ — B, Wl Se
fiir alle n < N und damit lim E, % = lim Ex1 = @, das heiBt, die Folge (Ex,®¥)nex
konvergiert unabhingig von Zi;(r)OWahI der If—lglge ()xn),,e\ gegen denselben, nur von 1) abhin-

gigen Vektor . Damit erhalten wir einen Operator Ewo H — H mit Ewo P = py fiir
alle ¢ € H. Dieser ist nach Konstruktion linear, und es gilt I|m Ex = Ewo

2. Fir alle ¢ € H gilt |Euio9| = lim |Ex 9l < lim HEMH Il <
Euvo € Z(H).
3. Fir alle A > p gilt

Epio=lim E,p = lim ExE,9p = Ex Eppo
VN VN
und damit fiir alle ¢ € H
Elov = J{“ﬂ E Euvot = Euro ¥,

das heiBit, es ist E?

0 = Eu+o Folglich ist E;l.+0 ein Projektor.
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4. SchlieBlich gilt fiir alle ¢, € H
(Epso ¥, ) = Ji\nl(Exwv ) = J@M(Eﬂbv Exp) = (¥, Eprow) = (Ej 0%, 0).
Weil Eu+o beschrankt ist, folgt daraus Ewo = E, /1o, das heiBt, E;L+o ist orthogonal. O

Fiir den Projektionsraum von E,,L+o gilt H,ro C Ha, falls < Aund Hyo O Hy, falls
& > X. Nach Lemma 4.99 ist auBerdem fiir alle A < u auch Ewg - Ex ein orthogonaler
Projektor, und fiir dessen Projektionsraum gilt H,_x10 ® Hx = Huyo. Fiir alle A > p ist
entsprechend I_EA — Ewo ein orthogonaler Projektor, und fiir den zugehdrigen Projektions-
raum gilt Hx_p—0 ® Huto = Hx. Von dieser Zuriickfiihrung orthogonaler Projektoren auf
Spektralscharen werden wir gleich ausgiebig Gebrauch machen.

Im nachsten Abschnitt geht es nun darum, einen Zusammenhang zwischen selbstadjungier-
ten Operatoren sowie deren Spektren einerseits und Spektralscharen andererseits herzustellen,
unter anderem auch um deren Namen zu rechtfertigen.

4.4.2.2 Spektralzerlegung unbeschrankter selbstadjungierter Operatoren

Zuallerserst miissen wir dafiir sorgen, daB die oben ziemlich informell eingefiihrten Integrale
eine saubere Definition erhalten®. Das tun wir, auch mit Blick auf den nichsten Abschnitt,
gleich in verallgemeinerter Form, indem wir einen beliebigen komplexen Hilbertraum # und
darauf eine beliebige Spektralschar {EA | — o0 £ X £ oo} betrachten, sowie auf zwei-
erlei Art und Weise, einerseits elementar und andererseits maBtheoretisch. Beide Varianten
erweisen sich in jeweils anderen Kontexten als praktisch, wie ihr jeweiliger Einsatz in den
nachfolgend beschriebenen Beweisen zeigt. Fiir die erste Variante [374] sei (R, C) die
Menge aller Funktionen f : R — C, die stiickweise stetig und auf jedem beschrankten
Intervall beschrénkt sind; dabei sei vorausgesetzt, daB die Menge der Unstetigkeitsstellen
jeweils eine Nullmenge ist. Wir beachten dabei, daB es in 4(R, C) auch unbeschrankte
Funktionen gibt. Ist f € ¢(RR, C) und (a, b) ein offenes Intervall, auf dem f beschrinkt
ist, dann 3Bt sich f zu einer auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] stetigen und damit
dort insbesondere gleichmaBig stetigen Funktion Fergénzen. AuBerdem sei 3[a, b] die Men-
ge aller Zerlegungen des Intervalls [a, b]. Damit bilden wir zu einer beliebigen Zerlegung
Zy={a=2¢&&,....£& = b} € 3a, b] fiir alle Y € H eine Zerlegungssumme Sz
wahlen hierfiir zu jedem j=0,1,...,nein \j € [a}, aj;1] und schreiben

Evpr WIr

([, 5], Z,) Zf ) (Ex % — Ex ).

Nun definieren wir das Rlemann—St:e/tjes—lntegralvon f iber [a, b] als Grenzwert {iber immer
feinere Zerlegungen von [a, b] gemiB

J' (N dExy = lim Sg, ([, b], Z,). (4.43)

a

35Vergleiche hierzu Abschnitt 1.2.2.
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E, ist fiiralle A € [—00, o] ein stetiger Operator auf H mit HEWH = Ey E“’l[) | < \|Euzp\|
fiir alle A\, u € [—00, 00] mit A < p und alle ¥ € H; somit ist g(A\) = HEﬂpH? eine reelle,
nichtnegative, monoton steigende Funktion, die zudem nach Definition 4.98 (ii) auf ganz
R linksseitig stetig ist. Folglich existiert der Genzwert (4.43), und er ist unabhingig von der
Auswahl der Zerlegungen Z,, fiir n — oo und der Punkte X ;%®. Analog erhilt man reellwertige
Integrale der Form

b n—1

JFOVAIEWIZ = lim > FO) (1B, WP = IExvI).

a Jj=0

Hierbei gilt nach Konstruktion und Satz 2.140

b 2 n—1 2
[FovdB| = im 3" FOU) (B v —Eyw)
a Jj=0
n—1 _ R N 2
= lim || 37 FOW) (Bv = Exw)
Jj=0
n—1 . . N b .
= lim ST IFONP I Ex v = By P = [IFOF d 1B
J=0 a

das ist eine kontinuierliche Version vom Satz des Pythagoras.
Fiir unsere Zwecke von besonderer Bedeutung sind wie oben angedeutet uneigentliche
Integrale, die wir in der lblichen Weise gemiB

00 b
f F)dExp = lim j FON) dExp (4.44)

b—oco a

definieren. Derselbe Grenziibergang fiihrt dann unmittelbar mit

2

H jo F(N) dExp

= [IFVPd B2 (4.45)

wieder auf einen kontinuierlichen Satz des Pythagoras. Damit erhalten wir den folgenden
Existenzsatz fiir uneigentliche Integrale.

4.101 Satz: H sei ein komplexer Hilbertraum, {EX | =00 = X = oo} eine Spektralschar
auf H und f € 4(R, C). Dann existiert das Integral [ f(X) dEsy genau dann, wenn

—00

ve {w cn ‘ FIFOVEd Byl < oo} gilt

36Das folgt aus Standardresultaten der Integrationstheorie; siehe beispielsweise [374].
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Mit der zweiten Variante landen wir direkt bei solchen Integralen [384]. Dazu seien B(R)
die Borel-Algebra und p das Lebesgue-MaB auf R. Wir definieren zu jedem ¢ € H eine
Funktion p,, ¢ : [-00, 00] — R durch

Pyt = | Exy|?

und erhalten dadurch zu jedem ¢ € H mit

Hye(B) = [ Xgpyedn= | xzd B2 (4.46)
R R

fiir alle B € B(R) ein Lebesgue-Stieltjes-MaB auf R. Funktionen, die [y, £ -meBbar sind fiir
alle 9 € H heiBen E-meBbar. — Damit kénnen wir in iiblicher Weise ein Lebesgue Stieltjes-
Integral konstruieren. Fiir Intervalle J; = (xj, xj41] und Treppenfunktionen g(t chxj

gilt dabei
jg(x dEx = wa =Y 6 (E,.—Ey).

J
Fiir beliebige E-meBbare Funktionen f : R —+ € gibt es definitionsgemaB zu jedem

P € H, fiirdas f € Z3(R, V‘w.E) ist, eine Folge (g,)nen von Treppenfunktionen, die in der
Z2(R, ,u.wf)—Norm gegen f konvergiert. Da die EX orthogonale Projektoren sind, gilt nach
Satz 2.140 auBerdem

lim H D! Gm(N) dExyp — Jgn(k)

n,m—00

C_ Jim H D!(gm(x) —39,(N)

2

n,m—o0

lim H > (cmj—cnj) (Ey, — Ey)
J

3 i = P (B, -

lim j|f V) P d B> =0.

n,m—o0

Folglich definieren wir fiir oy B =-meBbare Funktionen f
[FO)dB = 1im [ ga(0) dEs.
R n—oc R

Diese Definition ist natiirlich unabhingig von der Wahl der Folge (g,),en. Dabei gilt analog
zu oben

[ Fox

R

2

= lim
n—oo

2
— lim | S e (B - &)
J
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_F2N 2 = 2
= lim Zw 2. E2)=lim Jmn(w d|IExvl
= [1F0E d B2,

R

das heiBt, die Aussage von Satz 4.101 gilt unverandert.
Von entscheidender Bedeutung ist nun, daB durch Integrale, wie sie soeben betrachtet
wurden, lineare Operatoren definiert werden, und zwar nicht einfach irgendwelche beliebige

[384]. Das ist Gegenstand vom nichsten
4.102 Satz: Es seien { E, | —00 £ X = oo} eine Spektralschar auf einem Hilbertraum H
und f: R —> C eine E-meBbare Funktion. Dann gilt folgendes.

(i) Durch Fro= [ o) dE, wird ein normaler Operator auf H definiert;

(i) dom Py = { v € | [ IFOVEAIEWI < o |

oS}

(i) F j F(\) dEy;

(iv) dom F; = dom F;

(v) ist f reellwertig, dann ist F selbstadjungiert;

(vi) gilt f(X\) = 0 fiir alle X € R, dann ist Fr positiv definit;

(vii) ist f fast iiberall beschrankt, dann ist ﬁf beschrankt;
(viii) sind f und g zwei E-meBbare Funktionen, dann gilt FrFy = Fr,.
Beweis: Wir zeigen zunachst, daB ﬁf dicht definiert und linear ist. Dazu schreiben wir im
folgenden A := {(p EH ‘ FIFOP d1Bal? < oo }

1. Satz 4.101 liefert dom Fr = A, und aus der Definition des Lebesgue-Stieltjes-Integrals
folgt, daB A ein Unterraum von # ist. AuBerdem gilt nach Definition 4.98 und (4.45) fiir

—o<a<b<ooundalleyeH

J PP dIE(Bo= BN v IF = [IFNP I B (Eo— E) ¥ I

—00

MNP Ex(Es—E) w2,

“;:w
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und damit (Eb — Ea)zlj € A. Wihlt man beliebige divergente reelle Folgen (a,),cn und
(bn)nen, so erhilt man zu jedem ¥ € H mit (( Eb — Ea)d/),,gN eine Folge in A, fiir die
lim (Ey, — E,, )% = 1 gilt. Folglich ist A dicht in 7.
2. Es seien ¥, ¢ € A; zunichst sei auBerdem f beschriankt und (f,),cn eine beschrinkte
Folge von Treppenfunktionen, fiir die (., z + w,, z) -fast iberall lim f,(X) = (X) gelte
’ ' n—oo
fir alle A € C. Damit gilt dasselbe auch Py £ Moy B~ sowie “ww.E‘faSt tiberall und dazu
”Ier;O fo="fin L3R, 1y, g) L3R, k) und L3(R, 1y, ). Das liefert zusammen mit
dem in 1. bewiesenen fiir alle ¥, ¢ € A und alle o, € C

Filay+Bp) = lim [F(ap+6¢)] = lim [aF, () +6F(p)]
=a lim /F\fnw +0 lim ,Efncp =aFp+ B Fro.
n—oo n—oo
Nun sei f eine beliebige E-meBbare Funktion; weiter sei die Funktionenfolge (g,), e n definiert

durch
¢ fir Kl =,
9a(9) { 0 fiir || > n.

Dann ist g, o f beschrankt fiir alle n € IN; folglich gilt fiir alle ¥, ¢ € A und alle o, 6 € C
00 R 1/2 N
| [ 9 OnFIBav0) | = IFi(av+50)]

=l aFyer ¥ +BFgorell < lalll Foor vl + 181l Foor @l
und somit auch
00 . 1/2
| [ ronE 1 Eavp0) 17|

—00

oo

<lal | [ lan(rOP] EWIFT/QHB\ FESREYE

—00

1/2

o N 1/2 o0 . 1/2
<lal| [ rO0RIESIE| +18l| [ IFO0FI Bl
— JalIFwl+ 181 I ol < oo.

Die Folge (] g, o f|)nen ist monoton steigend und konvergiert punktweise gegen |f|, nach
Satz 1.23 gilt daher lim (g,of) =f € Z%(R, Boy i peE)- Esfolgt adp+ 0 ¢ € Asowie
n—oo '

Frlay+By) Foor(@¥+Bo)

= lim
n—oo

=a lim I?g”of'd/Jrﬁ lim I?gnof(p:al?f'd}+ﬁl?f<p,
n—oo n—oo
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das heiBt, /F\f ist linear.
iii), (iv) Nach Satz 4.101 gilt dom F. = dom /F\f. Fiir alle ¥, ¢ € dom I/__\f gilt damit
7

(0. Frp)= [ FNd (@B = [ FN) d(¥.Exe) = (4. Fre) = (Fre. ),

Folglich ist dom l?; D dom :E?. Umgekehrt sei ¢ € dom l??, auBerdem sei (g,)nen wie oben
definiert und (h,),en durch

1 fir (K=,
halC) { 0 fir [¢] > n.

Dann gilt fiir alle ¢ € dom Ef und alle me N

(Finor Ff 0.9) = (0. Fr Fopor ) = m (0, Fyor Fopor ) = lim (Fgzz 0. Fipor ¥)

lim (/?gnoﬂpy Finor ¥) (Fhpor /?g,,oﬂﬂv Y) = (’?gmo? ©0.P),

= = lim
n—ro0 n—o0
also auch N N R
Fro= lim FhoFro= lim Fy 7o
und dAaher pe dAom l??. Folglich ist dom I?f* C dom I?7; insgesamt gilt somit
dom F; = dom F% und

%:%:fﬁﬁﬁx (4.47)

—00

(i) Fiir alle 9 € dom F gilt
IR IR =1Fwl? = [ 1FOEdIEwWI? = | Fry 2,

nach Satz 3.16 ist F; damit normal.

(v) Folgt aus (i), (iv) und (4.47).

(vi) (gn)nen sei eine die Funktion f approximierende Folge von Treppenfunktionen mit
gn(A\) 2 0 fiir alle n € N und alle A € R. Das bedeutet, daB die g, wie oben in der Form
gn = ; G Xy, schreibbar sind, wobei hier ¢,; = 0 gilt fiir alle n € N und alle auftretenden

Indices j. Fiir alle 1 € dom Ef gilt damit

e}

(Fr.9) = ( J f(x)déw,w> :n'L”QO(fz 90N dEw,w>

=i (S (B - E)0w)
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= lim Zcm (Exo = E)¥9) = lim > sl (Ex., — Eg)¥IP 2 0.
j J

(vii) Fir alle 9 € H gilt

0o

) = [ dIEx |2 = | Bt |2 = []> < o0
Ist f fast iiberall beschrinkt, dann gilt folglich f € Z?(RR, %E) fir alle ¢ € H, also ist
dom I/E\f = H, und nach Satz 3.5 ist damit ﬁf beschrankt.

(viii) Wir wahlen zu f und g zwei Folgen () pex und (A9)cx einfacher Funktionen
(g)

N
der Form hff) = > C:(.;) X5 beziehungsweise h(m9> Z c(g xz(g), jeweils mit geeigneten
i=0 =0

Zerlegungen von R, sodaB lim hﬁf) = f und lim h(g = g; auBerdem sei (Z)o< q<y die
n—oo m—o0

Familie der Zerlegungen von R, die in der Form Z, = Z(f> OZ(g) geschneben werden konnen

mit0< i <N und0<i < /\/“ Dann gilt fiir alle 9 € ran Fy N dom F, N dom Fy mit
geeignet gewahlten Koeffizienten C ) und C

FrFyp = {j;f()\)df} ng(k)dézp}

n—o00 mMm—00

D
= lim lim {ZC,(;)XZ(f)(A)E ") } {Z 7 Xz () EZ )
—

N

. (f)

= n!moi}zg‘c’ Xy Ny O EE) E@y) )0
I J
i

o E(7\) A 7

= Jm, Jm 2> Z i Xy, O E@L 020, )8

— i (A (o)

,,'IQM!@ME%C PR WEEIY= [ (VM Ey=Fuv. O

q

Operatoren, wie sie in Satz 4.102 beschrieben werden, nennt man Spektraloperatoren®. Wir
werden diesen Begriff weiter unten noch etwas verallgemeinern.

Wir betrachten nun die einfachsten nichttrivialen Beispiele fiir Spektraloperatoren. Auf
dieses stoBt man, wenn man die Aussage von Satz 4.50 von kompakten auf beliebige be-
schrankte selbstadjungierte Operatoren ausdehnt.

3"Diese Bezeichnung wurde von Riesz gepragt [311].

Dieses Werk ist copyrightgeschiitzt und darf in keiner Form vervielféltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fiir den persénlichen Gebrauch.



4.4. DER SPEKTRALSATZ 329

4.103 Satz: Ist A ein beschrankter symmetrischer Operator auf einem komplexen Hilbert-
raum H, dann gibt es eine eindeutig bestimmte Spektralschar { Ex | — oo < X < oo } auf
H mit -

An = jx" dEy (4.48)

fiir alle n € N.

Beweis: 3 Der Beweis erfolgt in vier Schritten.
1. Wir betrachten zunichst die Abbildung ® ]R[X] — Z(H)[X], die jedem reellen

Polynom p(¢) = Z cj&’ den Operator p(A) = Z cj A’ zuordnet. Nach Konstruktion ist
Jj=0 J=0
p(A) linear, beschrénkt und symmetrisch; auBerdem gilt ®(p p( ) =pp(A)firalle pe R

sowie P(p(£) +a(£)) = p(A)+q(A) und d(p(&) a(€)) = p(A) a(A) fir alle p, g € R[X].
Nun seien m < M die zu A gehdrenden Konstanten nach Satz 4.44. Jedes p € R[X| ist in

der Form

p@ =c[J(e—an) [T =) [T1(¢~s)"+]

i J k

darstellbar mit ¢, a;, bj, sk, tx € Rund ¢ 20, a; < m, b; 2 M. Fiir m £ £ < M sind dabei
alle Faktoren positiv, daher ist p(/a) ein positiver Operator. AuBerdem folgt aus p(£) = g(\)
fiir alle m < X\ £ M auch p(/a) > q(/a) das heiBt, die Abbildung ® ist monoton und auch
p(/a) — q(Z) ist ein eindeutig bestimmter beschriankter symmetrischer positiver Operator.
2. Nun wenden wir die Abbildung & auf Stufenfunktionen an; dazu sei fiir jedes A € R die
Funktion 6y definiert durch

0u(E) = 1 fir ESAVASM
WY 0 fir €AV A<

Wir setzen 6 (A) := E, und betrachten die Menge { Ey | —oo < A < oo }. Wir zeigen, daB
diese eine Spektralschar auf H ist. Erstens gilt 02(£) = 6,(€) fiir alle —0o < A < oo und
alle ¢ € R und damit auch E2 = E, fiir alle —0o < A < oo und alle A € .Z(H), folglich
sind alle Ex Projektoren auf H. Da /Ksymmetrisch ist, gilt Er= EX fiir alle —oo £ X < oo,
und damit sind die Ey auch orthogonal. Zweitens ist 6,()) 0,(8) =6,(£€)6.(&) =0,(¢) fur
v < &, also gilt El, EM = EM EU = EU fiir v < . Drittens sei (p,)nen eine Folge in R[X]
mit
(1) lim pa(§) =065(&) firalle £ €R,

n—oo

(i) Pn(€) Z Ory1/n(€) fiiralle £ € R und alle n € N.

38Der hier gezeigte Beweis wurde von Riesz angegeben [311]. Entdeckt und erstmals bewiesen wurde dieses
Resultat von Hilbert [156].
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Dann gilt p,,(/a) > EHl/n > E, fiir alle n € N; es folgt lim p,,(/a) = E, und damit
n—oo
auch lim Ej,i/, = E,. Die Monotonie der Abbildung ® liefert hiermit “\To Exie = Ey, also
n—oo €
Ex+o = Ex.
3. Als nichstens zeigen wir die Giiltigkeit von (4.48) fir A. Fiir alle n € N gilt

[ AdEy = im STA"(Ey, - By ) = lim E:lkj"[%j(;\) —6,,(A)].

—o0 Jj=1

Nun sei Fy(§) = > AT[65,(€) — 6x,,(§)], dann ist F,(A) ein eindeutig definierter be-
J=1

schrankter symmetrischer Operator. In jedem Intervall (A;_1, A;] gilt F,(§) = A7; hieraus
folgt fir £ € (Aj_1, Aj]

[Fn(€) = €™ = max{|x" =y | x,y € Nj—1, Aj]} =0,
also | Fp(A) =A™ | < §,,1 und damit || Frp(A)—A™ || < §,,. AuBerdem ist lim &, = 0; das
m—0o0
liefert lim || Fn(A)— A™|| =0, das heiBt, es gilt lim F,(A) = A™in der Operatornorm.
m—o0 m—ro0

Daraus folgt (4.48).

4. SchlieBlich zeigen wir noch die Eindeutigkeit der Darstellung (4.48). Dazu fiihren wir diese
auf ein gewdhnliches Stieltjes-Integral zuriick. Zunichst folgt aus (4.48) fiir jedes p € R[X] %

p(A) = | p() dE,
und damit fiir beliebige ¥, € H
(p(A)p.9) = [ p(N) d(Exvs, ).

Nach dem Approximationssatz von WeierstraB*® ist damit fiir jede auf dem Intervall [m, M|
stetige Funktion f auch das Integral

(FA)9.90) = [ FO) d(Exv. p)

—o0

definiert; die linke Seite ist also eine sinnvolle Sghreibweise und iiberdies von der Wahl der I_EA
unabhingig. Damit ist die Funktion g(\) := (Ex%, ¢) fiir alle ¢, ¢ € H in allen Punkten X,
in denen sie stetig ist, fiir m — e mit geniigend kleinem € > 0 und fiir M bis auf eine additive

39Das werden wir im nichsten Abschnitt wieder aufgreifen und weiter verallgemeinern.

“OBenannt nach seinem Entdecker Karl WeierstraB [385], [386]. Der WeierstraBsche Approximationssatz
besagt folgendes: X sei eine nichtleere kompakte Teilmenge des R". Dann 14Bt sich jede Funktion f € C(X)
gleichméaBig durch eine Folge von Polynomen approximieren.
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Konatante eindeutig definiert. Nach Definition 4.98 ist anderseits g von rechts stetig, und es
gilt R

g(M) = (Em.0) = (¥, 9)
Folglich ist die Funktion g und damit auch die Spektralschar { E. | —00 £ X £ 00} eindeutig
bestimmt. |

Der Beweis hat mit erbracht, daB man fiir jeden beschrankten symmetrischen Operator (4.48)

durch
M

A= [ A\"dE,
m—0
ersetzen kann, denn fiir die Spektralschar { E | —00 £ X< o0} gilt wie gezeigt E, = 0 fiir
A< mund Ey =1 fiir A = M. Es geniigt daher, { Ex | m < A < M} zu betrachten. Man
sagt hier auch, die Spektralschar { E | m < X\ < M} iiberdecke das Intervall [m, M)].

Wir sehen nun auch, inwiefern Satz 4.103 eine Verallgemeinerung von Satz 4.50 darstellt.
Das wurde zu Beginn des vorigen Abschnitts bereits angedeutet, 138t sich nunmehr jedoch
unter Verwendung der in diesem Abschnitt dazugekommenen Terminologie prazisieren. Dazu
sei A ein kompakter symmetrischer Operator auf dem Hilbertraum #, auBerdem (@) <r
eine geeignete Orthonormalbasis von #H aus Eigenvektoren von A und (An)nen die Folge der
nichtverschwindenden Eigenwerte von A mit m < X\, £ M fiir alle n € N gemaB Satz 4.44.

Definiert man nun
> fo 00 fiir X <0,

~ AnSA
E\={ ™=
1= > fo,p0 fir X0,
An> A
wobei die ¢, jeweils Eigenvektoren zu X, sind, dann ist {E}\ | —00 £ X £ oo} eine

Spektralschar; dabei ist EA zwischen zwei Eigenwerten A\, und X,.; konstant, und zwar
gerade gleich dem Projektor (4.40) mit A = X,. Bei jedem Eigenwert springt E, jeweils um
den Projektor (4.41), und auBerdem gilt wieder EA = 0 fiir A < m sowie EA =1firx= M.
Damit folgt

oo M oo 0o oo
A= [XdBEx = [ XdE =3 M(Bo—Ex) =D Afo, 00 =D AP,
—00 m—0 n=0 n=0

- n=0

wobei I3n jeweils der Projektor auf den Eigenraum des Eigenwerts X, ist. Das ist genau
die Darstellung (4.24). Die Einschrankung von beschrinkten auf kompakte selbstadjungierte
Operatoren erlaubt somit, die normalerweise kontinuierlichen Spektralzerlegungen zu diskre-
tisieren.

Richtig interessant wird die Sache natiirlich erst, wenn wir auch unbeschrankte Operatoren
zulassen; die Uberschrift des vorliegenden Abschnitts soll ja auch kein leeres Versprechen sein.
Hierzu brauchen wir zunéchst drei weitere Hilfssitze [314].
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4.104 Lemma: Es seien H ein Hilbertraum, A ein abgeschlossener dicht definierter Operator
auf H und B = (1+ A*A)~L. Dann ist B ein positiv definiter symmetrischer Operator auf
H, und es gilt ||B| < 1.

Beweis: *! Fiir alle 9, ¢ € H gilt
(By,p)=(BY,BBy)=(B
= (B4, By)+ (A"AB
das heiBt, B ist symmetrisch.
Weiter gilt fiir alle 1 € H
(BY.v) = (Bv,BY) + (B, AABY) = (By,By) + (ABv, ABv) 2 0,

also ist B positiv definit.

Nun betrachten wir den Hilbertraum 57 = H © H mit dem Skalarprodukt

U, xh o, €)= (¥, 9) + (x, €) sowie den Graphen T(A) C . von A. AuBerdem
definieren wir den Operator C : J# — J¢ durch C{¢, 0} = {p, —¢} fir ¥, o € 1.
Mit diesem gilt fiir alle 9, ¢ € dom A

(C{y. Ay} {0, A"p}) = {Av, —9}, {p, Ap})
= (AP, 0) — (¥, A0) = (AY,0) — (A, ) =0,

und somit ist F(Z*) das orthogonale Komplement des Abschlusses von C I'(/K) Folglich gibt
es fir jeden Vektor 1 € H eindeutig bestimmte Vektoren ¢ € dom A* und x € dom A,
sodaB der Vektor {9, 0} € JZ in der Form

{¥.0} = {0, A0} + {Ax. —x} (4.49)
darstellbar ist. Daraus folgt zunachst nach Satz 2.140
1917 = [{w, 0}1% = || {o, A0} + {Ax, —x} |I

= [{e. A} + I{AX, =} = llel + 1A |> + |AXIP + IxI*  (4.50)

Ein Vergleich der Komponenten bei Gleichung (4.49) liefert auBerdem 9 = ¢ + Ax und
A*p = x, insgesamt also ¥ = (1 + A*A) . Damit gilt
By=op (4.51)
und mit (4.50) folgt R
1BYI? = llel? < 9l
also ||B|| < 1. O

“IDer hier gezeigte Beweis stammt von J. von Neumann [270].
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4.105 Lemma: Ist H ein Hilbertraum und sind A und B veArtAauschbare positiv definite
beschrinkte symmetrische Operatoren auf H, dann ist auch A B ein positiv definiter be-
schrankter symmetrischer Operator auf H.

Beweis: Nach Lemma 4.75 gibt es zu B einen eindeutig bestimmten Operator B2, Dieser
ist nach Corollar 4.8 mit B und daher nach Voraussetzung auch mit A vertauschbar. Somit
gilt fiir jedes 9 € H

(ABY. %) = (AB?BY?9,y) = (BABY> ¢, y) = (AB29,B'79) 2 0,
folglich ist AB positiv definit und nach Satz 3.2 symmetrisch. O

4.106 Lemma: Es seien H ein Hilbertraum, (H,),en eine Folge paarweise orthogonaler

Unterrdume von H mit @ H, = H und (:B,,),,ehv die Folge der Projektoren von H auf H.,.
n=0

Dann gibt es zu jeder Folge (A,)nen linearer Operatoren auf H, fiir die fiir jedes n € N
durch A, | H, ein beschrinkter symmetrischer Endomorphismus auf H, definiert wird,
genau einen selbstadjungierten Operator A auf H mit den folgenden Eigenschaften.

(i) Fiir alle n € N gilt A1 H,=A,,

an\nﬁnwn%oo},
n=0

(ii) es gilt dom A = {1,[1 cH

A, P,

]2

(iii) fiir alle 1 € dom A gilt At =

I
o

n

Beweis: Zunichst zur Existenz: Durch (iii) wird ein linearer Operator auf H definiert. (i) folgt

unmittelbar aus (iii); nach Satz 2.140 sind (ii) und (iii) aquivalent. A ist dicht definiert, denn
mit

D::{weH‘w:ZFA}tp,weH,neN}
Jj=0

gibt es eine in H dichte Menge mit D C dom A. Fiir alle Y, p € domlagilt nach Vorausset-
zung

(AAdHP) :Z(’/A\n AM/MP):Z(AAnﬁnw,/SnSD)
= (P A Pg) =Y (9. A, Prp) = (v, Ag);

I
o

n n=0

folglich ist A symmetrisch, und es gilt A - A*. Auf der anderen Seite gilt fiir ¢ € dom A
und n € N fiir alle ¢ € H,

(8.20P0) = (B Pr0) = (3 AnPov Py )
0

m=!
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= (AY, P, 9)) = (¥, A*P, ) = (v, P, A*p) (4.52)

=P, Eﬂp; das wiederum liefert

S AP ol =Y 1P A |? = |A"0%,
n=0

n=0

und damit 2 P,

also ¢ € dom A. Zusatzlich gilt

—S A Be=3 B A=A,
n=0 n=0

also A 2 2 A* und damit insgesamt A= A* Nun zur Eindeutigkeit' B sei ein beliebiger weiterer
Operator mit den oben geforderten Elgenschaften B |st nach Voraussetzung selbstadjungiert,

also abgeschlossen, folglich gilt By = Z BRy= Z A, By = A fiir alle ¥ € dom A,
—0

damit dom B 2 dom A, das heiBit, es ||egt eine selbstadJunglerte Erweiterung B 2 A vor.
Nun ist aber A schon selbstadjungiert, folglich gilt B = A. |

Entscheidend ist bei obigem Hilfssatz, daB die Operatoren Zﬂ zwar fiir alle n € N beschrankt
sind, der Operator A jedoch im allgemeinen unbeschrinkt ist*?. Damit kénnen wir die Spek-
traldarstellung auf unbeschrénkte selbstadjungierte Operatoren ausdehnen.

4.107 Spektralsatz: Fiir jeden selbstadjungierten Operator A auf einem komplexen Hilbert-
raum H gibt es eine eindeutig bestimmte Spektralschar { Ex | — oo < X\ < oo }, mit der fiir
diesen Operator eine Spektraldarstellung

A= f AdE, (4.53)

mdglich ist. Umgekehrt wird fiir jede Spektralschar durch (4.53) in eindeutiger Weise ein
selbstadjungierter Operator definiert. Dabei gilt

dom[\:{tpeﬂ‘ jx2d||/3¢|\2<oo}.

Beweis: > Wir zeigen erstens, daB eine Spektralschar mit der behaupteten Eigenschaft exis-
tiert. Dazu sei B = (1+ A2?)~!. Nach Lemma 4.104 ist B positiv definit und symmetrisch,

%2Das ist er genau dann, wenn die reelle Folge (HAA,,H)NGN unbeschrinkt ist.

“3Der hier gezeigte Beweis stammt von Riesz und Lorch [313], [314]; siehe auch [228] und [374]. Erstmals
bewiesen wurde dieser Satz durch von Neuman, der die Spektralzerlegung unbeschrankter selbstadjungierter
Operatoren mit Hilfe der Cayley-Tramsformierten auf diejenige unitirer Operatoren zuriickfiihrte [268]. Zum
Spektralsatz fiir unitdre Operatoren siehe Abschnitt 4.4.3.
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und es gilt HéH < 1. Nach Satz 4.44 ist daher 0(@) C [0, 1], und nach Satz 4.103 gibt es
somit eine das Intervall [0, 1] iiberdeckende Spektralschar { F; | 0 < A < 1} mit

B= Jl NdFy.
-0

Betrachten wir nun die Folge (ﬁn)ne]N von orthogonalen Projektoren mit :Bn = /F\l/n_ﬁl/(n+1),

0 o~ ~ ~
so erhalten wir zunichst Y P, = F; — Fy. Dabei gilt einerseits F; = 1; andererseits ist

n=0
~ o~ 0 fir X<0
FaFo=1{ -
Fo fir X=0

und damit

1
F,=B 'BF,=B"! fxd/% F, =0,
o

also folgt > Is,, = 1. Somit sind die Projektionsraume P, der ,B,, paarweise orthogonal, und
n=0

es gilt @ P, = H. Als nichstes ist nun zu zeigen, daB die Einschrankungen A [P, fir alle
n=0

n € N beschrankt und symmetrisch sind. Dazu driicken wir sie mit Hilfe der durch die reellen
Funktionen

L fiir L <¢< E
f(€) =1 ¢ nt1 "
0 sonst

vermdge der im Beweis von Satz 4.103 definierten Abbildung ® erzeugten Folge (fn(é))neN
beschrankter und symmetrischer Operatoren sowie des ebenfalls beschrankten symmetrischen
Operators C = A B aus. Dabei gilt einerseits

also L o
Bf,(B)="f,.(B)B="F,

fiir alle n € N; andererseits liefern (4.49) und (4.51)
Cy=x

mit (4.50) folgt daher R
ICwIP = lIxI* < ¥l
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und somit ist auch ||C|| < 1. Weiter gilt
BA=BA(1+A%)B=B(1+A?)ABC AB

und damit auch

Da B und C und somit auch B C beschrinkt sind Igt daraus
BC=CB.
Das liefert L L
AP,=ABf,(B)=Cfn,(B)
sowie

P,A=f,(B)BA=f,(B)AB=f,(B)C,

nach Lemma 4.105 sind somit A und Pn vertauschbar, und 2/3” ist ein beschrankter symmetri-
scher Operator auf #H. Fiir alle n € N sind folglich die Operatoren AAN =A [ P, beschrankt
und symmetrisch. Nach Satz 4.103 gibt es daher auf jedem Raum 7P, eine Spektralschar
{E,,A | m, < X< M, }, wobei m, < M, € R jeweils die durch Satz 4.44 definierten Kon-
stanten sind. Nach Lemma 4.106 wiederum existiert dann eine Familie { E, |—c0o XS0}
selbstadjungierter Operatoren auf H mit I_EA [ Pp,= EM fiir alle n € N, die gleichzeitig eine
ganz R iiberdeckende Spektralschar auf  ist. Nun gilt fiir alle n € N und jedes ¢ € P, defi-
nitionsgem3B Exy = E, 9, und auBerdem ist £ = E,4 fiir alle A, u € R mit X, < m,,

oder \, u = M,. Daraus folgt fiir jede reelle Folge (an)mez mit lim a, = —oco und
m——oo
lim a, = oo sowie alle m € N und alle 9 € P, nach Satz 4.103
m—o00
am+1 My My
fAdEﬂ/;— Z jAdExw— j NdEsy = j ANdE, o = Ayp = Avp, (4.54)
m=—o00 am mp—0 mp—0

sofern das Integral auf der linken Seite existiert. In diesem Fall stimmen also dieses Integral
und der Operator /Kaufjedem Raum P, fiir alle n € N und damit auf ganz H uberein, das
heiBt, auf ganz H gilt (4.53).

Um die Existenz von (4.53) zu beweisen, zeigen wir nun zweitens, daB hierdurch fiir jede
beliebige Spektralschar { Ey|-0SAZ0 } auf H ein selbstadjungierter Operator definiert
wird. Dazu betrachten wir wieder eine reelle Folge (a,)mez mit den oben beschriebenen
Eigenschaften, dazu die Folge (Qm)mEZ orthogonaler Projektoren mit Qm = E‘;,NH1 - E
fiir alle m € 7Z sowie die Folge (Qn)mez der jeweils zugehdrigen Projektionsraume. Wieder

gilt dabei €@ Q,, = H. Fiir jedes m € Z sei

m=—o00

am

am+1
Tow= [ XdE, (4.55)

am
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dann gilt fiir alle ¢ € Q,,, nach (4.45)

am+1

f A2 d|IExwl? < o

am+1

=

sowie

am+1

(Tov.w) = [ Ad(BExp.9) €R,
am
das heiBit, jedes 7A'm ist ein beschrankter symmetrischer Operator auf Q,,. Nach Lemma
4.106 gibt es somit einen eindeutig bestimmten selbstadjungierten Operator T auf H mit
T | Q= Ty fiir alle m € 7, und fiir diesen erhilt man analog zu (4.54)

T= TAdEA.

—00

Drittens zeigen wir die Eindeutigkeit der Darstellung (4.53). Dazu sei {@A | —ccSA=Z o0}
eine beliebige Spektralschar auf H mit A= I dGy und (am)mez wieder eine reelle Folge
—00

wie oben. Dann gilt einerseits fiir alle ¢ € dom A und alle —00 < u < oo

AGw = [Xd6\Gup= Y [ AdGx(Ga,.,—Ga,)Guth
= G\u Z f Adé)\( é\an7+l_ éam)"p = éuA'l/}v

m=—00 am

das heif3it, A istAmit allen (A?Avertauschbar, und da A ohnehin mit allen Ex vertauschbar ist,
sind auch alle £ mit allen G, vertauschbar. Fiir jedes m € Z gilt daher auf Q,

fxdg O, = Txd@ I Om=AQm

—o0 —00

und nach Lemma 4.106 folgt hieraus EX = é\x fiir alle —co < X < oo auf ganz H.

SchlieBlich beweisen wir viertens obige Aussage iiber die Definitionsmenge von Operatoren

der Form (4.53). Nach (4.54) und Satz 2.140 existiert das Integral in (4.53), wenn die Reihe
2

konvergiert. Hierbei gilt

am+1

[ XdExy

am

oc

m—foc

TA dEy H <[ NdE\i, [A dEXl/))

m=—oco ' ap
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am+1 am+1

Z (22 d (B, Evw) = Z [ 22 dlEwl? = jvduawwﬁ
m=—00 am m=-—00 am
fiir alle m € 7 und alle ¢ € Q,,. Daraus folgt die Behauptung. |

Die Spektralschar eines gegebenen selbstadjungierten Operators 138t sich explizit konstruie-
ren; wie das geht, verrat die

4.108 Stonesche Formel:* Ist A ein beliebiger selbstadjungierter Operator auf einem Hil-

bertraum und {I_EA | —oo £ X £ oo} die zugehdrige Spektralschar, dann gilt fiir alle
Y, € H undallex € R

A+0

(0. Bap) = Jim, i, = JA-tmie = (A-trirw) ot

Beweis: Fiir jedes ¢ € U\ R gilt einerseits

andererseits

und damit

Daraus folgt fiir alle ¥, o € H

d (e, I::ﬂll)_

(p.(A=0)9) = [ =00

R

Schreibt man a1(¢) = Re (@, (A — ¢) 1) und ax(¢) = Tm (i, (A — ¢) 1) sowie
Bi(\) = Re (0, Exip) und Bo(X) = Im (¢, Extp), dann gilt fiir jedes £ > 0

Jmoan(t+ie) = fm(ﬁ) dB:(N)

—00

17 1 1
757£<)\ftf/ei>\ft+/s>dﬁl(>\)

44Benannt nach ihrem Entdecker M. H. Stone [361].
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Mit Satz 1.25 folgt fiir jedes s € R

fﬁmal(t-&-is)ds: j

—00 —00 —

—00

Fiir den Integranden von obigem Integral gilt

sSs—A T
arctan —0—7’ <7
2
fiir alle s € R sowie
soN 7 s fir s > X
lim <arctan +7> =< /2 firs=X
e\,0 € 2

0 fir s < X;
nach Satz 1.21 folgt daher

|
€

i\rjﬁoloﬁm al(t+i£)dt=g[51(5)+51(5*0)]

und mit Eigenschaft (ii) von Definition 4.98 weiter

A+6

: . 1 .
B1(N) :6I@O SI@O ;J Jmai(t+ie)dt
A5
~lim lim j [on(t+ie)—ou(t—ie)]dt
SN0 eNO0 27 - ! ! ’
Analog zeigt man
1 M
620):5'{”05'@0 o j [oo(t+ie)—ax(t—ie)]dt.

—00

(4.56) und (4.57) liefern zusammengenommen die Behauptung.

= J <arctan S ; A + g) dpBi(N).

339

(4.56)

(4.57)
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Véllig unklar ist bis jetzt noch der sich durch die Terminologie unmiBverstandlich andeu-
tende Zusammenhang zwischen Spektralscharen und Spektraldarstellungen selbstadjungierter
Operatoren einerseits und deren Spektren andererseits; hier besteht somit weiterer Klarungs-
bedarf“®. Dazu brauchen wir zunichst wieder eine
4.109 Definition: H sei ein Hilbertraum und A ein beliebiger selbstadjungierter Operator
auf 7, auBerdem sei {Ex | — 0o < A < A} die durch A eindeutig bestimmte Spektralschar.

(i) A heiBt Konstanzpunkt von {EA | —o00o <X S A}, wenn esein € > 0 gibt so daB
E>\+£ - E>\ e =0 gilt;

(ii) X heiBt Wachstumspunkt, wenn es kein Konstanzpunkt ist;
(iii) Wachstumspunkte heiBen Sprungpunkte, sofern Iir‘% ( Ey — I:CA,E) # 0 ist;
E—

(iv) Wachstumspunkte heiBen Stetigkeitspunkte oder Punkte stetigen Wachstums, falls
|II’T10(E)\ - E)\,e) =0.
£—

Diese vier Begriffe lassen sich jeweils unmittelbar anschaulich deuten. X ist ein Konstanzpunkt
der Spektralschar, wenn deren Projektoren in einer Umgebung von X alle auf denselben
Teilraum von H projezieren, ein Wachstumspunkt, wenn sich die Projektoren bei jeder noch
so kleinen Variation von A ebenfalls dndern, ein Sprungpunkt, wenn sich die Projektoren an
der Stelle X unstetig dndern, und ein Stetigkeitspunkt, falls die Projektoren sich stetig mit A
andern. — Der folgende Satz beantwortet nun genau die oben gestellte Frage.

4.110 Satz: H sei ein komplexer Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator auf H.
(i) Die Sprungpunkte der Spektralschar von A sind genau die Eigenwerte von A.

(ii) Die Konstanzpunkte der Spektralschar von A sind genau die reguldren Punkte von A,

Beweis: (i) u € C sei ein Sprungpunkt der Spektralschar von A. Dann springt die Spektral-
schar bei p um einen Projektor IS,L; dessen Projektionsraum sei H,,. Fiir jedes ¥ € H, gilt
dann

Ay = APy = IAdEde) j)\PAP YA =uPap = py.
Ist umgekehrt 1 ein Eigenwert von A mit Eigenvektor 7 # 0, dann folgt fiir alle € > 0

2

= [ =prdIByl?

0= I(A=u)wlF=| [ (=) aBw
u—e pte
= [O=pPdIBwIP+ [ (A—n)? dHEwwj (A=) d By
—o0 n—e ute

“SWir orientieren uns hier teilweise an [121].
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Alle drei Integrale auf der rechten Seite sind positiv und miissen daher einzeln verschwinden.
Aus dem ersten Integral folgt

n—e n—e

0= [ —pPdIBwIP 2e? [ d|Ey|? =& B cul?.
und wir erhalten R
E, e =0. (4.58)
Analog folgt aus dem dritten Integral
0= [(A=p)2dIBIP 2e® | dlIEsw|’
u‘+a ILLFS

=& (IIP ~ | Eure ¥IP) = € |9 — Eusew |
diesmal erhalten wir ~
Epcp = . (4.59)
Aus (4.58) und (4.59) folgt Iir‘% [( EM - EM,E )] = 1, und weil nach Voraussetzung 1 # 0
E—>
ist, folgt daraus Elm) (Ey,—Eu-c)#0.

(i) u € C sei ein Konstanzpunkt der Spektralschar von A. Dann gilt fiir alle 9 € dom A

IA=m) 2= [(A=u)?d|Exw)?
hoe _ wie 0 _
= [ O=wPdIEWIP+ [ A=u)dIEWIP+ [ (A=p)*d By,
—o0 u—e ute

Das mittlere der drei Integrale verschwindet; analog zu oben erhdlt man daher die Abschat-
zung

(A=) ¥ 22 [ Epctl? + [[9]? — |Epsettl?]
22 [[YI2 = | (Euse — Eue) V1],
wegen EME - EM_E = 0 folgt daraus
I(A—w)¢l? = e? |yl

und nach Corollar 4.40 (ii) gilt damit u € p(ﬁ) Nun sei @ als regular vorausgesetzt, dann gilt
[ (A=) =8|l fir ein geeignetes 6 > 0. Wire u nun kein Konstanzpunkt, so wiirde
die Spektralschar dort springen, es gabe also ein € mit 0 < & <, sodaB E, . — E,_ #0

ist. Jetzt verwenden wir gerade diesen Projektor und wahlen 9 =: (E e — Euc) @ mit
irgendeinem ¢ € H. Nach Voraussetzung ist dann

(A=) (Eure = Eue) 9?2 8| (Epre — Eue) 0|1
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andererseits gilt jedoch

ute
(A—p)(Epse — Eue)ol? = j (A=) dlIExel® £ €2 (Eure — Eu-e) @) |17,
n—e
womit § = € folgt — ein Widerspruch. O

Zusammenfassend konnen wir damit die Resolventenmenge und das Spektrum eines be-
liebigen selbstadjungierten Operators mit Hilfe von dessen Spektralschar wie folgt charakte-
risieren:

(i) Die Menge der Konstanzpunkte der Spektralschar eines selbstadjungierten Operators
bildet dessen Resolventenmenge,

(i) die Menge der Wachstumspunkte bildet dessen Spektrum,
(iii) die Sprungpunkte sind hierbei die Elemente des diskreten Spektrums und

(iv) die anderen Wachstumspunkte sind die Elemente desjenigen Bereichs des kontinuierli-
chen Spektrums, der keine Eigenwerte enthilt.

Der inA(iv) angesprochene Teil des kontinuierlichen Spektrums eines selbstadjungierten Opera-
tors A, der keine Eigenwerte enthilt, heiBt essentielles Spektrum og(A ). Ein Punkt X\ gehért
somit genau dann zum essentiellen Spektrum, falls dim [( EHE — EA,E )7—{] = oo gilt fiir
alle e > 0.

Wir schlieBen den vorliegenden Abschnitt mit einer weiteren ergdnzenden Bemerkung,
diesesmal mit Blick auf Satz 4.34. Dessen Aussage erhalt man nun fiir den Sonderfall selbst-
adjungierter Operatoren sozusagen gratis.

4.111 Corollar: Ist H ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator auf H, dann

gilt a(A) # 0.

Beweis: Nach Satz 4.107 gehért zu A eine Spektralschar { Ey | — 0o < A < oo }; nach
Satz 4.110 sind deren Wachstumspunkte die Elemente von o(A ). Nach Definition 4.98 gilt
E,oo =0 und EDO =1, und da die Spektralschar irgendwie von 0 auf 1 wachsen muB, geht
es nicht ohne Wachstumspunkte. |

4.4.2.3 Funktionen von Operatoren

In diesem Abschnitt greifen wir den Beginn des vorigen erneut auf. Dort deutete sich gewisser-
maBen als Nebenprodukt eine Moglichkeit an, aus gewdhnlichen komplexwertigen Funktionen
operatorwertige Funktionen zu basteln. Das wurde in Abschnitt 3.1 mit Hilfe von Potenz-
reihen bewerkstelligt. Spektraldarstellungen kann man nun dazu verwenden, operatorwertige
Funktionen fiir eine sehr viel groBere Klasse von Funktionen zu definieren. Dabei miissen die
verwendeten komplexen Funktionen nicht in Potenzreihen entwickelbar sein, es geniigt, wenn
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sie zur Klasse (R, C) gehdren beziehungsweise E-meBbar sind. Die Operatoren, die als
Argumente dienen sollen, missen selbstadjungiert und diirfen unbeschrankt sein.

Alle erforderlichen Hilfsmittel stehen bereits zur Verfiigung. Es seien H ein Hilbertraum,
A ein selbstadjungierter Operator auf H mit Spektralschar {I_EX | —co =A< oo}t und F
eine E-meBbare Funktion, dann definieren wir

F(A) = [ F()) dE, (4.60)

und erhalten damit operatorwertige Funktionen*®. Damit kénnen wir nun insbesondere auch
denjenigen Teil von Satz 4.103 auf unbeschrinkte selbstadjungierte Operatoren verallgemei-
nern, der bis jetzt in diesem Abschnitt noch nicht beriicksichtigt wurde.

4.112 Satz: Ist H ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator auf H, dann gilt
fiir jedes n € N

An = f A" dE;.
Als niitzliches NebeAnprodukt folgt hieraus, daB alle Iterationen AA2, 23, ... eines selbstadjun-
gierten Operators A ebenfalls selbstadjungiert sind.
Der Fall n = 0 liefert

1= fd%;

das ist die Vollstindigkeitsrelation fiir die Spektralschar {EX | =00 £ X\ = 00} und stellt
eine Verallgemeinerung von Satz 2.165 dar. Damit gilt fiir beliebige 1 € H

Y= TdEw.

Entsprechend funktioniert die Bildung von Skalarprodukten mit Hilfe der Spektralschar; fiir
Y, € H erhdlt man

oo

(0. w) = [ d(p.Exy).

—o0

und Normen von Vektoren schreiben sich folglich

912 = (9. %) = j d (v, Exp).

“OFiir selbstadjungierte beschrinkte Operatoren fillt diese Definition operatorwertiger Funktionen mit der
Definition (3.1) iiber Potenzreihen zusammen.
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Ein weiteres spezielles, aber wichtiges Beispiel ist die Resolvente eines selbstadjungierten
Operators A. Auch diese 138t sich mit Hilfe der Spektraldarstellung schreiben; fiir sie folgt
unmittelbar R
dE,

A—=¢

RO =(A-¢) "= T

Anhand von (4.60) erkennt man sofort den folgenden Sachverhalt:

4.113 Satz: Ist F eine E-meBbare Funktion, A ein selbstadjungierter Operator und
A = X1, so folgt daraus F(A) 1 = F(N\) .

Das heifit, Eigenvektoren selbstadjungierter Operatoren bleiben das auch fiir iiber die Spek-
tralscharen dieser Operatoren definierte operatorwertige Funktionen, und die zugehdorigen Ei-
genwerte erhalt man durch die entsprechenden Funktionswerte der Eigenwerte der urspriing-
lichen Operatoren.

Fiir stetig differenzierbare Funktionen kann man nun auch Ableitungen von operatorwer-
tigen Funktionen nach selbstadjungierten Operatoren definieren gemaB
o0

jF’(A) dE,.

dF(A)
dA

Fiir das Beispiel der e-Funktion
eA = f e dE,

erhdlt man so die Ableitung

KA _
de ko ekA

fiir eine Polynomfunktion

El

dagegen die Ableitung

Naheres hierzu findet man beispielsweise in [117].

4.4.2.4 SpektralmaBe und Spektralintegrale

Der in den vorigen beiden Abschnitten gewahlte Zugang zu Spektraldarstellungen und Spek-
traloperatoren sowie insbesondere die Definition von aus Spektralscharen konstruierten MaBen
gemaB (4.46) 1aBt die Moglichkeit erkennen, die Sache von einem sehr viel allgemeineren maB-
theoretischen Standpunkt aus aufzuziehen*’. Ausgangspunkt dafiir ist folgende

#TWeiterfiihrende Informationen hierzu findet man unter anderem in [135], [160] und [254].
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4.114 Definition: Es seien & eine o-Algebra iiber einer Menge M und Z?(H) die Menge
der Projektoren auf einem Hilbertraum 7. Dann nennen wir eine Funktion £ : & — %(H)
ein SpektralmaB, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

() E@) =0,
(i) E(M) =1,
(iif) E( fj An) = i E(A,) ¥ fiir jede abzshlbare Familie disjunkter Mengen
(Ann)jix c6 ur:goalle P EH.

SpektralmaBe, die auf den Borelmengen iiber R definiert sind, nennt man reelle Spektral-
maBe, solche, die auf den Borelmengen iiber € definiert sind, komplexe SpektralmaBe. Das
sind jedoch nur Spezialfille; SpektralmaBe kénnen auf beliebigen o-Algebren iiber beliebigen
Mengen definiert werden.

Da SpektralmaBe projektorwertige Abbildungen und daher auf Vektoren anwendbar sind,
kann man auch hier weitere MaBe analog zu (4.46) definieren. Wir erhalten auf diese Weise
zu einem SpektralmaB E fir beliebige 1, @ € H vektor-, komplex- und reellwertige MaBe der
Form

py =E,
foy = (E@, ),
thps| = [(E @, 9)|

und N R
by = (Ep, )= Ey |

Diese lassen sich iiber ihre Trager in naheliegender Weise zueinander in Beziehung setzen.

4.115 Lemma: Es seien M eine Menge, H ein Hilbertraum, E ein SpektralmaB auf M mit
Werten in 22(H) und ¥, ¢ € H. Dann gilt

(i) supp Ky, C supp |ty,e| C supp E;
(ii) supp py C supp E.

Beweis: (i) Ist x € M \ supp E, dann gibt es eine offene Teilmenge X von M mit x € X und
E(X) = 0. Fiir alle B € B(M) mit B C X ist damit ebenfalls £(B) = 0, und es folgt

Ho(B) = [ iy = [ x5 Ihve
B X

~ [ %0 Ev.0)= (0. [ x0Ew ) = (0. E@)0) =0
X X
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Wegen |1y, o|(X) = 0 gilt x € M\ supp |ty,o| und damit supp |ty,,| C supp E. Da auBerdem
[y ol (Y) 2 |y.o(Y)] fir alle Y € B(M), gilt auch supp Ly, C supp [y, also insgesamt
SUPP Ly, C SUPP |Ky,p| C supp E.

(ii) Fiir x € M\ supp E gilt mit den gleichen Bezeichnungen wie und analog zu oben

uy(B) = (. E(B)%) =0
und damit x € M\ supp py. Daraus folgt supp iy C supp E. |

Auf der Basis der SpektralmaBe kénnen wir nun in der iiblichen Weise*® operatorwertige
Integrale fiir in geeigneter Weise integrierbare Funktlonen definieren. Dazu seien H ein Hil-
bertraum, M eine Menge mit einer o-Algebra & und_ E ein SpektralmaB auf M mit Werten in
P (H); auBerdem sei f(E M, C) die Menge der E-einfachen komplexwertigen Funktionen
auf der Menge M. Ist x, die charakteristische Funktion der Menge A und { My, Mo, .. ., M, }

_ n N
eine disjunkte £-meBbare Zerlegung von M, so erhilt man fiir g = > ¢ Xu, € J(E.M, C)
j=1

mit E ein Integral gemaB der Definition
[gdE =3 g Em)
M J=1

Eine Funktion f : M — C heiBt E—meb’bar, wenn f~1(B) € & gilt fiir jede Borelmenge

B € P(C). Zu jeder E-meBbaren Funktion f gibt es eine Folge (gn)nen in J(E,M, C)

mit (x) — gn(x)| = 0 fir E-fast alle x € M. Wir formulieren damit die folgende,
n—

naheliegende

4.116 Definition H sei ein Hilbertraum, M eine Menge und E ein SpektralmaB M mit
Werten in &2(H). Eine Funktion f : M — C heiBt E—integrierbar, wenn sie E-meBbar ist
und es fiir jede  approximierende Folge (g,)nen In f(l:: M, €) und jedes € > 0 ein N(¢)
gibt, sodaB

flgmfgnIdE<€
M
gilt fiir alle m, n = N(g). In diesem Fall heiBt der Grenzwert
ffd/? = lim jgndE
n—o0 «
M M

Integral von f iiber M.

Solche Integrale nennt man Spektralintegrale. Sie stellen eine Verallgemeinerung der in den
vorangehenden Abschnitten mit Hilfe von Spektralscharen definierten Integrale dar. Auch fiir

48Siehe Abschnitt 1.2.2.
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sie gilt konstruktionsbedingt fiir alle 1 € dom | f dE
M

I

das liefert in Analogie zu Satz 4.101 das folgende Resultat.

2 » ~
= [IFVPdIEwIP
M

4.117 Satz: Es seien M eine Menge, H ein Hilbertraum, E:M— P(H) ein Spektralmal
und f eine E-meBbare Funktion. Dann existiert das Integral [ f(\) dE genau dann, wenn
M

Pe {(peH ‘ [IFRd | Ep|? <oo} gilt.
M

Damit kénnen wir Satz 4.102 zu einer Version fiir Spektralintegrale umformulieren, und
zwar, da wir hier nicht mehr auf die fiir Spektralscharen wesentliche Anordnung derselben
angewiesen sind, gleich fiir sehr allgemeine SpektralmaBe [260].

4.118 Satz: M sei eine beliebige Menge und & eine o-Algebra auf M, auBerdem seien H
ein komplexer Hilbertraum und E ein SpektralmaB auf H. Dann gilt fiir jede E-meBbare
Funktion f : M — C folgendes.

(i) Durch Ef =[fN) dE wird ein abgeschlossener Operator auf H definiert;
M

MEwW<m}

(i) dom F; = {w

Owﬁ“:?:f47
M

(iv) dom Fr = dom Ff ;

(v) ist f reellwertig, dann ist Fr selbstadjungiert;

(vi) gilt f(X\) = 0 fiir alle X\ € M, dann ist ﬁf positiv definit;

(vii) ist f fast iiberall beschrdnkt, dann ist /F\f beschrankt;
(viii) sind f und g zwei E-meBbare Funktionen, dann gilt Fy l?g = l?fg.
Beweis: (i) Die Linearitdt von Fr folgt unmittelbar aus Definition 4.116. Wir schreiben nun
A= {'(/J eH ’ ’JI IFONPd Ew|? < oo} und betrachten eine Folge (9,)nen in A mit

lim 1, =9 € H sowie den Grenzwert lim :Ef Y, =: @. AuBerdem definieren wir eine Folge
n—oo n—oo

von Mengen (A;)nen aus & durch A, = {X € M | [f(X\)| < n} sowie eine Folge (ﬂ)neN
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beschrénkter Operatoren auf H durch T, = IXA”(A) f(\) dE. Ist (ISAN),,G]N die Folge der
M

orthogonalen Projektionen auf die A, dann gilt
T, = lim Py, T9,=Pa 0,
n—oo

damit R
Iim T,v¥ =0
n—o0

und weiter R R
im [, POV Ew 2= im 17,9 I = Il
M

Iﬂach Satz 1.23 ist daher f € Z2(M, py), also gilt ¥ € A und somit Fr=o. Folglich ist
Ff abgeschlossen.

(ii) Folgt aus Satz 4.117.

(iii) Es seien 9 € dom ﬁf und @ € dom /?f, auBerdem sei (f,),en eine Folge fast iiberall
beschrénkter Funktionen aus .£2(M, wy) mit nILnZO f, = f. Wahlt man zu jedem f, eine

Npm
Folge (hnm)men einfacher Funktionen der Form h,, = > Cam X~ mit geeigneten
= inm

Zerlegungen von M, sodaB lim h, , = f, fir alle n € N, dann gilt
m—oo
<<p,ff(>\) dEw> = im (cp,ffn(x)dézp>
v n—oo M

= lim lim <<p,jhm(x)d5w>

n—00 M—00

(o, ﬁf’d’)

Nnm
= lim fim > (@, Gamxy, (N EZinm) )

Jj=0
Non,m

= nan;o m'[)noc Z (Sjnm szm(k) E(Zj,n,M) 0.YP) = (’E? R)

=0

und damit f-_\? - I?f*. Sind umgekehrt (ﬂ)new und (ISAN)NE[N wie oben definiert und ist
9 € dom F/, dann gilt fiir alle n € N

ITiw 2= @ ToTiw) = (@, T Pa, Ti) = (b, T T 9) = (T, T ¥),
also nach Ungleichung 2.142
I Tow P IT 9T wll

und damit R R
[Tl =T 9.
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Daraus folgt wiederum
foAn ) d H = [ W P aIEv i <170

fiir alle n € N; nach Satz 1.23 gilt somit [ |f(\)[>d || E9|12 < oo, also 9 € dom I??. Das
M

liefert dom F;/ C dom F7 und damit F/ C F7.

(iv) Folgt aus (ii).

(v) Folgt aus (i), (iii) und (iv).
(vi) Gilt f(X\) = O fiir alle A € M, dann folgt mit den Bezeichnungen von oben c;, ,, = 0 fiir

alle;j=0,1,..., N m und alle n, m € N und damit fiir alle ¢ € dom Ff
i Nom
B = [0 0E%8) = Il 3 (Gt () EZinm) )
M j=0
Nn,m
= I . E 2>
lim ~ lim Zl GnmXz,, N EZinm)w* 2 0.
=

(vii) Fiir alle 9 € H gilt uy(M) = [d||E@ |2 = | EM) @] = ||| < oo. Ist f fast
M

iiberall beschrénkt, dann gilt folglich f € (M, ) fiir alle ¢ € H, also ist dom ﬁf =H,
und nach Corollar 2.38 ist Fr beschrankt.

(viii) Wir wahlen zu f und g zwei Folgen (h$”),cn und (h¥) ¢ einfacher Funktionen
der Form h{" = Z c Xz | beziehungsweise h) = Z (g> 20 jeweils mit geeigneten

Zerlegungen von M, sodaB lim A% = £ und lim hg?) = g; auBerdem sei (Zg)g <4<y die
n—0o00 m—00

Familie der Zerlegungen von M, die in der Form Z, = Z,(f) Z<m geschrleben werden kdnnen

mt0 </ < NS und 0 << NS Dann gilt fiir alle 9 € ran Fg N dom Fg N dom Ff mit

(f)

geeignet gewahlten Koeffizienten ¢;’ und c((,g) genau wie im Beweis von Satz 4.102 (viii)

FrFyv = [ [ o) df} { [N déw}

M
N

= lim lim {ZC,(.?xzw( Ez HZ 2 xz0 (V) EZ)v
i—0 ”

n—o0 mM—0o0

N

= lim lim P %,NEZ)¥= [ FNgNEY=Frgp. O
q=0 M
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Fiir E-meBbare Funktionen und Operatoren der Form ﬁf kénnen wir nun wie bei den
Spektralscharen Integrale der Form

oder auch R R R
W Frw) = [ FO)d(w.Ew) = [F(N) d|Eg|?
M M
definieren, wovon wir ausgiebig Gebrauch machen werden.

Um nun den Zusammenhang zwischen Spektralscharen und SpektralmaBen nicht nur tiber
Analogien, sondern auch direkt sichtbar werden zu lassen, wahlen wir speziell als Menge M die
Menge R der reellen Zahlen und als o-Algebra & die Menge B (IR) der Borelmengen iiber R.
Ist nun { /E\A |—00 £ X £ oo} eine Spektralschar, so kénnen wir diese in naheliegender Weise
zu einem SpektralmaB E ausbauen. Das funktioniert in volliger Analogie zur Konstruktion
des Lebesgue-MaBes*. Fiir gewdhnliche Intervalle setzt man

E(\m) =Eu~Ex
fiir abzahlbare Vereinigungen aus paarweise disjunkten offenen Intervallen

£ ( U(x/,u») Y B, -B)

j=1
und fiir beliebige Mengen B € B(RR)
E(B)=inf{E(B) | AC R offen, BC A}.

Die Eigenschaften (i), (i) und (iii) aus Definition 4.114 sind dabei aufgrund der Konstruktion
automatisch erfiillt. Wir kénnen damit Satz 4.107 neu formulieren.

4.119 Spektralsatz:*° Fiir jeden selbstadjungierten Operator A auf einem Hilbertraum H
gibt es ein eindeutig bestimmtes reelles SpektralmalB3 E, sodaB A darstellbar ist in der Form

A= f AdE; (4.61)

umgekehrt ist fiir jedes reelle Spektralmal3 E der durch (4.61) definierte Operator selbstad-
jungiert.

49Siehe Abschnitt 1.2.1.
0ln dieser Form wurde der Spektralsatz fiir unbeschrinkte selbstadjungierte Operatoren erstmals von
Halmos formuliert [135].
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Auch hier nennt man (4.61) Spektraldarstellung von A; wieder erhilt man
dom A = {1/;67—[ ‘ j A2 d||E > <oo}.

Aus Satz 4.108 wird nun das folgende Resultat.

4.120 Stonesche Formel: A sei ein beliebiger selbstadjungierter Operator auf einem Hil-
bertraum, E das zugehérige SpektralmaB, a, b € [—o0, 0] mit a < b und ¢ € R. Dann
gilt
1 b
b))+ E((ab)=1lim — [[(A-t—ie)—(A-t+ie)]dt.
E((a. b)) + E((a. b)) = lim - je) = (A—t+ie)?]

2

Ergdnzend erwdhnen wir ein Resultat fiir unbeschrénkte selbstadjungierte Operatoren, das
fiir deren beschrankte Verwandte unmittelbar aus Satz 4.44 folgt.

4.121 Satz: Ein selbstadjungierter Operator A auf einem komplexen Hilbertraum ist genau
dann positiv definit, wenn o(A) C Ry gilt.

Beweis: ,—=": A sei selbstadjungiert und positiv definit und E sei das eindeutig definierte
SpektralmaB von A. Dann gilt

j Ad(,E9) =0 (4.62)
a(A)
fiir alle 9 € dom A. Wegen (¢, E ) = 0 folgt A = 0 fiir alle A € o(A).
" Aus 0(A) C R{ folgt (4.62) und damit (¥, A4) = O fiir alle 9 € dom A. O

Den in diesem Abschnitt beschriebenen Formalismus verwenden wir nun, um den Spek-
tralsatz weiter zu verallgemeinern.

4.4.2.5 Spektralzerlegung unbeschrankter normaler Operatoren

Satz 4.107 I4Bt sich mit nur geringen Anderungen von unbeschrankten selbstadjungierten auf
unbeschrankte normale Operatoren erweitern; auch hier ist die Beschrankung auf erstere ein
im wesentlichen technisches Detail, das insbesondere mit Blick auf die Quantenmechanik von
Interesse ist. Wir erhalten damit den allgemeinsten aller Spektralsitze, der alle anderen als
Spezialfalle beinhaltet.

Wir beweisen zunichst eine Reihe von Hilfssatzen; beim ersten geht es um das Adjungieren
inverser Operatoren.

4.122 Lemma: Ist A ein linearer Operator auf einem Hilbertraum H und existiert //4\’1, dann
gilt (A)"1 = (A1)~

Dieses Werk ist copyrightgeschiitzt und darf in keiner Form vervielféltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fiir den persénlichen Gebrauch.



352 KAPITEL 4. EIN WENIG SPEKTRALTHEORIE

Beweis: > Wir betrachten wie im Beweis von Lemma 4.104 den Hilbertraum 7 = H & H
mit dem Skalarprodukt ({¥, x}, {©,&}) = (¥, ) + (x, §). Auf diesem seien die Operatoren
B und C definiert durch B{vy, ¢} = {¢, ¥} beziehungsweise C{9, p} = {@, =} fir
alle ¢, ¢ € H. Dann ist I'(/K*) das orthogonale Komplement des Abschlusses von CI'(AA);
auBerdem gilt

M(A 1) =BT(A) (4.63)
sowie
BC=-CB, B*=1 C?>=-1
Damit folgt
F(AY))=#SCr(A)=#6CBI(A)
— #oBCI(A)=B[# o CI(A)] =B (A),
und mit (4.63) erhalt man unmittelbar die Behauptung. O

Aus Lemma 4.122 folgt, daB die Inverse eines selbstadjungierten Operators — sofern sie exi-
stiert — ebenfalls selbstadjungiert ist.

Der zweite Hilfssatz macht eine Aussage iiber die Graphen spezieller Einschrankungen
abgeschlossener Operatoren [79].

4.123 Lemma: H sei ein Hilbertraum und A ein abgeschlossener Operator auf ‘H. Dann gilt
F(A ] domA*A) =T(A).

Beweis: Auf dom A ist durch (1, @) = (¥, <p)+(21p, /34,0) ein Skalarprodukt definiert, und
da /Kabgeschlossen ist, wird dom A mit (', ) zu einem Hilbertraum. Fiir jedes ¢ € dom A
wird durch f(9) = (¥, ) ein stetiges lineares Funktional auf  definiert. Nach Satz 2.146
gibt es daher zu jedem ¢ € dom A genau ein x, € H mit (1, <p) {4, X)), das heiBt,
durch Co @ = X, wird ein linearer Operator Co dom A — dom A definiert. D|eser ist nach
Corollar 2.143 stetig und nach Lemma 2.27 somit gleichmaBig stet|g auf f ganz dom A, folgllch
gibt es nach Satz 1.12 genau einen Operator C:H —s domA mit C I dom A = Co, der
gleichméBig stetig auf ganz H ist. Damit gilt auBerdem ((61/} o) = (P, p) fir alle p € H
und @ € dom A. Wegen (1, Xo) = (X, W) ist C auBerdem symmetrisch. Nun sei { , ) das
im Beweis von Lemma 4.104 definierte Skalarprodukt auf H @ H. Ist U das orthogonale
Komplement von F(AA dom A*A ) in F(A) beziiglich ( , ), dann gilt {'LIJ,K'L/}} € U genau
dann, wenn ({w A’L/J} {o, A(p}) <<'L/) ) = 0 gilt fiir alle ¢ € dom A*A, und wegen
ranC = dom A*A folgt daraus (1, C£&) = (C 4, &) = 0 fiir alle £ € . Das wiederum
fihrt auf (¢, &) = O fiir alle £ € X und damit auf 9 = 0, das heiBt, & = {0}. Daraus folgt
die Behauptung. O

*1Auch hier stammt die Beweisidee von J. von Neumann [271].
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Der dritte Hilfssatz verallgemeinert Lemma 4.75 fiir den Spezialfall n = 2 auf unbe-
schrankte Operatoren [31]%2.

4.124 Lemma: H sei ein Hilbertraum. Dann gibt es zu jedem selbstadjungierten posmv
definiten Operator A auf H genau einen selbstadjungierten positiv definiten Operator B mit
A=B2

Beweis: 1. Wir konstruieren zundchst den gesuchten Operator als Grenzwert einer geeigneten
Operatorfolge. Zu A > 0 setzen wir S, = (A + A)~!. Nach Lemma 4.104 ist S, ein
beschrankter positiv definiter symmetrischer Operator auf 7. Nach Lemma 4.75 gibt es
daher genau einen beschrankten positiv definiten Operator 73 mit 7A}2 = §A. Nach Satz 3.2
ist 73 symmetrisch. Aus
Y=5"50=(A+A) Ty

folgt ker 7A} = {0}, und somit existiert der Operator éA = 7A'{1. Nach Voraussetzung ist
dom (A + Z) dicht in H, wegen dom éA =ran 7A'>\ ist es daher auch dom éx, das heiBt, éx
ist dicht definiert. Weiter gilt

Bi=(Tx) =(M)'=Ta' =5,
also ist éx selbstadjungiert. AuBerdem sei ¢ € dom éA beliebig und ¢ = é)ﬂ/}, dann gilt
(B, ¥) = (BaTaw. Ta) = (0. Tap) 2 0.
Folglich ist §A positiv definit. Weiter gilt fiir alle 1/ € dom A
IO+ A)PIP = (A +A) 9, (A +A) %)

= NP7 + 21 (9, AY) + Ay = A2

daraus folgt

IAT2 [ =X (A+A) T £1 (4.64)
und weiter N N
[ATR ] =1-AT2| <1,

das heiBt, AT:2 ist beschrinkt. Fiir alle v > 0 ist daher (y + A) T3 beschrinkt und

positiv definit, nach Lemma 4.75 gibt es somit den Operator [(y + //4\) 7A—>\2]1/2, und mit
7\_)\2 = 7\—72 (’Y + A\) ?}? f0|gt

=Ty [(v+A) T2V (4.65)
Analog erhilt man R R o

Ty=Ta[(A+A)T2]Y2 (4.66)

525 J. Bernau, der Autor dieser Arbeit, erwihnt dabei wiederholt und ausdriicklich den Gutachter derselben,
der an einigen Stellen raffinierte Ideen zur Vereinfachung der Druckfassung beigesteuert hat.
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(4.65) und (4.66) zusammen liefern ran ?w = ran T, und damit dom éy = dom B, sowie
dom éyéx = dom §x§,y fiir alle v, A > 0. Mit 7AZY7A} = 7A}7AZ, folgt §7:§>\ = éxéw. Fiir
A > 0'ist A+ A positiv definit, nach Lemma 4.75 ist (A + A) /2 folglich ein wohldefinierter
beschrankter positiv definiter Operator. Damit gilt §A2 = X+ A sowie dom §f = dom A fiir
alle A > 0. Ist 0 < v < A, dann gilt

I(Y+A) T2 (A+A) T2 =1,

und mit (4.65) und (4.66) folgt 1T < HﬁH Damit erhilt man fiir alle 1 € dom A mit
QY = B)\B’Y

also gilt auch
1Bx — By | = (Bxtp — By, Batp — Byth)
= (Bxv, Byy) — (B, Byw) — (B4, Bav) + (Byw, Byy)
= (BRY,9) —2(ByByyp, 9) + (B 9. ¥)
S (B2Y,¥) = 2(BR Y. ¥) + (B v, 9) = (B9, ) — (B2, ¥)
=(A+A)Y.9) = (v+A) P 9) = O, %) — (¥, 9)
= =7 llvl* (4.67)
Nun sei 1 € dom B;. Nach Lemma 4.123 gibt es in dom B2 eine Folge (¥n)nen, fiir die
lim 9, =1 und daher auch lim Byyh, = By gilt; mit (4.67) gilt
I Byt — Byt || = || Byt — Bathm + Bathm — Batn + Bath — Byt |
< Bt — Batn |+ | (B = By) (% — %) |
S 1By (W —¥) |+ VA= |9 — Ul
fiir alle n, m € N und daher lim_| ByWm— By, || = 0. Somit ist (By,)nen konvergent
mit JLn;C By, = By, wenn das fiir By mit A > -y der Fall ist. Zusammengenommen folgt
1By = Baw [P = lim || Bywhy = Bagpn [P < Jim (v = X) [[9al® = (v = 1) [4I?

und damit
: ) ) 2 < 2
lim | By — By I < v W, (4.68)
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das heiBt, der Grenzwert i@o Eﬂp existiert. Damit definieren wir den Operator B durch
By = Jim By fiir 1 € dom B; = dom B.

2. Als nachstes zeigen wir, da3 B die gewiinschten Eigenschaften aufweist. Zunachst gilt fiir
alle 9, ¢ € dom B

(BY.¢) = lim (Brv.9) = lim (¥.Br9) = (v. B ).

-l
das heift, Bist symmetrisch. Ist 9 € dom A und A,y > 0, dann gilt A“Lno I§XI§71/J =B é,y‘l/J
und damit ByB 1 = B B, und es folgt
|AY—B*wll = —v¥+B7Y-BB,w+B,Bvy-B*y|
Syl +11(By = B)Bywll+ 1 (By~ B) Bl (4.69)
Gleichzeitig liefert (4.68)
lim [[(By = B)w[” < llwlP. (4.70)
und (4.69) wird damit zu

1Ay = B2yl Syl + v | By vl + 1 Bw .

Die rechte Seite verschwindet fiir -y N\ 0, folglich ist /31/1 =B 9 fiir Y € dom é das heiBt,

es gilt A C B2. Wegen dom A = dom B2 folgt A = B2.

Nun seien ¥, ¢ € H, auBerdem sei (¢,),en eine Folge in dom B mit lim ¢, = ¢ und
n—oo

lim B, = ¢. Fiir y > 0 gilt dann mit (4.70)
n—oo

nglfm—éﬂ!nl\ = \|§7¢m—§¢m+§¢m—§¢n+§¢n— A'y'l/)nH
B Ym— Bl + 1 (By = B) (¥m — )

§‘|B(¢m_’lpn)“+\/’7”wm_wnl‘

fiir alle n, m € N, also ist lim || Byt — By, || = 0, und die Folge (Byn)nen kon-
n,m—»00

vergiert. Da éﬂ, abgeschlossen ist, gilt auBerdem ¢ € dom B und lim éywn = éﬂ,'(/), und
n—oo
wiederum mit (4.70) folgt

1B —pll=lim By~ Byl < lim [ B(w%—¥n)ll+vA 1% —al]=0.

Daraus folgt é’([} = ¢, das heiBt, B ist abgeschlossen. Da B auch symmetrisch ist und
auBerdem B2 = A gilt, gibt es nach Lemma 4.123 zu jedem X € dom B* eine Folge (X1)ne N
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in dom B2 mit lim Xn = x und lim é*x,, = §*x. Wegen dom B2 c domB gilt
n—oo n—oo
B*x, = Bx fir allle n € N, und weil B abgeschlossen ist, gilt x € dom B. Damit folgt

éx = lim éxn = lim g*xn = §*x,
n—oo

n—o0

das heift, Bist selbstadjungiert. Fiir alle 1 € dom B gilt

(B, v) By, w) 20,

= lim
ANO
also ist B auch positiv definit.

3. SchlieBlich zeigen wir noch die Eindeutigkeit von B. Dazu sei C ein weiterer selbstadjun-
gierter positiv definiter Operator mit A = C2. Dann gilt fiir alle 1) € dom A

I(B=C)¥|?P=((B-C)y.By)—((B-C)y.Cy)
=(B(B-C)v,9)—(C(B-C)y, )
oder mit p = (B—C)9
[(B=C)vIP=(Bo.¥)—(Co¥). (4.71)

AuBerdem ist AC = C3 = 62 das heiBt, A und C sind vertauschbar. Damit gilt nach
Lemma 4.75 fiir alle A > 0

Fiir ¢ € dom c folgt daraus

AI{mO CB\Y = xl@o BaCY =BCHq. (4.72)
Da 4@0 §xt[) = §1/) gilt und C als abgeschlossen vorausgesetzt wird, gilt §'L/J € dom 6 und
mit (4.72) folgt . . .
CBw:AI{nOCBMD: BC,
das heiBt, es gilt BC c
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es folgt (By~1)2 1 € dom B C, also

CBy=B2BC(B, )29y =BCB2(By )2y =BCy
und somitAfé - BC. Zusammengenommen erhdlt man BC = CB. Hieraus folgt fiir alle
P € domA
(B+Clo=(B+C)Y(B-C)y=(B2—BC+CB-C*y=0,
also auch

0= (Be.w)+(Co9)=((B+C)p.p)=0 (4.73)
und damit (B(p (p) (C(p ) = 0. Mit Unglelchung 33 folgt (B(p X) = (6(,0 £ =0
fiir alle x € dom B und alle £ € dom C, es gilt daher B p= C@ =0, und mit (4.71) erhilt
man B’l[) = C'L/} fur alle 1 € dom A. Um das auf dom B auszudehnen, verwenden wir fiir
P, p € dom A die Abschdtzung

IB(v—9)P=(B(v—9)B(v-9))
=B2(Yv-0)v—0) AW -0)lllv—epl.

Nach Lemma 4.123 ist [(B | dom A2) dicht in [(B | dom A), und da (B | dom A) = I'(B)

gllt folgt r( [ dom A2) = F(B) analog schlieBt man r(f dom /2\\2) = F(f) Wegen
(B | dom AQ) = F(C | dom A2) erhalten wir daraus (B ) = I(C) und somit die Behaup-

tung. |

Auch hier schreiben wir B = A1/2,
Der vierte Hilfssatz zeigt, daB Satz 4.77 auch fiir nicht kompakte Operatoren gilt, wenn
diese abgeschlossen sind [51].

4.125 Polarzerlegung: Ist H ein Hilbertraum, dann gibt es zu jedem dicht definierten
abgeschlossenen Operator AaufH genau einen positiv definiten selbstadjungierten Operator
|AA\ und einen unitiren Operator U mit I U(p|| = ||l fiir alle ¢ € (ker LA/)L sodaB
A=U|A|

Beweis: Wir setzen |A| := (AA*/K)I/2 und zeigen zunichst die behaupteten Eigenschaften.
Nach Lemma 4.124 existiert |AA| und ist selbstadjungiert und positiv definit. Nach Lemma
4.123 gibt es zu jedem Y € dom A eine Folge (¢¥))nen in dom A*A mit JLn;o P, = ¥ und

lim A, = Avp. Daher gilt fiir alle n, m € N
A Ym — | Al 12 = (Al Y — | Al | Al — | Al 90)
= (Wm — Yo | AP (Y — W) = (Y — Yo, AA (Y — P))
= (A(Pm— V0 ) AU — ) = | A — Ay, |2 (4.74)
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und damit  lim || \/K\'d)m — \2\1/),,“ = 0, und weil \/3| nach Satz 3.12 abgeschlossen
ist, folgt ¥ € dom|A| und lim |A|4, = |A|%, das heibt, es gilt dom A C dom|A].
n—oo

Umgekehrt gilt fir alle 9 € dom | K| mit (4.74), und weil A abgeschlossen ist, auch
9 € dom A. Damit ist dom A = dom | A|. Weiter gilt fiir alle n € N

A9 12 = (| Al n, [ Al %) = (A Yo, ¥0)
= (A Ay, ¥n) = (Atn, A,) = || A9,

und damit H Ay = HA P|| fiir alle 1/) € dom A. Nun definieren wir die Abbildung
U - ran\A\ — ran A durch U0|A|1/1 Av. Diese ist isometrisch und 3Bt sich zu

einer Abbildung U ran | A\ —ranA fortsetzen, die genau die gewiinschten Eigenschaften
aufweist. Wegen R o o o
AT =(U|A]) =|AI"U =AU

gilt AA = |AA|U U\/K\ Nach Satz 3.40 ist U unitir, also gilt U0 = 1 auf ran\A\
und es folgt A*A = | A|2. Nach Lemma 4.124 ist folglich |A| und damit auch U eindeutig
bestimmt. O

SchlieBlich folgt noch ein Hilfssatz, der eine Zerlegung beliebiger selbstadjungierter Opera-
toren in positiv definite selbstadjungierte Operatoren mit speziellen niitzlichen Eigenschaften
liefert [31].

4.126 Lemma: H sei ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator auf H. Dann
gilt fiir die Operatoren A* := [4(] Al+ AA)}** und A~ = [£(] Al - 2)]** folgendes.

() A=A+ — A=, |A|=AT+ A~

(ii) ran A+ Cker A=, ran A~ C ker A™;

(iii) A? = (A*)? + (A7)

(iv) A~ und A~ sind positiv definit und selbstadjungiert;

(v) A+ und A~ sind mit Jjedem beschrédnkten Operator vertauschbar, der mit A vertausch-
bar ist.

Beweis: (i) Direktes Nachrechnen liefert At — A- 2 A, und weil A selbstadjungiert und
A+ — A- symmetrisch ist, folgt A+ — A= = A. Analog findet man A* + A~ 2 | A| und
damit At + A~ = | Al.

(ii) Weil A selbstadjungiert ist, gilt dom A2 = dom | A|2. Damit folgt fiir alle 1 € dom A2

A2 = (Ap, Ap) = (A%, 9) = (A'Ap, )
=(1A12p.9) = (Al |Alp) = ||| Al ]2 (4.75)
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Nach Lemma 4.123 gilt F(A) =T(A| dom A2) und I'(\A\) =T(|A| | dom A), daher gibt
es zu jedem Y € dom A eine Folge (¥n)nen in dom A2 mit I|m Y, = P sowie

lim Ay, = Ay und lim | A4, = | Al . Das liefert dom|A| = dom A und mit (4.75)
n—o0 n—0o00

|A9|2 = ||| Al |2 Fiir alle % € dom A2 gilt dann |A|t € dom A und A*t) € dom A.
Mit dom A € dom A~ folgt weiter

A-A+ :%(w AY(1A]+A) v (\Z\2+|Z|Z—mm—ﬁ2):o. (4.76)

Nun sei wieder ¢ € dom A und (¥n)nen die oben dazu definierte Folge in dom A2; dann gilt

n—o0 n—o00

jim A4, = lim Bwﬂfﬁ)wn} = LA Ayu=A*y.

A= st abgeschlossen also ist auch ker A~ abgeschlossen und es folgt A\+1/J € ker A~ fiir

alle 9 € dom A, das heiBt, es gilt ranA+ CkerA=. Mit A* = (—A)~ und A+ = (—A)~
folgt analog ran A~ C ker A+.

(iii) Fiir alle ¢ € dom A2 ist A9 = A*)— A=t € dom A*, und da nach (iii) A~ € dom A+
gilt, folgt Aty € dom A*. Analog erhilt man A~ € dom A~. Damit und mit (4.76) gilt
A= (AT =AY (AT = A ) =(A") U+ (A7),
also A2 C (A*)2+(A~)2. AuBerdem ist A2 selbstadjungiert und besitzt daher keine echten

Erweiterungen, folglich gilt A2 = (A*)2+ (A7)2

(iv) Wir betrachten wieder den Hilbertraum 2 = H @& H mit dem Skalarprodukt

., x}. {0, €} = (¥, ©) + (x, €) und dazu den Operator C : # — 7 mit

C{y, p} = {w, —9}. Wie im Beweis von Lemma 4.104 zeigt man, daB '(A™") das ortho-

gonale Komplement von CT((A*+)*) ist. Zu jedem Vektor 1 € dom (2*)*) gibt es daher
eindeutig bestimmte Vektoren ¢ € dom A™ und x € dom (A™)* mit

{0, (A) 9} = {p, A*o} + {(A")" x, —x},
das heiBt, es gilt R R R
Y=0+(AT)Yx, (A)v=A"p-x (4.77)
Weil A*+ symmetrisch ist, folgt (A*)*x € dom (A*)*, also
ATy =A%+ ((A"))2x

und damit x = —((A*+)*)2x. Fiir alle £ € dom A~ gilt auBerdem nach (i) A~ ¢ € ker A™;
es folgt

EAYXN=(AEx)=(A&—((AN))?x) = (ATA ¢, -ATx) =0,
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und somit ist x € ker(A~)* C dom ((A~)*)2. Nach (iii) gilt weiter
(AF))2+ (A2 S ((AN?) + ((A1)2) S (A2 +(A)?) = (A%)" = A%,

also ist x € dom A2 C dom (A+)2, und damit gilt ((A+)*)2x = (A+)2x. Daraus wiederum
folgt

0= [IxI” = ¢ ~((A))?x) = (x. ~(A")?x) = ~(A*x, A*x) = —|A*x| <0,
also ist x = 0, und mit (4.77) folgt ¥ = ¢ € dom AT, Damitist A+ selbstadjungiert. Wegen
A~ = (—/2\\)+ ist auch A~ selbstadjungiert.
Nun sei P der orthogonale Projektor auf ker A~. Damit gilt t A=P = 0 und folglich auch

PA- = P*(A ) C (A P)* = 0. Nach (||) gilt auBerdem PA* AJr und damit auch
AP = (AT)*P* = (PA*)* = (AT)* = A™. Fiir alle 9 € dom A folgt

(A, ) = (PA*Y,9) = (P(A* + A7) 9, 9)
= (P2(AT+ A7)y, 9) = (AT + A7) Py, Py) = (|A| Py, Py) 2 0.
Fiir alle 9 € dom A~ gibt es nach Lemma 4.123 eine Folge (¢¥n)nen in dom A mit
lim 4, =4 und lim AT, = A+, und es folgt
(A*9,9) = lim (A%, 9,) 2 0

Somit ist A+ positiv definit. Analog zeigt man, daB A- positiv definit ist.

(v) B sei ein beschrankter, mit A vertauschbarer Operator, das heiit, es gelte B
Wie in Teil 3 des Beweises von Lemma 4.124 zeigt man, daB dann auch B | A\| C |
Fiir alle 1 € dom A folgt damit

éi*wzéé(lfmfx)w: (1A|+A)Bw=A*By

N~

Fir alle ¥ € A+ gibt es nach Lemma 4.123 eine Folge (¥,)nen in dom A mit lim Y, =
n—oo
und lim A+e, = A+y. Es folgt

Aty = lim BAty, = lim ATBy, =ATBvy

n—o0 n—o0

W)

und damit B A+ € A*+B. Analog zeigt man BA~ C A~B. O

Die im obigen Lemma definierten Operatoren A+ und A~ sind eindeutig bestimmt: Sind B
und C Operatoren auf H, welche die in Lemma 4.126 fiir A+ und A~ formulierten Eigen-
schaften (i) bis (iv) aufweisen, dann gilt B = A+ und C = A~, denn nach Voraussetzung
gilt

|A|+A=B+C+B-CC2B;

N
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und damit

B2 meﬁ)} _ A+,
und weil A\selbstadjungiert ist, folgt daraus B=aA~. Analog erhdlt man C=A".

Wir kehren nun zuriick zu Definition 4.114 und wahlen als Menge M die Menge C und als
zugehorige o-Algebra die Menge B(C) der Borelmengen iiber C, das heifit, wir betrachten
komplexe SpektralmaBe. Damit formulieren wir den angekiindigten Spektralsatz fiir unbe-
schrankte normale Operatoren.

4.127 Spektralsatz: #H sei ein komplexer Hilbertraum. Dann gibt es zu jedem normalen
Operator N auf H ein eindeutig bestimmtes komplexes SpektralmaB E, sodaBB N darstellbar

ist in der Form R R
N=[rdE. (4.78)
C

Umgekehrt ist fiir jedes komplexe SpektralmalB E der durch (4.78) definierte Operator normal.
Dabei gilt

domlv:{

dHE'(/)H2<oc}. (4.79)

Beweis: 53 Wir zeigen zuerst die Existenz eines SpektralmaBes E mit den beschriebenen Ei-
genschaften. N sei ein beliebiger normaler Operator auf H, dann ist nach Satz 3.17 fiir jedes
A € © der Operator N — X ebenfalls normal und der Operator B= | N-— A | selbstadjungiert
und positiv definit. Fiir alle r = 0 ist auch B-r selbstadjungiert, nach Lemma 4.126 ist
daher (B — r)* eindeutig bestimmt und serstadJunglert Folglich ist ker(B r)* abge-
schlossen. EA . sei der orthogonale Projektor auf ker ( B- r)*. Wir zeigen zunichst, daB
{E)\,r | 0 = r < oo} eine Spektralschar ist, indem wir die in Definition 4.98 aufgefiihrten
Eigenschaften tiberpriifen.

Zu (i): Nach Konstruktion gilt einerseits (B=r)*E, =0 und damit

Exi(B—r) =E, [(B=r)"]"S[(B-r)"Es] =0. (4.80)

Weil EM beschrankt ist, gilt andererseits

(B—r) Ex,=[(B-r)]"Es,

=[Ex,(B=r) ]"=[(B-r)]"=(B-r)". (4.81)

Zusammengenommen erhilt man daraus EM ( B- r)yc (é, r) EM und LEM BCB LEM
sowie fiir alle s = 0

(B—r)*ExsEx,=Exs(B—r)"Ex, =0,

53Der hier beschriebene Beweis wurde von Bernau gefunden [30].
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also L R
E)\,S E)\,r = E)\,r E)\,S E)x,r- (482)

AuBerdem gilt
Ex,r E)\,s =( Ex,s Ex,r ) = (Ex,r Ex,s /E\k,r ) = E)\,r Ex,s E)\,r- (4.83)
Mit (4.82) und (4.83) erhalt man EM I_Exvs = Ex,s EM fiir alle r,s = 0. Nach (4.80) folgt
(B—=r)"2(1-E\)(B-r).
Damit und mit Lemma 4.126 (v) folgt fiir alle % € dom B und alle r,s > 0 mit s > r
(B=s)Ex¥=Ex (B=s)¥=E(1-E:)(B-5)y
=(1=Exs) B (B=r)¥—(s—r)(1-Exs)Exrt
—(1=Exs)(B=r)"Ex,¥—(s—r)(1—Exs) Ex, .
Nach Lemma 4.126 (iv) und (v) folgt weiter
0= ((B=5s)Ex v Ex )
~(1-Es)(B=r) Ex9.En,9) = (s = 1) (1 - Exs) Enr 9. Ens 9)
~(s=r)((1-ExsPEnr¥.Exc9)
=—(s=r)(1-Es)Ex 9. (1= Exg) Ex,¥)
~(s=n)(1-Es)ExcvIP 0. (4.84)

Daher, und weil dom B dicht in H ist, gilt (1 - EXS ) EM'(/) = 0 fiir alle 9 € H. Folglich
gilt EME“ = EMEM = EM und damit E>\5 > EM fiir alle r < s.

Zu (ii): Wieder sei s > r, dann ist EM — EM ein orthogonaler Projektor. Nach (4.84) gilt
fiir alle 9 € dom B und aufgrund der Stetigkeit des Skalarprodukts auch fiir alle ¢ € H

r(Brs—Ex)9 %) S (B(Ers—Ex)9, %) £ s((Exs— Ex,) 9, %)

und damit R N o R N R
r(Exs —Ex;)SB(Exs—Exs)=s(Exs—Exr).
Es folgt o R R R R R
0=SB(Exs—Ex;)—r(BExs—Ex,)S(s—r)(Exs—Exr),
also

IB(Exs—Exn,)—r(Exs—Ex)IIS(s—r)|Exs—Ex,ll=s—r.  (485)
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Wir betrachten nun den orthogonalen Projektor P = I@O ( EA,,H—EM ). Wie soeben gezeigt
€

gilt E)\,s > Ii\mO EMH > EA,, fiir s > r; daraus folgt
€

P=(Ex:—Ex)P
fiir s > r sowie L
E\x,P=0 (4.86)
Fiir alle 9 € H gilt daher
IBPY—rPy|=[(B-r)(Exs—Ex )Pyl <(s=r)|Pyl,
also A R
lim | BPy—rPy|=0
und damit o R
BPy=rPuy. (4.87)
Mit (4.81) und (4.86) folgt
(B—r) " Py=(B—r) PEy, ¥ =0
und mit (4.87) weiter R R R R
(B=r)"Py=(B-r)Pyp=0.

Es gilt somit Py e ker(é —r)" und Py = Ex,rw = 0 fiir alle 9 € H, und man erhilt

lim Ex,ie = Exr
N A r+e A r

Zu (iii): Weil B abgeschlossen ist, gilt E}MO’III € dom B und §E>\.01,[J = Em B fiir alle
% € dom B. Fiir alle r = 0 gilt daher nach Lemma 4.126 (iv)

(( é - f) Ex,o P, Ex‘o 1/’) = (( é - f) Ex,r l'::x,o P, /E\x,o 1/J)
=—(( B- r)” Exot, EA,O ) 20,

also (é /E\A,O b, Ex,o Y)=r HEA,O Y|>. Fir EA,O'(/J # 0 folgt l'_f;%(é Ex,o P, Ex,o P)=0

— ein Widerspruch. Somit gilt EA,OW = 0 fiir alle 9 € dom B, und weil Ex,o = 0 stetig ist,

folgt Ey o = 0.

Fiir alle 9 € dom B gilt auBerdem E)\.oc 1 € dom é und fiir alle r = 0 ist EM EM,O = EM.

Es folgt R R R
(1-BExo)¥=(1-E3,)(1-Excc)¥

sowie wieder nach Lemma 4.126 (iv)
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(B=r)(1-Exe)¥. (1 Exne) ¥)
=((B=r)(1=Ex,) (1= Eroe) ¥, (1= Erco)¥)
=((B=r)(1-Exe)®. (1 - Exs) %)
—((B=r)Exn (1= Erce) . (1 Exce)¥)
=((B=r)(1-Exo)®. (1 - Exs) )
+((B=r) (1= E)¥. (1= Exec) ¥)
=((B=r)" (1= Exae)¥. (1 - Exc)¥) 2 0.

Also ist (B(1 = Exoe)®, (1= Exco)®) = r|l (1= Exoo )W |? fiir alle r > 0. Das geht
nur fir (1— EM,C )¢ = 0. Somit gilt EMQ ¥ = 1 fiir alle ¥ € dom B, und weil EMQ stetig
ist, folgt I_EMO =1

Nun sei €(C) die Menge der kompakten Teilmengen von € und Z?(H) die Menge der
Projektoren auf . Wir definieren die Abbildung & : B(C) — Z2(H) durch

eA) = A\ V{E:|reA}
e>0
fir A € €(C) und
eM) =\/{e(A) | Ace(C), AC M}
fiir beliebige M € B(C). Fiir N £ M gilt dabei E(N) < &(M). Weiter definieren wir die
Abbildung E : B(C) — P(H) durch E = & | B(C). Wir zeigen nun, daB E ein Spek-
tralmaB ist, indem wir die in Definition 4.114 aufgelisteten Eigenschaften tiberpriifen.
Zu (i): E(0) = 0 ist klar nach Konstruktion.

Zu (ii): Fir A € C und r = 0 sei D(\, r) C C die abgeschlossene Kreisscheibe mit Mittel-
punkt A und Radius r. Damit ist £(D(0, r)) der Projektor auf den Raum

G= () span | J{ker (IN—X|—&)* | x€D(0,r)},

e>0

und weil D(0, r) = U{D(\, p) | p < |\, A € D(0,r) } gilt, folgt
£(D(0,r)) = E(D(0,r)) = Eo.
AuBerdem gilt (C) > &(D(0,r)) und damit E(C) = E(D(0,r)) fiir alle r > 0. Mit
Eo =1 folgt E(C) =1.
Zu (iii): Wie oben gezeigt sind fiir jedes A € C die Projektoren Ey ., r = 0, jeweils paarweise

miteinander sowie mit N - AAvertauschbar.foIinch sind sie fiir alle p € C mit N— L und
damit auch mit (N — u)* (N — u)¥2 = | N — u| sowie fiir alle & € C und alle s = 0 mit
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E,.; vertauschbar. Fiir alle M, N € C folgt daraus £(M) E(N) = E(N) E(M). Gilt zusitzlich
M 2 N, so folgt R ~
E(M) = E(N) (4.88)

AuBerdem gilt fiir alle A, B € €(C) mit AN B = () nach Satz 3.32

E(A)V E(B) = (/\\/{EM\AGA}> </\\/{E,L,5|ue5}>

e>0 6>0
= {ExclxeA} v (\/{EuslneB}
AA[(ViErem ) (Vigsuee )]
=N\ AV{E:VEs|XeA neB}
e>0 §>0
:/\\/{EM\/EMMEA,MEB}
e>0
= A\ V{E.|lveAuB}=EAUB). (4.89)

Gilt MNN = @) und sind A C M und B C N kompakt, dann gilt auch ANB = (J, und es gibt
somit ein § > 0, sodaB D(X,d) N D(u,d8) = 0 fir alle X € A und p € B. Uberdies liefert
(4.85) mit r =0 fiiralle s =2 0

IIN=XExsl <.
Daraus folgt fiir alle ¢ € H
”()\_IJ-)E)\,(SE;L,é"/J” = H(N_U')E;MEX,S Au,H/J—(N—A)Ex,sgxcsamw”
SN =) Eus Exs Eus Wl + | (N = X) Exg Exs Eus 0|
SN =] Eus Exs Eus ¥l + I IN = X[ Exg Exs Epsv ||
SO N =) Exs Eus ¥l + Il (A—p) Exs Eus v |l].

wegen | A — | > 24 weiter || EM EM; P || = 0 und damit EM EM = 0. Daher gilt fiir alle
M,NC C mit MAN =0 R

E(M) E(N) = 0. (4.90)
Nun se| $1(C) die Menge aller offenen Tellmengen von C. Ist (U,),en eine Folge in $4(C) und
U= U dann gilt einerseits E(U) > \/ E( »). Andererseits gibt es zu jedem A € €(C) mit

A S Uein N sodaB A & U ; nach Satz 1.7 gibt es damit auch A;, Ay, .. ., Ay € €(C) mit

n=0
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N ~
A, CU,firn=1,2,..., Nund A= |JA,. Esfolgt E(A,) < ( o) firn=1,2,..., N,

n=0

also weiter nach (4.89)

:E(QAN>=\N/E(A g\N/ \7 E(Un)

n=0 n=0 n=0

und damit E(U) £ \/ . Beides zusammen liefert

E) = \7 E(U,). (4.91)

n=0

Als nichstes seien 2A(C) die Menge aller abgeschlossenen Teilmengen von C und &(C) die
Menge aller Teilmengen M von C mit

eM) =\/{EU) [Ue(T), ME U}

Natiirlich gilt 4(C) C €(C) und €(C) C E(C). Es ist aber auch A(C) C E(C), denn
jede abgeschlossene Teilmenge von C ist eine abzahlbare Vereinigung kompakter Tellmengen

von C. Ist (A,),en eine Folge in €(C) und A = U A,, dann gilt E(A) \/ E(A,).
AuBerdem gibt es fiir alle € > 0 und alle 1 € H eine Folge (Up)nen in Y(T) m|t Aﬂ cu,
und | [E(U,) — E(A,) ]| < e/2"* fiir alle n € N. Dabei ist U= |J offen, und es gilt

A € U. Mit (4.88) und (4.91) folgt "
am:amzzam>
und damit
[ -V En] o] < [ VEwa -V Em] 4]
A fews ] o
§§MEn% yw<zwr. (4.92)

Das wiederum liefert E(A)y = \/ E(A,)® fiir alle 9 € H, das heiBt es gilt
n=0

E) =\ EA). (4.93)
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(Bn)ne sei jetzt eine disjunkte Folge in &(C); nach (4.90) gilt dann \/ E(B,) = 3. E(B,),
n=0 n=0
und mit (4.93) erhilt man

(Lj ) - ZE(BH)

Die Menge &(C) muB noch genauer charakterisiert werden. Einerseits gilt fir B, C € ¢(C)
EB\C) = \/{&A) [Ace(C), ASB\C}=\/{&U)|Uew),B\CSU}

das heiBt, es ist auch B\ C € &(C). Ist andererseits (A,),c~ wieder eine beliebige Folge in
¢(C) und A = |J A, dann gilt nach (4.92) fiir alle ¢ € H
n=0

inf { | [E(U) — E(A)] %]l | Uew(C), AU},
also

e(A)=\/{&(U) | Ueyu(C), AC U}

und daher A € &(C). Folglich ist €(C) ein o-Ring, und wegen B(C) C &(C) ist somit E
ein SpektralmaB.

Als nichstes zeigen wir, daB N in der Form (4.78) geschrieben werden kann. Dazu sei r 2 0
und B € B(C) mit diam B < r, dann gilt fiir alle A € Bund alle ¥ € H

E(B)y = E(B)Ey, 9 € dom N

sowie wegen (4.85) N . R
[(N=X)EB)¥I=rlEB)YI.
Es folgt
[ XdEp= [ NdE(Eo,¥)=NEo, ¥
D(0.r) D(0.r)
fiir alle 9 € H und daher

jAdEw— lim f NdEp = lim NEo, ¢ = lim Eo, Ny =Ny (4.94)

D(0.r)
fiir alle ¢ € dom N. Anders ausgedriickt gilt dom NC € dom [ AdE und N'Lj} J A dE’LI) fiir
alle ¢ € dom N und somit N C c IA dE. Weil N abgeschlossen ist, folgt aus (4. 94) aber auch
dom fAdE C dom N und N'(/) fAdEil) fiir alle 1 € dom fAdE also N 2 f)xdE

Zusammengenommen gilt damit
N=[rdE.
©
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SchlieBlich zeigen wir noch die Eindeutigkeit der Darstellung (4.78). Dazu sei F ein weiteres
komplexes SpektralmaB mit (4.78) und (4.79). AuBerdem seien r 2 0 und A € € und dazu
A, die Menge aller ¢ € H, fiir welche die Folge (r =" || ( N - A)"P||)nen beschrankt ist.
Natiirlich ist 0 € A, ,; auBerdem gilt fiir alle ¥, ¢ € A, ., alle {,n € C und alle m € N\ {0}

I r=™(N=X)"(Cp+n@) | S r=™(N =)™+l r™(N-X)"ol|,

das heiBt, die Folge (|| r =" ( N-— AM)"(CP+me)| Jnen ist ebenfalls beschriankt und es gilt
somit (Y +n¢ € A,,. Folglich ist A, , ein Unterraum von H. Weiter gilt fiir jeden mit N
vertauschbaren Operator B sowie alle ¥ € A, und alle n € N'\ {0}

[r="(N=X)"By| = Blr"(N=X)"19| <IBllr"(N-X)"¥],

also é’d} € Ax.,. Nun sei ¥ € H sogewihlt, daB es ein s = 1 und ein m € N\ {0} gibt,
sodal R
[r="(N=X)"9| > sl

Dann folgt nach Satz 3.16 und Ungleichung 2.142
SN < I r =™ (N=X)" 9[> = (r =" (N = X)" 4, r ™ (N = X)" )
= (r2"((N=X)")" (N =2)"9,9)
<2 (N =)™ (N =) [ lw] =11 r2" (N =X | |l

also R
[ r=2™(N =X | > s? 9]

und damit induktiv fiir alle n € N\ {0}
e (N =2 > 57" ],
das heiBt, fiir solche 9 ist die Folge (r =" ( N—x )" ||)nen unbeschrinkt. Das liefert
Asr={w edomN | [[(N=X)"9 | <r" |9, ne N\ {0}}.
Nun seAi wieder D, r) = {AC eC | ‘CiM < r}. Fir aﬂe ¥ € H und aIIeAn € N\ {0} gilt
dann F(D(X, r)) 9 € dom N = dom (N — X)". Mit || N || :g |w|? d(E 4, ) folgt

=" (N =) F@O w2 = [ r="| = x["d(F F(D(\. 1)) %, F(D(A, 1)) ¥)

C

= [ =P dFFOO )Y, 9)
D(\.r)

< [ dFEpp) =IFOO NI
D(\.r)
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und damit ran F(D(X, r)) € As.,. Umgekehrt seien A € € und r = 0 sowie ¥ € A, ,; fiir
alle s > r gilt dann ¥ — F(D(X, s)) 9 € Ay, und

(N =X)F(D( ) (¥~ FOX )Y < rlv—FOMs)wll. (4.95)
AuBerdem gilt

I(N =) FOO M2 = [ 1= AP d(FFOO. ), FOO. ) ¥)
C

= | Iu=Pd(FFOO ). FOM ) ¥)

C\D(\,s)
2 57 [ d(F F(D(\ 1) %, F(D(A ) %)
=52y~ FOO ) ¥ (4.96)

(4.95) und (4.96) konnen gleichzeitig jedoch nur fiir || 4 — I?(D(A, s)) ¥ || = 0 und damit fiir
F(D(M s)) ¥ = 1 gelten. Mit im F(D(\, s)) = F(D(A, r)) folgt F(D(A, 1)) ¥ = v fiir

alle 9 € A, ,. Daher gilt Ay, € ran F(D(X, r)) und zusammen somit Ay , = ran F(D(}, r))
fiir alle A € © und alle n € N\ {0}. Analog zeigt man A, , = ran E(D(X, r)) fiir alle A € ©
und alle n € N\ {0}. Folglich stimmen die SpektralmaBe E und F auf jeder abgeschlossenen
Kreisscheibe in der komplexen Ebene und damit auf ganz B(C) iiberein, das heiBt, es gilt

E=F. O

Der im folgenden Satz formulierte Zusammenhang zwischen Spektren und SpektralmaBen
liefert eine weitere Rechtfertigung fiir deren Bezeichnung und gilt ebenfalls auch fiir unbe-
schrankte normale Operatoren [260].

4.128 Satz: H sei ein Hilbertraum, ’§ ein normaler Operator auf ‘H und E das zugehdérige
SpektralmaB. Dann gilt supp E = o (A).
Beweis: Zunichst sei y € C\ supp E und /57 =[(x=y) dE. Weil supp E abgeschlossen

ist, gibt es eine offene Menge X C C \ supp E mit v € X. Somit gilt
[ %exdE =1,
C

mit Satz 4.102 folgt weiter

Ry=[(A=2)dE Xy oy IE = [ X\ oy (A= 1) dE,
C C C

und daher ist I%, beschrankt. AuBerdem gilt ,‘a ( AAf'y) =1]domA und (/Kf'y ) R.=1,
das heiBt Ry = (A — X)~!. Somit ist R, die Resolvente Rz(7y) von A, und diese ist wie
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gezeigt beschrankt. Es folgt v € p(AA), also € \ supp Ec p(AA). Daher gilt U(AA) C supp E.
Nun sei umgekehrt v € p(A). Gélte hierfiir E({y}) # 0, dann gébe es ein 9 € ran E({v})
mit 9 # 0, sodaB nach Satz 4.118 (viii)

Ay = [NdEy = [NdE [x, dEw
C C C
= [ Ay dE¥ = [vx, dEv =y E({(vDw =7
C C
und somit y € Up(AA) folgt — ein Widerspruch. Folglich gilt E({’y}) = 0 und daher auch
{I(Afw)*ldf} (A—7) :de I domA =1 |domA
C C
sowie R N N
(A—v) I(Af'y)’ldEzdezl,
C

T
und weil inverse Operatoren stets eindeutig bestimmt sind, liefert das

J A=) dE = (A7) = Ry().
C

Hierfiir gilt i
domJ(A—ry)*ldE:dom(i—w):H,
C

das heift, ﬁj(fy) ist beschrinkt. Wire nun «y € supp E und gilte damit E(X) # O fiir jede
offene Menge A C € mit v € X, dann gébe es eine Folge (A,),en offener Teilmengen
von C mit v € A, sowie diagA, < 2/n und A, D A,41, sodaB fiir alle n € N und jedes
W, € ran E(A,) mit ¥, # 0 und [|[9,]| = 1

I R&(Y) W |> =

[O=v)dEw,

C

. _ 2 ( c 2> _ -2 _ p2
Jnf (A=) (jdnEwnn = inf (A=) =0’

2
= [Ix=12dll EvalP
C

v

Hieraus folgt R
Tim | Ra(r) | = oo

— ein Widerspruch. Damit ist v ¢ supp E, und es folgt p(/a) N suppE = 0. Also gilt
supp E C o(A). O
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Fiir die Spektraldarstellung (4.61) folgt aus obigem Satz

A= TAdEA: f AdE = fAdE.

suppE 0(;)

Im iibrigen 4Bt sich natiirlich auch alles weitere oben iiber Spektralintegrale gesagte analog
auf die SpektralmaB-Formulierung iibertragen.

Im nachsten Abschnitt lernen wir eine alternative Formulierung des Spektralsatzes fiir un-
beschrankte normale Operatoren kennen. Es handelt sich dabei gewissermaBen um die Version
der linearen Algebra, wenn dieser Begriff im weitesten Sinn verstanden wird; gleichzeitig wird
dabei eine weitere besonders wichtige Eigenschaft normaler Operatoren erkennbar, die man
mit einiger Berechtigung als deren wesentliches Charakteristikum auffassen darf.

4.4.2.6 Unitidre Aquivalenz und Multiplikationsoperatoren

Es wurde bereits erwdhnt, daB Spektralsitze eine Verallgemeinerung der Diagonalisierbarkeit
symmetrischer Matrizen auf unendlichdimensionale Vektorraume darstellen. Wahrend das fiir
kompakte Operatoren unmittelbar klar ist, muB man bei nicht kompakten Operatoren zu-
mindest in den bisher diskutierten Varianten schon etwas genauer hinsehen. Im vorliegenden
Abschnitt betrachten wir nun einen Sachverhalt, mit dessen Hilfe diese Analogie sehr viel
deutlicher wird. Dazu beginnen wir mit einer auch anderweitig wichtigen

4.129 Definition: Es seien G und H Hilbertraume, auBerdem sei 21 ein Operator auf erste-
rem und A2 ein Operator auf letzterem. A1 und Az heiBen unitar aqu:va/ent oder /somorph
wenn es einen isometrischen Operator U von H nach G gibt, so daB domA1 = Udom A2
und A, = UA, U1 gilt.

Die Bedeutung dieses Begriffs belegt der néchste

4.130 Satz: Sind H und G zwei Hilbertraume und /31 und 22 zwei unitar aquivalente
Operatoren auf H beziehungsweise auf G, dann gilt folgendes.
(i) Ist A 1 symmetrisch beziehungsweise selbstadjungiert, dann gilt dies jeweils auch fiir
AQ.
(ii) Die Spektren unitdr dquivalenter hermitescher Operatoren fallen zusammen, und zwar

nicht nur in ihrer Gesamtheit, sondern in jedem ihrer Teile, das heiBt sowohl die Punkt-
spektren als auch die kontinuierlichen Spektren sind jeweils gleich.

(iii) Ist E, das SpektralmaB des selbstadjunglerten Operators A, und A2 =UA, U zu
A1 unitdr dquivalent, dann ist E2 U El U das Spektralmal3 von A2

Beweis: (i) Folgt unmittelbar aus Definition 4.129.
(ii) Wiederum Definition 4.129 liefert

(As—X)domA, = (UA, U =200 )domA; =U(A; —A)domAy;
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daraus folgt die Behauptung.

(iii) Sei El das SpektralmaB des selbstadjungierten Operators /31 und Eg = 0@10’1, aus-
serdem seien 91, @1 € H. Dann folgt aus

(1, A\lcpl) = J Ad (Y1, EI(PI)

mit ¥, = Uty und o = Uy

(W, UAU o) = [ Xd (92, UED 01)
und damit -
(2, A202) = [ Ad (42, B2 02). =

Die wesentlichen Eigenschaften eines selbstadjungierten Operators lassen sich demnach auf
alle zu diesem unitar dquivalente Operatoren Uibertragen.

Das wichtigste Beispiel hierzu betrachten wir nun genauer, wofiir wir zunachst einen wei-
teren neuen Begriff einfiihren.

4.131 Definition: Es seien (M, G, i) ein MaBraum und ¢ eine u-meBbare Funktion. Dann
nennt man die Abbildung M, : .Z2(M, u, C) — L2(M,u, C) mit M, f = @f fiir alle
f € £2(M, u, C) Multiplikationsoperator auf . 2(M, u, C).

Ausfiihrlich geschrieben bedeutet das 1\71(/, f(x) = w(x) f(x) fiir alle x € M. Daran erkennt
man unmittelbar die im folgenden Hilfssatz aufgelisteten Eigenschaften der Multiplikations-
operatoren.

4.132 Lemma: Fiir jede p-meBbare Funktion ¢ : M — C gilt
(i) M, ist linear;
(i) My = My;
(i) /\71(0 ist normal;
(iv) I\7I¢ ist genau dann selbstadjungiert, wenn @ reellwertig ist.

Fiir spezielle Funktionen ¢ lassen sich leicht weitere Eigenschaften nachweisen. Beispielsweise
ist M fiir p e Z>*(M, i, C) beschrankt und fiir ¢ € Co(M) sogar kompakt; in beiden
Fallen gilt HI\/I || = ||¢]loo, das heiBt, hier ist I\/l(p isometrisch. Ganz allgemein gilt dagegen
der nachste

4.133 Satz: Fiir jede meBbare Funktion ¢ ist U(/\Aﬂw) = raness .

Dieses Werk ist copyrightgeschiitzt und darf in keiner Form vervielféltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fiir den persénlichen Gebrauch.



4.4. DER SPEKTRALSATZ 373

Beweis: Ist A € p(M,,), dann gibt es fiir alle u-meBbaren Funktionen x und p-fast alle t € M
ein f € £2(M, u, C) mit

[(My =) FI(E) = ((t) = X) () = x(1)

Das ist formal dquivalent zu

das heiBt, die gewiinschte Funktion f existiert, wenn ¢(t) — X\ # 0 fir p-fast alle t € M und

[ 1Ce(t) = 2) 7 x(t) 12 s < oo

Wegen i )
(1o =2 x(®) 1Pdu < (e =) 2 [ Ix(t)F du
gilt in diesem Fall | (¢ — X))}l < 00, also [@(t) = A| = || (¢ — A)7! o und damit

beispielsweise fiir beliebiges a > 1

w({rem | o0 -2 < 2o -2 }) =0

Daraus folgt A\ ¢ raness ¢ und somit 0(M,,) D raness . Gilt umgekehrt
w({teM | o(t)— Al <8}) =0

fiir ein & > 0, dannist || ((t) = X\)7! |l < 1/6 und damit

1000 =25t 2d < 5 [ Ix(®)F ds < oo

Folglich gilt in diesem Fall XA € p(M,,) und somit o(M,,) C raness . O
Als unmittelbare Folge aus Satz 4.133 und Corollar 4.46 erhilt man ein weiteres

4.134 Corollar Ein Multiplikationsoperator I\7lw ist genau dann unbeschrankt, wenn ¢ un-
beschrankt ist.

Wir benétigen auBerdem ein paar Hilfssatze; der erste davon ist ein Spezialfall von Satz 4.9.

4.135 Lemma: Ist N ein beschrinkter normaler Operator auf einem Hilbertraum H und
p € C[X,Y], dann gilt a(p(N, N*)) = p(a(N), a(N*)).

Beweis: Wir betrachten die Algebra .(H) der beschrinkten linearen Operatoren auf H mit
Hintereinanderausfiihren als Operatorprodukt sowie deren kommutative Unteralgebra
P(N,N*) = {p(N,N*) | p € C[X,Y]}. Weiter definieren wir A = (N + N*) und
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B= —é(N — N* ). Dann gilt ABe 9(/9 N*) und N = A+ i B und nach Corollar 3.10
(i) damit N* = A — i B. Fiir alle f € &* und alle p(N, N*) € (N, N*) gilt

f(p(N, N*) = p(F(N), F(N"));

f(AA):%[f(I\AI)+f(I\A/*)]:

7(B) = L LF(N) — F(A)].

Daraus folgt fiir die zugehdrigen Spektren5

{
o(A)={Ff(A)|fea"};
={f(B)|few}.

Nun sei T die Menge aller kommutativen Unteralgebren von .Z(#); diese enthilt Z2(N, N*)
und ist durch die Inklusionsrelation teilgeordnet. Da jede C-Kette in T in Gestalt der Verei-
nigung aller in ihr enthaltenen Unteralgebren eine obere Schranke enthélt, gibt es nach dem
Zornschen Lemma in T ein maximales Element <7, also eine maximale, N und N* enthaltende
abgeschlossene kommutative Unteralgebra von 2 (H). Da N beschrinkt ist, ist auBerdem
jedes Element von QZ(N /V*) normal. Folglich liefert das soeben beschriebene Verfahren
ausgehend erstens von irgendeinem nichtkonstanten Element p(N, N*) von Z2(N, N*) oder
zweitens von A oder drittens von B anstelle von N jeweils wieder dieselbe maximale Algebra
/. Da Aund B selbstadjungiert sind, liegen deren Spektren nach Satz 4.39 ganz auf der
reellen Achse; daher gilt f(;) f(é) € R und damit f(lv*) = f(/V) Nach Satz 4.26 (ii)
folgt dann analog zu oben

a(p(N, N*) = { p(f(N), F(N)) | f € 7"}
={p(¢.C) | ¢ € a(N)} = p(a(N),a(N)*) = p(a(N), 5(N*)). o
Bevor wir den zweiten Hilfssatz beweisen, verschaffen wir uns drei neue Begriffe, die spezielle
Situationen im Zusammenhang mit invarianten Unterraumen umschreiben.

4.136 Definition: Es seien H ein Hilbertraum, U/ ein Unterraum in und A ein beschrankter
Operator auf H.

(i) Ist sowohl U als auch U* invariant unter Z\ dann sagt man, U reduziere A oder auch, U
sei ein reduzierender Unterraum fiir A.

54Das ergibt sich aus folgendem Satz aus der Theorie der Banach-Algebren: st A eine beliebige komplexe
Banach-Algebra mit Einselement und BB eine maximale kommutative Unteralgebra, dann gilt
o(x) ={f(x)| feB*} fir jedes x € B. Siehe hierzu beispielsweise [294].
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(ii) A heiBt reduzierbar, wenn es in H einen A reduzierenden Unterraum gibt.
(iii) A heiBt reduktiv, wenn jeder Unterraum von H reduzierender Unterraum fiir A ist.

Das folgende Lemma liefert niitzliche Zusammenhange zwischen Invarianz und Reduzierbar-
keit.

4.137 Lemma: U sei ein abgeschlossener Unterraum eines Hilbertraums H.

(i) Ist P der orthogonale Projektor auf U, dann wird A genau dann von U reduziert, wenn
PAC AP.

(i) U ist genau dann invariant unter dem beschrankten Operator A, wenn U™ invariant unter
A ist.

(iii) U reduziert A genau dann, wenn U sowoh! A- als auch A*-invariant ist.

(iv) Ist U ein A reduzierender Unterraum, dann gilt (A [ U)* = A* | U.

(v) Ist N ein beschrankter normaler Operator auf dem Hilbertraum H und U ein N-invarianter
Unterraum von H, dann ist N [ U genau dann normal, wenn N durch U reduziert wird.

Beweis: (i) ,—=": Betrachte zu ¥ € H die eindeutig bestimmte Zerlegung 9 = ¥ + ¥,
mit 4 € U und P, € UL, Fiir ¥ € U gilt dann 9 = 9, mit AU C U auBerdem A € U
und somit

PAY=Ay=APqy.

folgt :BA\‘IIJ = 2\\,5111 fir alle 9 € dom A. Dann gilt einerseits fiir

Daraus folgt P -
=" Aus PA -
Yel

AP
AP

AYy=APy=PAYcU
und damit AU C U, andererseits fiir 1 € U+
AYy=A(1-P)y=(1-P)AypclU",

und damit AUt = UL,

(if) ,=" Ist U invariant unter Z dann gilt (ﬁ'(/) ) = (Y, /a*(p) =0 fiir alle ¥ € U und
alle ¢ € U+, folglich ist 24+ invariant unter A*

,<="1 analog.

(iii) =" Gilt AU C U und AU S U*, dann folgt A*U- C UL nach (ii); nach
Voraussetzung gilt jedoch U+ = U und damit A*U C U.

=" Gilt /IZ/{ - Z;{ und A*U %Z/{, dann folgt nach (ii) A L € U*; nach Voraussetzung
gilt jedoch A = A und damit AU+ S U+,

(iv) Gilt AU S und AUL S U+, dann folgt fiir alle 1, € U

(AU Y. @) = (AP, ) = (¥, Ap) = (3, (AT U) o).
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(v) =" Mit (NTU)Y (NTtu)=(NT1U)(NU)* ist nach (iv) auch

(N*N) 1 U = (N N*) | U. Fiir alle 9 € U und alle @ € U* gilt dann nach Voraussetzung
(N, Ng) = (%, N'Ng) = (. N Vo) = (N'h, V') = 0.
Nach (ii) ist N*@ € U*, also N*3 € U und U somit N*-invariant. Nach (iii) wird dann N

durch U reduziert.
,<=" Folgt unmittelbar aus (iv). |

Der nichste Hilfssatz greift die in Abschnitt 2.3.1 beschriebene kanonische Abbildung zwi-
schen gewohnlichen und direkten Summen orthogonaler Unterrdume von Hilbertraumen wie-
der auf und erweitert diese auf topologische und damit unendliche direkte Summen.

4.138 Lemma: [ sei eine Ordinalzahl und (Vy)y<r eine Familie paarweise orthogonaler

Unterriume des unitéren Vektorraums V. Dann wird durch ® : @7V, — >V, mit
< <

(D(('l/}'y)'y<r) = Z "p'y

y<r
eine unitdre Abbildung definiert.

Beweis: Nach Voraussetzung ist ® ein Isomorphismus; auBerdem gilt fiir alle
(Vy)y<r (0y)y<r € @va
y<r

(O((Wy)y <), D((@r)y<r)) = (Z 03 WA)

y<l A<l
=N (W) =Y (U 0y)
y<TA<T y<r
= ((¥y)y<r). (@y)y<r)).
Mit Satz 3.40 folgt die Behauptung. O

Damit wenden wir uns nun der zu Beginn des Abschnitts angedeuteten alternativen Ver-
sion des Spektralsatzes zu. Deren allgemeine Fassung muB jedoch noch ein klein wenig war-
ten; stattdessen sei zundchst der Spezialfall fiir beschrankte normale Operatoren vorgezogen
[207]55, was gleichzeitig den vierten der Hilfssitze darstellt, von denen vorhin die Rede war.

4.139 Lemma: Ist N ein beschrinkter normaler Operator auf einem Hilbertraum H, dann
gibt es einen MaBraum (M, &, ) mit endlichem MaB w, eine Funktion f € £ (M, u, C)
und einen unitiren Operator U : H — £ ?(M, u, ©), sodaB U N U~ = M;.

%5Vergleiche auch [57].
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Beweis: 1. Fall: Wir nehmen zunichst an, es gebe einen Vektor ¥ € H mit ||¢| = 1 und

span {N™Nnyp | m,n e N} =H. (4.97)

a) Der erste Schritt ist die KAonstruktion des Operators U fiir einen speziellen Unterraum von
2. Nach Satz 4.19 ist o(N) kompakt. Fiir

P(a(N)) = {f € C(a(N)) | F(¢) =p(¢.C). p€ CIX, Y]}

gilt daher nach dem Satz von Stone-WeierstraB®® P( (N )) C(o (N)) in
Nun sei g € P(o (N))* mit g(f) = (p(N N*) ) fir alle f € P(o(N)
Ungleichung 2.142 und Satz 4.27 fiir alle p € P(c(N))

lg(p)| < || p(N. N*) || |9]] = || (N, N*) || = r(p(N, N*))

der Norm || [|oo-
), dann ist nach

und mit Lemma 4.135 folgt weiter

l9(p)] < sup {1¢] [ ¢ € a(p(N, V")) } = sup { (¢, Ol | ¢ € a(N)} = [[p].
Damit gilt sogar g € P(c(N)), und folglich gibt es zu g eine eindeutig bestimmte be-
schriankte Erweiterung G auf C(U(/V)). Nun sei A(G(IV)) ={fe C(U(/V)) | f =20}, dann
gibt es zu jedem f € A(U(IV)) und jedem € > 0 ein p, € P(U(I\A/)) mit pe = 0 und
| g(pe) —9g(f)| < €. Der Satz von Stone-WeierstraB garantiert, daB es ein g, € R[X, Y] gibt
mit | g2(x, y)— pE(C Z) | < efiiralle = x+iy € U(N). Setzen wir wieder A = 1 /V+/V*)
und B = ff(N N*) dann gilt

|(q2(A. B) ¥, ¥) — g(pe) | = | ((42(A, B) — p(N, N*)) v, ) |
< | q2(A. B) — p(N. N*) || = r(q2(A, B) — p(N, N))
und mit ¢ = x + i y weiter nach Lemma 4.135

[(@2(A B)w, ) —g(pe)| = sup | qe(x,y) — pe(C.C) | <e.

¢ea(N)
Beides zusammen liefert fiir alle £ € A(c(N))

|(q2(A B, ¥) — g(F) | < | (q2(A B)w. %) — g(pe) |+ g(pe) — 9(F) | < 26

6Der Satz von Stone-WeierstraB macht folgende Aussage: X sei ein kompakter topologischer Raum und
A eine Unteralgebra von C(X, C), soda8

(i) eszux#y € X ein f € A gibt mit f(x) # f(y),
(ii) aus f € A stets auch f € A folgt,

dann ist A= C(X, C). Er wurde von Stone entdeckt [358] - [360], stellt eine sehr weitgehende Verallgemei-
nerung des WeierstraBschen Approximationssatzes dar und bildet unter anderem eine wichtige Grundlage der
Approximationstheorie.
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und damit A

9(f) +2€ 2 (q2(A B)¥.9) 20,
das heiBt, es gilt g(f) = 0 fiir alle f € A(U(N)). Folglich gibt es ein endliches MaB 1 auf der
o-Algebra B(a(N)) der Borelmengen in o(N) mit g(f) = [ fdu fiir alle f € C(o(N))¥.
Mit p wird P(O’(N)) zu einem Unterraum von ,72(0(&), ). Wir definieren nun den linearen
Operator U : XQ(J(IV), w) — H durch dom Uo = P(O‘(N)) und Ugp = p(ﬁ N*)'L/; fiir

alle p € P(o(N)). Mit diesem gilt fiir alle p € P(a(N))
100112 = [ IpP du = g(Ip?) = (p(N. N*)*p(N, N*) 9, )
= (p(N, N*) 9, p(N. N*) ) = || p(N, N*) p [|:

somit ist Uo isometrisch und daher auch injektiv, und es gibt folglich auf dom UO einen
inversen Operator Ug 1. Hiermit und mit id(¢) = ( fiir alle ¢ € o/(N) gilt fiir alle p € P(c(N))

Us'NUop=Us*Np(N, Ny = Ug U (id p) = id p = Mig p. (4.98)

b) Als nichsten Schritt gilt es, (4.98) auf ganz .2 auszudehnen. Wie oben gezeigt gilt
erstens P(O’(N)) = C(U(IV)) in der Norm || ||o, zweitens ist U(N) kompakt, und drittens
ist 1 endlich, somit gilt P(c(N)) = C(c(N)) auch in der Norm || |l. Da nach Satz 2.87
auBerdem C(o(N)) = ,f?(o(ﬁ),u,@),jolgt P(o(N)) = #2(c(N), u, C) in der Norm
|| |l2. Folglich kann man den Operator Uq in eindeutiger Weise stetig zu einem unitéren
Operator U auf ganz .#2(a(N), u, C) erweitern mit

ranU = {p(N, N*) 9 | p € P(c(N)} =span{N"N"op | m,ne N} =H.
Aus (4.98) wird A
UINU = My,
das heiBt, N ist unitar dquivalent zum Multiplikationsoperator I\7lid der identischen Funktion
id auf o(N).
2. Fall: Nun nehmen wir an, es gebe keinen Vektor 1 € H mit (4.97). Zu jedem ¥ € H

mit ||9|| = 1 ist dann Ay = span {Nm Nn+p | m,n € N} ein echter Unterraum von H, und
dabei wird N jeweils von Ay, reduziert.

a) Zunichst konstruieren wir eine Familie paarweise orthogonaler Unterrdume von H, sodaB
jeder einzelne davon fiir sich dem soeben beschriebenen 1. Fall entspricht. Dazu betrachten
wir die Menge A = { Ay | ¥ € H, ||9|| = 1} aller Unterrdume obigen Typs sowie die Menge
M = {EBTA¢ | Ay € 21} aller orthogonaler topologischer direkter Summen aus solchen
Unterrdumen. 9 ist nichtleer und durch die Inklusionsrelation teilgeordnet. Ist (M,) eine

57Das ist eine Konsequenz aus der maBtheoretischen Version des Rieszschen Darstellungssatzes; siehe dazu
Anmerkung 115 aus S. 131.
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Kette in 91, dann gilt (JM, € M, das heiBt, jede Kette in 9 enthilt ein maximales
Element. Nach dem Zornschen Lemma gibt es folglich ein maximales Element M in 9, fiir
das zudem M* = {0} und damit H = M gilt. Insgesamt liefert das eine transfinite Folge
(%) <r von Vektoren in H mit |||, = 1 fiir alle v < ' und dazu eine ebenfalls transfinite
Folge (M.,),<r paarweise orthogonaler Unterrdume von H mit " M., = H, wobei jeder

dieser Unterrdume fiir sich genommen die Voraussetzung vom 1.7|§arll erfiillt. Dariiberhinaus
ist N [ M, fiir jedes v < I nach Lemma 4.137 (iv) normal; wie im 1. Fall gezeigt gibt es
daher fiir jedes «y < I ein endliches MaB 1., auf ‘B(U(N [ M,)) und einen unitdren Operator
Uy : L2(0(N | My), by, ©) mit

Uy H (N T My) Uy = Mg,

wobei id, die identische Funktion auf O'(N | M.,) ist. Dann folgt fiir den unitiren Operator
Us= P U @T.$2(J(N I My), by, C) — @7 M, und den Operator
'y<l' <

PN M au\c @TM

y<r

U(TINU():@/\%M,Y.

y<r

b) Nun zeigen wir, daB es einen unitiren Operator A von @T.22(c(N | M,), by, C) nach
y<r

L2(a(N ) w, €) gibt. Nach Lemma 4.138 existiert ein unitdrer Operator

@T«’g U(N M), py, ©) — ZEZ My), fy, ©).

< <
Weiter sei der Operator
Wo: > 2%0(N | My), iy, ©) —> Z2(0(N), 1, ©)
y<r

definiert durch N
(Wo F)({) = fa(C)
fiir alle ¢ € a(/V [ My), allea <Tundalle f =) f, € Z fQ(U(N M), by, ©);

y<r
mit diesem gilt
2
I1Tflz = [ 1(ef Q)P o = [ | o ¢
y<r
~ |3 (r, c>'d< j‘zf \ —ufnﬁ,

y<r y<r
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das heiBt, Wg ist isometrisch, nach Konstruktion zudem surjektiv und nach Satz 3.40 folglich
unitar. Aus dem Operator W, wird durch stetige Fortsetzung ein unitdren Operator

W: S 220(N | My), by, ©) — ZL2((N), . ©),

y<r

und man erhilt den gewiinschten unitaren Operator durch Zusammenbau gemaB A=WV.

c) Als nichstes weisen wir die unitdre Aquivalenz von @ M4, und Mg nach. Fiir alle
y<r

f.ge Y L%o(N | M), 1y, C) und alle ¢ € o(N | My) € (0(N | My))y<r ist

y<r

(MeWg)(C) = (My 9o )(O) = F(C) ga() = (F 1 (N T Ma)))(C) 9alC) = falC) 9a(C)

AuBerdem gilt

P M, Vig =P M, 9= P fr94.

<l <l y<
also auch R R
VM,V ig=3 frgy
< <
und damit
W7D | = Y A0,
< y<r
fiiralle f,g € 3 Z2(0(N | My), iy, €) und alle ¢ € o(N | My) € (6(N | My))y<r.
y<r
Folglich gilt

Wiy =WV @) Fiy, V-0

y<r

auf S Z2(0(N I M), by, €) und damit auch auf 3 L2(o(N I My), by, ©), und da

v<f y<r
fy =idy auf o(N [ M,), erhilt man genau die gewiinschte unitére Aquivalenz.

d) Zum AbschluB haben wir lediglich noch die bisherigen Resultate zu kombinieren. Nach a)

ist N unitar dquivalent zu @ M., nach c) ist es @ M, zu Mg, und damit ist auch N
< <

unitdr aquivalent zu M;d, und zwar vermdoge des unitaren Operators U=wv 061. O

Wir haben nun alle nétigen Hilfsmittel beisammen, um die Multiplikationsoperator-Variante
des Spektralsatzes in der allgemeinen Fassung und damit insbesondere auch fiir unbeschrank-
te normale Operatoren zu beweisen.

4.140 Satz: Ist H ein Hilbertraum und N ein normaler Operator auf H, dann gibt es einen
MaBraum (M, &, u), eine u-meBbare Funktion f : M — C und einen unitiren Operator

U:H— £2(M,pu,C), sodaB UNT* = M.
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Beweis: Wir schreiben N = & € Nw &1 mit einer Familie (Nw)n,<r beschréankter Opera-

<
toren®, einer Zerlegung von H als topologischer orthgonaler direkter Summe H = D" H,
y<r
und einer unitiren Abboildung ® : @7 H, — > H, gemiB Lemma 4.138. Nach Lem-

y<I y<r
ma 4.139 gibt es zu jedem v < I einen MaBraum (M,, &, ty) mit einem endlichem MaB

Iy, eine Funktion f € £ >(M,, uy, C) und einen unitdren Operator Uy von #. nach
ZL2?(Hy, by, C), sodaB Uh, Nh, 0;1 = Mf,v. Nun definieren wir fiir jedes v < I' eine Ab-
bildung j, : My — M x {y} mit
Jy(x) = (x,7)
fiir alle x € M,, konstruieren damit die disjunkte Vereinigung M = |J j,(M,) und dazu die
y<r

o-Algebra
S={AEM|ANM, €&, firalley <T}.

Auf & definieren wir ein MaB w durch
A=Y uAnmy)
y<r

fir alle A € &. Das MaB p ist nach Konstruktion o-finit. AuBerdem definieren wir die
Funktion f : M — C durch f(x) = fy(x) fir x € My und alle v < T; diese ist nach

Konstruktion y-meBbar. Setzen wir schlieBlich U = & &) LA/A, &1, dann finden wir

y<r
UNU =0 P Uo7 o PN, 0 o P 0y o
y<r y<I y<r
=0 PUN, U o =& P M, o7 = My 0
< <

Satz 4.140 besagt in verbaler Form, daB jeder normale Operator auf einem Hilbertraum uni-
tar dquivalent zu einem geeigneten Multiplikationsoperator ist. Etwas umgangssprachlicher
konnte man auch sagen, daB die normalen Operatoren im wesentlichen — das heiBt bis auf
unitire Aquivalenz — gerade die Multiplikationsoperatoren sind. Instruktiver ist jedoch die an-
gedeutete Analogie zur elementaren linearen Algebra. Denn die beschriebene Transformation
normaler Operatoren auf Multiplikationsoperatoren ist genau das was man erhalt, wenn man
die Transformation normaler Matrizen auf Diagonalmatrizen von endlichdimensionalen uni-
taren Vektorraumen auf unendlichdimensionale Hilbertraume verallgemeinert. Entsprechend
spricht man auch bei der Aussage von Satz 4.140 von Diagonalisierung und Diagonalisierbar-
keit normaler Operatoren.

58 ist genau dann unbeschriénkt, wenn die Folge (HIVA,H)ﬂKr unbeschrankt ist.
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Zwei Spezialfélle seien kurz gesondert betrachtet. Bei nicht separablen Hilbertraumen ist
das in Satz 4.140 auftretende MaB  nicht mehr o-finit, wie man an seiner Konstruktion so-
fort erkennt. AuBerdem gilt Satz 4.140 insbesondere auch fiir selbstadjungierte Operatoren;
in diesem Fall existiert sogar eine Funktion f : M — R mit den erwdhnten Eigenschaften.
Zusammen mit Satz 4.130 bildet Satz 4.140 damit ein wirkungsvolles Werkzeug der Spek-
tralanalyse, da man Aussagen iiber Spektren, Spektralzerlegungen und weitere Eigenschaften
normaler Operatoren durch Betrachtung der zugehdrigen Multiplikationsoperatoren gewinnen
kann.

4.4.2.7 Diskrete, absolut stetige und singuldre Spektren

Wir kommen nun zu einer alternativen Zerlegung der Spektren selbstadjungierter Operatoren
neben derjenigen von Definition 4.13, die insbesondere fiir die Belange der Quantenmechanik
von mindestens ebenso groBer Bedeutung ist. Dazu betrachten wir einen Hilbertraum H,
einen selbstadjungierten Operator A sowie Integrale der Form

W.Ay) = [Ad|EwIP= [xd|Ew|?,

a(A)

wobei ¢ # 0 irgendein Element von H und {f:_\x | —o0 £ X £ oo} beziehungsweise E
die A zugeordnete eindeutig bestimmte Spektralschar beziehungsweise das entsprechende
SpektralmaB ist. Solche Integrale werden mit dem positiven MaB || E 1) || gebildet, das man
auch als von der Funktion gy () = || Eyy ||? erzeugtes Lebesgue-Stieltjes-MaB auffassen

kann; wir schreiben dafiir || Evy I = wy. Ist u das Lebesgue-MaB auf B(R), dann kénnen
wir das Lebesgue-Stieltjes-MaB fi4 nach Satz 1.20 in seine eindeutig bestimmten kanonischen
Anteile zerlegen und erhalten

Moy = Moy p + Moy ac + Mop cs

wobei [y, der Reine-Punkt-Anteil, Ly .. der beziiglich u absolut stetige Anteil und fiy e
der kontinuierliche und beziiglich w singuldre Anteil von p, ist. Mit diesen erhalten wir die
orthogonale Summe

LR, ty) = LR, lyp) B L3R, tpac) D LR, lpcs)- (4.99)

AuBerdem betrachten wir drei spezielle Unterrdaume von H; sie sind Gegenstand der nachsten

4.141 Definition: H sei ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator. Dann
schreibt man

(i) Hp = {9 € H | uy ist ein reines PunktmaB },
(i1) Hac = { W € H | py ist absolut stetig beziiglich u },

(iii) Hes = { ¥ € H | py ist kontinuierlich und singular beziiglich p }.
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Die Aufgabe besteht nun darin, diese Unterrdume mit den bisher diskutierten spektraltheo-
retischen Begriffen in Zusammenhang zu bringen. Das gelingt am einfachsten und anschau-
lichsten fiir den ersten der drei.

4.142 Satz: Ist A ein selbstadjungierter Operator auf dem Hilbertraum H, dann gilt

H, = {9 € H | 9 ist Eigenvektor von AA}

Beweis: Wir schreiben X = {1 € H | 9 ist Eigenvektor von Z} auBerdem sei £ das Spek-
tralmaB von A. Ist 9 € H,, dann gibt es eine abzihlbare Menge P = {p, | n € N} C R
mit uy(P) = ||9||%. Hierfiir gilt nach Satz 2.140

ZHE{pn}W Zﬂw ({pn}) = 1y(P) = ¥|

und damit

oo 2

= 1wl - =o.

H v S Edph) v

n=0
Es folgt

¥=> E{p)veX

n=0
also gilt H, C X. Ist umgekehrt 9 € X, dann gibt es eine Folge (A”)nex aus Eigenwerten

von A sowie eine Folge (©n)nen zugehdriger Eigenvektoren mit ¥ = Z ©n; nach Satz 4.35
n=0

und Satz 2.140 ist dann auch [|9]|?> = Z lloall?. Fiir P ={X, | n € N} gilt damit

= w0 ) =S TEAOWD I =3 D IHEEAD o |2
n=0

n=0 n=0 j=0
o0 o0 o0
=3 S 6y @12 = lleall? = 1P = py(R).
n=0 j=0 n=0
Es folgt ¥ € H,, also gilt X C H,,. O

Ein niitzliches Nebenprodukt des obigen Satzes 148t sich leicht auf die anderen beiden Un-
terrdume Ubertragen.

4.143 Satz: H,, Hac und Hes sind stets abgeschlossen.

Beweis: Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus Satz 4.142. Fiir die zweite sei (¢¥p)ren
eine Folge in Hac und (X,)nen eine Folge in P(R) mit u(R\ X,) =0 und E(X,) ¥, =¥
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fiir alle n € N. Dann gilt p(R\ U X,) =p( U (R\X,)) =0 und folglich

neN neN
E(an>w:,7ligoé<Uxm>¢n:JL>ngcwn:¢,
neN meN

also ist ¥ € H,.. Fiir die dritte Behauptung sei (¢,),cn eine Folge in Hes mit lim @, = ¢
n—oo

und (A,)nen eine Folge in P(IR) mit £(A,) = 0 und E(A,) @, = @, fiir alle n € N. Damit
gilt u( U A,) =0 und folglich

neN

E( UAm)wzfjij;CE< UM)%ZJL@O%ZW,

meN meN
also ist ¢ € Hs. O

Um die Unterrdume aus Definition 4.141 weiter zu charakterisieren, bendtigen wir ein
paar Hilfsmittel. Zunachst erinnern wir uns, daB nach Satz 4.102 fiir jedes SpektralmaB E zu
jeder Borel-Funktion f : R — C durch

Ne= [ F(0) dE (4.100)

ein normaler Operator definiert wird, fiir den auBerdem

N2 = [1F12 dE 9 (4.101)
R

gilt fiir alle 1 € H. Der Operator Nf liefert wiederum fiir jedes ¢ € ‘H einen abgeschlossenen
Unterraum N
Hy ={No¥ | g€ LR, uy)} (4.102)

von H, und solche Unterraume weisen spezielle niitzliche Eigenschaften auf, wie der folgende
Hilfssatz zeigt.

4.144 Lemma: (i) Zu jedem SpektralmaB E auf einem Hilbertraum H gibt es eine Familie
(¥y)y<r von Vektoren in H mit ||| = 1 fiir alle vy < T und H, L Hy fiir alle y # X,
sodaBH = @7 Hy,.

y<r
(ii) Ist f eine Borel-Funktion, dann wird N durch jeden Unterraum H., reduziert.

Beweis: (i) Trivilialerweise gilt H 2 @™ Hy, . Nun wihlen wir eine Familie (1), <r von
<r

v
Vektoren aus H mit [[4,]| = 1 fiir alle v < I und Hy, L Hy, fir v # A, sodaB

span (Yy)y<r = H. Eine solche erhdlt man aus einer beliebigen Familie (¢y)y<r mit
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span (¢y)y<r = H durch Schmidt-Orthonormalisierung®®. Damit gilt X & @7 Hy,, al-
y<r
so insgesamt H = @ My,

(i) 1. Fall: f sei beschrankt Zu jeder Borel-Funktion g und jedem ¢ € H gibt es ein eindeutig
bestimmtes ¢ mit ¢ = Ng Y + @, ; damit gilt fiir jede beschrankte Funktion h: R — C
nach Satz 4.102

(N, Nros) = (NeNjw,00) = (NeNG 9 01) = (N 01) = 0,
also NY o, € Hy;. Folglich ist Hy; invariant unter N. Nach Lemma 4.137 (ii) ist dann H,
invariant unter Nf. Analog zeigt man, daB #,, invariant unter IV} ist, und nach Lemma 4.137
(iii) wird somit Hy von N¢ reduziert.

2. Fall: f sei unbeschrinkt. Betrachte die Folge (A,),cn beschrinkter Teilmengen von C
mit A, = {¢ € R | (| = n} und dazu die Funktionenfolge (f,),ex mit f, = fx, . Fir

jedes n € N wird dann H,, durch ,/\ifn reduziert. Ist :Bd, der orthogonale Projektor auf Hy,

dann folgt nach Lemma 4.137 (i) Ny, B, @ = Py Ny, o fiir alle ¢ € dom Ny,. Das wiederum
liefert R R R
lim E(A,) Py =Py

n—o0

sowie nach Satz 4.102
I|m Ny, Pu,(p— I|m N¢ N P¢<p— I|m N¢E(A n)Pwp N Pu,<p

Da Ny abgeschlossen ist, gilt Pwtp € dom Nw und somit Nfﬁw(p = ﬁ¢i\7f . Daraus folgt
die Behauptung. |

Der nichste Satz zeigt nun, daB die Unterraume aus Definition 4.141 bereits den gesamten
Hilbertraum konstituieren und zudem invariant unter A sind.

4.145 Satz: H sei ein Hilbertraum, A ein selbstadjungierter Operator und H,, Hac und Hcs
Unterraume von H nach Definition 4.141. Dann gilt folgendes.

(i) M ist darstellbar als orthogonale Summe H = H, ® Hac & Hes.
(ii) Hp, Hac und Hcs reduzieren A
Beweis: (i) Es seien Edas A zugeordnete eindeutig bestimmte SpektralmaB und Hy, fiir alle

W € H gemiB (4.100) sowie N fiir alle Borel- Funktionen f gemaB (4.102) definiert. Nach
(4.101) gibt es zu jedem y < I einen unitéren Operator Uﬂ, DMy, — L2(R, phy,) mit

LA/A, Ny U;l g="fg
fiir alle g € Z2(RR, ty,); nach Lemma 4.144 (i) gibt es folglich einen unitiren Operator

U=PU,:H— P LR uy,) = LR, )

y<r y<r

59Siehe Abschnitt 2.3.3
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mit R
UNfUtg="fg
fiir alle g € Z2(R, ). Mit (4.99) folgt die Behauptung.
(i) Folgt unmittelbar aus Lemma 4.144 (ii). O

Man nennt diese Einteilung auch kanonischen Zerlegung des Hilbertraumes. AuBerdem schreibt
man He = Hae D Hes und Hing = Hp D Hes. Ein Vektor ¢ gehdrt genau dann zu H,, wenn
es eine abzihlbare Menge P C R gibt mit u,(P) = u,(R) = . genau dann zu Hging,
wenn es eine Menge A C R gibt mit uy(A) = ||9]|? und u(A) =0, und genau dann zu H,,
wenn Ly (N) = 0 gilt fiir jede abzéhlbare Menge N C R.

Die Einschrankungen des Operators A auf die drei oben beschriebenen Unterriume von
‘H liefern nun die angekiindigte Zerlegung des Spektrums von A.

4.146 Definition: Mit den obigen Bezeichnungen heiBt
(i) op(A A)=0(A | H,) das Punktspektrum,
(i) oc(A ) (AA | H.) das kontinuierliche Spektrum,
(iii) 0ac(A) = 0(A | Hae ) das absolut stetige Spektrum,
(iv) Osing(A A)=0o(A | Hsing ) das singuldre Spektrum und
(v) O’CS(A) =o( Al | Hes ) das kontinuierliche singulére Spektrum von A
Das fiihrt nach Satz 4.145 auf die disjunkte Zerlegung
9(A) = 0,(A) Uos(A) Uoe(A), (4.103)

auBerdem gilt 0.(A) = 0ac(A) U0es(A) und Gaing(A) = 0,(A) U oes(A).
Die einzelnen Bestandteile der kanonischen Zerlegung (4.103) des Spektrums eines selbst-
adjungierten Operators lassen sich nun anschaulich deuten. Das diskrete Spektrum ogisc(A)

enthélt die Eigenwerte von A, und es gilt Udisc(AA) = op(AA). Die anderen beiden Anteile ent-
halten diejenigen Punkte des Spektrums von A, die keine Eigenwerte sind. Dabei besteht das

kontinuierliche singuldre Spektrum ch(/a) aus den isolierten Punkten des kontinuierlichen
Spektrums und das absolut stetige Spektrum aac(AA) aus allen Punkten des kontinuierlichen
Spektrums, die keine isolierten Punkte sind.

Natiirlich ist die hier beschriebene Zerlegung der Spektren selbstadjungierter Operatoren
keineswegs vollig getrennt von der in Definition 4.13 beschriebenen zu sehen; das erkennt
man schon daran, daB das Punktspektrum und das kontinuierliche Spektrum hier wieder auf-
tauchen, und insbesondere an Satz 4.142. Dieser Zusammemhang 138t sich weiter ausbauen,
wie wir im nachsten Abschnitt sehen werden. Hierfiir werden wir Hilfsmittel kennenlernen,
mit denen zusatzlich zur oben beschriebenen mathematischen Charakterisierung der einzelnen
Bestandteile der Spektren selbstadjungierter Operatoren auch eine physikalische Interpreta-
tion derselben moglich ist. Dabei zeigt es sich, daB aus quantemechanischer Sicht der Fall
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0 = () wiinschenswert ist. Das folgende Resultat liefert ein Kriterien dafiir, wann das der
Fall ist [299].

4.147 Satz: Es seien H ein Hilbertraum, A ein selbstadjungierter Operator, E das zugehdrige
SpektralmaBB und (a, b) ein beschrinktes Intervall. Dann gilt folgendes.

(i) Gibt es eine dichte Teilmenge D von H und ein p > 1, sodaB
b
sup f|(1/),((A7t7/e)’17(Af t+ie) )" dt < oo (4.104)
0<e<1 2

fiir jedes v € D, dann gilt ran E((a, b)) C Hac.
(i) Ist ran E((a, b)) C Hac, dann gibt es eine dichte Teilmenge D von ran E((a, b)), sodaB
(4.104) gilt fiir alle p € [1, 0o] und alle ¢ € D.

Beweis: (i) Ist (¢, d) ein beliebiges beschréanktes Intervall, dann gilt E((c.d)) £ E(lc, d])
und damit fiir alle ¢y € D

d

(W, E(cd)W) < lim = [(9.(A—t—ie)  —(A-t+ie) ™ )p)dt,

eNO T/ -
c

Nun sei S eine offene Teilmenge von (a, b), die sich als Vereinigung einer Familie ((a;, b;)); <y
disjunkter offener Intervalle darstellen 1aBt, auBerdem sei 1 das Lebesgue-MaB auf R und
q=p/(p—1).Ist N endlich, dann folgt nach Ungleichung 2.80 und gemB (4.104)

N b;
(W E(S)w)g%;;@Og(w,((ﬁfv/s)*%ﬁft+ie)f1)w)dt
1 N b .

§EJ@O;;(w,((Aftf/e) L (A-t+ie)hy)dt

Si,lm P (A-t—ie) ' —(A—t+ie))y)du v du v
- E\O|:(a,b)( ) :| (‘s[ )
=y [ [ (0. (A-t—ie)y' = (A-t+ie))p)d rﬂ (51
= 5 / / 2 1% )

also (7, E(S) ) < C|u(S)|Y9 mit einer geeigneten Konstante C. Ist N unendlich, dann
gilt S = nILnZOSn = JLngc jL:JO(aJ, b;) und damit

(W E(S)¥) = lim (¥, E(S,)¥) < lim C|u(Sy)["7,
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also ebenfalls (1!!:?(5) ¥) < C|u(S)|Y9. Wir zeigen nun, daB Lebesgue-Nullmengen in
(a, b) stets auch E-Nullmengen sind. Ist A eine Teilmenge von (a, b) mit (A) = 0, dann
gibt es zu jedem a > 0 eine offene Menge S, mit A C S, und u(Ss) < 1/, und es folgt
fir alle v € D

aceR

(. E(A)9) < inf (¥, E(Sa¥) £ C inf |u(Sa)["* =0,

das heiBt es gilt E(A) = 0. Somit ist E auf (a, b) absolut stetig beziiglich 1, und es folgt
die Behauptung.

(i) w sei wieder das Lebesgue-MaB auf IR. Wir betrachten die Menge
D={yeH|Ifec LR, u), suppf C (a,b) kompakt, py ="fpu}.

Dann ist D nach Voraussetzung dicht in ran E((a, b)), und man erhilt genau wie im Beweis
von Satz 4.108

1,(w,((ﬁ—t—/s)’l—(ﬁ—t+/s Hy) = f

o x—treie? f(t)dx

+

Fiir die Funktion g, mit

gilt

oo oo

€ 1 o
lgell. = j e dx= j mdy: [arctany] ~ =7

und damit nach Ungleichung 2.80

o)

[ ge(x =) F() dt < 1 gells oo < 0.

—00

das heiBt, (4.104) gilt fir p = co. Aufgrund von u((a, b)) = b — a < oo gilt (4.104) dann
fiir alle p. |

Der Nachweis, daB das kontinuierliche singuldre Spektrum eines vorgegebenen selbstadjun-
gierten Operators leer sei, reduziert sich damit im wesentlichen darauf zu zeigen, daB das
auf A={t+ie|eec(0,1), t€(a b)} definierte Funktional (¢, (AAf A)1) eine be-
schrankte Erweiterung auf A besitzt. Dabei darf man sich jedoch nicht tauschen lassen; solche
Beweise gehoren zu den besonders schwierigen Aufgabenstellungen der mathematischen Phy-
sik. Wir kommen kurz im nachsten Abschnitt und ausfiihrlicher anhand von Beispielen in Band
2 darauf zuriick. N3heres dazu findet man insbesondere in [299].

Dieses Werk ist copyrightgeschiitzt und darf in keiner Form vervielféltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fiir den persénlichen Gebrauch.



4.4. DER SPEKTRALSATZ 389

4.4.3 Der Spektralsatz fiir unitire Operatoren

Eine wichtige Operatorenklasse fehlt noch. Zwar ist alles, was man tiber die Spektren unitarer
Operatoren sagen kann, als Spezialfall in der Spektraltheorie normaler Operatoren enthalten,
dennoch lohnt sich eine explizite Diskussion. Denn diese liefert neben der Formulierung des
zugehorigen Spektralsatzes und in Zusammenhang mit diesem eine Reihe weiterer Resultate,
die sowohl aus rein mathematischer als auch aus quantenmechanischer Sicht interessant sind,
insbesondere, was die Dynamik quantenmechanischer Systeme betrifft.

4.4.3.1 Spektralzerlegung unitarer Operatoren

Mit Blick auf die Invarianz von Skalarprodukten unter unitdren Transformationen wird dabei
die grob einzuschlagende Richtung schnell klar. Ist namlich U ein unitirer Operator auf einem
Hilbertraum H und 1) € H ein Eigenvektor von Uzum Eigenwert A, dann folgt aus U’L/J =Xy
und (U, Up) = (@, p) fiiralle ¢ € H sofort || U || = |A| 9]l = |9 und damit [A| = 1,
das heiBt, es muB X\ = e'’ gelten mit einer geeigneten Zahl t € R. Das werden wir nun
prazisieren.

Dazu betrachten wir zunichst einen dem vorliegenden Abschnitt angepaBten Sonderfall
der Sétze 4.102 und 4.118.

4.148 Satz: #H sei ein komplexer Hilbertraum, U ein unitérer Operator auf H und E ein
SpektralmaB; auBerdem sei C = {{ € C | |¢| = 1} der Einheitskreis in der komplexen
Ebene. Dann wird fiir jede beschrinkte E-meBbare Funktion f : C —s C durch

FU)= [ f(e™) dE

Le—sx

ein beschriankter Operator auf H definiert.

Beweis: g : C — C sei eine beschrankte Funktion mit g | C = f. Nach Satz 4.118 (i) und
(vii) werden durch I?XC = [x:(0) dE und Fr = [9(0) dE beschrinkte Operatoren definiert.
sl C

Nach Satz 4.118 (viii) folgt
FeeFr = [ 9(Q)dE = [x(Q)9(¢) dE = [ F(e™)dE
«C -

und damit die Behauptung. |

Aufbauend auf Satz 4.148 kommen wir nun zu einer wichtiger Relation zwischen unitéren und
selbstadjungierten Operatoren oder genauergesagt dazu, wie man erstere stets durch letztere
darstellen kann. Betrachten wir einen beschrankten Operator A auf dem Hilbertraum A und
konstruieren daraus den Operator

N oo
U=e?= j e dl?x,

—00

Dieses Werk ist copyrightgeschiitzt und darf in keiner Form vervielféltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fiir den persénlichen Gebrauch.



390 KAPITEL 4. EIN WENIG SPEKTRALTHEORIE

dann gilt nach Satz 4.102 (jii)
U=eA= j e ™ dE,
und somit o
UU=0U" = e/'Af/A"’

das heiBt, U ist genau dann unitdr, wenn Zselbstadjungiert ist. Das besondere daran ist nun
die Tatsache, daB alle unitdren Operatoren auf diese Weise darstellbar sind [67].

4.149 Satz: H sei ein komplexer Hilbertraum. Dann gibt es zu jedem unitdren Operator U
auf 1 einen beschrinkten selbstadjungierten Operator A auf H mit |A|| < 7 und U = e'A,

Beweis: Wir zerlegen zunichst den Operator U in Real- und Imagin'a'rteil, das heiBt, wir
schreiben U = V + iW mit V = 2(U—}— U*) und W : (0 U"). Diese beiden
|U|| = 1 ist HVH <1 und HWH < 1, und auBerdem

Operatoren sind selbstadJunglert wegen
gilt VIW =WV sowie

VW2 = (0P 4+ U0+ 00 +0U0-0>-0?+00 +00)=1.  (4.105)

Nun sei die reelle Funktion f definiert durch f(t) = sin(arccost) = /1 — t2. Damit
definieren wir den Operator T = f(\7); dann ist T selbstadjungiert, und es gilt TV=VT
sowie T W = W T. Hieraus folgt

V24 T2=V2472(V)=V2414V2=1,

mit (4.105) also W2 = T2 Weiter sei P der orthogonale Projektor auf ker(W —-T).
Aufgrund von L - o
(W-T)YW+T)=W2-TW+WT-T2=0
gt P(W+T)=W+T, wegen (W —T)P =0 folgt
W+T=PW+PT=WP+PT=2WP,

und damit gilt T = (2 P- 1)W und ker W C ran P. Fiir den selbstadjungierten Operator
A= (2P —1) arccos V folgt dann ||A|| = sup,c R arccos t = 7 und

A2 = (2P —1)%arccos® V = (4P? —4P +1) arccos® V = arccos® V. (4.106)

Mit der Potenzreihenentwicklung der Cosinus-Funktion erhalten wir

A
cosA:Z(zn)'
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und mit (4.106) folgt
cos A= Z arccos? v

n=0
Analog liefert die Potenzreihenentwicklung der Sinus-Funktion

A2n+1 © A2n

sin A = Z(l [ Z (2n+1)

und hier folgt mit (4.106)

arccos?" V

sin 2:(2ﬁ71) arccos V i(f )"W

n=0

arccos2mtl

@nt 1] = sin (arccos \7)=(2I371)7A'=W.

2P71)Z( 1)"

Insgesamt gilt damit

U:cosAAJrisin/K:e’;. O

Eine direkte Folgerung dieses Satzes ist die zu Beginn dieses Abschnitts angedeutete
Eigenschaft der Eigenwerte unitdrer Operatoren.

4.150 Satz: Ist U ein unitirer Operator auf dem komplexen Hilbertraum H, dann gilt

oU)c{ceC|Kl=1}.

Beweis: A sei ein beschrankter selbstadjungierter Operator gemaB Satz 4.149, dann gilt nach
Satz 4.44 fiir dessen Spektrum o(A) C [—m, 7]. Da die komplexe Exponentialfunktion auf
ganz C holomorph ist, liefert Satz 4.9 die Behauptung. |

Damit formulieren wir nun ohne weiteren Aufwand den

4.151 Spektralsatz fiir unitdre Operatoren: Ist H ein komplexer Vektorraum und U ein
unitdrer Operator auf H, dann gibt es ein SpektralmaB E auf B(R) mit
(i) E([=m. 7)) =1,

™

(i) U= [ e™dE.

Beweis: (i) Folgt unmittelbar aus Satz 4.150.

(ii) A sei ein selbstadjungierter Operator, soda3 U=eA gemaB Satz 4.149. Dann folgt die
Behauptung aus Satz 4.107. |
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Aus Satz 4.151 folgt auBerdem, daB man anstelle der dort verwendeten Spektralzerlegung
auch

U= j e™dE
schreiben kannA. Der soeben gezeigte Beweis hat mit erbracht, daﬁ das hierbei auftretende
SpektralmaB E gleichzeitig dasjenige der Spektralzerlegung von A gemaB Satz 4.107 und
dasjenige der Spektralzerlegung von U gemaB Satz 4.151 ist.

4.4.3.2 Stark stetige unitire Gruppen

Im diesem Abschnitt betrﬁchten wir statt einzelner Operatoren der oben beschriebenen Form
die durch die Abbildung U : R — Z(H) mit

O(t) = eA = j e dE (4.107)

—00

definierte Operatorenschar. Hierfiir gilt nach Satz 4.102 (iii) und Satz 4.149

0*(t) = 0_1(2?) = 0(—1‘) — e—itA _ Te_m dJE

—00

und damit U*(t) U(t) = U(t) U*(t) = 1, das heiBt, die U(t) sind unitar. Wie sich gleich
zeigen wird, erhdlt man mit dieser Operatorenschar eine unitdre Gruppe mit zusatzlichen
speziellen Eigenschaften; letztere sind Inhalt der néachsten

4.152 Definition: £ sei ein Banachraum und (G(t)):cr eine Familie aus £ (€) mit folgen-
den Eigenschaften.

(i) 5(0)=1;

(i) S(s+t)=9G(s)G(¢t) firalles, t € R;

(i) lim §(£) x = x fir alle x € &.

Dann heiBt (G(t))¢er stark stetige Gruppe®°.

Das Attribut ,stark” bezieht sich auf den starken Limes in (iii). Ersetzt man das durch die
Forderung Lng) f(G(t) x) = 0 fiir alle f € & und alle x € &, dann heiBt (5(t)):cr schwach
stetige Gruppe.

Um den Zusammenhang zur oben definierten Familie von Operatoren herzustellen, schie-
ben wir gleich noch einen weiteren neuen Begriff nach.

%0Ersetzt man t € R durch ¢ = 0 und lir% durch 1@) so heiBt (5(t))rer stark stetige Halbgruppe.
N

Dieses Werk ist copyrightgeschiitzt und darf in keiner Form vervielféltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fiir den persénlichen Gebrauch.



4.4. DER SPEKTRALSATZ 393

4.153 Definition: Ist (5(t)):cr eine stark stetige Gruppe, dann heit die Abbildung T mit
1
Tx 1= !I_I’I?) ? [G(t) x — x]

infinitesimaler Generator von (G(t))tcR.
Mit der formalen Abbleitung
t —
i G(s+ t) G(s)

—0

§(s) =1 = tim £ 19(t) ~ 1]5()

rechtfertigt sich die hiufig anzutreffende Schreibweise T = §/(0). Entsprechend kann man
G(t) als Lésung der Differentialgleichung

§=79
mit der Anfangsbedingung G(0) = 1 und damit als Lésung der Integralgleichung

t

S(t) =1 +f TG(s)ds

0

auffassen. Das kann auch durch die formale Schreibweise G(t) = e” zum Ausdruck gebracht
werden, als Verallgemeinerung der oben iiber den Spektralsatz streng abgeleiteten Formel
(4.107). Wir kommen darauf gleich sowie auch in Band 2 wieder zuriick.

Damit kénnen wir nun die Operatorenschar (e’tAA)te]R genauer charakterisieren [68].

4.154 Satz: Es seien 1 ein komplexer Hilbertraum, A ein selbstadjungierter Operator auf
H und U(t) = e fiir t € R. Dann gilt folgendes.

() (U(t))tE]R ist eine stark stetige unitdre Gruppe;
(ii) der Grenzwert Lirrz) 1 [U(t) P — Y| existiert genau dann, wenn 1) € dom A;
—
(i) T =i A ist der infinitesimale Generator der Gruppe (U(t))rem'

Beweis: (i) Die in Definition 4.152 formulierten Eigenschaften lassen sich unmittelbar nach-
priifen. Erstens gilt nach Satz 4.149 und Satz 4.151 (i)

U() = de = f dE = E([-m,7]) =1

zweitens nach Satz 4.118 (viii) fiir alle s, t € R

0(5+ t):€/(5+t);: J‘e/(ert))\dE

—00
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= j e’ o™ dF = ( j e’? dE) ( f e’“dl?) = U(s) U(v).
und drittens nach Satz 1.21 fiir alle ¥ € H
00 2
H 7 _ 2 _ itx =
im 100 =11 2 = i | f (e ~1)dEw
0 " eith 2 2 _
fpgg;h ~1Pd|Ey|? =0,

also lin& U(t) =1.
(i) ,==": Fiir den Operator B mit By = — lin% i [U(t) P — ] gilt fir alle 9, ¢ € dom B
—

(0.80) = ~(w.lim 1100~ 110 ) = (1 £ (8-~ 110, )

0~ ~
~(1m $10@) - 1100 ) = Ew.0),
das heiBt, B ist symmetrlsch und daher gllt B C B*. Andererseits ist nach Konstruktion
B> A also B* C A* = A und somit B = A.
<" Fiir alle ¢ € dom A gilt

H{%[U(r)fuf/ﬁ}w

2 =)

| ] en-n]es

—00

2

oo

1 .
”Z(e'“—n—/x

2

dIIEy|?

A

%) 1 2 R
[ 3 -n| ] arEwre
mit

ltx dx

f\e“x\ dx = fdx =

el

folgt daraus

JE

(iii) Fur alle X € R gilt

lim H(e“*fl)fik} = lim E(i(’? —1) f/x}

2 00
SA4[Nd|Ey|P =4 Ap|P < cc.

—00
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i tn—l(,‘)\)n _

= lim 0;
t—=0 n!
n=2
nach Satz 1.21 folgt daraus fiir alle 9 € dom A
l Low-1-i4 =0 O
lim |13 5100~ 11 =i A | =0.
Fiir Hilbertraume bedeutet die oben erwdhnte Eigenschaft der schwachen Stetigkeit, daB
fim (0. U(0) %) = (0.9) (4.108)

gilt fiir alle ¢, ¢ € H. Hat man es speziell mit einer unitdren Gruppe zu tun, dann sind
schwache und starke Stetigkeit sogar dquivalent, denn aus (4.108) folgt

Jim U@ =9I = Jim Uy~ 9. U) Y~ ¥)
= lim [(U(t) %, U(t)¥) = (U(0) . 9) — (. U ) + (%, 9)] = 0

fiir alle p € H ©

Der AnlaB, die in Satz 4.154 beschriebenen Gruppen zu betrachten, liegt nun darin, daB
diese nicht einfach ein spezielles Beispiel darstellen, sondern daB sich alle starkstetige unitare
Gruppen in dieser Form darstellen lassen. Das ist die wesentliche Aussage vom

4.155 Satz von Stone: % H sei ein komplexer Hilbertraum und (U(l‘))te]R eine stark

stetige unitdre Gruppe auf H. Dann gibt es einen eindeutig bestimmten selbstadjungierten
Operator A auf 1, sodaB U(t) = e’ gilt fiir alle t € R. AuBerdem gilt

dom U(t) = {zpe?—t } lim %[U(t)wﬂp] e existiert}

und .
Ap = —lim < [0(6) 9~ ¥]

fiir alle t € R und alle ¥ € dom A.

1Fiir separable Hilbertriume ist sogar die schwache MeBbarkeit einer unitiren Gruppe zu deren starker
Stetigkeit dquivalent. Eine Gruppe (G(t)):c R heiBt schwach meBbar, wenn die Funktion f : R —» © mit
() = (@, G(t) ) Lebesgue-meBbar ist fiir alle ¢, 9 € H.

2Benannt nach M. H. Stone, der dieses Resultat entdeckt hat [356], [357]. Der hier gezeigte Beweis
findet sich erstmals bei von Neumann [271]; dort wird auch die Aquivalenz von schwacher MeBbarkeit und
starker Stetigkeit bei unitdren Gruppen gezeigt. Eine Verallgemeinerung auf starkstetige Halbgruppen und
Banachridume liefert der Satz von Hille-Yosida: Eine lineare Abbildung T auf einem Banachraum & ist genau
dann infinitesimaler Generator einer stark stetigen Halbgruppe (G(t)),> o, fiir die ||G(t)|| < M e%* gilt fiir
allet > 0mit M =21 und w € R, wenn (w,00) C p(T) und || (T—=A)""|| £ M/(X—w)" fiir alle
X € (w,00) und alle n € N. Dieser Satz ist nach E. Hille [159] und K. Yosida [395] benannt, die ihn
unabhiangig voneinander entdeckten.
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Beweis: Es seien u das Lebesgue-MaB auf R und f € Z*(RR, u). Definiert man fiir alle
P, peH

(Fw.0) = [ £(t)(0(t) v, 0) dt
dann W|rd hierdurch ein linearer Operator auf H erklart, den man symbohsch in der Form
F = [ f(t) U(t) dt schreiben kann. Ist g € Z1(R, 1) und G = J g(t) U(t) dt, dann
gilt aufgrund der Eigenschaften des Skalarprodukts sowie der Operatoren U(t) firallec e C
und alle s € R

Fr= T F(—t) U(t) dt
cF= fcf(t)U(r)dr
F+G= _T[f(t)+g(t)]U(t)dt
U(s)F=FU(s) = ff(tfs)lj(t)dt,
FG=GF = T Tf Yg(t —s)U(t) ds dt.

Betrachtet man nun speziell die Funktion

e t fir t=0,
f(t) = )
0 fir t<0O,

dann erhilt man den Operator F = fe’t U(t) dt; hierfiir gilt F* = f tU(t) dt sowie

0o

FrFr= [ e,
FR—pE="L f e 1t (t) dt
2 —0o0

und somit F F* = F*F = 1 F + F*), sodaB der Operator VV = 1 — 2 F unitir ist. Es folgt
firallet € R
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LW -1)(V-1)=-2(0() - 1) F =2 (F - FO(1)
:%(:fe’tlj(s)ds—jce“su(s)ds>
:%(Te’tlj(s)ds TetSU( ds+f tsU(s)ds)

o 0
:2i: J e~ U(s)ds 2(6‘;71) 0Te_sa(s) ds
:z%j e 0(s)ds — 2 1)
0
und daraus weiter
Ilmf(U(t)—l)( —1)=2-2F=V+1, (4.109)

wobei es sich um starke Konvergenz handelt. Gilt ( —1)p =0, also \/<p @, dann folgt

(U(t)-1)(V-1)p=0,

~ | =

mit (4.109) weiter ~
(V+1)p=0,

also \7<p = —¢ und damit ¢ = 0. Folglich ist V-1 injektiv. Nach Satz 3.43 ist somit V die
Cayley-Transformierte eines symmetrischen Operators

R=i(V+1)(V-1)"

mit dom R = ran(\7 — 1), und nach Corollar 3.45 ist R sogar selbstadjungiert. Zu jedem
¥ € dom R gibt es ein p € ran(V — 1) mit ¥ = (V — 1) ¢; hierfiir gilt

Ry=R(V-1)p=i(V+1)p

und damit 1
Ry = lim E(U(t) — 1), (4.110)

wobei wieder starke Konvergenz vorliegt. Definiert man einen Operator S als schwachen Limes
S= lir% L(U(t)—1), dann gilt S O R, und auBerdem erhilt man fiir alle 1 € dom S und
—

alle ¢ € dom S* nach Corollar 2.143

(S.0) = (9, 579) = lm <w,(0(—t)—1)so)
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—im L <w,(0(t)—1)w> =(.Sv),

das heiBt, S ist eine symmetrische Erweiterung des selbstadjungierten Operators R. Daraus

folgt S = R, also gilt R = lin?) = ( U(t) — 1) im starken wie im schwachen Sinn. Nun seien
—

R= [ AdE

§—3

die Spektraldarstellung von R nach Satz 4.119 mit einem geeigneten SpektralmaB E und
(G(t))ter eine Operatorenschar mit

G(t)= [ e™dE.
Fiir letztere gilt nach Satz 4.102
G(0) = j dE =1
G*(t) = j et dE = j e M JE = G(—t);
G(t)G(s) = j eMes dF = f M) JE = G(t+s)

und damit G*G = G G* = 1, das heiBt, (@(t)):em ist eine unitare Gruppe. Nach Konstruk-
tion ist jedes U(t) mit V/, mit allen Elementen von ran E und mit allen G(s) vertauschbar.
Nun seizu C € R

Ge={peH |YAZCE((—ccX\]Jo=19% A YA ~CE(~00,A\])p=0};
dann gilt fiir alle 1 € G¢
C
G(yy= [ e™dE
—C

und damit
c

1. 1 e < o
1mﬁ(6(t)fl)w:lmﬁ<le*dEzpfideEw)

C eint _ 1

= lim -

t—0 It
Zc

Ey= jc NdEy = fAdEA:m)_
-C —c0
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AuBerdem ist N
lim [E((—00,C]) = E((—00, ~C)]Y =9 -0 =19,

C—o0

das heiBt, G¢ ist dicht in dom U(t) fiir alle C € R. Fiir alle 9 € G gilt folglich

Rep=lim — (G(1)~ 1),

t—0 It
mit (4.110) also
tim < (0(8) = 1)~ £ (6(8) ~ 1)y = lim + (0(t) - 6(1) % =0.

Fiir alle ¢ € G¢ folgt dann

lim [ (0(2) = 6(0) ¥ |

{ <n+1_

= lim
n—oo

o~
~—
)
N
-
S|
—
~
~—
|
)
A/~
>
S|
—.
~
~—
@)
A/
|~
o~
~—
[
<

= lim
n—oo

>
E

< lim

n—oo

= lim<n
n—oo

= lim {t‘
n—oo

und somit U(t) I Gc = G(t) | Ge. Dadie U(t) und @(t) beschrankt sind, gilt U(t) = @(t)
und daraus folgt

U(t) = J eMdE = it

fiir alle t € R und alle ¥ € dom U(t) O
Um die wichtigste Anwendung von Satz 4.155 zu illustrieren und damit gleichzeitig des-

sen Bedeutung fiir die Quantenmechanik anzudeuten, betrachten wir den folgenden Sachver-
halt. Es seien H ein komplexer Hilbertraum, A ein selbstadjungierter Operator auf H und
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(U(t))tem die von deméfi Satz 4.155 ezeugte unitare Gruppe. Daraus konstruieren wir die
Differentialgleichung
dllf

—ie = Ay (4.111)

mit der Anfangsbedlngung P(0) = ¢ € dom A. Dann ist die Funktion P : R — dom A mit
P(t) = U(t)p = etA o eine Loésung dieses Problems, wie man duch Nachrechnen sofort
iiberpriift®®. Man kann dies auch durch die formale Operatordifferentialgleichung

zum Ausdruck bringen, deren Lésung gerade die in Satz 4.155 beschriebene unitare Gruppe
ist. Diese beschreibt somit das dynamische Verhalten der durch obiges Anfangswertproblem
definierten Vektorenschar (¢(t)):cw, also das Anderungsverhalten des Vektors ¥(t), wenn
der Parameter t verandert wird, und da (U(t))teR durch A vollstindig festgelegt ist, wird
dieses dynamische Verhalten ebenfalls bereits durch A vollsténdig festgelegt. In diesem Sinn
beschreibt ein selbstadjungierte Operator A ein dynamisches System; die Lésungen (W(t))ter
von (4.111) nennt man die Zustdnde dieses dynamischen Systems.

Das ware fiir sich allein schon interessant genug, noch viel bedeutender ist jedoch die
Tatsache, daB sich hier ein Zusammenhang mit der Zerlegung des Hilbertraums H gemaB
Definition 4.141 etablieren 138t [383]. Dazu formulieren wir zunichst eine weitere

4.156 Definition: 7 sei ein komplexer Hilbertraum und Aein selbstadjungierter Operator auf
H. Dann heiBt ¥ € H stationarer Zustand beziiglich 2 wenn fiir jeden beschréankten selbstad-
jungierten Operator B auf H die GroBe ( §>¢(t) = (e”tAA”(/}, B e"‘fAA'(//) konstant beziiglich
des Parameters t ist. Dazu sei M := {9 € H | ¥ ist stationdrer Zustand beziiglich /K}

Der erwahnte Zusammenhang oder genauer gesagt ein erster Aspekt davon wird nun sichtbar
durch den folgenden

4.157 Satz: Es seien H ein komplexer Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator
auf H. Dann ist 1 € H \ {0} genau dann ein stationdrer Zustand beziiglich A, wenn 1 ein
Eigenvektor von A ist.

Beweis: ,—": ¢ # 0 sei ein stationadrer Zustand beziiglich A. Betrachte den Operator B
mit é(p (1, ) Y fir alle ¢ € H. Dieser ist der orthogonale Projektor auf span {1} und
damit beschrankt und selbstadjungiert, folglich ist ( B ) (t) konstant nach Definition 4.156.
AuBerdem gilt einerseits

B =] J e

%3Das ist eine direkte Verallgemeinerung des reellen Anfangswertproblems f’ = af mit f(0) = g, das
bekanntlich die Lésung f(t) = g e’ besitzt.
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andererseits nach Satz 4.154 (i)

(B)y(t) = (e e A By) = (e Ay, e Ay) = (¥,9) = 1

und damit )

[ e ioEv 1

2 _ ‘ T et dity
—00

fiir alle t € R. Das kann nur funktionieren, wenn es genau ein ¢ € C gibt mit uy({C}) =1
und wy( €\ {¢}) = 0. Folglich ist 4 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert (.

=" Ist 9 ein Eigenvektor von /K dann gibt es ein ( € C, sodaB M = (. Nach Satz
4.113 folgt

eitiw — eitt P
und damit R ‘ o R
(B)y(t) = (e "y, Be ") = (¢, BY)
fiir alle t € R, das heift, (é)w(t) ist konstant. O

Der sich hierbei nicht nur sprachlich andeutende physikalische Bezug wird gleich noch
offensichtlicher, wenn wir uns dem Spezialfall H = Z2(R", 1) mit dem Lebesgue-MaB p
zuwenden®*. Gleichzeitig 13Bt sich dabei der Zusammenhang mit der kanonischen Zerlegung
des betrachteten Hilbertraums weiter ausbauen. Die folgende Definition liefert die hierfiir
notigen Begriffe.

4.158 Definition: A sei ein selbstadjungierter Operator auf .#2(R”, 1). Dann heiBt eine
Funktion f € .Z2(R", u)

(i) gebundener Zustand beziiglich A, wenn es zu jedem € > 0 eine kompakte Teilmenge
Cvon R" gibt, sodaB || x ,, ¢ e Af|| Sefiiralle t € R;

(it) Streuzustand beziiglich A, wenn , Iirr llxc e itAf || = O fiir jede kompakte Teilmen-
—+o0

ge Cvon R™;
1 i
(iii) Steuzustand im zeitlichen Mittel beziiglich A, wenn lim = j [xce ™ F|?dt=0
T—o0 T—T
gilt fiir jede kompakte Teilmenge C von R".

Die einzelnen Mengen dieser Zustinde liefern wieder Unterrdume von .Z2(IR", u), die jeweils
eigene Bezeichnungen verdienen.

4.159 Definition: H sei ein Hilbertraum und A ein selbstadjungierter Operator. Dann
schreibt man

(i) Hoouna = { € L2(R", u) | f ist gebundener Zustand beziiglich Z}

64Wir schreiben hier || 2= ||
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(i) Hecarr = {F € L2(R", 1) | f ist Streuzustand beziiglich Z},
(i) Hwa = {f € L2(R", ) | f ist Streuzustand im zeitlichen Mittel }.

Auch hierbei handelt es sich nicht nur um algebraische, sondern auch um topologische Un-
terraume.

4.160 Satz: Hyound, Hscarr Und Hia sind stets abgeschlossen.

Beweis: Zunichst sei (f,),cx eine Folge aus Hpoung Mit tlim f, = f, dann gibt es zu jedem
— 00

€>0ein no € N, sodaB || f — 1, || < €/2, und eine kompakte Teilmenge C von IR”, sodaB
I X oy c € Fog || < €/2 fir alle t € R. Dann gilt

1o e @ AF IS 1o €A CF = Fag )1+ 150, €7 o

_itA _itA €
g‘lxmn\ce /tAH Hfﬁfn0”+”XRn\ce /tAan |I§§+ =E&.

€
2
fiir alle t € R. Daraus folgt f € Hpound-

Nun seien (gp)nen eine Folge in Heeare mit lim g, = g und C eine kompakte Teilmenge
von R". Dann gibt es zu jedem € > 0 ein ng ’gﬁ sodaB || g — g, || < €/2 und

xc e g, || < e/2 fiir alle t € R. Somit gilt analog zu oben

s s o e €
Ixce ™™gl = lixce ™ (g=gn )l +lxce™gnll =5+5=¢

fir alle t € R, und es folgt g € Hecatt-
SchlieBlich sei (h,),en eine Folge in Hy, mit tlim h, = h und C wieder eine kompakte

Teilmenge von R". Dann gibt es zu jedem € > 0 ein ng € N, sodaB || h — h,, [|* < /8 und

T

1 R

7 j e hn, |I” dt < /8 fiir alle t € R. Somit gilt
s

1

.
1 —itA —itA —itA 2

= [ Ixce ™ A nipde < = [ [Ixce ™ (h=ha)ll +lIxce A, 1] dt
-7

“—-

[l ce ™™ (h—hu) I

N
==
L—q

+2lxce ™™ (h—ha ) llIxce ™ hn, |

+lixce " ha 2] dt

IIA
-

2 —itA —itA
) Hixce™ (h=ha ) 1P+l ce ™ hag 7] dt

-
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(505) Jor-se

fiir gentigend groBe T > 0 und alle t € R. Daraus folgt h € H,a,. O

Der wesentliche Punkt liegt nun in der Méglichkeit, Relationen zwischen den Unterrdumen
der Definition 4.159 mit jenen der Definition 4.141 aufzustellen [383]. Am einfachsten ergibt
sich dabei das folgende Resultat fiir gebundene Zustande.

4.161 Satz: Fiir jeden selbstadjungierten Operator auf £ ?(R", 1) gilt Hy C Hbound-

Beweis: A sei selbstadjungiert und f eine Eigenfunktion von A zum Eigenwert A\. Zu e >0
wihle eine kompakte Menge C C R", sodaB || Xgoycf || < e. Dann gilt

I Xgoce 12 = (Xgoce ™ fixgn ce ™)
=(Xgnce M fixpnce M) = IxgoFIPS €2
das heiBt f € Hpouna. Nach Satz 4.142 gilt daher fiir alle f € H,, auch f € Hpound- O

Natiirlich folgt daraus fiir jeden selbstadjungierten Operator sofort Hsiat C Hpound- Die Um-
kehrung von Satz 4.161 ist nur unter speziellen Voraussetzungen richtig; hierzu miissen vom
verwendeten SpektralmaB gewisse Kompaktheitseigenschaften verlangt werden.

Wir stellen das jedoch erst einmal kurz zuriick und betrachten zunichst Streuzustidnde
und Streuzustinde im zeitlichen Mittel. Fiir erstere erhdlt man dabei ein Resultat von gleicher
Allgemeinheit wie Satz 4.161.

4.162 Satz: Ist A ein selbstadjungierter Operator auf £ *(R", i), dann gilt folgendes.
(i) Hscatr C Hia;
(”) 7'Lta 1 Hbound-

Beweis: (i) Fiir jedes f € Hoeare gilt

T T
; 1 —itA 2 < 1 H —itA 2 _
lim ;JTuxce FIPdt< 3 [ Jim lIxce ™ f|?dt =0,

(ii) Es seien f € Hya und g € Hpound- Dann gibt es eine reelle Folge (t,)nen mit lim t, = oo,
n—oo
sodaB jede kompakte Teilmenge C von R" den Grenzwert lim || x e AF || = 0 liefert,
n—oo

das heiBt, zu jedem £ > 0 gibt es ein ng € N mit || x e itAF || < e fir alle n = ng. Mit

geeigneter Wahl von C gilt dann auch || X o\ e’“AAg | < e fir alle t € R und damit nach

Ungleichung 2.142
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(F.9) = l(xce ™™ Foxc e ™A g) + (o c €A Fux ce T 9)

Slxce ™ xce )+ (X g c e A X oy c € 9))
Slxce ™ Flllixce ™™ g+l Xgoce ™ F 11 Xgoice "l
< e(llgll+ 1)

Daraus folgt (f, g) = 0. O

Natiirlich gilt damit auch Hocare L Hbound Sowie Hscare L Hp und Hea L H,. Weitergehende
Aussagen sind wiederum nur mit Zusatzannahmen mdoglich; setzt man fiir E die bereits an-
gedeutete Kompaktheitseigenschaft voraus, erhdlt man zusatzlich den folgenden

4.163 Satz: Es seien A ein selbstadjungierter Operator auf Z*(R", u) und E dessen Spek-
tralmaB. Fiir jede kompakte Teilmenge C von R" und jedes beschrankte Intervall J sei der
Operator x - E(J) kompakt. Dann gilt Hae C Hscat-

Beweis: Fiir alle f € Z2(R", u) und alle g € H.. gilt

oo

(fle A g) = j e ™M d(f Eg).

(f, Eg) ist absolut stetig beziiglich des Lebesgue-MaBes auf IR”, nach Satz 1.24 gibt es somit
ein h € ZY(R", u) mit
(f.Eg) f hdu,
und es folgt
(f e *Ag) = f e AN du.

Das Riemann-Lebesgue-Lemma® liefert tlirin (f.e~*Ag) = 0, und weil f € L2(R", )
—+o0

beliebig ist, folgt . liT e”“AAg = 0. Nach Voraussetzung gilt dann fiir jede kompakte Teil-
—00

menge C von R" und jedes beschrankte Intervall J

H ltﬁ c _ H = lt/Z —
tﬂTooxCe E(J)g_ t—llbr:PocXCE(J)e g_O

Wiahlt man speziell das Intervall (—n, n), dann ist lim E((fn, n))g = g. Mit Satz 4.160
n—oo

folgt ~
lim x.e™g=0

t—+oo

und damit die Behauptung. |

%Das Riemann-Lebesgue-Lemma besagt, daB die Fourier-Transformierte jeder Lebesgue-integrierbaren
Funktion im Unendlichen verschwindet, das heiBt: Fiir alle ¢ € £ *(R", u) gilt . “T [ e™p(x)dx =0.
—doo pa
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Um nun auch die Streuzusténde im zeitlichen Mittel zu beriicksichtigen, brauchen wir
zwei Hilfssatze, deren erster eine Aussage iiber den Mittelwert der Fourier-Transformierten
von speziellen MaBen macht.

4.164 Theorem von Wiener: ® v sei ein endliches MaB auf R und F : R — C definiert
durch

o)

F(t) = j e™du.

—o0

Dann gilt

lim — j IF()Pdt =" w({x})?

x€R

Beweis: Nach Satz 1.25 (jii) gilt zunichst

x

.

1

o j IF(8)]2dt = 57 e O du(y) du(N) dt
-7

\1;:‘4

I

RHR

Tj jf “ItO) gt du(y) du(N).

—00 —00 —T

Auswerten des inneren Integrals liefert dann

T iT (O _i _ )
L [enomgeo L e e 7O snlT ()]
T J. 2T ih—7) TO—7v)

und daraus folgt

- 1 7 Fosin[TO—7)]
7iwmw:fii—ﬁﬁmfwwwm

Fiir den Integranden gilt )
sin[TA—7v)] _

TA=v) =
sowie
sin[TO=7)] 0 fir A#7,
m —— = -
Toee T(A=7) 1 fir A=1,
und mit Satz 1.21 folgt daraus die Behauptung. O

%Dieses Resultat taucht erstmals in der Monographie [389] ihres Namensgebers auf; vergleiche auch [298].
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Der zweite Hilfssatz wird durch diese Bezeichnung eher unterbewertet; es handelt sich dabei
um eines der prominentesten Resultate der mathematischen Physik iiberhaupt, dessen Be-
deutung weit iiber die hier beschriebene Anwendung hinausgeht.

4.165 RAGE -Theorem: 7 H sei ein Hilbertraum, A ein selbstadjungierter Operator auf H
und P, der orthogonale Projektor auf H.. Dann gilt folgendes.

(i) Fiir jeden kompakten Operator C auf M gilt
A
lim

1 itA~ D, —itA _
Jim_ HQTﬁ e™CP.e dt|| = 0.

-

(ii) Fiir jeden kompakten Operator C auf M und alle v € H. gilt

; 1 —itA 0 112 b — -

lim. f,j | Ce ™y dt =0;

(iii) Fiir jeden beschrankten Operator C auf M, fiir den f(KJr i)~ kompakt ist, und alle
Y € H. gilt ebenfalls

Jim o= [ [Ce Ay P dt =0,
Beweis: (i) Nach Corollar 4.57 geniigt es, die Behauptung fiir Operatoren mit endlichdimen-
sionalem Wertebereich zu zeigen. Jeder solche Operator ist als endliche Summe von Opera-
toren mit eindimensionalem Wertebereich darstellbar, folglich geniigt es sogar, den Beweis
fiir letztere zu fiihren. Jeder Operator mit eindimensionalem Wertebereich ist in der Form
Q=9 fe darstellbar mit fe(¢) = (¢, £) % und geeigneten ¢, £ € H. Dann gilt mit

-
B = je’“‘@ﬁce”“‘ dt
fir alle Yy € H

T T
) 7i "D —itA itA 7L itA B itA
Bi”—zri(ﬂe V.8 e “’df—zrl(w'e P.6)epdt

57Der Name dieses Satzes ist aus den Anfangsbuchstaben der Namen seiner Entdecker Ruelle, Amrein,
Georgescu und EnB zusammengesetzt und wurde von Reed und Simon vorgeschlagen [298]. Unabhingig von
shnlichen Uberlegungen durch Lax und Phillips [211] verdffentlichte Ruelle die erste Version des Resultats
[322], das dann zuerst von Amrein und Georgescu [11] und etwas spiter von EnB [91] weiterentwickelt wurde;
vergleiche auch [58] und [298]. Verallgemeinerungen auf kontrahierende Halbgruppen in Hilbertrdumen sowie
auf stark stetige Halbgruppen in Banachraumen wurden von Goldstein [111] beziehungsweise Kreulich [203]
verdffentlicht.

% \/ergleiche Corollar 2.143.
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und
1 i %
D* /tA itA B
sz_—Tj p)eAP ¢ dt.

Daraus folgt mit Ungleichung 2.142

PN 1 o
BB*y = 7 [ f /tAPf eluAP g) (’lll eluA ) ItA(dedt
-T -
T T
¥l el

< e j j(e’tE,BCE,e’“ZFA’cﬁ)e’“T(pdudt
e e

und weiter nach Satz 3.11 (ii) sowie Ungleichung 2.80

2

=|BI? = BB

1T
tAAD ,—itA
H o ;[T QP e At

T 1/2
[ I(Pg e AR g)P dsdt
A

Nach Satz 4.151 gibt es zu jedem t € R ein SpektralmaB E., sodaB

e—l(t—u)AT: f e—/A(t—u)dEt;

—o0

also ist jeweils v; := (€, E, FA’Cﬁ) ein komplexes MaB, und damit folgt nach Satz 1.25 (iii)

< ”‘/;Hz {TQ j ’ j = (tu) gy,

|21

ifjj‘ Eé;ﬁ efﬁidt

-1/2
ds dt} .

Nach Satz 4.164 gilt daher

1 T PN e 2 T 1/2
Jm. ]\7j AQPe"“‘dtH <loll (| 3 mthrar)

—-T x€R

nach Konstruktion ist v; jedoch rein kontinuierlich, das heiBt, es gilt v:({x}) = 0 fiir alle
t,x € R, und daraus folgt

I|m — j ||Q67'tAll)H2 t=0.
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(i) Fiir jedes ¥ € H, gilt nach Ungleichung 2.142

17 A A _iA
o f ICe Ay |?dt = o7 | Ce Ay, Ce ™y dr
1 7 P
— f j(w'e/tAC*Ce—rtAw) dt
1 r itA Fx < —itA
= w,f e C*Ce Ydt
1 T e
= <¢ Sl e’tAC*CPCe”tAdtzl/)
B R e I
< |57 J eCCRe 7R

Da C*C nach Corollar 3.33 kompakt ist, folgt nach (i)

lim —— f |Ce Ay dt = 0.

(iii) Zu jedem 9 € dom ANH, gibt es ein ¢ € H, mit P = (2+ i) ¢, und damit gilt
L iceippa- L [ 18R+ e g ar
oT J. oT J.
Da nach Voraussetzung c kompakt und dom ANH, dicht in H, ist, folgt nach (ii)
Jim %f ICe "y |?dt=0. O
Mit diesen Hilfsmitteln beweisen wir nun ein Satz 4.163 entsprechendes Resultat fiir Streu-

zustande im zeitlichen Mittel.

4.166 Satz: Ist A ein selbstadjungierter Operator auf £ 2(IR", u) mit SpektralmaB E, so-
daB fiir jede kompakte Teilmenge C von R" und jedes beschrinkte Intervall J der Operator
X ¢ E(J) kompakt ist, dann gilt H. = Ha.

Beweis: Nach Satz 4.161 gilt H, D Hp,g und nach Satz 4.162 (i) Hioyng O Hea; mit
He = My folgt daraus H D H,. Nun sei J ein beschrénktes Intervall und f € ran E(WP.
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n)nen sowie abzihlbare Or-

Nach Voraussetzung und Satz 4.52 gibt es eine reelle Folge (a
thonormalsysteme (g,)nen und (hp)pen in Z2(R", w) mit

XCE(J)f:ian(fvgn)hn- (4.112)
n=0

Hieraus folgt
oo 2

j e M d(EFf g,)| dt

—o0

—_

1 T R T
7 J et g di = |

-T
Fiir alle n € N ist die Funktion v, : (R) — C mit
vp(X) = (E(X) £, g,) = (E(X) £, P. g,,)

ein endliches MaB, daher gilt nach Satz 4.164 fiir alle n € N

lim —jl (e f g, |2dt—Z\un

T—o0
XER
und da die v, nach Konstruktion rein kontinuierlich sind, folgt nach Satz 4.165 (ii) fiir alle
neN
lim = j (e A f, g,)dt =0.

T—o0
AuBerdem gilt nach (4.112) und Satz 2.140

Ixce ™ FIP=lxcEJ) e ™ FIP

00 2 0
= Zan(e_’mf,g,,)hn :Z|a,,\2|(e
n=0 n=0

Zu jedem € > 0 gibt es ein ng € N mit

D lanlPle™ fgn)P Selle AFIR =|IF|?,

n=ng
und mit
T no—1
TjuxCef“AfH?dt —j 3 lanl? 1(e A F, g) 2 dt
—T n=0

T oo
1 2 (( n—itA 2
+7 [ D lanlle A g, dt

—T n=ng
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folgt daraus fiir geniigend groBe T
1 i
= [ lIxce " fIPdt<e+elf]
-7

und daher .
H 1 7It/2 2 _
lim ij Ixce ™ f |2 dt =0,
Somit gilt He C Hea- |

Damit konnen wir auch den Zusammenhang zwischen gebundenen und stationdren Zu-
standen prazisieren.

4.167 Satz: Ist A ein selbstadjungierter Operator auf £ ?(R", u) mit SpektralmaB E, so-
dabB fiir jede kompakte Teilmenge C von RR" und jedes beschrinkte Intervall J der Operator

X E(J) kompakt ist, dann gilt Hp = Hbound-

Beweis: Nach Satz 4.162 (i) und Satz 4.166 gilt Hc L Hpouna und damit H, O Hpoung. Mit
Satz 4.161 folgt die Behauptung. |

Wir fassen die zentralen Aspekte dieses Abschnitts zusammen und erhalten damit zwar
rein mathematische Aussagen, die jedoch nicht nur scheinbar auch physikalischen Charakter
aufweisen. Zunichst lassen sich unter den Voraussetzungen von Satz 4.163, 4.166 oder 4.167
die Komponenten der kanonischen Zerlegung eines Hilbertraums alternativ interpretieren:
Fiir jeden selbstadjungierten Operator auf .Z?(IR", u) sind die Eigenzustinde von A die
stationdren Zustdnde, die Elemente von H, die gebundenen Zustdnde und die Elemente von
‘H. die Streuzustinde beziiglich dieses Operators. Gilt zusatzlich Hs. = {0}, dann erhilt man
auBerdem H,. = Hce = Hscatr = Hia und damit eine vollstandige Zerlegung des betrachteten
Hilbertraums gemaB H = H, ® He = Hp ® Hac = Hoound D Hscatt = Hbound D Hra-

Dieses Werk ist copyrightgeschiitzt und darf in keiner Form vervielféltigt werden noch an Dritte weitergegeben werden.
Es gilt nur fiir den persénlichen Gebrauch.



Symbolverzeichnis

Angegeben ist jeweils die Seitenzahl des erstmaligen Auftretens des betreffenden Symbols.

A AbschluB der Abbildung A 72
A AbschluB der Menge A 12
A Adjungierter Operator des Operators A 222
A* algebraischer Dualraum von A 87
&) direkte Summe 69
@ A, direkte Summe 46
11<’ ' duale Abbildung zur Abbildung A 81
N Durchschnitt der Elemene des Mengensystems 2l 25
frA Einschrankung der Abbildung f auf die Menge A 14
A ,57 Infimum der Projektorfamilie (,By)nKr 241
Zj" Inneres der Menge A 12
A=B A und B sind isometrisch isomorph 98
A=B A und B sind isomorph 172
.. K] Kérpergrad von T. iiber K 48
I, £ P-Norm 59
0 Leere Menge 10
BA Menge der Funktionen von A nach B 10
M| Machtigkeit der Menge A 10
\ Mengensubtraktion 10
Il nukleare Norm 296
alb a ist orthogonal zu b 176
u+ orthogonales Komplement des Unterraums U 184
I 1, p-te Schatten-Klassen-Norm 201
OA Rand der Menge A 12
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