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Do not fear to be eccentric in opinion,

for every opinion now accepted was once eccentric.

Bertrand Russel
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Zusammenfassung

In den letzten Jahren haben sich Modellmittelungsverfahren als Alternative zur Modellselekti-
on etabliert. Anstatt sich auf ein einziges Siegermodell zu beschränken, werden hierbei mehrere
konkurrierende Modelle betrachtet und ihre Parameterschätzer gewichtet miteinander kombi-
niert. Das Hauptaugenmerk liegt dabei meist auf der Konstruktion der Gewichte, wie auch der
Optimalität der daraus resultierenden gewichteten Parameterschätzung. In der vorliegenden
Arbeit werden verschiedene Konzepte bayesianischer, vor allem aber auch frequentistischer Mo-
dellmittelung (Frequentist Model Averaging, FMA) erläutert und ihre Stärken und Schwächen
gegenüber einer Vielzahl an traditionellen Modellselektionsmethoden herausgestellt.
Schwerpunkt ist dabei die Konstruktion und Diskussion verschiedener Strategien zur Verwen-
dung von FMA-Methoden unter Berücksichtigung der Problematik fehlender Daten. Hierfür
werden zwei Kernkonzepte vorgeschlagen: Der erste Ansatz konstruiert Gewichte für einen
FMA-Schätzer auf Basis eines für fehlende Daten adjustierten Kriteriums, welches der aktuel-
len Literatur aus dem Bereich der Modellselektion entstammt und das das im Kontext fehlender
Werte bekannte Prinzip des inverse probability weighting verwendet; der zweite Ansatz ersetzt
die fehlenden Werte durch einfache und multiple Imputationen, um darauf aufbauend geeig-
nete Punktschätzungen und deren Varianz mit Hilfe bekannter Modellmittelungsschätzer zu
konstruieren. Zu diesem Zweck wird auch ein rekursiver Imputationsalgorithmus präsentiert,
der die geläufige Idee einer Regressionsimputation unter Verwendung generalisierter additiver
Modelle verallgemeinert.
Die Arbeit zeigt die Eigenheiten, Stärken und Schwächen der vorgestellten Ansätze im Kon-
text von linearen und logistischen Regressionsanalysen anhand weitreichender Monte-Carlo-
Simulationen auf und diskutiert am Beispiel der Faktorenanalyse mögliche Erweiterungen und
Verallgemeinerungen der angeführten Schätzer für weitere multivariate, statistische Analyse-
methoden. Alle Verfahren werden an realen Datensätzen illustriert.
Es zeigt sich, dass in vielen Situationen beide vorgestellten Konzepte einem Verwerfen der
nicht-vollständigen Beobachtungen vorzuziehen sind, die Strategie einer Modellmittelung nach
Imputation in der Regel bessere Resultate erzielt als die Verwendung eines FMA-Schätzers, der
Gewichte auf Basis eines für fehlende Daten adjustierten Kriteriums verwendet, und insbeson-
dere die technisch weniger aufwändigen Modellmittelungsverfahren zu besseren Schätzungen
führen als diejenigen, die aus einer klassischen Modellselektion resultieren.





Abstract

Model averaging or combining is often considered as an alternative to model selection. Rather
than attaching to a single ”winning“ model, a model average estimator weights across the esti-
mators of many potential models. The construction of appropriate weights and the properties
of the resulting estimator are issues of high concern.
In this work, Frequentist Model Averaging (FMA) is considered extensively and strategies
for the application of FMA methods in the presence of missing data based on two distinct
approaches are presented and compared to concepts of traditional model selection: The first
approach combines estimates from a set of appropriate models which are weighted by scores of a
missing data adjusted criterion developed in the recent literature of model selection. The second
approach averages over the estimates of a set of models with weights based on conventional
approaches but with the missing data replaced by imputed values prior to estimating the
models. For this purpose several imputation methods that have been programmed in currently
available statistical software are considered, and a recursive algorithm is proposed to implement
a extended version of regression imputation that relies on generalized additive models.
Focusing on the linear and binary logistic regression model, the properties of the FMA esti-
mators resulting from these strategies are explored by means of Monte-Carlo studies and
extensions of the presented methodologies to other areas of multivariate statistical modeling
are discussed briefly in the context of factor analysis by way of example. As an illustration,
the proposed methods are applied to real data.
The results show that in many situations both approaches are superior to a Complete Case
Analysis, averaging after imputation is normally preferred to averaging using weights that
adjust for the missing data and model average estimators, especially those of technically easy
conception, often provide better estimates than those resulting from any single model.
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7.1 Phasenangepasste Führung von Wachstumsunternehmen . . . . . . . . . 135

7.1.1 Analyse der Zufriedenheit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137

7.1.2 Analyse der Effektivität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

7.2 Muskeldystrophie vom Typ Duchenne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

7.3 Olympischer Zehnkampf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158
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1. Einleitung

Die Konstruktion, die Wahl und das Verständnis von Modellen sind von zentraler Be-

deutung innerhalb vieler wissenschaftlicher Erkenntnisprozesse: Modelle helfen, die we-

sentlichen Strukturen wahrnehmbarer und nicht wahrnehmbarer Gegenstandsbereiche

aufzudecken und damit Phänomene darzustellen und zu erklären; um es mit den Worten

von Frigg und Hartmann (2006) zu formulieren:

”Models are vehicles for learning about the world“

Um Phänomene erfassen und damit auch deren relevante Effekte beschreiben und verste-

hen zu können, werden innerhalb der Statistik eine Vielzahl an multivariaten Verfahren

wie etwa parametrische und nichtparametrische Regressionsmodelle, autoregressive Pro-

zesse, Bild-, Kontur-, Faktor- oder auch Clusteranalysen verwendet. Die konkrete Ent-

scheidung zugunsten einer adäquaten Modellierung, also beispielsweise die Wahl geeigne-

ter Kovariablen bei Regressionsmodellen oder die Bestimmung der Anzahl der Faktoren

in der Faktorenanalyse, ist ein klassisches Modellselektionsproblem, für das zahlreiche

Methoden unterschiedlicher Konzeption existieren. Typischerweise wird für die interes-

sierende/n Größe/n eine im Kontext passende Verteilungsfamilie gewählt und es wer-

den für die Wahl der zur Modellierung geeigneten Variablen sukzessive Hypothesentests,

Shrinkageschätzungen, risikobasierte Entscheidungen auf Basis von Modellwahlkriterien,

statistische Lernverfahren oder ad-hoc Vermutungen herangezogen. Einige aus diesem

weitreichenden Feld repräsentative Ansätze werden im Verlauf der Arbeit noch näher

diskutiert; eine ausführliche Übersicht findet sich auch bei Rao und Wu (2001).

Modellmittelung

Ungeachtet der Schwierigkeit, ein passendes Verfahren für eine konkrete Fragestellung zu

wählen, wird insbesondere seit Mitte der 1990er Jahre die Problematik der Modellselek-

tionsunsicherheit in der Literatur diskutiert: Die Eigenschaften von Punktschätzungen

statistischer Modelle, wie auch deren Varianz, hängen sowohl davon ab, auf welche Art

und Weise das Modell gewählt wurde als auch von dessen stochastischen Begebenheiten.
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In der Regel wird aber nur der letztgenannte Punkt beachtet und jede Form von Infe-

renz wird so durchgeführt, als wäre das betrachtete Modell a priori gewählt worden und

die Schätzungen unabhängig von der Modellwahl. Tatsächlich ist dies nicht korrekt, da

der Selektionsschritt datenbasiert ist und die Unsicherheit bezüglich der Modellselektion

in den entsprechenden Schätzungen reflektiert werden sollte. Von Interesse sind damit

also nicht die Eigenschaften der Schätzer bedingt auf ein gewähltes Modell, sondern

die unbedingten Parameterschätzungen, die den durch die Modellselektion hervorgeru-

fenen Inferenzschritt berücksichtigen, vergleiche auch Leeb und Pötscher (2003, 2005,

2006a, 2008b). Wird dieser Sachverhalt dennoch ignoriert, können als Konsequenz Pa-

rameterschätzungen verzerrt sein und die Varianz wird ob der nicht berücksichtigten

Unsicherheit systematisch unterschätzt, was zu durchweg überoptimistischen Konfidenz-

intervallen führt.

Inzwischen ist weitgehend akzeptiert, dass als eine Möglichkeit, diesem Problem entge-

genzutreten, Parameterschätzungen mehrerer Modelle kombiniert werden können. Kern-

gedanke ist dabei, dass nicht nur ein, sondern verschiedene Modellierungsansätze eine

gute Beschreibung der Datenstruktur bieten können und eine gewichtete Mittelung vie-

ler plausibler Schätzungen die Modellselektionsunsicherheit adäquat erfassen kann, also

die Berechnung eines sinnvollen Schätzers post model selection ermöglicht. Dieser Ge-

danke wird in der Literatur erstmals sauber von Leamer (1978) formuliert, der einen

bayesianischen Ansatz von model averaging , also Modellmittelung, propagiert: Hierbei

werden für alle infrage kommenden Modelle posteriori-Wahrscheinlichkeiten berechnet

und die entsprechenden Parameterschätzungen so kombiniert, dass die Schätzungen der

Modelle mit höherer posteriori-Wahrscheinlicheit auch ein insgesamt höheres Gewicht

erhalten. Die zum damaligen Zeitpunkt noch sehr limitierten computergestützten Res-

sourcen ermöglichten jedoch keine konkrete Umsetzung der vorgeschlagenen Konzepte,

so dass sich nur vereinzelte Veröffentlichungen in den darauffolgenden Jahren der Thema-

tik annahmen. Erst die wegweisenden Artikel von Draper (1995) und Chatfield (1995)

und eine mittlerweile deutlich erhöhte Computerpower führten zu neuen Denkanstößen

und einer Vielzahl an kohärenten Ideen und Konzepten bayesianischer Modellmittelung

innerhalb kürzester Zeit. Ein detaillierter Überblick findet sich unter anderem bei Hoe-

ting et al. (1999).

Eine korrekte Umsetzung der Methodik verlangt jedoch weiterhin einen hohen computa-

tionalen Aufwand; insbesondere deswegen und auch aufgrund einiger strittiger philoso-

phischer Positionen – so etwa die Frage was priori- und posteriori-Wahrscheinlichkeiten

von Modellen überhaupt bedeuten – haben sich über die letzten 15 Jahre einige nicht-
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bayesianische, in gewisser Weise frequentistische, Alternativen ergeben, die insgesamt

einfacher und schneller umzusetzen sind, bisher jedoch nicht wirklich einem einheitlichen

Konzept entsprechen. Aufgrund ihres großen, jedoch noch nicht vollständig erschlossenen

Potentials bilden sie auch den Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit. Einige Kerngedan-

ken zur frequentistischen Methodik finden sich unter anderem bei Buckland, Burnham

und Anderson (1997), Hjort und Claeskens (2003), Yuan und Yang (2005), Hansen

(2007) und Schomaker, Wan und Heumann (2010).

Grundsätzlich stellen sich ungeachtet des zugrundeliegenden Paradigmas die Fragen:

Welche Modelle sollen kombiniert werden? Wie sollen diese Modelle kombiniert werden?

Was bedeutet dies für die kombinierten Parameterschätzungen? Prinzipiell lässt sich

festhalten, dass die Punkt- und deren Varianzschätzungen für alle Modelle von Interes-

se gewichtet miteinander kombiniert werden sollten, wobei die Gewichte der einzelnen

Modelle in der Regel so bestimmt werden, dass entweder über ein Selektionskriterium

bzw. die posteriori-Wahrscheinlichkeit jedem Modell eine gewisse Plausibilität zugespro-

chen wird oder der finale, gemittelte Schätzer auf irgendeine Art und Weise optimal ist.

Exemplarisch für diese beiden, grundsätzlich unterschiedlichen Vorgehensweisen wer-

den in dieser Arbeit insbesondere dem Schätzer von Buckland, Burnham und Anderson

(1997), der zur Gewichtung der Kandidatenmodelle exponentielle AIC-Gewichte ver-

wendet sowie dem Schätzer von Hansen (2007), der in gewissem Sinne einen optimalen

Modellmittelungsschätzer garantiert, besondere Beachtung geschenkt.

Fehlende Daten

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit Modellselektion und Modellmittelung unter

Berücksichtigung der Problematik fehlender Daten. In der Praxis sind fehlende Werte ein

häufig auftretendes Problem, eine weitere Komponente der Unsicherheit, die verschie-

denste Ursachen besitzen kann: etwa wenn in Meinungsumfragen die befragten Personen

Antworten verweigern, bei klinischen Studien Patienten nicht über die volle Zeitspan-

ne beobachtet werden können oder in naturwissenschaftlichen Experimenten Ergebnisse

aufgrund fehlerhafter Messungen verworfen werden müssen. Um diese Problematik im

Rahmen statistischer Inferenz explizit zu berücksichtigen, werden typischerweise zwei

konzeptionell unterschiedliche Ansätze verfolgt:

• Zum einen können die fehlenden Werte durch andere,
”
plausible“ Werte ersetzt

werden; so etwa indem konkrete Ausprägungen ähnlicher Beobachtungen impu-
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tiert werden (Chen und Shao (2000)) oder die Abhängigkeitsstruktur der Va-

riablen über ein passendes Regressionsmodell innerhalb der vollständigen Fälle

erfasst wird und dessen Vorhersagen als Imputationen verwendet werden (Little

und Rubin (2002)). Bei einem solchen oder ähnlichen Vorgehen wird jedoch ver-

nachlässigt, dass die neuen, imputierten Werte nur datenbasierte Schätzungen für

die wahren, fehlenden Daten sind und somit eine Unsicherheit bezüglich der Im-

putation vorliegt, die nicht vernachlässigt werden sollte. Dieser Sachverhalt kann

durch die Verwendung multipler Imputationen (Rubin (1978), Rubin (1996))

berücksichtigt werden: Hierbei wird jeder fehlende Wert einer Datenmatrix durch

M > 1 zufällig gezogene Werte aus der prädiktiven a-posteriori-Verteilung der feh-

lenden Daten gegeben die beobachteten Daten (oder einer Approximation davon)

ersetzt, wodurch M neue Datensätze zur Verfügung stehen, deren Schätzungen

kombiniert werden können, um so die Unsicherheitskomponente bezüglich der Im-

putation zu erfassen.

• Zum anderen kann der Umstand fehlender Daten auch direkt im Inferenzpro-

zess mitberücksichtigt werden, etwa über den EM-Algorithmus, bei dem die Li-

kelihood des interessierenden Parameters gegeben die beobachteten Daten appro-

ximiert wird (Dempster, Laird und Rubin (1977)) oder auch unter Verwendung

von Gewichtungsansätzen, bei denen typischerweise die Inferenz auf den gewich-

teten, vollständigen Fällen durchgeführt wird, um konsistente Schätzungen zu

ermöglichen (vergleiche auch Molenberghs und Kenward (2007, Kapitel 10)).

Es stellt sich die Frage, wie die Konzepte von Modellselektion, Modellmittelung und

fehlenden Daten zusammenpassen und miteinander kombiniert werden können.

Übergreifende Ansätze

Derzeit existieren im Wesentlichen vier wissenschaftliche Arbeiten, die die Auswirkungen

fehlender Werte auf die Modellselektion untersuchen, nämlich die Artikel von Shimodai-

ra (1994), Cavanaugh und Shumway (1998), Hens, Aerts und Molenberghs (2006) und

Claeskens und Consentino (2008). Alle angeführten Arbeiten unterstreichen, dass die

Verwendung gängiger Verfahren der Modellselektion für den Fall fehlender Daten zur

Wahl unpassender Modelle führen kann und schlagen allesamt eine Modifizierung von

Akaikes Informationskriterium (AIC, Akaike (1973)) vor. Der in dieser Arbeit zentrale

Artikel von Hens, Aerts und Molenberghs (2006) greift dabei die in vielen Teilgebieten
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der Statistik bekannte und bereits angedeutete Idee des inverse probability weighting

(Horvitz und Thompson (1952)) auf, bei der nur die vollständigen Beobachtungen eines

Datensatzes verwendet werden – gewichtet mit ihrer inversen geschätzten Auswahlwahr-

scheinlichkeit. Die Autoren schlagen darauf aufbauend ein adjustiertes Selektionskrite-

rium (AICW ) vor und konstatieren diesem in einer Auswahl an Simulationsstudien ein

durchweg gutes Verhalten im Kontext fehlender Werte.

Es existiert bis dato jedoch keine einzige Veröffentlichung, die die Modellselektionsun-

sicherheit und die Problematik fehlender Werte gemeinsam diskutiert. Es stellt sich

die Frage, ob und wie sich die Konzepte von Modellmittelung und fehlenden Daten in

Einklang bringen lassen und inwiefern sich eine solche Kombination auch praktisch um-

setzen lässt. Die vorliegende Arbeit zeigt die Vielfältigkeit beider Themengebiete auf

und versucht sowohl für unterschiedlichste Ansätze aus dem Bereich fehlender Werte als

auch aus dem Bereich der Modellmittelung einige repräsentative Ideen aufzugreifen und

entsprechend zu erweitern.

Hierfür werden exemplarisch für ein mögliches Vorgehen drei konträre Ansätze erläutert:

Es werden verschiedene Modellselektions- und Modellmittelungsschätzer unterschiedli-

cher Konzeption betrachtet, so etwa die oben angeführten Schätzer von Buckland, Burn-

ham und Anderson (1997) bzw. Hansen (2007), wobei für deren Berechnung

(i) die fehlenden Werte verworfen und nur die vollständigen Fälle eines Datensatzes

verwendet werden,

(ii) die fehlenden Werte durch einfache oder multiple Imputationen ersetzt werden und

die Inferenz auf den entsprechend aufgefüllten Datensätzen durchgeführt wird und

(iii) das für fehlende Werte adjustierte Kriterium von Hens, Aerts und Molenberghs

(2006) zur Konstruktion von Gewichten für einen neuen, kriteriumsbasierten Mo-

dellmittelungsschätzer verwendet wird.

Für den zweiten der genannten Punkte werden dabei drei unterschiedliche Imputati-

onsmethoden betrachtet. Zum einen die k-Nächste-Nachbarn-Methode (Chen und Shao

(2000), Gottardo (2008)), bei der jeder fehlende Wert durch das arithmetische Mittel

seiner k nächsten, vollständig beobachteten, Nachbarn ersetzt wird; ferner wird die Idee

der Regressionsimputation (Little und Rubin (2002)) aufgegriffen, bei der die fehlenden

Werte durch Vorhersagen einer linearen Regression ersetzt werden. Dieses Konzept wird
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verallgemeinert, indem zur Vorhersage flexiblere, generalisierte additive Modelle verwen-

det und in einen rekursiven Algorithmus integriert werden. Darüber hinaus werden ein-

fache und multiple Imputationen über das Paket
”
Amelia II“ (Honaker, King und Black-

well (2008)) der statistischen Software R generiert, das einen schnellen und robusten

Bootstrap-basierten Ansatz zur Modellierung der prädiktiven a-posteriori-Verteilung der

fehlenden Daten gegeben die beobachteten Daten verwendet.

Es zeigt sich im Verlauf der Arbeit, dass das Verhalten der vorgestellten Modellselek-

tions- und Modellmittelungsstrategien höchst unterschiedlich ist und sich für die entspre-

chenden Schätzer abhängig von der konkreten Behandlung fehlender Werte interessante

und vielfältige Eigenschaften nachweisen lassen.

Die Ansatzpunkte und Konzepte im Bereich der Modellwahl und Modellmittelung sind

außerordentlich vielfältig: Je nach Zweck, Ziel und Fragestellung ergeben sich unter-

schiedliche Ausgangspositionen, die zu Methoden, Kriterien und Verfahren führen, die

einerseits unterschiedlicher nicht sein könnten, andererseits am Ende dann doch zu

ähnlichen oder sogar identischen Resultaten führen können. Die vorliegende Arbeit ver-

sucht, im Gegensatz zu vielen anderen Veröffentlichungen, die Kernkonzepte zur Wahl

und Kombination von Modellen relativ weitläufig zu diskutieren, um so die Chancen

und Risiken für Modellselektions- und Modellmittelungsschätzer im Kontext fehlender

Daten unter den verschiedensten Gesichtspunkten für viele Themenbereiche zu öffnen.

Dabei sollen ausgewählte Verfahren und Ideen in ein einheitliches Spektrum eingeordnet

und ihre Eigenheiten, Stärken und Schwächen herausgestellt werden.

Ziel der Arbeit ist es, interessante und repräsentative Verfahren der Modellselektion und

Modellkombination in den Kontext fehlender Werte zu übertragen und die Eigenschaf-

ten und Erfolgsaussichten der vorgestellten Ideen mit Hilfe weitreichender Überlegungen,

Monte-Carlo-Simulationen und Anwendungsbeispielen zu diskutieren, bewerten, analy-

sieren und illustrieren.

Ausblick

Kapitel 2 versucht zunächst zu klären, was ein Modell überhaupt ist, was man darunter

generell in der Wissenschaft verstehen kann, inwiefern sich dies im Rahmen statistischer

Modellierung wiederfindet, welche Ziele mit Modellselektion verfolgt werden und auf wel-

che Art und Weise die vielfältigen Konzepte zu rechtfertigen sind. Einen Überblick aus-

gewählter Modellwahlverfahren, insbesondere aus dem Anwendungsbereich linearer und
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generalisierter linearer Regressionsmodelle, werden in Kapitel 3 vorgestellt. Wie Modelle

kombiniert werden können und in welche Richtung aktuelle Entwicklungen führen, wird

in Kapitel 4 diskutiert. Der Schwerpunkt liegt dabei in Anbetracht der darauffolgenden

Analysen vor allem auf nicht-bayesianischen Konzepten. Kapitel 5 vermittelt grundle-

gende Ideen aus dem Bereich fehlender Daten und versucht repräsentative Methoden

frequentistischer Modellselektion und Modellmittelung in diesem Kontext zu erweitern,

ergänzen und verbessern. Die vorgeschlagenen Schätzer werden anschließend mit Hilfe

ausführlicher Simulationsstudien (Kapitel 6) und mehrerer Anwendungsbeispiele (Kapi-

tel 7) bewertet und illustriert. Schwerpunkt sind dabei das lineare und das logistische

Regressionsmodell mit fehlenden Werten in den Kovariablen sowie mit Einschränkungen

auch ausgewählte Aspekte der Faktorenanalyse. Kapitel 8 fasst die wichtigsten Resulta-

te noch einmal zusammen und diskutiert die Chancen, Erfolgsaussichten und Probleme

der betrachteten Verfahren unter Beachtung aller gewonnen Erkenntnisse. Ein Ausblick

auf mögliche Erweiterungen der vorgestellten Strategien wird ebenfalls gegeben.





2. Modelle in Wissenschaft und Statistik

Das Ziel der Wissenschaft wird in der allgemeinen Wissenschaftstheorie mit Erkenntnis-

gewinn, dem Erwerb von neuem Wissen1, gleichgesetzt. Insbesondere will die Wissen-

schaft nicht nur Tatsachen feststellen, sondern auch Ursachen und Erklärungen für diese

finden. Die Suche allgemeiner Strukturen und Beziehungen beschränkt sich dabei nicht

nur auf wahrnehmbare, sondern auch auf nicht-wahrnehmbare Gegenstandsbereiche. Die

Systematisierung dieser Bereiche, also die Reduzierung ihrer Vielfältigkeit auf einige we-

nige elementare Faktoren, ist dabei von größtem Interesse. Diese Form der Abstraktion

wird in der Wissenschaft unter anderem durch die Konstruktion von Modellen erreicht.

Seien G1 und G2 Gegenstände2, S1, S2 Sätze3 und bedeute M(A,B), dass A Modell für

B ist; dann lassen sich folgende Formen von Modellen unterscheiden (vgl. auch Detel

(2007, Seite 94)):

(i) M(G1, G2) G1 ist ein strukturelles Modell für G2 ,

(ii) M(S1, G1) S1 ist ein abstraktes bzw. idealisiertes Modell für G1 ,

(iii) M(G1, S1) G1 ist ein semantisches Modell für S1 ,

(iv) M(S1, S2) S1 ist ein theoretisches Modell für S2 .

Im Falle struktureller Modelle sind also Gegenstände Modelle anderer Gegenstände; so

zum Beispiel das maßstabsgetreue Modell einer Brücke oder das Doppelhelix-Modell

der DNA. Bei abstrakten und idealisierten Modellen werden hingegen Sätze als Model-

le für Gegenstände verwendet. Sie versuchen die Komplexität von Phänomenen einzu-

schränken, nur ihre Kernelemente zu erfassen und sie unter dem Ziel der Verständlichkeit

1 Die traditionelle Definition nach Plato bezeichnet ”Wissen“ als wahre, gerechtfertigte Meinung.
Auch wenn diese Definition nicht unumstritten ist (vgl. Gettier (1963)), so ist sie im Kontext von
Modellbildung und Modellselektion völlig ausreichend.

2 In der Philosophie bezeichnet ein Gegenstand eine Sache oder eine Entität, die Eigenschaften
besitzen und Beziehungen zu anderen Gegenständen haben kann.

3 Ein Satz ist eine im Sinne der Logik widerspruchsfreie Aussage (z.B. über einen oder mehrere
Gegenstände), die mittels eines Beweises, das heißt aus Axiomen und bereits vorhandenen Sätzen,
hergeleitet werden kann.
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vereinfachend darzustellen. Damit bilden sie das Rückgrat aller empirischen Wissenschaf-

ten. Ein Beispiel dafür ist etwa das Modell idealer Gase, mit dem sich unter gewöhnlichen

Bedingungen viele thermodynamische Prozesse von Gasen verstehen und beschreiben

lassen, das für tiefe Temperaturen und hohen Druck jedoch keine adäquate Modellie-

rung mehr bietet; auch die vereinfachende Annahme unabhängiger und identisch ver-

teilter Beobachtungen einer Stichprobe, um Verfahren der statistischen Inferenz besser

verwenden zu können, kann als idealisiertes Modell verstanden werden; oder das Ge-

setz von Henry Darcy, das die Wasserströmung in porösen Flüssigkeiten modelliert und

ursprünglich durch Versuche in einem Sandbett entstanden ist, heutzutage jedoch vor

allem als spezielle Lösung der Navier-Stokes-Gleichungen motiviert werden kann. Bei

semantischen Modellen sind es Gegenstände, die Sätze wahr machen; beispielsweise die

rationalen Zahlen Q ohne Null, mit der Multiplikation als Verknüpfung und der Eins

als neutralem Element, für die abelschen Gruppen im Bereich der Gruppentheorie der

Mathematik. Sind Sätze Modelle für andere Sätze, so spricht man von theoretischen

Modellen - insbesondere dann, wenn wissenschaftliche Theorien vorteilhaft für andere

Theorien verwendet werden können. In diesem Sinne ist die klassische Mechanik ein

theoretisches Modell für die Quantenmechanik.

Auch in der Statistik spielen Modelle eine herausragende Rolle. Das Sammeln, das Aufbe-

reiten, die Analyse und die Interpretation von Daten eröffnet eine Fülle an Möglichkeiten

statistischer Modellierung. Als weitgehend empirische Wissenschaft sind es insbesondere

abstrakte und idealisierte Modelle, denen eine große Bedeutung zuzuschreiben ist. Auf-

grund von Beobachtungen in der Form von Daten, sollen statistische Modelle Phänomene

abstrahieren und beschreiben. Ein statistisches Modell in seiner allgemeinsten Form be-

zeichnet dabei eine parametrisierte Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen

F = {f(y; θ), θ ∈ Θ} , (2.1)

bei der die Beziehung einzelner Elemente eines Phänomens anhand einer Parametrisie-

rung der Dichte von y durch θ in F beschrieben wird. Der Parameterraum Θ muss dabei

nicht endlich-dimensional sein. Ein Beispiel ist die Menge aller Normalverteilungen

F =

{
1√
2πσ

exp

(
−1

2

[
y − μ

σ

]2)
; θ = (μ, σ) ∈ Rp × (0,∞)

}
,

wobei μ den Erwartungswert und σ2 die Varianz von y beschreibt. Häufig meint ein

statistisches Modell auch die funktionale Beziehung zwischen einer Zielgröße y und po-

tentiellen Einflussgrößen X1, . . . , Xp,
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y = f(X1, . . . , Xp; θ) + ε , (2.2)

wobei f(·) eine noch unbestimmte Funktion und ε eine Zufallskomponente bezeichnet.

Ein typisches Beispiel ist das lineare Regressionsmodell

y = β0 + β1X1 + . . . + βpXp + ε, ε ∼ N(0, σ2I) ,

bei dem die Zielgröße y über eine Linearkombination der X1, . . . , Xp modelliert wird. In

der Regel betrachtet man zur Modellierung dieser Abhängigkeitsbeziehung die beding-

te, parametrisierte Dichte f(y|X1, . . . , Xp; θ), weswegen (2.2) als Spezialfall von (2.1)

aufgefasst werden kann.

Ziel der statistischen Modellselektion ist es, aus einer Menge von Kandidatenmodellen

M = {M1, . . . , Mk} ⊂ F ein Modell Mκ∗ auszuwählen, das die Daten – unter noch

zu definierenden Gesichtspunkten – gut beschreibt. Dies betrifft insbesondere die Wahl

geeigneter Regressoren bei Regressionsmodellen, die Anzahl von Kontrollpunkten in der

Kontur- und Bildanalyse, die Ordnung autoregressiver Prozesse, die Anzahl von Fakto-

ren in der Faktorenanalyse, die Wahl eines geeigneten Kerndichteschätzers und andere

Problemstellungen der Statistik und verwandter Gebiete, vergleiche auch Linhart und

Zucchini (1986) sowie Rao und Wu (2001).

Sparsamkeit

Um Phänomene beschreiben und verstehen zu können, sollte ein gewähltes Modell einer-

seits ein möglichst genaues Abbild der Realität liefern, andererseits nur die Komplexität

in Anspruch nehmen, die nötig ist, um die wichtigsten Kausalitäten und Merkmale der

Daten abzubilden. Da zudem insbesondere im statistischen Kontext die Varianz, etwa

der Parameterschätzung von θ, mit der Komplexität steigt, der Bias in der Regel dage-

gen fällt, stellt sich die Frage nach einem geeigneten Kompromiss. Ist ein statistisches

Modell zu komplex, so nennt man es überangepasst, ist es zu simpel, so nennt man es

unterangepasst. In der Literatur wird häufig die Auffassung vertreten, dass bei gleicher

Erklärungskraft das weniger komplexe Modell gewählt werden sollte. Dieses Prinzip ist
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auch als Prinzip der Sparsamkeit bzw. als Occam’s Razor4 bekannt. Die Wahl eines sol-

chen Modells ist jedoch keineswegs trivial, Burnham und Anderson (2002) bemerken

hierzu:

”Parsimony lies between the evil of under- and overfitting“

und Forster (1998) fragt:

”How much better must the complex model fit before we say that the extra parameter is necessary?

Or, when should the better fit of complex models be ‘explained away’ as arising from the greater

tendency of complex models to fit noise? How do we trade off fit with simplicity?“

Um sich in der Statistik, auch unter Beachtung der Sparsamkeit, zwischen mehreren

konkurrierenden Modellen für ein bestes entscheiden zu können, sind Verfahren und

Kriterien notwendig. Statistische Modellselektion umfasst dabei häufig

(i) eine risikobasierte Entscheidung durch Optimierung eines Selektionskriteriums,

(ii) das sukzessive Testen von Hypothesen,

(iii) oder ein ad-hoc Vorgehen.

Punkt (i) beinhaltet insbesondere Selektionskriterien auf Basis von Vorhersagefehlern, im

Rahmen der Informationstheorie und bayesianischer Natur. Ausgewählte Verfahren und

Methoden zu diesen drei, wie auch einigen anderen Punkten sollen in den Abschnitten

3.1–3.5 vorgestellt und motiviert werden. Dies geschieht, wenn möglich, in allgemeinster

Form; stets jedoch im Hinblick auf die Wahl geeigneter Regressoren in linearen und

generalisierten linearen Regressionsmodellen.

4 William Ockham (1285–1349) formulierte als erster ein Prinzip der Sparsamkeit (häufig wiederge-
geben als ”entia non sunt multiplicanda praeter necessitatem“), das weit über die Statistik hinaus in
Biologie, Medizin und Philosophie bekannt ist. Heutzutage existieren im Detail viele verschiedene
Fassungen und Versionen dieses Prinzips; prinzipiell lässt es sich jedoch so verstehen, dass für zwei
wissenschaftliche Theorien bzw. Erklärungen unter festen Bedingungen diejenige zu bevorzugen ist,
die einfacher ist. Die Rechtfertigung dieses Prinzips wird in der Wissenschaftstheorie diskutiert,
vergleiche etwa Sober (1981) und Forster und Sober (1994). Die Begründungen sind dabei sowohl
pragmatisch motiviert, wie etwa der oben angedeutete Punkt, dass Phänomene auf diese Weise
besser verstanden werden können, als auch wissenschaftstheoretisch; so das Argument, dass das
Ziel der Wissenschaft in der Approximation der Wahrheit besteht (vgl. auch die untenstehende
Diskussion) und dieses Ziel nicht ohne die Berücksichtigung von Sparsamkeit erreicht werden kann.
Kritische Stimmen sprechen dem Prinzip keine allgemeine Gültigkeit zu. So meint selbst Sober
(2002): ”It may turn out, that simplicity has no global justification – that its justification varies
from problem to problem“.



13

Die meisten der vorgestellten Methoden beinhalten dabei das Sparsamkeitsprinzip mehr

oder weniger explizit. Es stellen sich in diesem Zusammenhang jedoch die grundlegen-

de Fragen: Was ist Sparsamkeit? Wie lässt sich Sparsamkeit messen und konstruieren?

Ist Sparsamkeit eindeutig? Diesen Fragen entspringt ein natürlicher Diskurs, ob Spar-

samkeit Teil eines empirischen Vorgehens sein kann oder ob es ein künstliches, insofern

rationalistisches, Konzept ist. Prinzipiell setzt Empirismus voraus, dass jede Form von

Wissen über Erfahrung, beispielsweise über Daten, gewonnen wird, während unter einer

rationalistischen Denkweise Erkenntnis in erster Linie unabhängig von unseren Sinnes-

eindrücken entsteht. Deswegen wird in der Literatur teilweise argumentiert, dass das

Sparsamkeitsprinzip ein extraempirisches Element ist, das primär in der Statistik, aus

pragmatischen Gründen, herangezogen wird und somit als rationalistisch angesehen wer-

den muss; so schreiben Forster und Sober (1994):

”Giving weight to simplicity thus seems to embody a kind of rationalism“ .

Die folgenden Kapitel werden zeigen, dass dieses Argument nicht korrekt ist. Obgleich

Bestandteil fast jedes statistischen Verfahrens bzw. Kriteriums, kann die Interpretati-

on der Aufsplittung in einen Anpassungs- und einen Sparsamkeitsterm als Kompromiss

zwischen Bias und Varianz in der Regel nur a posteriori erfolgen; a priori liegt den Me-

thoden meist ein grundlegend anderes Prinzip zugrunde, etwa die Approximation von

Wahrheit, die Verringerung von Vorhersagefehlern oder die Maximierung von posteriori-

Wahrscheinlichkeiten – die Sparsamkeitsterme entstehen dabei gewissermaßen als
”
Ab-

fallprodukt“ bei der Evaluierung der eigentlichen Zielsetzung. Es zeigt sich daher, dass

die Konzepte statistischer Modellselektion fast ausschließlich datengestützt und empi-

risch motiviert sind und keine rationalistische Rechtfertigung benötigen.

Eine Ausnahme bildet die von Jorma Rissanen begründete Theorie der Minimum Des-

cription Length. Hierbei bildet der Kompromiss zwischen Anpassung und Sparsamkeit

das Fundament aller von Rissanen (1978) erarbeiteten Verfahren. Konzepte aus der In-

formationstheorie helfen dabei, die Länge wissenschaftlicher Theorien, im Speziellen sta-

tistischer Modelle, zu beschreiben und dadurch Modelle zu wählen, die Wissen am besten

”
verschlüsseln“ können und dennoch anschließend dieses Wissen am besten zu reprodu-

zieren vermögen. Dadurch wird nicht nur das Prinzip der Sparsamkeit direkt bei der

Konstruktion von Modellwahlkriterien verwendet, sondern auch erstmals eine konkre-

te Ausarbeitung davon präsentiert, wie Sparsamkeit zu messen ist. Eine überschaubare

Einführung bietet Abschnitt 3.5.1; die dort angegebenen Referenzen erlauben darüber

hinaus einen tieferen Einblick in die Thematik, die in den folgenden Kapiteln keine

zentrale Rolle einnehmen wird.
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Wahrheit

Ein Vergleich und eine Beurteilung der einzelnen Verfahren, insbesondere der Selekti-

onskriterien, erfolgt meist durch die Betrachtung asymptotischer Güteigenschaften, wie

der Konsistenz und der Effizienz. Abschnitt 3.6 beschäftigt sich hiermit ausführlich. Es

zeigt sich, dass eine der entscheidenden Voraussetzungen zur Optimalität eines Modell-

wahlkriteriums in der Tatsache liegt, ob in der Menge der Kandidatenmodelle M =

{M1, . . . , Mk} das wahre, datengenerierende Modell M∗
κ enthalten ist oder nicht. Es

zeigt sich ferner, dass das Konzept eines wahren Modells als solches problematisch ist.

Obgleich Voraussetzung in der Konstruktion vieler populärer Modellwahlkriterien, ist

seine Existenz nicht unumstritten. Burnham und Anderson (2002) bemerken

”The words ‘true model’ represent an oxymoron“

und de Leuuw (1988) meint in diesem Zusammenhang lapidar

”Truth is elusive“

Die Diskussion dieses Aspekts verlagert sich in der statistischen Literatur jedoch meist

in Richtung der nahezu gleichwertigen Frage der Dimensionalität eines wahren Modells.

Ist es von unendlicher Dimension, so ist es implizit nicht in der Menge der Kandida-

tenmodelle enthalten; ist es von endlicher Dimension, so kann es durchaus Bestandteil

dieser Menge sein. Abschnitt 3.6 präsentiert wichtige Resultate zur Optimalität von

Modellwahlkriterien und diskutiert ihre Nützlichkeit anhand ausgewählter Aspekte.

In gewisser Weise ist diese Diskussion auch Bestandteil einer alten Realismus-Debatte:

Die Annahme einer denkunabhängigen Realität, einer Realität die sich erkennen und er-

fassen lässt und damit auch letztlich zu Wissen unabhängig von menschlichen Theorien

und Konventionen führt, kann als Position für einen erkenntnistheoretischen, wissen-

schaftlichen Realismus verstanden werden.5 Eine solche Sichtweise impliziert, dass eine

Wirklichkeit, eine Wahrheit existiert und wir diese erfahren und beschreiben können

und dass die Annäherung an diese Wahrheit insofern auch Ziel der Wissenschaft ist. Im

Gegensatz dazu existieren viele nicht-realistische Positionen, die sich in philosophischen

Denkweisen, wie etwa dem Relativismus, dem Instrumentalismus oder dem konstrukti-

ven Empirismus äußern. Letzterer geht auf van Fraaasen (1980) zurück und verneint das

5 Tatsächlich umfasst der Begriff des Realismus eine Vielzahl philosophischer Positionen, die sich auf
unterschiedliche Gegenstandsbereiche beziehen. Diese sind im Kontext dieser Arbeit jedoch nicht
weiter relevant; der Kerngedanke und das Stichwort einer ”denkunabhängigen Realität“ genügt für
die folgende Diskussion.
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Ziel der Wissenschaft als Approximation von Wahrheit. Die Doktrin eines konstruktiven

Empirismus sieht vor, die Wissenschaft als reinen Beobachter zu betrachten, der wahre

Aussagen über beobachtbare Phänomene und Experimente machen kann, ausdrücklich

aber nicht über unbeobachtbare Phänomene und damit über eine den Beobachtungen

zugrundeliegende Wahrheit. Es ist fragwürdig, ob solche oder andere (beispielsweise re-

lativistische) Standpunkt hilfreich sind. Sober (2000) quittiert die Diskussion mit den

Worten:

”Realism says that the goal of science is to discover which theories are true; [constructive] em-

piricism maintains that the goal is to discover theories that are empirically adequate [...] In both

cases, truth is the property that matters“

Tatsächlich ist die Realismus-Debatte im Kontext statistischer Modellselektion nicht

entscheidend. Auch wenn aufgrund ihrer Konzeption viele der in Kapitel 3 vorgestellten

Methoden eine zugrundeliegende Wahrheit, zumindest in Form eines datengenerieren-

den Prozesses, benötigen und damit auch eine prinzipiell realistische Sichtweise ange-

nommen wird, so steht vor allem die Identifizierung relevanter Effekte eines Phänomens

im Vordergrund. Ob Aussagen über eine Wahrheit und ihre Existenz getroffen werden

müssen, ist fraglich. Dies macht auch Abschnitt 3.6 deutlich: Ob die oben erwähnten

Qualitätsmerkmale von Konsistenz und Effizienz im Kontext statistischer Modellwahl

sinnvoll sind, wird dort diskutiert.

Grenzen des Wissens

Die Suche geeigneter Modelle zur Charakterisierung von Phänomenen unterliegt häufig

gewissen Beschränkungen, insbesondere solchen, die sich aus den Grenzen empirischen

Wissens ergeben. Dies betrifft vor allem die mangelnde Verfügbarkeit und das Fehlen von

Daten: Die Herausforderung, Modelle zu bilden, zu wählen und zu schätzen, auch unter

Beachtung der oben diskutierten Sachverhalte der Sparsamkeit und Optimalität, erfährt

im Kontext fehlender Werte eine zusätzliche Dimension. Die Diskussion und Evaluierung

von statistischen Methoden zur Modellselektion unter Berücksichtigung dieser Proble-

matik ist Schwerpunkt dieser Arbeit und wird weitgehend in den Kapiteln 5-7 erörtert.

Zusätzlich berücksichtigt werden dabei auch die Grenzen statistischer Modellselektions-

verfahren. Die Unsicherheit bezüglich der Wahl eines geeigneten Modells ist ein weiterer

Faktor, dem besondere Beachtung geschenkt wird. Die Kombination verschiedener Kon-

zepte aus verschiedenen Teilgebieten der Statistik sollen helfen, ein relativ allgemein

angelegtes Sammelsurium an Methoden zur Bewältigung dieser Probleme zu liefern. Die

Illustration dieser Methoden beschränkt sich aus Gründen der Übersichtlichkeit dabei auf
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lineare und logistische Regressionsmodelle, wie auch exemplarisch auf die Faktorenana-

lyse. Wie aus der obigen Diskussion bereits zu erkennen, wird dabei stets eine zu einem

gewissem Maße realistische Grundhaltung angenommen, da stets eine Annäherung an ei-

ne zugrundeliegende Wahrheit, zumindest in Form eines datengenerierenden Prozesses,

vorausgesetzt wird. Alle vorgestellten Methoden, mit Ausnahme der MDL-Methodik,

sind dabei rein empirisch zu motivieren und bedürfen keiner zusätzlich rationalistischen

Rechtfertigung.



3. Modellselektion

Die Ausführungen aus Kapitel 2 lassen erkennen, dass der Begriff der Modellselektion

sehr weit gefasst ist und sich auf eine Vielzahl an Verfahren unterschiedlichster Mo-

tivation bezieht, die allesamt die Entscheidungsfindung für eine konkrete statistische

Modellierung unterstützen sollen. Im Fokus dieses Kapitels sowie der gesamten Arbeit

stehen – wie bereits erwähnt – vor allem Methoden, die insbesondere für die Selektion

von Variablen in linearen und generalisierten linearen Modellen, die Bestimmung von

Faktoren in der Faktorenanalyse und die Wahl der Ordnung autoregressiver Prozesse

konzipiert wurden; wenn möglich werden diese in allgemeinster Form erläutert. Hierfür

wird im Folgenden meist, jedoch nicht immer, die n × p + 1 Datenmatrix

D∗ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

y1 x11 . . . . . . x1p

...
... ∗ ...

...
... ∗

...
... ∗ ...

yn xn1 . . . . . . xnp

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(3.1)

betrachtet, wobei y = (y1, . . . , yn)′ den Response und Xj = (x1j, . . . , xnj)
′, j = 1, . . . , p,

mögliche Einflussgrößen einer multivariaten Zusammenhangsanalyse bezeichnen. Der

1 × p Vektor xi = (xi1, . . . , xip) enthält die Werte der Kovariablen für die i-te Beob-

achtung. Durch das ‘∗’-Symbol wird angedeutet, dass einige xij ∈ D∗ fehlen können;

dieser Sachverhalt wird in Kapitel 5 ausführlich betrachtet.

Es wird angenommen, dass die Beobachtungen y1, . . . , yn unabhängig sind und der Dich-

te f entstammen. Wie in Kapitel 2 bereits ausführlich erläutert, wird im Rahmen

der Modellselektion eine parametrisierte Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen

F = {f(y; θ), θ ∈ Θ} betrachtet. Im Kontext linearer Regressionsmodelle wird die be-

dingte, parametrisierte Dichte f(y|X1, . . . , Xp; θ) auch häufig als f(y|X1, . . . , Xp; β, σ2)

notiert. Sofern nicht anders angegeben ist β = (β0, . . . , βp)
′ dabei der dem Intercept

und den Regressoren zugehörige p + 1 × 1 Parametervektor und σ2 steht für die Va-

rianz. In Teilen der Literatur erfolgt die zusätzliche Aufteilung von β in β = (α, γ),
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wobei α die ersten d Parameter bezeichnet, die aus inhaltlichen oder anderen Gründen

auf jeden Fall in das Endmodell aufgenommen werden sollten und γ die weiteren q

Parameter, die potentiell in dieses Modell integriert werden könnten. Dieses Vorgehen

mag dem eingangs diskutierten Prinzip der Sparsamkeit in gewisser Weise widerspre-

chen, wird aber insbesondere zur Vergleichbarkeit mit der Originalliteratur, falls nötig,

übernommen. Im Kontext generalisierter linearer Regressionsmodelle wird die bedingte,

parametrisierte Dichte f(y|X1, . . . , Xp; θ) häufig auch in Form einer Exponentialfamilie

gemäß f(y|X1, . . . , Xp; ϑ, φ) beschrieben, wobei ϑ den kanonischen und φ den Dispersi-

onsparameter beschreibt. Der den Kovariablen zugehörige Parametervektor wird auch

dort weiterhin mit β bezeichnet.

Die Menge aller konkurrierenden Modelle ist M = {M1, . . . , Mk} ⊂ F ; die Dimension

eines Modells Mκ ∈ M, dim (Mκ), entspricht der Anzahl der Elemente von θ. Im Kontext

linearer Regressionsmodelle wird die Varianz häufig als nuisance-Parameter behandelt,

weswegen sich die Dimension von Mκ hier meist auf β ⊂ θ bezieht.

Im Folgenden werden eine Vielzahl an Modellwahlverfahren unterschiedlichster Konzep-

tion vorgestellt und diskutiert: Abschnitt 3.1 erläutert dabei Selektionsprozeduren, die

ihre Entscheidung auf Parameterschätzungen zurückführen, so etwa das klassische, suk-

zessive Hypothesentesten bzw. die Verwendung von Shrinkage-Verfahren. Abschnitt 3.2

beschreibt einige ausgewählte Ansätze aus dem Bereich der Vorhersagefehler, beispiels-

weise das Konzept der Kreuzvalidierung; Kriterien, die informationstheoretisch motiviert

werden können, zum Beispiel Akaikes Informationskriterium, werden in Abschnitt 3.3

behandelt. Abschnitt 3.4 zeigt das bayesianische Selektionsverständnis auf und Abschnitt

3.5 verweist schließlich auf viele weitere, bekannte und unbekannte Selektionsmethoden.

Relevant für das Verständnis der Modellmittelungsmethoden aus Kapitel 4 und die in

Kapitel 5 angedachten zentralen Korrekturen im Kontext fehlender Daten sind dabei

im Besonderen das Kriterium von Akaike (Abschnitt 3.3.1) und Mallows Cp (Abschnitt

3.2.1) sowie mit Abstrichen auch die Kreuzvalidierungskriterien aus Abschnitt 3.2.3 und

das Bayesianische Selektionskriterium nach Schwarz (Abschnitt 3.4.1). Die Vielfalt der

in diesem Kapitel vorgestellten Konzepte demonstriert, wo geeignete Modifikationen für

spezielle Fragestellungen liegen können und bildet damit die Grundlage für mögliche

Erweiterungen der an späterer Stelle eingeführten Modellmittelungsverfahren bei feh-

lenden Werten. Einige diesbezüglich interessante Aspekte werden im weiteren Verlauf

und auch zu Ende der Arbeit noch einmal angeschnitten.
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3.1 Modellselektion durch Betrachtung der Parameterschätzungen

Der möglicherweise klassischste Ansatz in der Modellselektion besteht im Kontext von

einfachen Regressionsanalysen meist darin, die den Regressoren zugehörige Parameter-

schätzung β̂ und deren Standardfehler zu betrachten und abhängig davon Variablen zu

selektieren. Dies geschieht in der Regel über das sukzessive Testen von Hypothesen bzw.

durch die Verwendung neuerer statistischer Schätz- und Lernverfahren, wie beispielsweise

Shrinkage oder Boosting. In den folgenden beiden Abschnitten 3.1.1 und 3.1.2 werden

einige ausgewählte, populäre Methoden vorgestellt und kritisch diskutiert; die bereits an

dieser Stelle gewonnen Erkenntnisse und Gedanken liefern die erste wertvolle Motivation

für die in dieser Arbeit zentralen Modellmittelungsverfahren aus Kapitel 4 und Abschnitt

5.2.

3.1.1 Sukzessives Testen von Hypothesen

Gegeben sei eine Menge an Regressionsmodellen M = {M1, . . . , Mk}, wobei Xκ die De-

signmatrix und βκ den Parametervektor eines Modells Mκ ∈ M bezeichnet. Die Kandi-

datenmodelle seien bezüglich ihrer Dimension geordnet, also dim(M1) ≤ . . . ≤ dim(Mk);

dann testen Selektionsprozeduren auf Basis statistischer Hypothesentests sukzessive Hy-

pothesen der Form βk̃ = 0, wobei βk̃ einen Subvektor des Parametervektors βk bezeich-

net, um den Einfluss der Regressoren X1, . . . , Xp auf y und damit die geeignete Dimen-

sion eines
”
besten“ Modells Mκ∗ zu bestimmen.

Modellselektion auf Basis statistischer Hypothesentests benötigt neben Aufnahme- und

Ausschlusskriterien zur Wahl geeigneter Regressoren auch einen Algorithmus (im folgen-

den als Selektionsprozedur bezeichnet), dessen Konvergenz mit einem passenden Stopp-

kriterium sichergestellt werden soll. Populäre und in den gängigen Softwarepaketen im-

plementierte Prozeduren sollen im folgenden vorgestellt und diskutiert werden:

(a) Selektionsprozeduren. Einige der am häufigsten verwendeten Selektionsproze-

duren sind die Vorwärtsselektion, die Rückwärtsselektion sowie die Schrittweise

Selektion, die dem Algorithmus von Efroymson (1960) entspricht. Sie lassen sich

wie folgt beschreiben:
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Vorwärtsselektion

1. Beginne mit dem Modell kleinster Dimension, M1.

2. Nehme die Variable Xκ ∈ {X1, . . . , Xp} in das Modell auf, die

ein Aufnahmekriterium aus (b) optimiert.

3. Wiederhole Schritt 2 bis ein Stoppkriterium aus (c) erfüllt ist.

Rückwärtsselektion

1. Beginne mit dem Modell größter Dimension, Mk.

2. Entferne die Variable Xκ ∈ {X1, . . . , Xp}, die ein Ausschluss-

kriterium aus (b) optimiert.

3. Wiederhole Schritt 2 bis ein Stoppkriterium aus (c) erfüllt ist.

Schrittweise Selektion

1. Beginne mit dem Modell kleinster Dimension, M1.

2. Nehme die Variable Xκ ∈ {X1, . . . , Xp} in das Modell auf, die

ein Aufnahmekriterium aus (b) optimiert.

3. Entferne, wenn nötig, die bereits aufgenommene Variable

Xκ ∈ {X1, . . . , Xp}, die ein Ausschlusskriterium aus (b) opti-

miert.

4. Wiederhole Schritt 2 und 3 bis ein Stoppkriterium aus (c)

erfüllt ist.

(b) Aufnahme- und Ausschlusskriterien. Ob eine Einflussgröße Xκ ∈ {X1, . . . , Xp}
in das Endmodell Mκ∗ aufgenommen wird oder nicht, kann durch eine Vielzahl an

Kriterien bestimmt werden. Eine inzwischen weitreichend verwendete Möglichkeit

besteht darin, eine Variable dann aufzunehmen, wenn sie ein Selektionskriterium

der Abschnitte 3.2-3.5 optimiert, vergleiche hierzu insbesondere auch Abschnitt

3.5.3. Klassischerweise werden jedoch Teststatistiken beziehungsweise die dem Test

zugehörigen p-Werte als Kriterium verwendet:

• Gegeben seien zwei verschachtelte lineare Modelle Mκ, Mλ, mit Mκ : y =

Xκβκ + εκ und Mλ : y = Xλβλ + ελ, wobei dim (Mκ) = p, dim (Mλ) = k,

p < k ≤ n, (β′
κ, β

′
κ̃)

′ = βλ und somit βκ ⊂ βλ. Das Testen der Hypothese

H0 : Submodell Mκ ist gültig vs. H1 : Submodell Mκ ist nicht gültig
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entspricht dem Test H0 : βκ̃ = 0 vs. H1 : βκ̃ 	= 0 und wird mit Hilfe der

Fchange-Statistik ,

Fchange =
SSEMκ − SSEMλ

SSEMλ

· n − k

k − p
∼ Fk−p,n−k , (3.2)

überprüft, wobei SSEM· die Residuenquadratsummen des entsprechenden li-

nearen Modells bezeichnet.

Bei einer Vorwärtsselektion wird aus der Menge X = {X1, . . . , Xp} diejenige

Variable Xκ ∈ X aufgenommen, bei der der Test auf H0 : βκ = 0 die Fchange-

Statistik maximiert bzw. den zugehörigen p-Wert minimiert. Analog wird bei

einer Rückwärtsselektion die Variable Xκ ∈ X entfernt, bei der der Test auf

H0 : βκ = 0 die Fchange-Statistik minimiert bzw. den p-Wert maximiert.

Die Verwendung der Fchange-Statistik entspricht in diesem Zusammenhang ei-

nem Wald-, LQ- bzw. t-Test. Die Details der formalen Äquivalenz dieser Te-

stentscheidungen finden sich in einschlägigen Lehrbüchern, so etwa bei Searle

(1971, Seite 110ff.).

• Die für andere Regressionsmodelle verwendeten Teststatistiken basieren weit-

gehend auf Wald-, Score- und Likelihood-Quotienten-Tests. Im Kontext gene-

ralisierter linearer Regressionsmodelle sind diese Teststatistiken asymptotisch

äquivalent und asymptotisch χ2-verteilt, vergleiche in etwa Fahrmeir, Kneib

und Lang (2007, Seite 204 ff.).

(c) Stoppkriterien. Verwendet man Teststatistiken als Aufnahme- bzw. Ausschluss-

kriterium, so sind kritische Werte einer Prüfverteilung das passende Stoppkriteri-

um; verwendet man die zugehörigen p-Werte als Aufnahme- bzw. Ausschlusskrite-

rium, so ist ein vorgegebenes Signifikanzniveau das passende Stoppkriterium.

Die Wahl eines kritischen Wertes bzw. Signifikanzniveaus ist gewissermaßen ad-

hoc, weswegen sich die Voreinstellungen in statistischen Programmpakete teilweise

stark voneinander unterscheiden. Hinweise zur Wahl
”
sinnvoller“ Werte findet man

unter anderem bei Draper und Smith (1998).

Es herrscht keine generelle Übereinkunft über die genaue Gestalt der oben beschriebenen

Prozeduren. Mögliche Erweiterungen und Modifikationen der in diesem Abschnitt vor-

gestellten Verfahren finden sich zahlreich, so etwa bei Sen und Srivastava (1990) sowie

Miller (1990). Auch können einzelne Ideen des sukzessiven Hypothesentestens mit ande-

ren Ansätzen der Modellselektion verknüpft werden. Die Algorithmen von Thall, Simon

und Grier (1992) und Thall, Russell und Simon (1997) greifen eben diesen Ansatz auf.
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Kernstück ihrer Idee ist die Verwendung der Kreuzvalidierung (vgl. Abschnitt 3.2.3) im

Zuge einer aufwändigen Rückwärtsselektion, um ein unter bestimmten Gesichtspunkten

optimales Signifikanzniveau zu bestimmen.

Selektionsprozeduren auf Basis sukzessiver Hypothesentests enthalten eine Vielzahl an

Gefahren, Problemen und Unwägbarkeiten. In diesem Zusammenhang wird in der Litera-

tur am häufigsten die fehlende Stabilität der Verfahren genannt. Verschiedene Algorith-

men und Kriterien führen zu verschiedenen Ergebnissen und selbst kleinste Änderungen

bezüglich der Gestalt der Selektionsprozeduren können die Wahl eine Endmodells Mκ∗

entscheidend beeinflussen. Ausführliche Beispiele und Betrachtungen dieser Problematik

finden sich unter anderem bei Breimann (1996a), Miller (1990) sowie Draper und Smith

(1998).

Im Fokus der Kritik steht ferner die scheinbar willkürliche Wahl der kritischen Werte

bzw. Signifikanzniveaus, die dadurch verursachte zusätzliche Unsicherheit sowie die For-

mulierung der Tests in Form multipler Alternativhypothesen. Akaike (1969) sieht darin

die entscheidende Schwäche der oben vorgestellten Verfahren und betont die Notwendig-

keit einer entscheidungstheoretisch orientierten Modellselektion. Akaike (1974) betont

ferner:

”The use of a fixed α-level of significance for the comparison of models is wrong, because it does

not take into account the increase of the variability of the estimates when the number of parameters

is increased“

Die oben erwähnten Algorithmen von Thall, Simon und Grier (1992) und Thall, Russell

und Simon (1997) versuchen eben dieser ad-hoc Wahl des Signifikanzniveaus vorzubeu-

gen. Ihre Prozeduren sind jedoch äußerst rechenintensiv und haben in der Literatur

bislang kaum Beachtung gefunden.

Freedman (1983) beschreibt das häufig auftretende Phänomen, dass bei einer großen An-

zahl an Regressoren nicht vorhandene Zusammenhänge als signifikant eingestuft werden.

Er untermauert seine Hypothese durch Simulationsstudien und asymptotische Betrach-

tungen. Diese beschränken sich jedoch ausschließlich auf das lineare Modell und sind

insofern mit Vorsicht zu genießen.

Ein letzter, wichtiger Kritikpunkt betrifft die Beschränkung der Prozeduren auf eine ein-

zige Verteilungsfamilie. Zur Modellierung von Zähldaten verwendet man beispielsweise

häufig Poisson-, Quasi-Poisson- oder Negativ-Binomial-Modelle. Ein Vergleich zwischen

diesen Ansätzen ist jedoch nur mit Hilfe einiger Selektionskriterien der Abschnitte 3.2-3.5

möglich, nicht aber unter Verwendung sukzessiver Hypothesentests.
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3.1.2 Shrinkage

Ähnlich dem Vorgehen beim sukzessiven Hypothesentesten werden bei der Verwendung

von Shrinkage-Verfahren im Rahmen der Modellselektion die Parameterschätzungen βκ

als Grundlage der Entscheidung zugunsten eines Endmodells Mκ∗ gesehen. Entscheiden-

der Unterschied gegenüber dem klassischen Ansatz ist die Art der Parameterschätzung.

Betrachtet man das lineare Modell y = Xβ + ε, ε ∼ N(0, σ2I), so weist die gewöhnliche

Kleinste-Quadrate-Schätzung (OLS) für β – und damit auch die ML-Schätzung – in

einigen Situationen Defizite auf, die mit Hilfe von Shrinkage-Verfahren teilweise oder

sogar ganz umgangen werden können:

• Besitzt die Designmatrix Xκ keinen vollen Rang, so ist X ′
κXκ nicht mehr positiv

definit und somit existiert auch keine eindeutige OLS-Schätzung. Insbesondere bei

Multikollinearität tritt dieses Problem auf.

• Die OLS-Schätzung besitzt unter den unverzerrten Schätzern die kleinste Varianz.

In Situationen bei denen die Qualität der Vorhersage von Bedeutung ist, kann

jedoch ein verzerrter Schätzer, der eine noch kleinere Varianz besitzt, von größerem

Nutzen sein.

• Ist die Anzahl der Variablen größer als die Stichprobe selbst, so ist ebenfalls keine

OLS-Schätzung möglich. Speziell im Bereich hochdimensionaler Daten muss jedoch

mit solch einer Datensituation gerechnet werden. Hier ist eine Methode die mehr

als n Variablen und/oder Gruppen hochkorrelierter Variablen in das Endmodell

Mκ∗ aufnehmen kann erwünscht.

Einige bekannte Shrinkage-Verfahren, wie beispielsweise Ridge (Hoerl und Kennard

(1970)), Bridge (Frank und Friedmann (1993)), Lasso (Tibsharani (1996)) und Elastic

Net (Zou und Hastie (2005)) greifen einen oder mehrere der oben genannten Punk-

te auf, indem sie zur Parameterschätzung die Minimierung der Residuenquadratsum-

men unter geeigneten linearen Nebenbedingungen vorschlagen. Dies entspricht einer

pönalisierten KQ-Schätzung und besitzt den angenehmen Nebeneffekt, dass bei einer

passenden Pönalisierung einige Parameter implizit auf Null gesetzt werden, was einer

Selektion von Variablen und damit gewissermaßen einem Modellwahlverfahren gleichge-

setzt werden kann. Prinzipiell gilt, dass eine stärkere Pönalisierung zu einer stärkeren

Schrumpfung aller Parameterschätzungen führt und damit zu einer weitreichenden Selek-

tion von Variablen. Einen detaillierten Überblick über Shrinkage-Verfahren, die genaue
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Gestalt der Pönalisierungen, wie auch Hinweise zur Implementierung finden sich unter

anderem bei Hastie, Tibsharani und Friedman (2001) und Ulbricht (2010).

Unter den oben genannten Gesichtspunkten stellen Shrinkage-Verfahren eine sinnvolle

Alternative zum klassischen Hypothesentesten, wie auch zur Modellselektion im All-

gemeinen dar. Speziell bei der Betrachtung hochdimensionaler Daten können so Para-

meter geschätzt und selektiert, Vorhersagen verbessert sowie Gruppen hochkorrelierter

Einflussgrößen in ein Endmodell aufgenommen werden. Eben dieser Punkt zeigt je-

doch auch, dass die Verwendung der oben vorgestellten Verfahren vor allem interessant

für Spezialfälle ist und insofern nicht zwingenderweise als ein Ansatz allgemeiner und

übergreifender Modellselektion verstanden werden muss: Entsprechend dem eingangs

vorgestellten Prinzip der Sparsamkeit ist es gar nicht nötig, die Aufnahme von mehr als

n Variablen zu fordern. Unter diesem Gesichtspunkt ergibt es auch im allgemeinen Kon-

text keinen Sinn, Gruppen stark korrelierter Variablen in ein Endmodell aufzunehmen.

Ferner ist der Vergleich von Modellen verschiedener Verteilungsfamilien unmöglich; die

meisten Untersuchungen befassen sich zudem ausschließlich mit linearen und generali-

sierten linearen Modellen. Die Bestimmung geeigneter Tuning-Parameter im Rahmen der

Pönalisierungen erfordert einen Selektionsschritt, der neue Unsicherheit mit sich bringt.

Meist wird hierfür das generalisierte Kreuzvalidierungskriterium verwendet, vergleiche

auch Abschnitt 3.2.3.

3.2 Modellselektion auf Basis von Vorhersagefehlern

Die Beurteilung eines Modells Mκ ∈ M = {M1, . . . , Mk} kann über seine Vorhersagequa-

lität erfolgen. Einige ausgewählte Kriterien, die unter diesem Gesichtspunkt konstruiert

wurden, werden in den folgenden Abschnitten 3.2.2-3.2.5 vorgestellt.

3.2.1 Mallows Kriterium (Cp)

Colin Mallows entwickelte Mitte der 1960er Jahre das Selektionskriterium Cp (Mallows

(1964), Gorman und Toman (1966), Mallows (1973)), das, obschon seiner Beschränkung

auf das lineare Regressionsmodell, immer noch sehr häufig verwendet wird. Speziell bei

der Entwicklung neuerer Ansätze der Modellmittelung (Hansen (2007), Hansen (2008a),

Hansen (2008b), Hansen (2009), Hansen und Racine (2009), Abschnitt 4.2) spielt es

eine tragende Rolle, weswegen es an dieser Stelle ausführlich motiviert werden soll.
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Gegeben sei ein quasi-wahres, datengenerierendes lineares Regressionsmodell

y = X(k)β(k) + ε(k), ε(k) ∼ N(0, σ2I) , (3.3)

mit rg(X(k)) = k ≤ n sowie ein Submodell als Approximation an (3.3),

y = X(p)β(p) + ε(p), ε(p) ∼ N(0, σ2I) , (3.4)

mit rg(X(p)) = p < k ≤ n. Die Störgrößen ε(k) und ε(p) seien dabei unabhängig und

E(y) = X(k)β(k) = μ. Der Kleinste-Quadrate-Schätzer β̂(p) von β(p) ergibt sich zu

β̂(p) = (X(p)′X(p))−1X(p)′y .

Der entsprechende Vorhersagewert ist damit

ŷ(p) = X(p)β̂(p) = P (p)y ,

wobei

P (p) = X(p)(X(p)′X(p))−1X(p)′

die Projektionsmatrix aus Modell (3.4) bezeichnet. Den mittleren quadratischen Vorher-

sagefehler (Mean Squared Prediction Error, MSPE) bezüglich des Erwartungswerts bei

Verwendung von (3.4) anstelle von (3.3) erhält man zu

MSPE = E
[ n∑

i=1

(μ̂
(p)
i − μi)

2
]

= E
[ n∑

i=1

(x
(p)
i β̂(p) − x

(k)
i β(k))2

]
=

n∑
i=1

[
E(x

(p)
i β̂(p)) − x

(k)
i β(k)

]2
+

n∑
i=1

Var(x
(p)
i β̂(p)) , (3.5)

wobei x
(·)
i den i-ten Zeilenvektor der Designmatrix X(·) bezeichnet. Da

E(X(p)β̂(p)) = E(P (p)y) = P (p)X(k)β(k) , (3.6)

erhält man für (3.5)

MSPE = (X(k)β(k))′(I − P (p))′(I − P (p))(X(k)β(k))

+
n∑

i=1

Var(x
(p)
i β̂(p)) . (3.7)



26 3. Modellselektion

Unter Verwendung von

(I − P (p))y ∼ N((I − P (p))X(k)β(k), σ2(I − P (p))) ,

ergibt sich der erste Term aus (3.7) zu

[ n∑
i=1

(yi − ŷ
(p)
i )2
]
− σ2 · sp(I − P (p)) . (3.8)

Der zweite Term aus (3.7) ist

n∑
i=1

Var(x
(p)
i β̂(p)) = sp(Var(ŷ(p))) = pσ2 , (3.9)

da

ŷ(p) = X(p)β̂(p) ∼ N(P (p)X(k)β(k), σ2P (p)) .

Unter Verwendung von (3.8) und (3.9) ergibt sich ein geschätzter MSPE zu

M̂SPE =
n∑

i=1

(yi − ŷ
(p)
i )2 − σ2(n − 2p) .

Nach Division mit σ̂2, dem KQ-Schätzer von σ2 aus dem vollen Modell, erhält man

Mallows Cp-Kriterium zu

Cp =
n∑

i=1

(yi − ŷ(p))2/σ̂2 − n + 2p

= SSE/σ̂2 − n + 2p . (3.10)

Da E(SSE) = σ̂2(n− p), und damit E(Cp) = p, ist nicht nur ein Modell zu wählen, das

Cp (und damit den MSPE) minimiert, sondern auch eines für das Cp ≈ p gilt.
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3.2.2 Erwarteter Vorhersagefehler (EPE)

Gegeben seien ein Trainingsdatensatz D1 = {(y(1)
i ,x

(1)
i ), i = 1, . . . , n} mit x

(1)
i =

(x
(1)
i1 , . . . , x

(1)
ip ) sowie ein Testdatensatz D2 = {(y(2)

j ,x
(2)
j ), j = 1, . . . , m} mit x

(2)
j =

(x
(2)
j1 , . . . , x

(2)
jp ), deren Beobachtungen einer unbekannten Verteilung F (y,x) entstammen.

Gegeben sei ferner ein Regressionsmodell y = f(X1, . . . , Xp; θ) + ε mit E(εi) = 0 und

Var(εi) = σ2 sowie eine Regressionsschätzung f̂D1 für f auf Basis des Trainingsdaten-

satzes D1. Dann ist der erwartete Vorhersagefehler (Expected Prediction Error, EPE)

durch

EPE = E[L(y(2), f̂D1(X
(2)))] (3.11)

gegeben, wobei y(2) = (y
(2)
1 , . . . , y

(2)
m )′, X(2) = (x′(2)

1 , . . . ,x′(2)
m )′ und L(·) eine passen-

de Verlustfunktion bezeichnet. Er kann durch Kreuzvalidierung (vgl. Abschnitt 3.2.3)

geschätzt werden und dient als Maß der Vorhersagegüte eines Modells. Aus einer Menge

an Kandidatenmodellen M = {M1, . . . , Mk} wird dasjenige Modell Mκ∗ ∈ M gewählt,

das den geringsten erwarteten Vorhersagefehler besitzt.

Für einen willkürlichen Kovariablenvektor x0 ∈ D2 mit zugehörigem Responsewert y0

ergibt sich der EPE bei quadratischer Verlustfunktion zu

EPE(x0) = E(y0 − f̂D1(x0))
2

= σ2 + Bias2(f̂D1(x0)) + Var(f̂D1(x0)) , (3.12)

vergleiche auch Hastie, Tibsharani und Friedman (2001). Der erste Term beschreibt

dabei das dem System angehörende, unvermeidbare Rauschen, das durch die Qualität

der Schätzung f̂D1 nicht beeinflusst werden kann. Der zweite und dritte Term von (3.12)

widerspiegeln den quadrierten Bias sowie die Varianz von f̂D1(x0). Die Möglichkeit der

Aufsplittung in einen Varianz- und einen Biasterm ist dabei typisch für Kriterien auf

Basis von Vorhersagefehlern und findet sich bei genauerer Betrachtung auch in den Kon-

zepten von Mallows Cp (Abschnitt 3.2.1) und dem finalen Vorhersagefehler (Abschnitt

3.2.4) wieder.

Komplexe Regressionsmodelle mit vielen Einflussgrößen führen zu einem geringen Bias,

jedoch zu einer hohen Varianz; simple Regressionsmodelle mit wenigen Einflussgrößen zu

hohem Bias, jedoch zu geringer Varianz. Die Minimierung von (3.11) beinhaltet somit

einen Kompromiss bezüglich der Komplexität und greift damit, zumindest auf Basis

einer a-posteriori-Interpretation, auch das eingangs in Kapitel 2 formulierte Prinzip der

Sparsamkeit auf.
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3.2.3 Kreuzvalidierungskriterium (CV)

Die Kreuzvalidierung ist ein algorithmisches Verfahren, das die Vorhersagefähigkeit eines

Modells oder einer Regel prüft und kann als Schätzer des erwarteten Vorhersagefehlers

(3.11) aufgefasst werden. Dabei wird ein Datensatz D = {(yi,xi), i = 1 . . . , n}, xi =

(xi1, . . . , xip), in 1 < k ≤ n disjunkte Partitionen D = {D1, . . . , Dk} derselben Größe

zerlegt und die ersten k − 1 Partitionen D/k = D/{Dk} werden zum Anpassen eines

Modells verwendet, die andere zur Validierung der Vorhersage. Diese Prozedur wird für

alle möglichen Partitionen D/j = D/{Dj}, j = 1, . . . , k − 1, wiederholt und das Modell

mit dem geringsten mittleren Vorhersagefehler ausgewählt. Für k = n ergibt sich das

Kreuzvalidierungskriterium (Stone (1974), Geisser (1975)) zu

CV =
1

n

n∑
i=1

L[yi, ŷi(D/i)] , (3.13)

wobei L[yi, ŷi(D/i)] eine passende Verlustfunktion zwischen dem i-ten Responsewert und

dessen Vorhersage auf Basis des gefitteten Modells aus dem Teildatensatz D/i bezeich-

net. Das Kriterium (3.13) wird oft auch als Leave One Out - Methode bezeichnet, die

Verwendung einer Partition mit k < n als k-fache Kreuzvalidierung.

Gegeben sei ein Datensatz D = {(yi,xi), i = 1 . . . , n}, seine Partition D = {D1, . . . , Dn}
sowie ein Modell der Form y = f(X1, . . . , Xp; θ) + ε mit E(ε) = 0. Dann ergibt sich

mit einer Schätzung f̂ für f , der Kreuzvalidierungsvorhersage ŷi(D/i) = f̂−i(xi) und

quadratischer Verlustfunktion ein Kreuzvalidierungskriterium zu

CV∗ =
1

n

n∑
i=1

[yi − f̂−i(xi)]
2 =

1

n

n∑
i=1

[
yi − f̂(xi)

1 − Pii

]2

,

wobei Pii das i-te Diagonalelement der Projektionsmatrix P gemäß ŷ = Py bezeichnet.

Das generalisierte Kreuzvalidierungskriterium (GCV, Golub, Heath und Wahba (1979))

entspricht einer Schätzung von CV∗ und definiert sich zu

GCV =
1

n

n∑
i=1

[
yi − f̂(xi)

1 − sp(P )/n

]2

. (3.14)

Da im Gegensatz zum klassischen Kreuzvalidierungskriterium für das GCV nicht mehre-

re, sondern nur eine Regressionsschätzung angepasst werden muss, kann es einfacher und
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schneller berechnet werden. Das generalisierte Kreuzvalidierungskriterium wird meist

zur Bestimmung von Tuning-Parametern in der nonparametrischen Regression oder bei

Shrinkage-Verfahren verwendet, vergleiche hierzu auch Eubank (1999).

3.2.4 Finaler Vorhersagefehler (FPE)

Gegeben sei ein Trainingsdatensatz D1 = {(y(1)
i ,x

(1)
i ), i = 1, . . . , n}, dessen Beobach-

tungen einer unbekannten Verteilung F (y,x) entstammen. Gegeben sei ferner ein neu-

er, von y(1) unabhängiger Testvektor y(2), der derselben Verteilung folgt und eindeu-

tig mit x(1) assoziiert ist, so dass D∗
1 = {(y(2)

i ,x
(1)
i ), i = 1, . . . , n}. Für ein Modell

y = f(X1, . . . , Xp; θ) + ε mit E(εi) = 0 und Var(εi) = σ2 sowie einer Schätzung f̂D1 für

f auf Basis des Trainingsdatensatzes D1 ergibt sich der finale Vorhersagefehler6 (Final

Prediction Error, FPE, Akaike (1969)) zu

FPE = E(y(2) − f̂D1(x
(1)))2 . (3.15)

Sein Konzept basiert auf der Ein-Schritt-Vorhersage im Kontext autoregressiver Prozes-

se; er kann jedoch für Längs- und Querschnittsdaten gleichermaßen verwendet werden.

Im linearen Modell, y = Xβ + ε, β = (β1, . . . , βp)
′, ε ∼ N(0, σ2I), erhält man den finalen

Vorhersagefehler zu

FPELM = σ2(1 + p/n) ,

vergleiche auch Rao und Wu (2001). Die Varianz σ2 wird dabei über σ̂2 = SSE/(n−p)

geschätzt. Es existieren zahlreiche Modifikationen des FPE, meist im Kontext auto-

regressiver Prozesse, die Effizienz bzw. Konsistenz verbessern sollen (Akaike (1970),

Bhansali und Downham (1977), Shibata (1980), Shibata (1984)).

3.2.5 Weitere Ansätze

Es existieren eine Vielzahl anderer Selektionskriterien, die sich auf Vorhersagefehler

stützen. Eines der bekanntesten ist PRESS von Allen (1974):

PRESS =
n∑

i=1

(yi − ŷi(D/i))
2 . (3.16)

6 Der In-Sample Error (vgl. Hastie, Tibsharani und Friedman (2001, Seite 202)) verwendet dasselbe
Konzept wie der FPE und kann als dessen Verallgemeinerung angesehen werden.
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Es entspricht offensichtlich dem n-fachen Kreuzvalidierungskriterium CV bei quadrati-

scher Verlustfunktion.

Breimann und Freedmann (1983) motivieren ihr Selektionskriterium Sp als asymp-

totisch effizienten Schätzer für den mittleren quadratischen Vorhersagefehler im linearen

Regressionsmodell. Unter einer Menge von Kandidatenmodellen M = {M1, . . . , Mk}, ist

dasjenige Modell Mκ∗ ∈ M zu wählen, das durch

Sp = {Mκ∗|Mκ∗ = arg min
M,k≤n/2

σ̂2
κ(1 + k/(n − k − 1))} (3.17)

bestimmt wird. Dabei beschreibt σ̂2
κ den KQ-Schätzer der Varianz unter Modell Mκ,

k = rg(Xκ).

Es existieren ferner zahlreiche Vorschläge zur Schätzung von Vorhersagefehlern unter

Verwendung von Bootstrap-Verfahren. Grundlegende und weit verbreitete Konzepte fin-

den sich unter anderem in den Arbeiten von Efron (1979), Efron (1983), Efron (1986),

Breimann (1992), Shao (1996) sowie Efron und Tibsharani (1997).

Jorma Rissanen verknüpft Ideen der Kodierungstheorie und der Statistik und begründet

darauf aufbauend eine eigenständige Theorie, die er Ende der 1970er Jahre – wie in

Kapitel 2 bereits erwähnt – unter dem Namen Minimum Description Length (MDL) zu-

sammenfasst. Eine Eigenschaft dieser Theorie ist ihre Interpretation als Vorhersagegüte

im Rahmen statistischer Modellselektion, vergleiche auch Grünwald (2005). Basierend

auf diesem Konzept schlägt Rissanen (1986) ein Kriterium mit dem Namen Predictive

Least Squares (PLS) vor. Dieses hat in der Literatur bislang jedoch kaum Beachtung

gefunden; bekanntere Ansätze der MDL-Methodik werden in Abschnitt 3.5.1 erläutert.

3.3 Informationstheoretische Selektionskriterien

Mitte des 20. Jahrhunderts entwickelten Shannon (1948) und Wiener (1948) unabhängig

voneinander eine der Theorie der Kommunikation, heutzutage auch besser bekannt als

Informationstheorie. Ihr Begriff von Information formte die Grundlage für die Arbeit

von Kullback und Leibler (1951), die einen neuen Distanzbegriff zum Vergleich zwei-

er Funktionen, im Besonderen zweier Wahrscheinlichkeitsdichten, formulierten. Dieser

beinhaltet eine Vielzahl technischer Vorteile, vergleiche hierzu insbesondere Kullback

(1959, Kapitel 2). Die Verknüpfung eines verallgemeinerten Likelihoodprinzips mit der

Informationstheorie durch die Brücke der Kullback-Leibler-Distanz, war zu Beginn der
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1970er Jahre der Startschuss einer fundamental neuen, entscheidungstheoretisch moti-

vierten Herangehensweise der Modellselektion. In diesem Kapitel soll Akaikes Informati-

onskriterium, neben einer Vielzahl seiner Erweiterungen und Modifikationen, vorgestellt

und diskutiert werden.

3.3.1 Akaikes Informationskriterium (AIC)

Hirotugu Akaike postulierte eine Erweiterung des klassischen Maximum-Likelihood-

Prinzips (Akaike (1971)), das Entropy Maximization Principle (EMP)7, auf dessen

Grundlage er ein Kriterium zur Modellselektion entwickelte (Akaike (1973)). Dabei

stellte er einen formalen Zusammenhang zwischen dem von ihm formulierten Prinzip

und der Informationstheorie her.

Unter Akaikes Erweiterung des Maximum-Likelihood-Prinzips ist diejenige Parameter-

schätzung θ̂ für eine Wahrscheinlichkeitsverteilung f(y; θ) zu wählen, die die erwartete

log-Likelihoodfunktion

Eθ̂,Y {log f(Y |θ̂)} = Eθ̂

{∫
f(y|θ) log f(y|θ̂) dy

}
(3.18)

maximiert. Dabei bezeichnet Y eine Zufallsvariable, die der Verteilung mit Dichtefunk-

tion f(y; θ) folgt und unabhängig von θ̂ ist.

Blackwell (1953) zeigte, dass zur Unterscheidung zweier Dichten f(y; θ) und g(y; θ)

sämtlich benötigte Information (im entscheidungstheoretischen Kontext) in der zugehö-

rigen Likelihood-Ratio-Statistik

T (y) = f(y|θ)/g(y|θ) (3.19)

enthalten ist. Sei nun f(y; θk), θk ∈ Θk, Θk ⊂ Rk, das quasi-wahre, datengenerierende

Modell (o.B.d.A.), f(y; θp), p < k, θp ∈ Θp, Θp ⊂ Rp, das Model basierend auf dem Pa-

rametervektor θp als Projektion von θk in den Θp, g(y; θp) ein Modell zur Approximation

von f(y; θk), g(y; θ0), θ0 ∈ Θp das approximative Modell mit g(y; θ0) ≡ f(y; θp) sowie

7 Ludwig Eduard Boltzmann (1844–1906) entwickelte den Begriff der Entropie im Rahmen der theo-
retischen Physik. Negative Entropie ist Information im Sinne von Kullback und Leibler (1951).
Eine Minimierung der Information entspricht daher gerade einer Maximierung der Entropie (siehe
auch Seite 33) und motivierte Akaike in seiner Namensgebung. Einen genaueren Einblick hierzu
geben unter anderem Burnham und Anderson (2002) und Shibata (1989).
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g(y; θ̂p) ein approximatives Modell basierend auf der ML-Schätzung θ̂p von θ0. Dann

ist unter Verwendung des Likelihood-Ratios (3.19) die mittlere Menge an Information

zur Unterscheidung des quasi-wahren Modells f(y; θk) und des approximativen Modells

g(y; θ0) durch

EY {Φ(T (y))} =

∫
f(y|θk) Φ

(
g(y|θ0)

f(y|θk)

)
dy

gegeben. Dabei beschreibt Φ(·) eine Funktion, die folgende Regularitätsvoraussetzungen

erfüllen soll:

(i) Wenn f(y|θk) = g(y|θ0) für alle y, dann soll EY {Φ(T (y))} = 0 gelten und damit

Φ(1) = 0 ,

(ii) wenn f(y|θk) 	= g(y|θ0) für mindestens ein y, dann soll EY {Φ(T (y))} > 0 gelten.

Ist Φ zweimal differenzierbar, so entspricht diese Forderung unter angemessenen

Regularitätsvoraussetzungen genau

Φ
′′
(1) < 0 .

Die Forderungen werden für Φ(·) = log(·) erfüllt, vergleiche Akaike (1973) und insbe-

sondere auch de Leeuw (1992). Aufgrund dieser und der vorhergehenden Überlegungen

und unter Verwendung des Entropy Maximization Principle (3.18) angewandt auf die

Likelihood-Ratio-Statistik (3.19) können folgende Verlustfunktion

L(θk, θ̂p) =

∫
f(y|θk) log

g(y|θ̂p)

f(y|θk)
dy (3.20)

bzw. folgende Risikofunktion

R(θk, θ̂p) = Eθ̂p
[L(θk, θ̂p)]

= Eθ̂p

[∫
f(y|θk) log

g(y|θ̂p)

f(y|θk)
dy

]
(3.21)
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zur Bestimmung eines besten approximativen Modells g(y; θ̂p) definiert werden. Die Ver-

lustfunktion (3.20) ist dabei formal äquivalent zur informationstheoretisch motivierten

Kullback-Leibler-Distanz8 (Kullback und Leibler (1951)),

KL(f(y; θ), g(y; θ)) =

∫
f(y; θ) log

f(y; θ)

g(y; θ)
dy , (3.22)

die als Pseudodistanz9 zweier Wahrscheinlichkeitsdichten f(y; θ) und g(y; θ) angesehen

werden kann. Die Risikofunktion (3.21) entspricht damit auch der erwarteten Kullback-

Leibler-Distanz Eθ̂p
[KL(f(y|θk), g(y|θ̂p))] und stellt den eingangs erwähnten Zusammen-

hang der (erweiterten) Likelihoodtheorie mit der Informationstheorie her. Die Maximie-

rung der Risikofunktion (3.21),

Z = R(θk, θ̂p) = Eθ̂p

∫
f(y|θk) log

(
g(y|θ̂p)

f(y|θk)

)
dy → max , (3.23)

auf Grundlage des erweiterten Maximum-Likelihood-Prinzips (3.18) entspricht der Mi-

nimierung der erwarteten Kullback-Leibler-Distanz und damit der Zielfunktion für die

Wahl eines unter diesen Gesichtspunkten besten approximativen Modells g(y; θ̂p).

Da f(y; θk) nicht bekannt ist, muss (3.23) geschätzt werden. In der Literatur existieren

hierfür viele Wege: Amemiya (1980), Linhart und Zucchini (1986), Bozdogan (1987)

und de Leeuw (1992) orientieren sich dabei stark an der ursprünglichen Version von

Akaike (1973); Takeuchi (1976), Shibata (1989) und Burnham und Anderson (2002)

wählen dagegen einen Ansatz, der einen stärkeren Bezug zu anderen informationstheo-

retischen Selektionskriterien ermöglicht und dadurch den Rahmen für eine einheitliche

Theorie und Notation schafft. Hierfür trifft Shibata (1989) vier notwendige Annahmen:

A1. Sowohl der Gradientenvektor

g(θp)
′ = (

∂

∂θl

log g(y|θp), l = 1, . . . , p)

als auch die Hesse Matrix

H(θp) = (
∂2

∂θl∂θm

log g(y|θp), 1 ≤ l,m ≤ p)

8 Die Kullback-Leibler-Distanz wird in der Literatur auch als Kullback-Leibler-Information,
Kullback-Leibler-Divergenz, Kullback-Leibler-Diskrepanz, Negentropie und negative Entropie be-
zeichnet.

9 Die Kullback-Leibler-Distanz ist keine Distanz im eigentlichen Sinne, da sie weder die Dreiecksun-
gleichung erfüllt noch symmetrisch ist.
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der log-Likelihoodfunktion log g(y|θp) seien wohldefiniert.

A2. E|g(θp)| < ∞ und E|H(θp)| < ∞, wobei | · | den Absolutwert jeder Vektor- bzw.

Matrixkomponente bezeichnet.

A3. Es existiert ein θ0 in Θp, welches die Lösung von E g(θ0) = 0 ist. Für jedes ε > 0

divergiert

sup
||θp−θ0||>ε

log g(y|θp) − log g(y|θ0)

gegen −∞ f.s..

A4. Für jedes ε > 0, existiert ein δ > 0, so dass

sup
||θp−θ0||<δ

|E(θ̂p − θ0)
′J(θ0)(θ̂p − θ0) − sp(I(θ0)J(θ0)

−1)| < ε ,

wobei

I(θ0) = E g(θ0)g(θ0)
′ und J(θ0) = −EH(θ0) .

Annahme A3 sichert für n → ∞, dass θ̂p − θ0 gegen 0 konvergiert f.s., also dass θ̂p

ein konsistenter Schätzer von θ0 ist. Die Annahmen A2 und A3 implizieren, dass die

Risikofunktion R(θk, θ̂p) aus (3.21) ihr Maximum (bzw. die erwartete Kullback-Leibler-

Distanz Eθ̂p
[KL(f(y|θk), g(y|θ̂p))] ihr Minimum) an der Stelle θ0 annimmt. Annahme

A410 wird in Fußnote 10 diskutiert.

Die zu schätzende Zielfunktion (3.23) kann wie folgt notiert werden:

Z = Eθ̂p

∫
f(y|θk) log

(
g(y|θ̂p)

f(y|θk)
dy

)
= Eθ̂p

∫
f(y|θk) log g(y|θ̂p) dy −

∫
f(y|θk) log f(y|θk) dy .

10 Annahme A4 ist eine entscheidende Voraussetzung in der Herleitung von Shibata (1989) und
ein wichtiges Element der in den folgenden Abschnitten näher erläuterten Kriterien von Takeu-
chi (1976), Shibata (1989) und Konishi und Kitagawa (1996). Als Plausibilitätsbeweis für die
vorliegende Annahme lässt sich anführen, dass unter Verwendung von (i) Ez[z′Az] = sp[AΣ]
für eine nichtstochastische Matrix A, einen Vektor z mit Mittelwert Null und der Kovarianz-
matrix Σ = Ez[zz′] sowie (ii) Σ = J(θ0)−1I(θ0)J(θ0)−1 folgt, dass Eθ̂p

[(θ̂p − θ0)′J(θ0)(θ̂p −
θ0)]= sp[J(θ0)Σ]= sp[I(θ0)J(θ0)−1]. Dies widerspiegelt qualitativ die Aussage von Annahme A4.
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Eine Taylorentwicklung zweiter Ordnung von log g(y|θ̂p) um θ0 ergibt

Z ≈ Eθ̂p

[∫
f(y|θk) [log g(y|θ0) +

1

2
(θ̂p − θ0)

′H(θ0)(θ̂p − θ0)] dy

]
−
∫

f(y|θk) log f(y|θk) dy .

Unter Verwendung von Annahme A4 erhält man

Z ≈ Eθ̂p

[∫
f(y|θk) log g(y|θ0)

]
− 1

2
sp(I(θ0)J(θ0)

−1)

−
∫

f(y|θk) log f(y|θk) dy .

Eine Taylorentwicklung zweiter Ordnung von log g(y|θ0) um θ̂p ergibt

Z = Eθ̂p

[∫
f(y|θk)

(
log g(y|θ̂p) +

1

2
(θ0 − θ̂p)

′H(θ00)(θ0 − θ̂p)

)]
−1

2
sp(I(θ0)J(θ0)

−1) −
∫

f(y|θk) log f(y|θk) dy .

Dabei bezeichnet θ00 einen Wert zwischen θ̂p und θ0. Unter erneuter Verwendung von

Annahme A4 erhält man

Z = Eθ̂p
EY

{
log g(y|θ̂p)

}
− 1

2
sp(I(θ0)J(θ0)

−1) − 1

2
sp(I(θ0)J(θ0)

−1)

−
∫

f(y|θk) log f(y|θk) dy . (3.24)

Sei ŝp(I(θ0)J(θ0)
−1) eine Schätzung des zweiten und dritte Terms aus (3.24) und be-

zeichne L(θ̂) die log-Likelihoodfunktion log g(y|θp) an der Stelle θ̂p als Schätzung des

ersten Terms; dann ergibt sich als Selektionskriterium

Z ∝ L(θ̂) − ŝp(I(θ0)J(θ0)
−1) , (3.25)

da der letzte Term aus (3.24) beim Vergleich verschiedener Modelle der Form g(y; θp) als

konstant angesehen werden kann. Akaike (1973) wählte als Risikofunktion nicht (3.21),

sondern das minus Zweifache davon11 und definierte folglich sein Selektionskriterium als

AIC = −2L(θ̂) + 2K . (3.26)

11 Das minus Zweifache des logarithmierten Likelihoodratios aus (3.19), also −2 log T (y), folgt unter
üblichen Regularitätsvoraussetzungen einer χ2-Verteilung. Diese Tatsache machte sich Akaike bei
der Wahl einer geeigneten Risikofunktion zu Nutze. Die Literatur bezeichnet dies oft als ”histori-
schen Grund“.
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Dabei bezeichnet K die Anzahl der zu schätzenden Parameter und folgt aus der Annah-

me, dass I(θ0) ≈ J(θ0) für f(y|θk) ≈ g(y|θp). Die Maximierung von (3.23) entspricht

der Minimierung von (3.26). Entsprechend wird das Modell g(y; θ̂p) gewählt, das den ge-

ringsten AIC-Wert besitzt. Für den Spezialfall eines linearen Regressionsmodells ergibt

sich

AICLM = −2L(θ̂) + 2K

= −2

[
n log

(
1√
2πσ̂

)
− 1

2σ̂2
||y − μ̂||2

]
+ 2K .

Mit den Maximum-Likelihood Schätzern μ̂ML = X(X ′X)−1X ′y und σ̂2 = ||y − μ̂||2 =

SSE/n folgt:

AICLM = −2

[
−n log

SSE

n
− n log

√
2π − 1

2

]
+ 2K .

Unter Vernachlässigung des konstanten Terms n log
√

2π − 1
2

erhält man damit:

AICLM ∝ n log

(
SSE

n

)
+ 2K . (3.27)

Akaikes Informationskriterium ist unter den Selektionskriterien eines der bekanntesten

und am häufigsten verwendeten. Obgleich es auch allein über Akaikes erweitertes Maxi-

mum-Likelihood-Prinzip – angewandt auf den Likelihood-Ratio – motiviert werden kann,

so wird vor allem die Nähe zur Informationstheorie und insbesondere das Konzept der

Kullback-Leibler-Distanz mit all seinen technischen Vorteilen als überzeugender Aspekt

in der Literatur genannt. Häufig kritisiert werden jedoch vor allem die zahlreichen Ap-

proximationen, insbesondere die Taylor-Entwicklungen und die Schätzung der Spur in

(3.25). Die Kriterien der Kapitel 3.3.2-3.3.6 greifen eben diesen Punkt auf und schlagen

unter verschiedenen Gesichtspunkten Modifikationen von Akaikes Informationskriterium

vor.

3.3.2 Takeuchis Informationskriterium (TIC)

Takeuchis Informationskriterium (TIC, Takeuchi (1976)) unterscheidet sich von Akaikes

Informationskriterium in der Schätzung der Spur aus (3.25). Für eine i.i.d. Stichprobe

y1, . . . , yn bezeichne
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gi(θ̂p)
′ = (

∂

∂θl

log g(yi|θ̂p), l = 1, . . . , p)

den Gradientenvektor und

Hi(θ̂p) = (
∂2

∂θl∂θm

log g(yi|θ̂p), 1 ≤ l,m ≤ p)

die Hessematrix der log-Likelihoodfunktion log g(y|θp) an der Stelle θ̂p der i-ten Beob-

achtung. Unter Verwendung von

Î(θ0) =
n∑

i=1

gi(θ̂p)gi(θ̂p)
′ und Ĵ(θ0) = −

n∑
i=1

Hi(θ̂p)

erhält man Takeuchis Informationskriterium als

TIC = −2L(θ̂) + 2 sp(Î(θ0)Ĵ(θ0)
−1) . (3.28)

Die Schätzung des zweiten Terms aus (3.28) ist technisch sehr aufwändig und bringt

neue Unsicherheiten mit sich. Die ausführlichen Simulationsstudien von Burnham und

Anderson (2002, Seite 384 ff.) legen nahe, dass Takeuchis Informationskriterium dem

von Akaike nur dann überlegen ist, wenn das beste Kandidatenmodell bezüglich der

Kullback-Leibler-Distanz weit entfernt vom wahren Modell liegt. Es ist jedoch nahezu

unmöglich dies in einer realen Situation zu entscheiden, weswegen der (geringe) Qua-

litätsverlust des AIC aufgrund der deutlich einfacheren Implementierung meist in Kauf

genommen wird.

3.3.3 Regularisiertes Informationskriterium (RIC)

Shibata (1989) bezeichnet die Restriktion der beiden Kriterien AIC und TIC auf

das gewöhnliche Maximum-Likelihood-Prinzip und damit der Betrachtung von L(θ̂) als

überflüssig, da sich vorteilhafte Eigenschaften des ML-Schätzers, im Speziellen seine

asymptotische Effizienz, auf die Klasse der unverzerrten Schätzer beschränkt. Im infor-

mationstheoretischen Kontext zur Unterscheidung zweier Dichten f(y; θk) und g(y; θp)

ist eine solche Beschränkung jedoch überhaupt nicht nötig; es existieren Situationen in
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denen die Verwendung anderer, eventuell verzerrter Schätzer durchaus einen Sinn ergibt.

Die Betrachtung der pönalisierten log-Likelihoodfunktion

Lν(θ) = log g(y|θp) + νk(θp) , k(θp) ≤ 0, ν ≥ 0

bietet sich somit als mögliche Erweiterung für informationstheoretische Kriterien an.

Bezeichne θ̂
(ν)
p die pönalisierte ML-Schätzung von θp, y1, . . . , yn eine i.i.d. Stichprobe

und sei

gνi(θ̂
(ν)
p )′ = (

∂

∂θl

log g(yi|θ̂(ν)
p ) + νki(θp), l = 1, . . . , p)

der Gradientenvektor und

Hνi(θ̂
(ν)
p ) = (

∂2

∂θl∂θm

log g(yi|θ̂(ν)
p ) + νki(θp), 1 ≤ l, m ≤ p)

die Hessematrix der pönalisierten log-Likelihoodfunktion Lν(θ) an der Stelle θ̂
(ν)
p der

i-ten Beobachtung. Dann ergibt sich

Îν(θ0) =
n∑

i=1

gνi(θ̂
(ν)
p )gνi(θ̂

(ν)
p )′ und Ĵν(θ0) = −

n∑
i=1

Hνi(θ̂
(ν)
p ) .

Unter Adaption der Ideen aus den Abschnitten 3.3.1 und 3.3.2 erhält man das Regula-

risierte Informationskriterium (RIC) nach Shibata (1989) zu

RIC = −2Lν(θ̂
(ν)
p ) + 2 sp(Îν(θ0)Ĵν(θ0)

−1) . (3.29)

Die Verwendung von (3.29) erlaubt sowohl die Wahl des Pönalisierungsgewichts ν als

auch eines geeigneten Modells g(y; θ̂
(ν)
p ). Für ν = 0 entspricht das RIC dem TIC.

3.3.4 Korrigiertes Informationskriterium (AICc)

Bei der Schätzung der Risikofunktion (3.21) werden sowohl im Ansatz von Akaike (1973)

als auch von Takeuchi (1976) Approximationen verwendet, die sich für kleine Stichpro-

ben als problematisch erweisen. Eine für Regressionsmodelle und einige autoregressive
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Prozesse korrigierte Version des AIC (Sugiura (1978), Hurvich und Tsai (1989)) ergibt

sich zu

AICc = −2L(θ̂) + 2K

(
n

n − K − 1

)
. (3.30)

Die Korrektur basiert dabei auf den Annahmen, dass das wahre Modell von unendlicher

Dimension ist (also k = ∞) und für das approximative Modell die richtige Verteilungsan-

nahme getroffen wurde. Diese Voraussetzungen sind stark, werden jedoch häufig erfüllt.

Eine ausführliche Diskussion dieses Aspekts bieten unter anderem Burnham und Ander-

son (2002).

3.3.5 Informationskriterium bei Überdispersion (QAIC)

Im Rahmen generalisierter linearer Regressionsmodelle wird die bedingte Dichte des

Response y bekanntermaßen häufig in Form einer Exponentialfamilie gemäß

f(yi|xi; ϑi, φ) = exp

{
yiϑi − b(ϑi)

a(φ)
+ c(yi, φ)

}
, i = 1, . . . , n , (3.31)

dargestellt. Dabei sind a(·), b(·) und c(·) bekannte Funktionen, ϑ beschreibt den kano-

nischen und φ den Dispersionsparameter. Dieser kann aus den Daten z.B. über

φ̂ = χ2/df

geschätzt werden. Dabei beschreibt χ2 die generalisierte χ2-Statistik nach Pearson (vgl.

(3.45)) und df steht für die Anzahl der Freiheitsgrade. Übersteigt die in den Daten

beobachtete Varianz die von dem Modell (3.31) vorgesehene, so spricht man von Überdis-

persion. Um diesem Sachverhalt Rechnung zu tragen, kann die entsprechende Likelihood

adjustiert werden (McCullagh und Nelder (1989)). Ein für Überdispersion adjustiertes

Selektionskriterium (Lebreton et al. (1992)) ergibt sich somit zu

QAIC = −2L(θ̂)/φ̂ + 2K . (3.32)

Zur Schätzung von φ werden die Freiheitsgrade des saturierten Modells verwendet; die

Anzahl der zu schätzenden Parameter K beinhaltet die Schätzung von φ. Eine für kleine

Stichproben korrigierte Version des QAIC findet sich bei Burnham und Anderson (2002,

Seite 70).
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3.3.6 Weitere Ansätze

Es existieren eine Vielzahl weiterer Ansätze, die entweder auf einer Schätzung der

Kullback-Leibler-Distanz beruhen oder im weitesten Sinn Modifikationen der oben vorge-

stellten informationstheoretischen Kriterien sind. Diese umfassen neben Kriterien unter

Berücksichtigung der Problematik fehlender Daten aus Abschnitt 5.1 und dem CAICF-

Kriterium aus Abschnitt 3.5.2 auch insbesondere das Generalisierte Informationskrite-

rium (GIC) von Konishi und Kitagawa (1996). Die Beschränkung des AIC auf das

Likelihood-Prinzip sowie die Ungenauigkeit bei der Schätzung des zweiten Terms aus

(3.25) bei grober Misspezifikation der Kandidatenmodelle sind Hauptkritikpunkte der

Autoren. Sie greifen damit genau die Punkte auf, die auch Takeuchi (1976) und Shibata

(1989) bereits kritisieren und als Anlass zur Modifikation des AIC nehmen. Insofern kann

das GIC nicht nur als Verallgemeinerung des AIC, sondern auch des TIC und des RIC

verstanden werden. Der für die konkrete Implementierung hohe technische Aufwand ma-

chen das Generalisierte Informationskriterium jedoch nur für theoretische Überlegungen

brauchbar. So verwendet Shao (1997) für zahlreiche Optimalitätsbetrachtungen aus-

schließlich das GIC um Optimalitätseigenschaften namhafter Kriterien, wie AIC, SBC,

Cp, CV oder GCV, nachzuweisen.

3.4 Bayesianische Modellselektion

Das bayesianische Paradigma kann im Rahmen der statistischen Modellselektion prinzi-

piell adaptiert werden. Modelle der Form (2.1) werden dabei schlicht als ganzheitliches

Konstrukt interpretiert und bezüglich ihrer posteriori-Wahrscheinlichkeit p(Mκ|y) ver-

glichen. Grundlegende Ideen bayesianischer Modellselektion werden im Folgenden be-

schrieben und ausführlich diskutiert.

3.4.1 Schwarzsches Bayes-Kriterium (SBC)

Aus einer Menge von Kandidatenmodellen M = {M1, . . . , Mk}, ist unter bayesianischen

Gesichtspunkten dasjenige Modell Mκ∗ ∈ M auszuwählen, welches die posteriori-Wahr-

scheinlichkeit

p(Mκ|y) = p(y|Mκ) · p(Mκ)/p(y) ∝ p(y|Mκ) · p(Mκ)

∝ p(Mκ)

∫
Θκ

p(y|Mκ, θκ) · p(θκ|Mκ) dθκ (3.33)
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maximiert. Dabei bezeichnet p(Mκ) die a-priori-Wahrscheinlichkeit für das Modell Mκ,

p(θκ|Mκ) die a-priori-Wahrscheinlichkeit für den Parametervektor θκ ∈ Θκ, Θκ ⊂ Rκ, im

Modell Mκ und p(y|Mκ, θκ) die entsprechende Likelihood. Da sich das Integral in (3.33)

analytisch nicht immer einwandfrei berechnen lässt, ist eine geeignete Approximation

nötig. Unter Verwendung der Laplace-Methode, und der damit verbundenen Taylor-

Entwicklung um die MAP-Schätzung θ∗κ, erhält man (vgl. Lantermann (2001, Seite

190))

p(Mκ|y) = L(θ̂) − ln n · (K/2) + ln p(Mκ) + ln p(θκ|Mκ)

+ ln 2π · (K/2) − 1

2
ln detE[J(y; θ∗κ|Mκ)] , (3.34)

wobei J(y; θ∗κ|Mκ) die beobachtete Fischer-Informationsmatrix der logarithmierten Li-

kelihood ln p(y|Mκ, θκ) an der Stelle θ∗κ bezeichnet. Für n → ∞ dominieren die ersten

beiden Terme aus (3.34) die anderen und damit ergibt sich nach Multiplikation mit

minus Zwei12 das Schwarzsche Bayes-Kriterium13 (Schwarz (1978)) zu

SBC = −2L(θ̂) + ln n · K . (3.35)

Eine Maximierung der posteriori-Wahrscheinlichkeit entspricht einer Minimierung des

SBC, weswegen das Modell Mκ∗ ∈ M gewählt wird, das den geringsten SBC-Wert be-

sitzt. Draper (1995) schlägt vor, den Term 2π ·(K/2) aus (3.34) nicht zu vernachlässigen

und somit das modifizierte Kriterium

SBC∗ = −2L(θ̂) + ln
n

2π
· K (3.36)

zu verwenden. Tatsächlich ist die von Draper (1995) vorgeschlagene Modifikation dem

SBC nicht zwingenderweise überlegen. Zahlreiche Beispiele hierfür finden sich in der

Diskussion des Artikels von Draper (1995), vgl. Raftery, S. 78–79 und Kass und Was-

sermann, S. 84–85.

Ungeachtet seiner Popularität werden viele der Annahmen und Näherungen des SBC in

der Literatur häufig kritisiert, vergleiche unter anderem Burnham und Anderson (2002),

12 Die Multiplikation mit minus Zwei erfolgt zur Vergleichbarkeit mit Akaikes Informationskriterium.
13 Das Schwarzsche Bayes-Kriterium (SBC) wird in der Literatur oft auch als Bayesianisches In-

formationskriterium (BIC) oder Schwarzsches Informationskriterium (SIC) bezeichnet. Dies ist
jedoch irreführend, da die Ideen der bayesianischen Modellselektion nicht informationstheoretisch
motiviert sind und mit der frequentistischen Interpretation der Informationskriterien teilweise in
Widerspruch stehen.



42 3. Modellselektion

Kockelkorn (2000) und Fahrmeir, Kneib und Lang (2007). Zu den wichtigsten Kritik-

punkten soll im Folgenden kurz Stellung bezogen werden:

• Die Annahme gleicher a priori Wahrscheinlichkeiten p(Mκ) für alle Modelle Mκ ∈
M ist unrealistisch. Diesem Argument ist entgegenzuhalten, dass in der Herleitung

des SBC an keiner Stelle gleiche a-priori-Wahrscheinlichkeiten angenommen wer-

den. Lediglich bei der Approximation von (3.33) durch (3.34) und der damit ver-

bundenen Vernachlässigung des Terms ln p(Mκ) entfallen die a-priori-Wahrschein-

lichkeiten und führen zu einer Ungenauigkeit, die leicht durch Hinzunahme des

entsprechenden Terms umgangen werden kann.

• Die verwendeten Approximationen sind zu ungenau. Für kleine Stichprobengrößen

(also n � ∞) bzw. für geringe a-priori-Wahrscheinlichkeiten p(Mκ) sind die von

Schwarz verwendeten Approximationen äußerst kritisch bzw. nicht zu vertreten.

Dies folgt offensichtlich aus (3.34).

• Nur wenn das wahre Modell in den Kandidatenmodellen enthalten ist, ist das SBC

korrekt. Die Annahme, dass das wahre Modell (implizit endlicher Dimension) in

den Kandidatenmodellen enthalten ist, ist technisch gesehen nicht notwendig. Das

SBC ist aber nur dann konsistent, wenn obige Annahme zutrifft, vergleiche Shao

(1997) sowie Abschnitt 3.6.

Eine Vielzahl weiterer, interessanter Aspekte dieses Bayes-Ansatzes werden in Kapitel

4.1 im Kontext der dort vorgestellten Modellmittelungsverfahren diskutiert.

3.4.2 Weitere Ansätze

Es existieren einige weitere Möglichkeiten der Modellselektion basierend auf Bayes-

Ansätzen. Für zwei konkurrierende Modelle Mκ,Mλ ∈ M = {M1, . . . , Mk} werden

klassischerweise die posteriori-Odds

p(Mκ|y)

p(Mλ|y)
=

p(Mκ)

p(Mλ)
· p(y|Mκ)

p(y|Mλ)
(3.37)

verglichen. Bei einem Verhältnis größer Eins wird das Modell Mκ gewählt, andernfalls das

Modell Mλ. Bei gleichen a-priori-Wahrscheinlichkeiten vereinfachen sich die posteriori-

Odds zum sogenannten Bayes-Faktor

BF (y) =
p(y|Mκ)

p(y|Mλ)
. (3.38)
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Die exakte, analytische Berechnung der posteriori-Odds bzw. des Bayes-Faktors ist oft je-

doch nicht möglich, weswegen andere Methoden in bayesianischen Fragestellungen häufig

bevorzugt werden (vgl. Fahrmeir, Kneib und Lang (2007)). Des weiteren ergeben sich

Schwierigkeiten bei schwacher a-priori-Information, insbesondere bei uneigentlichen a-

priori-Verteilungen. O’Hagan (1995) schlägt in Bezug auf diese Problematik die Verwen-

dung partieller Bayes-Faktoren vor, wobei ein Teil des Datensatzes als Trainingsdaten-

satz zur Bestimmung zusätzlicher a-priori-Information verwendet wird und der andere

zur eigentlichen Berechnung des Bayes-Faktors.

Zahlreiche Arbeiten beschäftigen sich mit der problematischen Definition von a-priori-

Wahrscheinlichkeiten für die Kandidatenmodelle. George und McCullogh (1993) so-

wie George und McCullogh (1997) motivieren eine differenzierte Betrachtung der a-

priori-Information und schlagen unter Verwendung hierarchisch gemischter Prioris eine

bayesianische Prozedur mit dem Namen Stochastic Search Variable Selection (SVSS)

vor. Laud und Ibrahim (1995) verzichten ebenfalls auf die Spezifikation von a-priori-

Wahrscheinlichkeiten und schlagen unter prädiktiven Gesichtspunkten drei – weithin

unbekannte – bayesianische Selektionskriterien vor.

Eine weitere Möglichkeit bayesianischer Modellselektion bietet das Deviance Information

Criterion (DIC) von Spiegelhalter et al. (2002), das den Einsatz von MCMC-Verfahren

benötigt und in der einschlägigen Literatur durchaus häufig verwendet wird.

3.5 Weitere Ansätze

Weitere populäre und interessante Ansätze der Modellselektion, die nicht durch die Ab-

schnitte 3.1-3.4 abgedeckt werden, sollen im Folgenden motiviert und erläutert werden.

3.5.1 Minimum Description Length

Die auf Rissanen (1978) zurückgehende Theorie der Minimum Description Length

(MDL) vertritt das zentrale Konzept, dass jede Art von Regelmäßigkeit in den Daten D
durch eine Komprimierung derselben ausgedrückt werden kann. Die Komprimierung er-

folgt dabei durch einen Code, der anhand einer Computersprache, beispielsweise C oder

Pascal, beschrieben wird. Die MDL-Methodik betrachtet diese Komprimierung als ein

Lernprozess bezüglich D und sucht in seiner idealisierten Form nach dem kürzesten Com-

puterprogramm, das die Daten über den Code erzeugen kann. Die Länge des Programms



44 3. Modellselektion

wird dabei durch die sogenannte Kolmogorov-Komplexität, üblicherweise in Bits, gemes-

sen. Dieses Grundkonzept kann praktisch nicht umgesetzt werden, da zum einen kein

Computerprogramm existiert, das für beliebige Daten D das kürzeste Programm ermit-

telt um D zu reproduzieren und zum anderen die – möglicherweise willkürliche – Wahl

der Computersprache das Ergebnis entscheidend beeinflussen kann, vergleiche Li und

Vitànyi (1997).

Die MDL-Methodik in ihrer nicht idealisierten, praktikableren Form setzt die Grundkon-

zepte durch die Reduzierung erlaubter Codes dennoch um. Entscheidend aus statistischer

Sicht ist der auf die Kraft-McMillan-Ungleichung (Kraft (1949)) zurückgehende Zusam-

menhang von Codelängenfunktionen und Wahrscheinlichkeitsfunktionen, wodurch sich

die Einschränkung erlaubter Codes auf die Wahl geeigneter Verteilungsfamilien und da-

mit Kandidatenmodelle M1, . . . , Mk reduziert, vergleiche auch Grünwald (2007). Im

Folgenden sollen einige unter statistischen Gesichtspunkten relevante Aspekte erläutert

werden.

Beschreibe der Ausdruck der Punkthypothese (H) ein Modell f(y; θ) mit einer konkreten

Ausprägung von θ, sei L(H) die Länge (in Bits) um H zu beschreiben und L(D|H) die

Länge (in Bits) zur Beschreibung der Daten auf Basis der Punkthypothese; dann besagt

das (zweiteilige) MDL-Prinzip das Modell Mκ∗ ∈ M = {M1, . . . , Mk} zu wählen, für

welches

L(H) + L(D|H) → min. (3.39)

Der erste Term kann aus statistischer Sicht als Versuch verstanden werden, ein möglichst

sparsames Modell zu wählen. Der zweite Term beschreibt eine Art Reproduzierbarkeit

der Daten D unter Verwendung einer gegebenen Punkthypothese und kann als ein Maß

der Anpassungs- bzw. Vorhersagegüte eines Modells interpretiert werden. Die Minimie-

rung beider Terme greift damit explizit das eingangs formulierte Prinzip der Sparsamkeit

auf und genügt somit auch Occam‘s Razor.

Um die Umsetzung des MDL-Prinzips in der Statistik vollständig zu verstehen, ist ein

detailliertes Wissen im Gebiet der Kodierungstheorie notwendig. Nur so erschließen sich

dem Betrachter die weitreichenden Zusammenhänge von Codelängen und Wahrschein-

lichkeitsfunktionen sowie die zentrale Rolle der Likelihood, um die Daten unter einer

gegebenen Hypothese zu beschreiben. Unter Verwendung einer zweiteiligen Codelänge

und unter Vernachlässigung aller Terme der Ordnung O(1) ergibt sich das Kriterium

nach Rissanen (1978),
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MDL = −2L(θ̂) + ln n · K , (3.40)

das formell dem Schwarzschen Bayes-Kriterium entspricht. Die Verwendung anderer Co-

delängen führt zu weiteren möglichen Selektionskriterien und ermöglicht ferner die Ein-

beziehung von Unsicherheit, die durch die Modellselektion verursacht wird.

Die MDL-Methodik weist viele Gemeinsamkeiten und Ähnlichkeiten zu anderen Theo-

rien, wie dem maschinellen Lernen, der Informationstheorie und Bayes-Ansätzen auf,

vergleiche auch Grünwald (2007). Einer der größten Schnittstellen liegt jedoch im Be-

reich der Minimum Message Length, begründet durch Wallace und Boulton (1968). Lan-

termann (2001) beschreibt diesen Zusammenhang ausführlich und diskutiert Konzepte

und Formalismen dieser beiden Prinzipien sowie deren Verhältnis zum Schwarzschen

Bayes-Kriterium ausführlich.

Die Theorie der Minimum Description Length greift wesentliche Punkte, die an ein

Selektionsprinzip gestellt werden, auf und verzichtet auf die möglicherweise problema-

tische Formulierung wahrer Modelle, die bei der Konzipierung klassischer Selektions-

kriterien oftmals möglichst genau approximiert werden sollen. Insofern bietet sich das

MDL-Prinzip zur Modellwahl an. Andererseits ist das grundlegende Konzept fachfremd;

Begriffe der Informations- und vor allem der Kodierungstheorie spielen in der moder-

nen Statistik kaum eine Rolle, weswegen die Ideen der MDL-Methodik in der Literatur

bisher weitgehend ignoriert bzw. nur rudimentär erwähnt werden. Was die
”
Kompri-

mierung von Daten“ für die Statistik wirklich bedeutet und inwiefern diese Philosophie

mit anderen Bereichen der Statistik in Einklang steht, ist bisher noch weitgehend terra

incognita.

3.5.2 Dimensionskonsistente Kriterien

Als dimensionskonsistent werden Kriterien bezeichnet, bei denen die Wahrscheinlich-

keit das wahre Modell M∗
κ aus der Menge M = {M1, . . . , Mk} der Kandidatenmodelle

auszuwählen für n → ∞ gegen Eins konvergiert, vergleiche hierzu auch Abschnitt 3.6.

Dies impliziert, dass ein wahres Modell existiert, endlicher Dimension ist und sich in

der Menge M befindet. Im Folgenden sollen zwei Kriterien kurz umrissen werden, die

ausschließlich unter dem Gesichtspunkt der Konsistenz konstruiert wurden.
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Das Kriterium von Hannan und Quinn (1979) wurde ursprünglich zur Wahl der Ordnung

autoregressiver Prozesse und als Weiterentwicklung des SBC konstruiert. Da grundle-

gende Konzepte und Eigenschaften bei einer Verallgemeinerung nicht verloren gehen,

wird es häufig in der Form

HQ = −2L(θ̂) + c · ln ln n · K , c > 1 , (3.41)

zitiert, wobei c in der Regel auf Zwei gesetzt wird. Auf diese Weise ist es mit Akaikes

Informationskriterium und dem Schwarzschen Bayes-Kriterium vergleichbar. Die Auto-

ren betonen, dass ihr Kriterium aufgrund des zweiten Terms in (3.41) gegenüber dem

SBC bei kleinen Stichproben weniger dazu neigt, unterangepasste Modelle zu wählen.

Obgleich häufig zitiert, spielt es in der angewandten Literatur meist eine eher unterge-

ordnete Rolle.

Bozdogan (1987) betont, dass Akaikes Informationskriterium keineswegs für sich in

Anspruch nimmt, ein konsistentes Kriterium zu sein. Dennoch schlägt er vor, das AIC

hinsichtlich seiner Konsistenz zu verbessern und motiviert unter diesen Gesichtspunkten

das Kriterium

CAICF = −2L(θ̂) + (ln n + 2) · K + ln det(Ĵ(θ0)) , (3.42)

mit Ĵ(θ0) wie in Abschnitt 3.3.2. Dieses Kriterium wird jedoch äußerst selten verwendet.

3.5.3 Ad-hoc Ansätze

Anpassungsstatistiken

Häufig wird die Zielgröße mit ihrem Fit verglichen, um so eine Aussage über die Qualität

der Modelle zu gewinnen. Die unter dieser Prämisse konstruierten Anpassungsstatistiken

werden entweder absolut oder in Form einer Teststatistik zur Modellselektion verwendet.

Gegeben sei eine Menge M = {M1, . . . , Mk} generalisierter linearer Regressionsmodelle

in Form einer Exponentialfamilie gemäß

f(yi|xi; ϑi, φ) = exp

{
yiϑi − b(ϑi)

a(φ)
+ c(yi, φ)

}
, i = 1, . . . , n ,
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für bekannte Funktionen a(·), b(·), c(·) und E(y) = μ. Bezeichne Mλ∗ ∈ M das volle

Modell mit dim (Mλ∗) = n, μ̂λ∗ = y, sowie Mκ,Mλ ∈ M zwei verschachtelte, konkurrie-

rende Kandidatenmodelle mit dim (Mκ) = p, dim (Mλ) = k, p < k < n. Dann definiert

sich die Anpassungsstatistik der Devianz zu

D(y, μ̂κ) = 2
n∑

i=1

{yi(ϑ̂
(n)
i − ϑ̂

(p)
i ) − b(ϑ̂

(n)
i ) + b(ϑ̂

(p)
i )} , (3.43)

wobei ϑ̂(n) die Maximum-Likelihood-Schätzung von ϑ im Modell Mλ∗ bezeichnet und

ϑ̂(p) die Maximum-Likelihood-Schätzung von ϑ im Modell Mκ. Sie entspricht dem lo-

garithmierten Likelihood-Quotienten zwischen Mλ∗ und Mκ und misst den Verlust an

Anpassung, wenn anstelle des vollen Modells Mλ∗ das Submodell Mκ verwendet wird.

Zum Vergleich der Kandidatenmodelle Mκ und Mλ wird die Teststatistik

ΔD =
D(y, μ̂κ) − D(y, μ̂λ)

a(φ)

a∼ χ2
k−p (3.44)

verwendet. Analog zu den in Abschnitt 3.1.1 vorgestellten Verfahren, können so sukzes-

sive Hypothesen bezüglich einer Veränderung der Devianz getestet werden, wobei die

Nullhypothese zur Gültigkeit des Submodells Mκ für ΔD > χ2
1−α,k−p verworfen wird.

Obgleich häufig verwendet, unterliegt die Modellselektion auf Basis der Devianz einigen

Beschränkungen. Insbesondere gilt ΔD
a∼ χ2

k−p nur unter strengen Voraussetzungen,

vergleiche McCullagh und Nelder (1989, Seite 118 ff.). Des weiteren erscheint es äußerst

idealisiert für das volle Modell μ̂λ∗ = y anzunehmen. Ein perfekter Fit wird in der Regel

nur für ein Modell unendlicher Dimension erreicht; die des vollen Modells kann jedoch

maximal n entsprechen, weswegen die Annahme nur für n → ∞ hält.

Eine weitere, in generalisierten linearen Modellen häufig verwendete Anpassungsstati-

stik, ist die generalisierte χ2-Statistik:

χ2 =
n∑

i=1

(yi − μ̂i)
2

Var(μ̂i)
. (3.45)

Neben ihrer Verwendung als Gütekriterium spielt sie insbesondere bei der Definition

des für Überdispersion adjustierten Informationskriteriums QAIC (Abschnitt 3.3.5) eine

tragende Rolle.
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Sonstige Ad-hoc Ansätze

Die in Abschnitt 3.1.1 beschriebenen Selektionsprozeduren bedienen sich häufig verschie-

denster statistischer Kenngrößen, um zu entscheiden welche Variablen Xκ ∈ {X1, . . . , Xp}
in ein Modell aufgenommen bzw. aus einem Modell ausgeschlossen werden. Im Rahmen

eines linearen Regressionsmodells, y = Xβ + ε, ε ∼ N(0, σ2I), verwenden statistische

Softwarepakete hierfür insbesondere die Residuenquadratsummen SSE = (y−ŷ)′(y−ŷ),

die geschätzte Varianz σ̂2 = ε̂′ε̂/(n − p) oder (partielle) Korrelationen zwischen Xκ ∈
{X1, . . . , Xp} und y. Auch wird das adjustierte Bestimmtheitsmaß (Fisher (1924)),

R2
adj = MSM/MST mit MSM = (ŷ − ȳ)′(ŷ − ȳ)/p und MST = (y − ȳ)′(y − ȳ)/n− 1, ge-

legentlich verwendet. Neben der oft äußerst willkürlichen Auswahl dieser Größen bleibt

auf die bestehenden Schwierigkeiten der Modellwahl durch statistische Hypothesentests

und den dort angewandten Selektionsprozeduren, wie in Abschnitt 3.1.1 beschrieben,

hinzuweisen.

3.5.4 Robuste Verfahren

Ein Großteil der in den Abschnitten 3.1-3.4 vorgestellten Verfahren beruhen direkt oder

indirekt auf der KQ- bzw. ML-Schätzmethodik. Es ist bekannt, dass diese Schätzungen

im Allgemeinen gegenüber Ausreißern und einflussreichen Beobachtungen nicht robust

sind. Insofern liegt es nahe, bekannte Prozeduren und Kriterien soweit zu modifizieren,

dass sie mit diesen Schwierigkeiten gegebenenfalls umgehen können. Im Rahmen stati-

stischer Modellselektion geschieht dies häufig unter Verwendung der von Huber (1964)

vorgeschlagenen M-Schätzer. Ursprünglich für den einfachen und sehr allgemeinen Fall

eines zu schätzenden Lageparameters konzipiert, lautet ihr Minimierungsprinzip in ei-

ner etwas allgemeineren Form: Wähle für eine parametrisierte Dichte f(y; θ) sowie eine

gegebene, nicht konstante Funktion ϕ(y, θ) den Schätzer θ̃ für θ, so dass

n∑
i=1

ϕ(yi, θ) → min . (3.46)

Existiert die erste Ableitung ϕ′(y, θ) = ∂ϕ(y, θ)/∂θ = ψ(y, θ), dann entspricht die Mini-

mierung von (3.46) der Lösung der Schätzgleichung

n∑
i=1

ψ(yi, θ)
!
= 0 . (3.47)
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Dieses Prinzip beinhaltet als Spezialfall die ML-Schätzung (ϕ(yi, θ) = log f(yi|θ)) und

ermöglicht es unter Verwendung einer geeigneten Funktion ϕ(y, θ) einflussreiche Be-

obachtungen bzw. Ausreißer herunterzugewichten, wodurch robuste Selektionskriteri-

en konzipiert werden können. Details zu M-Schätzern, Ansätze zur Lösung der obigen

Schätzgleichungen und die Wahl geeigneter ϕ- bzw. ψ-Funktionen finden sich unter an-

derem bei Huber (1981) sowie Maronna, Martin und Yohai (2006).

Ronchetti (1997) definiert eine robuste Version von Akaikes Informationskriterium unter

Verwendung von ϕ(y, θ̃) anstelle der maximierten Likelihood L(θ̂) und erhält folglich

AICR = −2
n∑

i=1

ϕ(yi, θ̃) + 2K . (3.48)

Gegeben sei ein lineares Modell y = Xβ + ε, ε ∼ N(0, σ2I). Unter Verwendung von

ϕ(y, β) =

{
((y − Xβ)/σ)2/2 für |(y − Xβ)/σ| < c

c|((y − Xβ)/σ)| − c2/2 sonst

zur Bestimmung eines M-Schätzers β̃ für β entspricht (3.48) einem Kriterium von Ron-

chetti (1985), das in diesem Fall die in Abschnitt 3.6 angeführten Optimalitätseigen-

schaften des AIC behält. Adaptiert man die Ideen des AICR auf das Schwarzsche Bayes-

Kriterium, so erhält man das Kriterium von Machado (1993):

SBCR = −2
n∑

i=1

ϕ(yi, θ̃) + ln n · K . (3.49)

Ronchetti und Staudte (1994) schlagen eine auf M-Schätzern basierende robuste Version

von Mallows Cp vor. Sie lautet

RCp =
Wp

σ̂2
− (Up − Vp), (3.50)

wobei

Wp =
n∑

i=1

ŵ2
i ε̃

2
i =

n∑
i=1

ŵ2
i (yi − x

(p)
i β̃(p))2
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die gewichteten Residuenquadratsummen des Submodells (3.4) beschreibt, β̃(p) ein auf

ψ(·) beruhender M-Schätzer ist, ŵi = ψ(ε̃i)/ε̃i, σ̂
2 eine robuste und konsistente Schätzung

von σ2 aus dem vollen Modell (3.3) bezeichnet und

Up =
n∑

i=1

Var{ŵiε̃i} , Vp =
n∑

i=1

Var{ŵix
(p)
i (β̃(p) − β(k))} .

Sind die geschätzten Gewichte ŵi jeweils Eins, so wird Vp = p, Up = n − p und damit

entspricht (3.50) genau (3.10). Das Kriterium WF Cp von Agostinelli (2002) entspricht

dem robusten Mallows Kriterium RCp mit dem Unterschied, dass die Identifizierung der

Ausreißer und dadurch auch die Bestimmung der Gewichte aus dem vollen Modell (3.3)

und nicht aus dem Submodell (3.4) erfolgt.

Weitere Ansätze robuster Modellselektion finden sich bei Sommer und Huggins (1996),

die ein Kriterium auf Basis der Wald-Teststatistik vorschlagen sowie Ronchetti, Field

und Blanchard (1997), deren Prozedur als robuste Kreuzvalidierung interpretiert werden

kann.

Die in diesem Kapitel vorgestellten Verfahren bieten eine gute Möglichkeit, die Proble-

matik von einflussreichen Beobachtungen zu berücksichtigen. Die Grundkonzepte ent-

stammen dabei meist denen der klassischen robusten Statistik und beinhalten deren

Vor- wie auch deren Nachteile. Als etwas problematisch erweist sich jedoch vor allem

die unter Umständen äußerst computerintensive Berechnung der vorgestellten Kriteri-

en. Verfahren, die auf M-Schätzern beruhen, benötigen häufig numerische Algorithmen

(iteratively re-weighted least squares, Newton-Raphson) um die Schätzgleichung (3.47)

zu lösen.

3.6 Asymptotische Optimalität

Die Entscheidung zu Gunsten eines Verfahrens oder eines Kriteriums kann unter verschie-

denen Gesichtspunkten erfolgen. Häufig spielen inhaltliche oder konzeptuelle Erwägungen

eine Rolle. Abhängig davon, ob Prädiktion oder die Quantifizierung der wesentlichen Ef-

fekte im Vordergrund steht, abhängig von thematischen Aspekten, der Gegebenheit der

Daten, der Philosophie des Anwenders und abhängig von der Komplexität und dem

Aufwand der Implementierung werden Modellwahlkriterien ausgewählt und verwendet.

Unabhängig davon stellt sich in der Statistik prinzipiell die Frage, ob Verfahren, Metho-

den und Kriterien in einem gewissen Sinn optimal sind, also ob sie
”
schöne“ Eigenschaf-
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ten besitzen, die einen Vorteil darstellen können. Seit Beginn der 1980er Jahre werden

auch im Rahmen der statistischen Modellselektion Optimalitätseigenschaften diskutiert:

Hierbei werden nahezu ausschließlich Effizienz und Konsistenz von Modellwahlkriterien

verglichen; Eigenschaften, so wird die untenstehende Diskussion zeigen, die im vorlie-

genden Kontext nicht immer nützlich sein müssen.

Gegeben sei ein datengenerierendes, wahres Modell M∗
κ mit E(y) = μ sowie ein Modell

Mκ ∈ M = {M1, . . . , Mk} mit der zugehörigen Schätzung μ̂(Mκ) für μ. Ferner sei

L(Mκ) = ||μ − μ̂(Mκ)||2/n (3.51)

eine Verlustfunktion mit || · || als euklidischer Norm und ML
κ ∈ M das quasi-wahre

Modell, welches die Verlustfunktion über alle Mκ ∈ M minimiert. Ein Kriterium wird

dann als konsistent14 bezeichnet, wenn es ein Modell Mκ∗ ∈ M wählt, so dass

lim
n→∞

Pn,θ(Mκ∗ = ML
κ ) = 1 (3.52)

für alle θ ∈ Θ.

Ein Selektionskriterium wird als asymptotisch effizient bzw. asymptotisch verlusteffizient

bezeichnet, wenn es ein Modell Mκ∗ wählt, so dass

L(Mκ∗)/L(ML
κ )

p→ 1 . (3.53)

Der Nachweis der asymptotischen Effizienz erfolgt ausschließlich unter der Annahme,

dass dim (M∗
κ) = ∞, vergleiche unter anderem Leeb und Pötscher (2008a, Abschnitt 3)

sowie Shao (1997).

Für den Spezialfall eines linearen Regressionsmodells, y = Xβ + ε, ε ∼ N(0, σ2I), sind

wesentliche asymptotisch effiziente Kriterien gemäß (3.53) das AIC (Akaike (1973),

Abschnitt 3.3.1), AICc (Sugiura (1978), Abschnitt 3.3.4), Cp (Mallows (1964), Abschnitt

3.2.1), CV (Stone (1974), Abschnitt 3.2.3), FPE (Akaike (1969), Abschnitt 3.2.4), GCV

(Golub, Heath und Wahba (1979), Abschnitt 3.2.3), PRESS (Allen (1974), Abschnitt

14 Häufig wird in der Literatur eine etwas stärkere Forderung an die Definition der Konsistenz gestellt,
nämlich das wahre Modell M∗

κ mit Wahrscheinlichkeit Eins auszuwählen, also limn→∞ Pn,θ(Mκ∗ =
M∗

κ) = 1; vergleiche auch Leeb und Pötscher (2005). Die vorgestellten Grundaussagen verändern
sich durch diese Definition nicht, jedoch ist der Nachweis der Konsistenz unter diesen Umständen
anders zu führen.
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3.2.5) und Sp (Freedman (1983), Abschnitt 3.2.5), vergleiche hierzu insbesondere auch

Shibata (1981), Nishii (1984), Li (1987) und Shao (1997). Diese Kriterien sind nicht

konsistent.

Konsistente Kriterien im Kontext linearer Regressionsmodelle sind unter anderem das

SBC (Schwarz (1978), Abschnitt 3.4.1), MDL (Rissanen (1978), Abschnitt 3.5.1), HQ

(Hannan und Quinn (1979), Abschnitt 3.5.2) und CAICF (Bozdogan (1987), Abschnitt

3.5.2). Diese Kriterien sind nicht asymptotisch effizient.

In der Grundaussage ähnliche bzw. gleichwertige Ergebnisse bezüglich Konsistenz und

Effizienz für AIC, AICC , FPE, Cp, HQ und SBC im Bereich verschiedener stati-

onärer und nichtstationärer AR- und ARMA-Prozesse finden sich bei Hannan und Quinn

(1979), Hannan (1980), Quinn (1980), Shibata (1980), Hannan (1981), Paulsen (1984),

Tsay (1984) und Karagrigoriou (1997). Für den etwas allgemeineren Fall einer stocha-

stischen Regression finden sich Konsistenzaussagen bezüglich PLS (Rissanen (1986),

Abschnitt 3.2.5) bei Wei (1992), notwendige Erweiterungen und Bedingungen zur Kon-

sistenz bekannter Kriterien bei Pötscher (1989).

Aus (3.52) wird klar, dass eine Definition der Konsistenz nur dann einen Sinn ergibt,

wenn sich in der Menge der Kandidatenmodelle das wahre Modell M∗
κ (bzw. ein quasi-

wahres Modell ML
κ ) befindet. Dies impliziert, dass ein wahres Modell existiert und end-

licher Dimension ist. In solchen, eher seltenen Situationen scheinen konsistente Kriteri-

en einen Vorteil zu besitzen. Wie oben erwähnt, bauen ausnahmslos alle Nachweise der

asymptotischen Effizienz auf der Annahme eines wahren Modells unendlicher Dimension

auf. Dies impliziert, dass sich das wahre Modell nicht in der Menge der Kandidatenmo-

delle befindet. Diese, meist realistischere Annahme suggeriert einen Vorteil zu Gunsten

der effizienten Modellwahlkriterien.

Ein endgültiger Vergleich aufgrund dieser Überlegungen ist dennoch kritisch. Es stellt

sich die Frage, ob es überhaupt Ziel der Modellselektion ist, das wahre Modell M∗
κ zu

finden und möglichst genau zu approximieren. Wie auch in der Literatur häufig bemerkt,

ist die Annahme eines wahren Modells unendlicher Dimension in vielen Situationen zwar

weitaus realistischer als die Annahme eines wahren Modells endlicher Dimension; die-

sem Modell im Sinne von (3.53) jedoch möglichst nahe kommen zu wollen oder gemäß

(3.52) gar mit Wahrscheinlichkeit Eins auszuwählen, widerspricht dem eingangs formu-

lierten Prinzip der Sparsamkeit. Wie in Kapitel 2 bereits diskutiert, sollen Modelle in

den empirischen Wissenschaften, insbesondere auch in der Statistik, meist abstrahieren

und idealisieren; sie sollen grundlegende Elemente eines Phänomens in Beziehung setzen
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und nur äußerst selten ein detailliertes Abbild der Realität – inklusive aller geringen,

möglicherweise zu vernachlässigenden Effekte – liefern. Dies wird auch in der Diskussion

des bedeutenden Artikels von Shao (1997) deutlich: Zhang, S. 254-258, betont an dieser

Stelle:

”Even if a true model does exist, there is still ample reason to choose simplicity over correctness

knowing perfectly well that the selected model might be untrue. The practical advantage of a par-

simonious model often overshadows concerns over the correctness of the model. After all, the goal

of statistical analysis is to extract information rather than to identify the true model.“

und auch Leeb und Pötscher (2008a) bemerken

”Since it seems to be rarely the case that the estimation of M0 [M∗
κ ] is the ultimate goal of the

analysis, the consistency property of M̂ [Mκ∗ ] may not be overly important.“

und ergänzen

”The true model may be infinite-dimensional, suggesting an advantage of AIC or a related procedure

over BIC. At a given sample size, however, one of the finite-dimensional candidate models may

provide a very good approximation to the true data-generating process, and hence the [...] loss-

efficiency result favoring AIC may not be relevant.“

Tatsächlich ergeben sich noch viele weitere, vorwiegend technische Probleme der oben

genannten Optimalitätsbegriffe. Exemplarisch zu nennen sind dabei sicherlich die üb-

lichen Nachweise der Verlusteffizienz, etwa bei Shibata (1981), Li (1987) oder Shao

(1997), die nur punktweise asymptotisch in θ gelten und somit für eine feste und end-

liche Stichprobengröße in Frage zu stellen sind: So zeigt Kabaila (2002), dass bereits

in sehr einfachen Situationen für ein festes n die Forderung (3.53) insofern verletzt wer-

den kann, als dass das konsistente Kriterium SBC hierbei verlusteffizienter ist wie das

verlusteffiziente Kriterium AIC.

Diese und viele andere technische Sachverhalte, die oben angeführte Diskussion, wie auch

die Tatsache, dass sich nahezu alle der oben genannten Resultate auf das lineare Modell

bzw. auf autoregressive Prozesse beziehen, unterstreichen die Frage, ob die Konsistenz

und Effizienz im Kontext der Modellselektion hilfreiche Optimalitätseigenschaften sind

oder nicht. Das folgende Kapitel 4 zeigt, dass in der Tat für eine
”
gute“ Schätzung θ̂

weit mehr als die bisher angeführten Überlegungen beachtet werden müssen, nämlich

auch noch zusätzlich die Unsicherheit bezüglich des gewählten Modells. Einige erste

Lösungsansätze aktueller Literatur werden insbesondere in den Abschnitten 4.2.2 und

4.2.3 vorgestellt.





4. Modellmittelung

In der Statistik werden Inferenz und Modellselektion meist als zwei separate Prozesse

betrachtet: Wird aufgrund eines Kriteriums oder Verfahrens ein einziges, bestes Mo-

dell Mκ∗ aus einer Menge von Kandidatenmodellen M = {M1, . . . , Mk} ausgewählt,

so wird dieses Modell implizit als korrekt angenommen und die dazugehörigen Para-

meterschätzungen und Konfidenzintervalle werden so bestimmt, als wäre das Modell

a priori festgelegt worden. Dies ist äußerst problematisch, da der Selektionsschritt in

der Regel datenbasiert ist, die Daten oft mehrere Modelle stützen und die Konstruktion

eines korrekten Schätzers post model selection15 somit die Selektionsprozedur und die da-

durch verursachte Unsicherheit bezüglich der Wahl von Mκ∗ berücksichtigen sollte. Die

Vernachlässigung dieses Aspekts kann ernste Folgen haben; insbesondere muss damit

gerechnet werden, dass die Parameterschätzungen verzerrt sind, deren Varianz systema-

tisch unterschätzt wird und die entsprechenden Konfidenzintervalle damit durchweg zu

optimistisch sind, vergleiche hierzu auch Chatfield (1995), Draper (1995), Candolo,

Davison und Demétrio (2003), Hjort und Claeskens (2003), Leeb und Pötscher (2005)

sowie die dort angegebenen Referenzen.

Die Unsicherheit in der Modellwahl bezieht sich dabei meist auf zwei Aspekte: 1) die

Wahl einer geeigneten, möglicherweise multivariaten Wahrscheinlichkeitsverteilung f(·)
und 2) die Wahl einer dieser Verteilung zugehörigen Parametrisierung. Betrachtet man

beispielsweise im Regressionskontext eine Zielgröße y, die aus Zähldaten besteht, so-

wie eine Menge potentieller Kovariablen X1, . . . , Xp, so kann zur Modellierung der Ab-

hängigkeitsstruktur f(y|X1, . . . , Xp) etwa ein 1) Poisson-, Negativ-Binomial- bzw. Quasi-

Poisson-Ansatz verfolgt werden; die Wahl einer 2) entsprechend geeigneten Parametri-

sierung f(y|X1, . . . , Xp; θ) ist in diesem Kontext äquivalent mit der Wahl geeigneter Re-

gressoren. Unabhängig vom gewählten Verteilungsmodell führen verschiedene Kovaria-

blenkombinationen und -transformationen zu einer unterschiedlichen Parametrisierung

15 Geht dem Inferenzprozess ein datenbasierter Modellselektionsschritt voraus, so wird der zugehörige
Parameterschätzer in der Literatur häufig auch als Post-Model-Selection-Estimator (PMSE) be-
zeichnet.
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und damit zu einer unterschiedlichen Interpretation der Datenstruktur. Insbesondere

der zweite der eben genannten Aspekte, also die Unsicherheit bezüglich der Wahl einer

geeigneten Parametrisierung anhand der Selektion von Variablen, ist Schwerpunkt dieses

Kapitels.

Bereits seit Ende der 1970er Jahre wird die Problematik einer Vernachlässigung der

Modellselektion in der Inferenz auch als solche erkannt (z.B. bei Leamer (1978), Hjort

(1982), Hodges (1987), Pötscher (1991)); zu einer konkreten Ausarbeitung an Lösungs-

ansätzen führten jedoch erst einige richtungsweisende Artikel Mitte der 1990er Jahre,

im Speziellen die viel zitierten Arbeiten von Draper (1995) und Chatfield (1995), der

hierzu bemerkt:

”In practice model uncertainty is a fact of life and likely to be more serious than other sources of

uncertainty which have received far more attention from statisticians“

Er ergänzt in diesem Zusammenhang folgerichtig:

”[...] we must get over the key message that the properties of an estimator may depend not only

on the selected model, but also on the selection process“

Eine Möglichkeit die Unsicherheit innerhalb der Modellselektion explizit zu berücksich-

tigen, besteht darin, sich bei der Inferenz nicht nur auf ein einziges Modell, sondern

auf mehrere Modelle zu stützen. Das Kombinieren mehrerer Modelle ist Thema die-

ses Kapitels und wird auch als Modellmittelung bezeichnet. Die Literatur unterscheidet

dabei zwischen bayesianischer Modellmittelung (Bayesian Model Averaging, BMA, Ab-

schnitt 4.1) und frequentistischer Modellmittelung (Frequentist Model Averaging, FMA,

Abschnitt 4.2).

Ungeachtet der zugrundeliegenden Philosophie beschäftigen sich die nächsten beiden

Abschnitte mit der Konstruktion gewichteter Parameterschätzungen der Form

ˆ̄θ =
k∑

κ=1

wκθ̂κ , (4.1)

und deren Varianz Var(ˆ̄θ). Dabei beschreibt θ̂κ die Parameterschätzung im Modell Mκ ∈
M = {M1, . . . , Mk}, die gemäß ihrer Evidenz oder aufgrund anderer Überlegungen

ein Gewicht wκ,
∑

κ wκ = 1, zugewiesen bekommt, wodurch explizit die Unsicherheit

bezüglich der Modellwahl mitberücksichtigt wird. Das Hauptaugenmerk liegt dabei stets

auf der Konstruktion der Gewichte, wie auch der Optimalität der daraus resultierenden

gewichteten Parameterschätzung. Es ist zu beachten, dass für jede Vektorkomponente

θ̂κi ∈ θ̂κ eines Modells Mκ, die nicht in einem konkurrierenden Modell Mλ, λ 	= κ,

vertreten ist, stets angenommen wird, dass θ̂λi = 0.
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Der Schätzer (4.1) wird auch als BMA-Schätzer bezeichnet wenn er bayesianisch mo-

tiviert ist bzw. als FMA-Schätzer wenn er frequentistisch motiviert ist. Er enthält als

Spezialfall auch jeden Modellselektionsschätzer, da hierbei schlicht das Modell Mκ∗ , das

durch ein Verfahren oder Kriterium Γ gewählt wird, das Gewicht wκ∗ = 1 erhält, alle

anderen Modelle das Gewicht 0. Diese Schätzer werden im Folgenden auch als BMS-

Schätzer (Bayesian Model Selection) bzw. FMS-Schätzer (Frequentist Model Selection)

bezeichnet.

4.1 Der bayesianische Ansatz

Die Idee bayesianischer Modellmittelung geht zurück auf Leamer (1978). Erst der ra-

sante Fortschritt in der Entwicklung statistischer Software ermöglichte jedoch eine Im-

plementierung und Weiterentwicklung dieser Ideen und resultierte in einer Vielzahl an

Literatur innerhalb der letzten 15 Jahre. Eine ausführliche Beschreibung der Grundkon-

zepte sowie die Diskussion gängiger Probleme und Aspekte der Programmierung finden

sich unter anderem bei Draper (1995), Kass und Raftery (1995), Chatfield (1995),

Raftery, Madigan und Hoeting (1997) und Hoeting et al. (1999).

Der im bayesianischen Kontext intuitivste Gewichtungsansatz besteht darin, die Modelle

Mκ ∈ M = {M1, . . . , Mk} gemäß ihrer posteriori-Wahrscheinlichkeit

p(Mκ|y) =
p(Mκ)

∫
Θκ

p(y|Mκ, θκ) · p(θκ|Mκ) dθκ∑k
κ=1 p(Mκ)

∫
Θκ

p(y|Mκ, θκ) · p(θκ|Mκ) dθκ

, (4.2)

wie in (3.33) beschrieben, zu gewichten, also für (4.1) die Gewichte

w(1)
κ = p(Mκ|y) (4.3)

zu wählen. Aus (3.34) und (3.35) folgt, dass p(Mκ|y) ≈ −1
2
SBC und somit ergibt sich

als eine weitere Möglichkeit der Gewichtung

w(2)
κ =

exp(−1
2
SBCκ)∑k

κ=1 exp(−1
2
SBCκ)

. (4.4)

Bezeichne θ̂κ einen bayesianischen Punktschätzer im Modell Mκ, beispielsweise den Er-

wartungswert oder den Modus der posteriori-Verteilung p(θκ|Mκ, y), dann lässt sich un-

ter Verwendung von (4.3) oder (4.4) ein gewichteter Parameterschätzer ˆ̄θ gemäß (4.1)

bestimmen. Seine Varianz erhält man über
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Var(ˆ̄θ) = EM(Var(θ̂κ|y, Mκ)) + VarM(E(θ̂κ|y, Mκ)) , (4.5)

vergleiche auch Draper (1995). Der erste Term repräsentiert dabei die gewichtete Varianz

innerhalb der Modelle, der zweite Term die gewichtete Varianz zwischen den Modellen,

wodurch die Unsicherheit bezüglich der Modellselektion implizit berücksichtigt wird.

Der bayesianische Ansatz unterliegt einigen generellen, vorwiegend technischen Beschränk-

ungen, deren Relevanz im Folgenden diskutiert werden soll:

• Ist die Anzahl der Kandidatenmodelle sehr groß, so erweist sich die Umsetzung

der Grundkonzepte als äußerst schwierig bzw. unmöglich. Madigan und Raftery

(1994) schlagen daher eine Reduzierung der in die Summation aufzunehmenden

Modelle vor: Es sollen nur die Modelle verwendet werden, die – gemessen an ihrer

posteriori-Wahrscheinlichkeit – eine ausreichende Erklärungskraft besitzen, also

die Menge

A′ =

{
Mκ :

maxMκ∈M{p(Mκ|y)}
p(Mκ|y)

≤ C

}
,

wobei C eine Konstante beschreibt. Madigan und Raftery (1994) sowie Raftery,

Madigan und Volinsky (1996) verwenden bei der Auswertung von Daten dabei

einen Wert von C = 20. In Anlehnung an Occam’s Razor (vgl. Kapitel 2) sollen

sparsame Modelle bevorzugt, komplexere Modelle ausgeschlossen werden. Modelle

der Menge

B =

{
Mκ : ∃Mλ ∈ A′,Mλ ⊂ Mκ,

p(Mλ|y)

p(Mκ|y)
> 1

}
werden daher nicht weiter betrachtet. Gemäß Madigan und Raftery (1994) umfasst

eine statistische Analyse somit die oben vorgestellten bayesianischen Modellmit-

telungsmethoden, angewandt auf die Menge A = A′ \ B ⊆ M. Dieses Vorgehen

wird auch als Occam’s Window bezeichnet. Hinweise zur Implementierung finden

sich bei Volinsky et al. (1997) und Hoeting et al. (1999).

• Die in (4.2) enthaltenen Integrale sind analytisch nicht immer zu bestimmen. Eine

Approximation liefert jedoch meist die Laplace-Methode (vgl. Tierney und Kada-

ne (1986)). In vielen Fällen kann auch die Approximation durch das Schwarzsche
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Bayes-Kriterium verwendet werden, vergleiche (4.4). Dies ermöglicht eine einfache

Implementierung und ist Grundlage des Pakets
”
BMA“ (Bayesian Model Avera-

ging, Raftery et al. (2006)) für die statistische Software R. Wie in Abschnitt 3.4.1

detailliert beschrieben, ist diese Approximation unter Umständen jedoch äußerst

ungenau. Insofern ist ein solches Vorgehen mit Vorsicht zu genießen.

• Die Bestimmung der priori-Wahrscheinlichkeiten p(Mκ) ist unklar. In einem Groß-

teil der Literatur sowie in zahlreichen Anwendungen der bayesianischen Modell-

mittelung wird schlicht auf die Spezifikation der Wahrscheinlichkeiten verzich-

tet, indem alle Modelle a priori als gleich wahrscheinlich eingestuft werden, also

p(Mκ) = 1
k
, ∀Mκ ∈ M, gewählt wird. Meist wird sogar die SBC-Approximation

(4.4) verwendet, wodurch implizit keine priori-Information für die Modelle spezi-

fiziert werden muss. Diese Vorgehensweise erlaubt eine einfache und zielgerichtete

Implementierung. Das bayesianische Grundverständnis priori-Wissen zu nutzen

geht dabei jedoch vollständig verloren.

Nur sehr wenige Arbeiten beschäftigen sich mit der Frage, was die priori-Wahr-

scheinlichkeiten p(Mκ) wirklich bedeuten, wie sie zu interpretieren sind und wie sie

konstruiert werden können. Hoeting et al. (1999) greifen eine Idee von George und

McCullogh (1993) auf, und schlagen vor, für parametrische Regressionsmodelle die

priori-Wahrscheinlichkeiten wie folgt zu wählen:

p(Mκ) =

p∏
j=1

π
δκj

j (1 − πj)
1−δκj .

Dabei beschreibt πj ∈ [0, 1] die priori-Wahrscheinlichkeit für βj 	= 0 im Regressi-

onsmodell Mκ. Die Indikatorvariable δκj gibt an, ob sich die Variable j im Modell

Mκ befindet oder nicht. Dieser Ansatz ist sicherlich eine erste Möglichkeit Mo-

delle als mehr oder weniger wahrscheinlich einzustufen. Problematisch erscheint

jedoch die implizite Annahme, dass das Vorhandensein oder Fehlen der einzelnen

Variablen voneinander unabhängig ist.

4.2 Frequentistische Ansätze

Der hohe computationale Aufwand zur Berechnung der posteriori-Wahrscheinlichkeiten

(4.2), die daraus resultierende lange Rechenzeit, die unbefriedigende Approximation
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über das SBC-Kriterium sowie die unklare Bestimmung und Interpretation der priori-

Wahrscheinlichkeiten p(Mκ) führten seit Ende der 1990er Jahre zu einer Diskussion über

frequentistische Alternativen in der Modellmittelung und zur Veröffentlichung einiger Ar-

tikel, die konkrete Lösungsansätze für die Konstruktion eines FMA-Schätzers entwickeln

(Buckland, Burnham und Anderson (1997), Hansen (2007), Liang et al. (2010)) oder

ein einheitliches frequentistisches Paradigma entwerfen (Hjort und Claeskens (2003)). In

den folgenden Abschnitten 4.2.1-4.2.3 werden diese Ansätze vorgestellt und diskutiert.

Abschnitt 4.2.4 erläutert wie in diesem Zusammenhang Varianzschätzungen konzipiert

werden können und Abschnitt 4.2.5 überträgt einige Kernkonzepte in den Kontext der

Faktorenanalyse. Weitere Beiträge und Diskussionen zu dieser Thematik finden sich auch

in den hier nicht näher kommentierten Arbeiten von Yang (2001, 2003), Yuan und Yang

(2005), Hjort und Claeskens (2006), Leung und Barron (2006), Hansen (2008a,b, 2009)

sowie Hansen und Racine (2009).

4.2.1 Kriteriumsbasierte Schätzungen

Eine Möglichkeit die Evidenz eines Modells zu beurteilen, liegt in der Betrachtung eines

beliebigen Selektionskriteriums Γ wie in Kapitel 3 beschrieben. Diese simple Einsicht

kann dazu verwendet werden, Gewichte für die Kandidatenmodelle zu konstruieren. Der

in diesem Zusammenhang erste in der Literatur beachtete, nicht-bayesianische Ansatz

zur Modellmittelung geht auf Buckland, Burnham und Anderson (1997) zurück. Die

Autoren schlagen vor, die Gewichte16

w(3)
κ =

exp(−1
2
AICκ)∑k

κ=1 exp(−1
2
AICκ)

(4.6)

zu verwenden und damit Modelle mit einem geringeren AIC-Wert als plausibler einzu-

stufen und folglich auch höher zu gewichten. Im Prinzip kann anstelle des Kriteriums von

Akaike auch jedes andere sinnhafte Kriterium Γ verwendet werden, siehe hierzu auch Ab-

schnitt 5.2.2. Dieser Ansatz erscheint insgesamt plausibel, auch unter Berücksichtigung

von (4.4). Dennoch ist die Konstruktion ad-hoc; die Arbeiten von Hjort und Claes-

kens (2003), Hansen (2007) sowie Liang et al. (2010) zeigen ein in Simulationsstudien

bezüglich dem MSE durchweg schlechtes Abschneiden der zugehörigen FMA-Schätzung
ˆ̄θ =

∑k
κ=1 w

(3)
κ θ̂κ. Aufgrund der einfachen Implementierung hat das Konzept jedoch

16 Die Gewichte w
(3)
κ werden in der Literatur auch häufig als Akaike Gewichte, AIC-Gewichte oder

geglättete AIC-Gewichte bezeichnet.
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bereits eine breite Verwendung gefunden, insbesondere in Biologie, Ökonometrie und

Medizin. Als Beispiele für eine erfolgreiche und anschauliche Umsetzung sind unter an-

derem die Arbeiten von Hayes, Weikel und Huso (2003), Reid et al. (2003), Candolo,

Davison und Demétrio (2003) und Mackenzie et al. (2005) zu nennen.

Buckland, Burnham und Anderson (1997) beschreiben ferner die Möglichkeit, Gewichte

über Bootstrapping zu erhalten. Sei B die Anzahl der Bootstrap-Stichproben und bκ die

Anzahl der Fälle in denen das Modell Mκ ∈ M = {M1, . . . , Mk} aufgrund von Akaikes

Informationskriterium (oder eines anderen Verfahrens Γ) gewählt wird. Dann ergeben

sich als mögliche Gewichte

w(4)
κ =

bκ

B
. (4.7)

Burnham und Anderson (2002, Seite 90 ff.) bemerken, dass für verlässliche Schätzungen

meist 10.000 Bootstrap-Stichproben oder mehr gezogen werden sollten. Aufgrund des ho-

hen computationalen Aufwands und der großen Menge an alternativen Gewichtsschätz-

ungen wird diese Methodik eher selten verwendet.

4.2.2 Der MMA-Schätzer

Gegeben sei eine Menge an Regressoren X = {X1, . . . , Xk} sowie eine Menge an linearen

Modellen M = {M1, . . . ,Mk}, so dass jedes Modell Mκ ∈ M, κ = 1, . . . , k, die Gestalt

y =
κ∑

j=1

βjXj + ε, ε ∼ N(0, σ2I) ,

besitzt. Dies bedeutet implizit, dass die k Regressoren geordnet vorliegen müssen und die

Menge M der Kandidatenmodelle aus k verschachtelten Modellen besteht. Ein gewich-

teter Parameterschätzer zur Modellmittelung ist für diese Situation gemäß (4.1) durch
ˆ̄β =
∑k

κ=1 wκβ̂κ gegeben, wobei β̂κ den Parameterschätzer aus Modell Mκ bezeichnet.

Daraus ergibt sich der geschätzte, gewichtete Erwartungswert zu μ̂w = Xk
ˆ̄β. Hansen

(2007) definiert in Anlehnung an Mallows Cp (Abschnitt 3.2.1) das Kriterium

C̃p = (y − Xk
ˆ̄β)′(y − Xk

ˆ̄β) + 2σ2Kw , (4.8)
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wobei Kw = sp (Pw) mit Pw =
∑k

κ=1 wκPκ
17, Pκ = Xκ(X

′
κXκ)

−1X ′
κ. Die Varianz σ2 kann

dabei über die KQ-Schätzung im vollen Modell Mk geschätzt werden. Er schlägt vor, die

Gewichte zur Modellmittelung so zu wählen, dass

w(5)
κ = arg min

wκ∈H
C̃p , (4.9)

wobei H = {wκ ∈ [0, 1]k :
∑k

κ=1 wκ = 1}. Der zugehörige FMA-Schätzer ˆ̄β =
∑k

κ=1 w
(5)
κ β̂κ

wird in Anlehnung an Mallows Cp als Mallows-Model-Averaging-Schätzer, kurz MMA-

Schätzer, bezeichnet. Da der erste Term in (4.8) offensichtlich quadratisch bezüglich wκ

ist, der zweite linear, lassen sich die Gewichte über quadratische Optimierung ermitteln.

Statistische und mathematische Software beinhalten in der Regel passende numerische

Algorithmen, so dass die Berechnung von (4.9) prinzipiell unproblematisch ist.

Der Ansatz von Hansen ist der erste, der Gewichte unter dem Gesichtspunkt der Opti-

malität konstruiert. Konkret sind damit die folgenden beiden Charakteristika gemeint:

(i) Die Verwendung der gewichteten Schätzung ˆ̄β =
∑k

κ=1 w
(5)
κ β̂κ und damit von

μ̂w = Xk
ˆ̄β garantiert unter bestimmten Voraussetzungen ein asymptotisch effi-

zientes Verfahren ähnlich (3.53)18, vergleiche Hansen (2007, Theorem 1).

(ii) E(C̃p) = E[(μ̂w −μ)′(μ̂w −μ)]+nσ2, vergleiche Hansen (2007, Lemma 3). In Ana-

logie zu Mallows Cp steht damit die Minimierung des mittleren quadratischen Vor-

hersagefehlers im Vordergrund. Der einzige Unterschied liegt in der Betrachtung

des Risikos für den gemittelten Erwartungswert μ̂w anstelle des Erwartungswerts

auf Basis von (3.4).

Gleichwohl ergeben sich Probleme, die eine praktische Umsetzung des MMA-Schätzers

schwierig gestaltet: Eine natürliche Anordnung der Regressoren existiert fast nie und eine

willkürliche Anordnung kann das Ergebnis entscheidend beeinflussen, vergleiche hierzu

17 Pw kann als gewichtete Projektionsmatrix interpretiert werden. Diese ist zwar symmetrisch, i.d.R.
jedoch nicht mehr idempotent.

18 Es ist für (3.53) lediglich erforderlich, den gemittelten Erwartungswert μ̂w an Stelle von μ(Mκ)
zu betrachten und die Optimalität für alle wκ ∈ H anstatt für alle Mκ ∈ M zu fordern. Hansen
(2007) zeigt damit, dass L(M; w(5))/ infw∈H L(M; w)

p→ 1, wobei L(M;w) = ||μ − μ̂w||2/n. Sein
Nachweis unterliegt insofern recht strengen Voraussetzungen, als dass gefordert wird, dass die
Gewichte der diskreten Menge HN = {0, 1

N , 2
N , . . . , 1}, N ∈ N, entstammen. Wan, Zhang und

Zou (2010) zeigen jedoch später, dass diese Einschränkung nicht nötig ist und der Nachweis der
asymptotischen Effizienz für jede beliebige Menge H gilt.
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auch Liang et al. (2010). Zudem beschränkt sich die Verwendung auf das lineare Mo-

dell, was ein entscheidender Nachteil gegenüber allen bisher vorgestellten bayesianischen

wie auch frequentistischen Ansätzen darstellt. Eine ausführlichere Diskussion dieser und

anderer Aspekte erfolgt in den Simulationsstudien in Kapitel 6.

4.2.3 Der OPT-Schätzer

Der OPT-Schätzer von Liang et al. (2010) ist – motiviert durch die Arbeit von Hansen

(2007) – ebenfalls unter den Gesichtspunkten der Optimalität konstruiert, lehnt sich in

Notation und Denkweise jedoch stark an die Pretest-Literatur, insbesondere die Artikel

von Magnus und Durbin (1999), Danilov und Magnus (2004) und Magnus, Powell

und Prüfer (2008) an. Gegeben sei ein lineares Regressionsmodell y = Xα + Zγ + ε,

ε ∼ N(0, σ2I), bei dem X eine n×d Designmatrix beschreibt, die diejenigen Regressoren

enthält, die aus theoretischen oder anderen Gründen auf jeden Fall in ein Endmodell

aufgenommen werden sollten und Z eine n× q Designmatrix, die diejenigen Regressoren

enthält, die potentiell in ein Endmodell aufgenommen werden können. Der d× 1 Vektor

α ist dabei der Parameter von Interesse, der q× 1 Vektor γ wird als nuisance Parameter

behandelt, um eine
”
bessere“ Schätzung von α zu erhalten; insgesamt können also 2q

verschiedene Kandidatenmodelle betrachtet werden. Der restringierte (γ = 0) und der

unrestringierte KQ-Schätzer von α ergibt sich jeweils zu α̂r = (X ′X)−1X ′y bzw. α̂u =

α̂r − Qζ̂, wobei Q = (X ′X)−1X ′ZC, C = (Z ′{I − P}Z)−
1
2 , P = X(X ′X)−1X ′, ζ̂ =

CZ ′(I − P )y, ζ̂ ∼ N(ζ, σ2Iq), vergleiche auch Magnus und Durbin (1999). Betrachtet

man alle 2q Kandidatenmodelle, die sich aus den q potentiellen Einflussfaktoren Z =

(Z1, . . . , Zq) ergeben, so definiert sich der κ-te, κ = 1, . . . , 2q, restringierte KQ-Schätzer

α̂κ von α als

α̂κ = α̂r − QWκζ̂

mit Wκ = Iq − Pκ, Pκ = CSκ(S
′
κC

2Sκ)
−1S ′

κC. Dabei bezeichnet S ′
κ eine r × q Selekti-

onsmatrix, r = dim(Mκ), die gemäß der Restriktion S ′
κγ = 0 angibt, welche Kovariablen

Z∗ ⊆ Z im κ-ten Modell von Interesse sind. Für den nuisance Parameter γ erhält man

entsprechend die KQ-Schätzung γ̂κ = CWκζ̂. Der OPT-Schätzer ist derjenige FMA-

Schätzer

ˆ̄α =
2q∑

κ=1

w(6)
κ α̂κ , (4.10)
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der gemäß dem schwachen MSE-Kriterium (Wallace (1972)) die Gewichte w
(6)
κ so wählt,

dass

w(6)
κ = arg min

wκ∈H
sp{ M̂SE( ˆ̄α)} , (4.11)

wobei H = {wκ ∈ [0, 1]2
q

:
∑2q

κ=1 wκ = 1}. Auf Basis dieser Gewichte erhält man

entsprechend den gewichteten KQ-Schätzer ˆ̄γ =
∑2q

κ=1 w
(6)
κ γ̂κ für den nuisance Parameter

γ. Ein alternativer OPT-Schätzer, der unter Aspekten der Vorhersagequalität verwendet

werden kann, entspricht gemäß Liang et al. (2010) demjenigen FMA-Schätzer, der die

Gewichte (4.11) verwendet, die nicht die Spur des geschätzten MSE von ˆ̄α minimieren,

sondern die Spur des MSE von ˆ̄μ = H
∑2q

κ=1 w
(7)
κ β̂κ, β̂κ = (α̂′

κ, γ̂
′
κ)

′, H = (X, Z).

Der OPT-Schätzer stellt gegenüber dem MMA-Schätzer insofern eine klare Weiterent-

wicklung dar, als dass auch ohne eine explizite Anordnung der Regressoren die geforderte

Optimalitätseigenschaft (nämlich die Gültigkeit von (4.11)) erhalten bleibt; die Simula-

tionen von Liang et al. (2010) unterstützen diese Annahme ausnahmslos und zeigen,

dass willkürliche Umordnungen der Regressoren einen entscheidenden Einfluss auf das

Verhalten des MMA-Schätzers besitzen.

Problematisch erscheint jedoch der dem Ansatz innewohnende, hohe computationale

Aufwand. Zum einen erfordert die explizite Minimierung der Spur des MSE von ˆ̄α einen

großen technischen Einsatz, vergleiche hierzu auch Liang et al. (2010, Theorem 2); zum

anderen ergibt sich aus der Notwendigkeit über alle 2q Modelle zu mitteln, bei einer

großen Anzahl an potentiellen Einflussgrößen ein Rechenaufwand, der für eine explizite

Berechnung des OPT-Schätzers zu hoch sein kann.

4.2.4 Schätzung der Varianz

Um Konfidenzintervalle für einen FMA-Schätzer bestimmen zu können, wird eine Schätz-

ung für dessen Varianz benötigt. Derzeit werden hierfür vor allem zwei Ansätze diskutiert

und verwendet: Der erste findet seinen Ursprung in der Arbeit von Buckland, Burnham

und Anderson (1997), die vorschlagen die Varianz von ˆ̄θ gemäß

V̂ar(ˆ̄θ) =

{
k∑

κ=1

wκ

√
V̂ar(θ̂κ|Mκ) + (θ̂κ − ˆ̄θ)2

}2

(4.12)
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zu schätzen, wodurch – wie im bayesianischen Kontext – sowohl die Varianz innerhalb

der Modelle als auch die Varianz zwischen den Modellen berücksichtigt wird. Dieser

Vorschlag ist in erster Linie pragmatisch motiviert und nicht zu 100% korrekt. So zeigen

Hjort und Claeskens (2003), dass die aus (4.12) bestimmten Konfidenzintervalle die

vorgegebene Sicherheit in der Regel nicht exakt einhalten. Insbesondere die Simulati-

onsstudien in Kapitel 6 legen jedoch auch nahe, dass die Verwendung von (4.12) meist

zu sehr guten und realistischen Ergebnissen führt, die den Ansprüchen die Unsicherheit

bezüglich der Modellselektion zu berücksichtigen, gerecht wird.

Alternativ bieten sich Bootstrap-Verfahren zur Schätzung der Varianz an. Hierbei wer-

den in der Regel die Beobachtungen (und nicht etwa – wie sonst häufig – die Residuen)

zum Resampling verwendet und B Bootstrap-Stichproben von gleichem Umfang wie in

den Originaldaten gezogen. In jeder Bootstrap-Stichprobe bj, j = 1, . . . , B, wird ˆ̄θbj

berechnet und gemäß der Stichprobenvarianz ergibt sich

V̂ar(ˆ̄θ) =
1

B − 1

B∑
j=1

(ˆ̄θbj
− ˆ̄̄

θB)2 , (4.13)

wobei
ˆ̄̄
θB = 1

B

∑B
j=1

ˆ̄θbj
. Sowohl die Datenbeispiele von Buckland, Burnham und Ander-

son (1997) als auch die Simulationen von Candolo, Davison und Demétrio (2003) legen

nahe, dass die Verwendung von (4.13) zu vernünftigen Ergebnissen führt, die in etwa in

der Größenordnung von (4.12) liegen.

4.2.5 Modellmittelung in der Faktorenanalyse

Der folgende Abschnitt soll am Beispiel einer explorativen Maximum-Likelihood-Fak-

torenanalyse exemplarisch aufzeigen, wie die Ideen frequentistischer Modellmittelung

außerhalb traditioneller Regressionsbeispiele im Rahmen multivariater, statistischer Mo-

dellierung verwendet werden könnten. Einige Kernkonzepte und die daraus resultieren-

den Chancen und Risiken werden an dieser Stelle eher knapp erläutert; eine detaillierte

Diskussion erfolgt in Abschnitt 7.3 anhand eines konkreten Datenbeispiels.

Der Grundgedanke der Faktorenanalyse besteht darin, die Information einer Datenma-

trix, die sich aus p beobachtbaren Variablen zusammensetzt, in Form einer geringeren

Anzahl von k latenten Faktoren zusammenzufassen; also die Dimension der Daten so-

weit zu reduzieren, dass möglichst wenige Faktoren möglichst viel der Variation der
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ursprünglichen Datenmatrix wiedergeben und gegebenenfalls zur inhaltlichen Interpre-

tation und für weitere Analysen verwendet werden können. Die Wahl einer geeigne-

ten Anzahl an Faktoren ist ein klassisches Modellselektionsproblem, das in praktischen

Fragestellungen meist über Likelihood-Quotienten-Tests, ad-hoc Ansätzen wie dem Ei-

genwertkriterium (Guttmann (1954)) oder dem Scree-Plot (Cattell (1966)) sowie auf

Basis bekannter Kriterien (z.B. AIC, SBC, CV) gelöst wird, vergleiche hierzu auch Costa

(1996). Unabhängig von der dafür gewählten Methodik und den damit eventuell indivi-

duell auftretenden Problemen verursacht auch hier der datengestütze Selektionsschritt

eine Unsicherheit, die bei den klassischen Inferenzprozeduren nicht berücksichtigt wird.

Gegeben sei das faktoranalytische Modell

X ′ = Γ(k)F (k) + U , (4.14)

wobei X die n × p Matrix der beobachteten Daten, Γ(k) die p × k Ladungsmatrix, F

die k × n Matrix der k Faktoren und U die p × n Matrix der Störterme beschreibt,

k < p. Die Matrizen F , U und X werden dabei jeweils als multivariat normalverteilt

angenommen mit Erwartungswert 0 und den zugehörigen Kovarianzmatrizen I, Ψ =

diag(Ψ2
1, . . . , Ψ

2
p)

′ und Σ = Γ(k)Γ(k)′ + Ψ. Eine Möglichkeit die Anzahl der Faktoren in

einer Maximum-Likelihood-Faktorenanalyse zu bestimmen, liegt in der Verwendung von

Akaikes Informationskriterium,

AICFA = −2L(Γ̂(k), Ψ̂) + 2K

∝ ln det Σ̂ + sp(SΣ̂−1) + 2p(k + 1) − k(k − 1) , (4.15)

wobei Γ̂(k) und Ψ̂ die ML-Schätzungen von Γ(k) und Ψ bezeichnen, S die empirische

Kovarianzmatrix von X ist und Σ̂−1 = (Γ̂(k)Γ̂(k)′ + Ψ̂)−1, vergleiche hierzu auch Akaike

(1987). In Analogie zu dem Vorgehen in Abschnitt 4.2.1 und unter Verwendung der

exponentiellen AIC-Gewichte (4.6) erhält man einen FMA-Schätzer für Γ bzw. Ψ zu

ˆ̄Γ =
k∗∑

κ=1

w(3)
κ Γ̂(k)

κ bzw. ˆ̄Ψ =
k∗∑

κ=1

w(3)
κ Ψ̂κ , (4.16)

wobei k∗ die Anzahl der Kandidatenmodelle beschreibt. Voraussetzung für die Ver-

wendung von (4.16) ist dabei die Beachtung des Rotationsproblems bei der Schätzung

von Γ(k): Nur wenn bei allen betrachteten k∗ Modellen die gleiche Rotationsmetho-

de für die entsprechende Ladungsmatrix verwendet wird, ergibt der zugehörige FMA-

Schätzer einen Sinn. Auch wenn in der explorativen Faktorenanalyse üblicherweise die
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Punktschätzungen, insbesondere diejenigen von Γ, von Interesse sind, so kann gegebenen-

falls natürlich auch deren Varianz, beispielsweise über Bootstrapping wie in Abschnitt

4.2.4 beschrieben, geschätzt werden. Zu Ende von Abschnitt 7.3 wird diese Problematik

noch einmal aufgegriffen und diskutiert.

Die Nachteile und Beschränkungen eines Modellmittelungsschätzers in der Faktoren-

analyse ergeben sich größtenteils aus der Faktorenanalyse selbst: Die Verwendung des

ML-Prinzips führt oftmals zu unzulässigen Lösungen; dies bedeutet, dass durch den

iterativen Schätzprozess ein oder mehrere Ψi, i = 1, . . . , p, der Einzelrestvarianz Ψ klei-

ner als Null geschätzt werden. Solche Resultate, in der Literatur öfter auch als Heywood

cases bezeichnet, ergeben keinen Sinn und werden bei der Verwendung statistischer Soft-

ware gesondert gekennzeichnet und oftmals auf Ψi = 0 gesetzt. Es besteht jedoch auch

die Möglichkeit, dass die unzulässigen Lösungen nicht auf das Maximum-Likelihood-

Prinzip, sondern auf eine geringe Stichprobengröße, wenige Variablen oder Ausreißer

zurückzuführen sind, vergleiche insbesondere Khattree und Naik (2000, Seite 155 ff.)

und die dort angegebenen Referenzen. Generell sind Resultate bei denen unzulässige

Fälle auftreten mit Vorsicht zu genießen und sehr genau zu analysieren; es existieren

jedoch zahlreiche Beispiele bei denen diese Problematik vernachlässigt werden kann und

die Ergebnisse im Allgemeinen gut interpretiert werden können, vergleiche hierzu auch

Abschnitt 7.3. Offensichtlich wird der gemittelte Schätzer ˆ̄Ψ nur äußerst selten nicht-

positive Elemente enthalten; seine Sinnhaftigkeit muss jedoch kritisch überprüft werden,

wenn auch nur eine Einzelrestvarianz Ψ̂i ein negatives (bzw. von der Software auf Null

gesetztes) Element enthält.

Ein weiterer kritischer Punkt betrifft generell die Betrachtung kleiner Stichproben: Es

können sich hier Probleme mit der Annahme der multivariaten Normalverteilung ergeben

(Khattree und Naik (2000)); auch ist eine Korrektur des AIC, wie in Abschnitt 3.3.4

erläutert, im Kontext der Faktorenanalyse nicht möglich.





5. Berücksichtigung fehlender Werte

Statistische Verfahren, insbesondere auch im Kontext von Modellselektion und Modell-

mittelung, gehen meist von der vollständigen Kenntnis aller Beobachtungen einer Da-

tenmatrix D aus. In der Praxis sind fehlende Werte jedoch ein häufig auftretendes Pro-

blem, das unterschiedlichste Ursachen besitzen kann: Werden Daten durch Interviews

gewonnen, so besteht die Möglichkeit, dass die befragten Personen Antworten verwei-

gern, Fragen nicht beantworten können oder bei Meinungsumfragen ihre Präferenz nicht

ausdrücken können. Auch die Interviewer selbst können für das Fehlen von Datenmate-

rial verantwortlich sein; beispielsweise wenn Fragen übersehen oder unleserlich notiert

werden. Bei klinischen Studien, die über einen längeren Zeitraum durchgeführt wer-

den, ist es keine Seltenheit, dass Patienten nicht über die volle Zeitspanne beobachtet

werden können oder erst zu einem späteren Zeitpunkt überhaupt in die Studie eintre-

ten. Naturwissenschaftliche und industrielle Experimente benötigen oft den Einsatz von

Messgeräten, die unter bestimmten Umständen keine Messungen liefern, so etwa bei

sehr geringen Konzentrationen eines Stoffes oder ungewöhnlichen Versuchsbedingungen.

Auch in der Biologie und Landwirtschaft kann die Zerstörung von Testfeldern zum Aus-

fall ganzer Datenblöcke führen.

Um das Auftreten fehlender Beobachtungen im Rahmen statistischer Modellierung und

Inferenz zu berücksichtigen, bedarf es insbesondere einer genauen Analyse des Fehlend-

mechanismus, also der Frage, ob dem Fehlen der Werte eine bestimmte Systematik zu-

grunde liegt oder nicht. Sei D eine n × p Datenmatrix und F eine Indikatormatrix

derselben Dimension, für die gilt:

Fij =

{
1, falls die Beobachtung Dij vollständig ist

0, falls die Beobachtung Dij fehlt
.

Unterscheidet man zwischen den beobachteten Daten Dobs und den fehlenden Daten

Dmis, so lässt sich gemäß Rubin (1976) der Fehlendmechanismus über die bedingte
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des durch F charakterisierten Fehlendprozesses beschreibt. Gilt

f(F |D; ξ) = f(F |Dobs, Dmis; ξ) = f(F |ξ) ∀D ,

so wird der Fehlendmechanismus als missing completely at random, kurz MCAR, be-

zeichnet. Die Werte fehlen unter diesen Voraussetzungen rein zufällig; ihre Fehlwahr-

scheinlichkeit ist damit unabhängig von allen beobachtbaren wie auch unbeobachtbaren

Faktoren. Hängt die Fehlwahrscheinlichkeit dagegen nur von beobachteten Werten ab,

wodurch für die bedingte Dichte f(F |D; ξ) offensichtlich

f(F |D; ξ) = f(F |Dobs, Dmis; ξ) = f(F |Dobs; ξ) ∀Dmis

gilt, so wird der Fehlendmechanismus als missing at random (MAR) bezeichnet. Liegt

weder ein MCAR- noch ein MAR-Prozess vor, so wird der Fehlendmechanismus als

missing not at random (MNAR) bzw. nonignorable bezeichnet. Die fehlenden Werte

hängen dabei explizit von unbeobachtbaren Quantitäten ab und für die bedingte Dichte

lässt sich keine Vereinfachung vornehmen:

f(F |D; ξ) = f(F |Dobs, Dmis; ξ) .

In der Literatur existieren eine Vielzahl an Vorschlägen, wie mit der Problematik feh-

lender Werte umgegangen werden kann; detaillierte Erläuterungen zu den gängigsten

Verfahren finden sich unter anderem bei Little und Rubin (2002), Molenberghs und

Kenward (2007) sowie Rao et al. (2008, Kapitel 8) und den dort angegebenen Refe-

renzen; inwieweit diese Verfahren in statistischer Software implementiert sind, erläutern

Horton und Kleinman (2007). Grundsätzlich lassen sich nahezu alle Prozeduren in die

folgenden drei Bereiche untergliedern:

1. Betrachtung der vollständigen Fälle. Hierbei wird jedwede statistische Metho-

dik auf den Subdatensatz Dc
∗, der nur die vollständigen Beobachtungen (yobs

i ,xobs
i ) ∈

D∗ enthält, angewandt. Dieses Vorgehen wird gemeinhin auch als Complete Case

Analyse bzw. listwise deletion bezeichnet und bedeutet keinen zusätzlichen Ar-

beitsaufwand für die statistische Analyse. Problematisch erscheint hierbei jedoch

die Größe des Stichprobenumfangs, der sich insbesondere bei einer großen Anzahl

an Variablen potentiell stark verringern kann, da bereits ein fehlender Wert je Be-

obachtungszeile Di = (yi,xi) genügt, damit eine komplette Zeile des Datensatzes

Verteilung f(F |D; ξ) = f(F |Dobs, Dmis; ξ) spezifizieren, wobei ξ die Parametrisierung
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entfernt werden muss. So erläutern etwa Little und Rubin (2002), dass bei einer

Fehlendwahrscheinlichkeit von 10% je Wert Dij und 20 Variablen für eine Analyse

nur noch etwa 13% der Fälle zur Verfügung stehen.

Ist der Fehlendmechanismus MCAR, so sind konsistente Schätzer für den Daten-

satz der vollständigen Fälle Dc
∗ weiterhin konsistent, da effektiv ein repräsentativer

Subdatensatz der Stichprobe vorliegt. Bei MAR-Szenarien gilt diese Aussage nicht

mehr ohne Einschränkung; in der Regel muss mit verzerrten Schätzungen gerech-

net werden. Eine Ausnahme bildet hierbei jedoch der interessante Spezialfall der

Schätzung der Regressionsparameter bei linearen und logistischen Regressionsmo-

dellen. Hängt hier das Fehlen der Werte in den Kovariablen nicht vom Response

ab, so sind die Schätzungen weiterhin konsistent, vergleiche hierzu auch Little

(1992) und Vach (1994). Bei MNAR können meist keine allgemeingültigen Aus-

sagen bezüglich der Konsistenz getroffen werden. Zu erwähnen sind jedoch auch

hier die Auswirkungen auf die Parameterschätzungen in der linearen Regression:

Hängt das Fehlen eines Wertes in den Kovariablen nur von dieser Variable selbst

ab, was einen MNAR-Fehlendmechanismus impliziert, so sind die Schätzungen der

Regressionsparameter weiterhin konsistent, da der Wertebereich der Kovariablen

zwar eingeschränkt ist, die Werte selbst jedoch repräsentativ bleiben; vergleiche

auch Fieger (2001).

Aus den oben angeführten Überlegungen ist ferner klar, dass aufgrund der Verrin-

gerung des Stichprobenumfangs jeder MSE-konsistente Schätzer bei MCAR- und

MAR-Szenarien für den Subdatensatz der vollständigen Fälle weniger effizient ist,

als derselbe Schätzer für den vollständigen Datensatz ohne fehlende Werte. Bei

MNAR-Fehlendmechanismen kann darüber keine Aussage getroffen werden.

2. Imputationsansätze. Anstatt fehlende Beobachtungen zu verwerfen, liegt es na-

he, diese durch
”
sinnvolle“ Werte zu ersetzen und die statistische Methodik auf

den aufgefüllten Datensatz anzuwenden. Ein solches Vorgehen wird als Imputation

bezeichnet. In der Literatur existieren eine Vielzahl an Vorschlägen wie fehlende

Werte ersetzt werden können; einige dieser Methoden können als ad-hoc bezeich-

net werden, da sie vor allem pragmatisch motiviert sind und eine unkomplizierte

Anwendung garantieren sollen: Dazu gehören unter anderem die Mittelwertsimpu-

tation, bei der fehlende Werte schlicht durch das arithmetische Mittel bzw. den

Median oder Modus der entsprechenden Variablen ersetzt werden sowie LOCF

(Last Observation Carried Forward), das in longitudinalen Studien fehlende Wer-

te durch den letzten beobachteten Wert der Untersuchungseinheit auffüllt. Solche
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Prozeduren führen in der Regel zu verzerrten Schätzungen und unterschätzen die

Varianz, vergleiche beispielsweise Cook, Zeng und Yi (2004).

Andere Methoden setzen darin an, die Struktur der Beobachtungen untereinander

bzw. die Abhängigkeiten zwischen den Variablen auszunutzen, um Werte zu impu-

tieren: Bei der k-Nächste-Nachbarn (kNN) Methode (Chen und Shao (2000), Got-

tardo (2008)) werden über die euklidische Distanz oder die Stichprobenkorrelation

die k nächsten Nachbarn der Beobachtung mit dem fehlenden Wert bestimmt. Die-

se Nachbarn dürfen keine fehlenden Werte enthalten. Das (gewichtete) Mittel der

Nachbarn dient dann als Imputation für den fehlenden Wert. Regressionsimputa-

tionen (Little und Rubin (2002)) versuchen dagegen die Abhängigkeitsstruktur der

Variablen durch Regressionsmodelle zu erfassen. Dabei werden alle vollständigen

Fälle, also die Complete Cases, zum anpassen eines Regressionsmodells verwen-

det, bei dem die Variable, die den fehlenden Wert enthält, als Response betrachtet

wird und alle anderen Variablen (oder eine Untermenge davon) als Kovariablen.

Auf Basis dieses Modells wird dann der Vorhersagewert der Regression für die

interessierende Beobachtung zum Imputieren verwendet. Dem Regressionsmodell

können auch stochastische Fehlerterme hinzugefügt und/oder statt den geschätzten

Regressionsparametern auch Realisationen ihrer geschätzten (posteriori-) Vertei-

lung verwendet werden, vergleiche Schafer (1997) sowie Abschnitt 5.1.2 für eine

ausführliche Diskussion dieser Methoden.

Häufig verwendet werden auch verteilungsbasierte Imputationen. Dabei wird ein

multivariates Verteilungsmodell für die Daten spezifiziert und anschließend aus der

prädiktiven a-posteriori-Verteilung der fehlenden Daten gegeben die beobachteten

Daten

p(Dmis|Dobs) =

∫
p(Dmis|Dobs; θ) p(θ|Dobs) dθ (5.1)

die notwendigen Imputationswerte gezogen. Dabei beschreibt p(Dmis|Dobs; θ) die

bedingte prädiktive Verteilung der fehlenden Werte, gegeben die beobachteten

Werte und Parametervektor θ, was ausdrücklich eine stochastische Imputation

impliziert und im Spezialfall auch als die oben angedeutete stochastische Regressi-

onsimputation aufgefasst werden kann. Entscheidender Unterschied ist jedoch die

zusätzliche Berücksichtigung der posteriori-Verteilung p(θ|Dobs) der Modellpara-

meter. Diese wird aus einer, möglicherweise nicht-informativen, a-priori-Verteilung

p(θ) sowie der Likelihoodfunktion L(θ|D) bestimmt und berücksichtigt die Unsi-

cherheit bezüglich (der Schätzung von) θ. Bei einem solchen Vorgehen ergeben sich

unter anderem die folgenden, zu diskutierenden Punkte:
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• Es stellt sich die Frage, welches multivariate Verteilungsmodell konkret für die

Daten spezifiziert werden sollte. In der Regel wird die multivariate Normalver-

teilung verwendet. Auch wenn in den wenigsten Datensätzen von ausschließ-

lich metrischen Variablen ausgegangen werden kann, so finden sich dennoch

zahlreiche Beispiele in der Literatur, die bestätigen, dass die Verwendung der

multivariaten Normalverteilung als Imputationsmodell in der Regel zu ähnlich

guten Ergebnissen führt wie komplexere Alternativen, vergleiche hierzu auch

Schafer (1997), King et al. (2001) und die dort angegebenen Referenzen. Al-

ternativ ergibt sich auch die Möglichkeit, die Daten geeignet zu transformieren

bevor die Verteilung festgelegt wird und erst nach dem Imputationsschritt zu

retransformieren.

• Die analytische Berechnung von (5.1) ist – abgesehen von Spezialfällen – im

Allgemeinen nicht möglich. Dies liegt insbesondere an der komplexen und

aufwändigen Berechnung der Likelihood L(θ|D), vergleiche hierzu auch den

weiter unten angeführten Punkt 3., und damit der Ziehung der Modellpara-

meter aus der posteriori-Verteilung p(θ|Dobs). Es existieren jedoch mehrere

Algorithmen mit denen sich die Ziehung aus (5.1) sehr gut simulieren lässt: An

erster Stelle muss dabei sicherlich der weit verbreitete Imputation-Posterior-

Algorithmus (IP, Schafer (1997)) genannt werden. Dieser benötigt in der

Implementation MCMC-Verfahren, weswegen in einigen Situationen mit ei-

nem erheblichen Zeitaufwand gerechnet werden muss. In den letzten Jahren

werden deshalb zunehmend schnellere Verfahren benötigt und verwendet, so

etwa ein Bootstrap-Ansatz von Honaker, King und Blackwell (2008), verglei-

che auch Abschnitt 5.1.2. Prinzipiell kann auch die Strategie verfolgt werden,

anstatt einer multivariaten Verteilung für die komplette Datenmatrix, nur die

bedingten Verteilungen für jede einzelne Variable zu spezifizieren und im Sti-

le eines Gibbs-Samplers iterativ aus diesen Randverteilungen zu ziehen um

damit Imputationen zu erhalten, die als Ziehungen aus der gemeinsamen, mul-

tivariaten (theoretischen) Verteilung aufgefasst werden können (sofern diese

existiert). Ein Überblick für ein solches Vorgehen, das häufig auch als Ful-

ly Conditional Specification bezeichnet wird, findet sich unter anderem bei

Drechsler und Rässler (2008).

• Ungeachtet der oben vorgestellten Möglichkeiten der Imputation, ergibt sich

die Problematik der Unsicherheit bezüglich des Imputationsmodells und da-
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mit auch der Imputationen selbst, die implizit von der Stichprobe abhängen.

Verteilungsbasierte Ansätze ermöglichen die Berücksichtigung dieser Unsi-

cherheit in der Inferenz. Hierfür werden M Imputationen aus der prädiktiven

a-posteriori-Verteilung (5.1) gezogen. Daraus ergeben sich M neue Datensätze

D(m), m = 1, . . . , M . Der resultierende Schätzer

θ̂M =
1

M

M∑
m=1

θ̂(m) (5.2)

ist damit das Mittel der Schätzer θ̂(m) aus den imputierten Datensätzen D(m).

Seine Varianz erhält man zu

Var(θ̂M) =
1

M

M∑
m=1

Var(θ̂(m)) +
M + 1

M(M − 1)

M∑
m=1

(θ̂(m) − θ̂M)2 , (5.3)

wobei der erste Term die Varianz innerhalb der imputierten Datensätze be-

schreibt und der zweite Term die Varianzen zwischen den Datensätzen. Für

die theoretische Rechtfertigung der multiplen Imputation (Rubin (1978), Ru-

bin (1996)) sei an dieser Stelle auf Little und Rubin (2002) und Molenberghs

und Kenward (2007) verwiesen.

Aus den oben angeführten Überlegungen wird klar, dass die Auswahl geeigneter

Imputationsmethoden größte Sorgfalt erfordert und insofern auch ein gewisses Ge-

fahrenpotential beherbergt. Dempster und Rubin (1983) kommentieren dies wie

folgt:

”The idea of imputation is both seductive and dangerous. It is seductive because it can lull

the user into the pleasurable state of believing that the data are complete after all. It is

dangerous because it lumps together situations where the problem is sufficiently minor that

it can be handled in this way and situations where standard estimators applied to the real

and imputed data have substantial biases“

3. Explizite Berücksichtigung der fehlenden Werte in der Inferenz. Anstatt

die fehlenden Beobachtungen schlicht zu verwerfen oder durch Imputationen zu

ersetzen, besteht auch die Möglichkeit in der Inferenz explizit auf diesen Umstand

einzugehen:

(i) Gewichtungsansätze. Das Konzept von Gewichtungsansätzen besteht darin,

ein Modell für die Wahrscheinlichkeit einer vollständigen Beobachtung, πi =

P (Fi = 1p), Fi = (Fi1, . . . , Fip), für alle Beobachtungen Di, i = 1, . . . , n, an-

zupassen und die daraus gewonnenen geschätzten inversen Wahrscheinlichkei-

ten 1/π̂i im weiteren Inferenzprozess als Gewichte für die vollständigen Fälle



75

zu verwenden. Dieses Konzept basiert auf der Idee des Horvitz-Thompson-

Schätzers (Horvitz und Thompson (1952)). Es ermöglicht fehlende Beob-

achtungen explizit im Inferenzprozess zu berücksichtigen und führt unter

einem MAR- oder MCAR-Fehlendmechanismus und angemessenen Regula-

ritätsvoraussetzungen zu konsistenten Schätzungen; aufgrund des Verwerfens

der unvollständigen Beobachtungen muss jedoch – ähnlich dem Vorgehen bei

einer Complete Case Analyse – mit einem Effizienzverlust gerechnet werden,

vergleiche hierzu beispielsweise Clayton et al. (1998). Die Wahrscheinlichkei-

ten πi können prinzipiell über logistische Regressionsmodelle bzw. generali-

sierte additive Modelle geschätzt werden, siehe auch Hens, Aerts und Molen-

berghs (2006) sowie Abschnitt 5.1.1 und Kapitel 6. Wie sich eine Misspezifi-

kation eines solchen Modells bzw. die Unsicherheit in der Wahl geeigneter Ko-

variablen bei logistischen Regressionsmodellen und Glättungsparameter bei

additiven Modellen auswirkt, ist bisher weitgehend ungeklärt. Kapitel 6 zeigt,

dass zumindest im Kontext von Modellselektion und Modellmittelung mit ei-

ner Unterschätzung der Varianz gerechnet werden muss. Um die Effizienz von

Schätzern auf der Basis der oben beschriebenen Gewichtungsansätze zu ver-

bessern, existieren Verfahren, die auch die nicht-vollständigen Fälle explizit

berücksichtigen. Allgemein sind solche Ansätze in der Literatur unter der Be-

zeichnung double robustness bekannt. Eine Einführung hierzu sowie zahlreiche

Verweise auf die Originalliteratur findet man unter anderem bei Molenberghs

und Kenward (2007, Kapitel 10). Die Umsetzung dieser Verfahren an kon-

kreten Datenbeispielen ist aufgrund ihrer Komplexität bisher jedoch nur sehr

beschränkt möglich. Ferner erfordern sie die Spezifikation eines zusätzlichen

Fehlendmodells, wodurch weitere Unsicherheit entsteht.

(ii) Modellbasiertes Vorgehen. Prinzipiell gilt unter der MAR-Annahme, dass die

Maximierung der beobachteten Likelihood

L(θ|Dobs) =

∫
f(Dobs, Dmis; θ) dDmis (5.4)

bei einer korrekten Spezifizierung des Datenmodells zu korrekten ML-Schätz-

ungen für θ führt, vergleiche in etwa Little und Rubin (2002) oder Fie-

ger (2001). Um die ML-Schätzungen für ein konkretes Datenbeispiel zu be-

stimmen werden für die Maximierung jedoch meist der Newton-Raphson-

Algorithmus bzw. Scoring-Methoden benötigt, die beide auf die Matrix der

zweiten Ableitungen der Likelihood-Funktion angewiesen sind. Die Einträge
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dieser Matrix sind für nicht monotone Fehlendmuster in den Daten in der Re-

gel komplexe Funktionen von θ, weswegen die Berechnung der ML-Schätzung

sehr aufwändig bzw. nicht möglich ist. Für die Bestimmung der Schätzungen

werden daher üblicherweise iterative Methoden verwendet; der Gold-Standard

ist dabei der EM-Algorithmus (Dempster, Laird und Rubin (1977)), der oh-

ne die Matrix der zweiten Ableitungen auskommt; eine detaillierte Beschrei-

bung hierfür findet sich unter anderem bei Schafer (1997). Generell lässt

sich ein modellbasiertes Vorgehen auch bayesianisch motivieren und umset-

zen; wie in Punkt 2. bereits angedeutet, ist es hierfür nur nötig der Likelihood

L(θ|Dobs) eine priori-Verteilung p(θ) hinzuzufügen und jedwede Inferenz auf

die entsprechende posteriori-Verteilung zu stützen. Insbesondere bei Regres-

sionsproblemen, bei denen stets die bedingte Verteilung des Response von

Interesse ist, führt die für fehlende Werte in den Kovariablen komplexe Like-

lihood jedoch meist dazu, dass die marginalen posteriori-Verteilungen nicht

mehr bestimmbar sind und aufwändig approximiert werden müssen, verglei-

che hierzu insbesondere Little (1992).

Im Allgemeinen lassen sich verteilungsbasierte Ansätze, die, wie oben be-

schreiben, explizit die Problematik fehlender Daten miteinbeziehen, natürlich

nur dann durchführen, wenn eine Likelihood spezifiziert werden kann. Bei

Quasi-Likelihood-Ansätzen, wie beispielsweise bei marginalen Modellen (GEE,

Liang und Zeger (1986)) häufig verwendet, ist ein solches Vorgehen nicht

möglich. Ausführliche Betrachtungen zu dieser Thematik findet man bei Kast-

ner (2001) und Molenberghs und Kenward (2007).

In den folgenden Abschnitten 5.1 und 5.2 werden einige der oben angedeuteten Kern-

konzepte noch einmal ausführlich erörtert, im Kontext von Modellselektion und Modell-

mittelung verwendet und hierfür gegebenenfalls auch erweitert.

5.1 Modellselektion bei fehlenden Daten

Wie in Kapitel 3 ausführlich beschrieben, existieren eine Vielzahl an Konzepten zur

Konstruktion von Modellwahlkriterien. Die meisten dieser Ansätze sind durch gewis-

se Optimalitätsüberlegungen motiviert; so wird beispielsweise bei Kreuzvalidierungs-

ansätzen der erwartete Vorhersagefehler minimiert, bei informationstheoretischen Kri-

terien wie dem AIC die Kullback-Leibler-Distanz, bei bayesianischen Ansätzen steht die
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Maximierung der posteriori-Wahrscheinlichkeit eines Modells im Vordergrund und die

MDL-Methodik sucht nach einem kürzesten Code um Daten zu ver- und entschlüsseln.

Viele Kriterien und Verfahren besitzen darüber hinaus noch Optimalitätseigenschaften

wie Effizienz bzw. Konsistenz, die in Abschnitt 3.6 ausführlich beschrieben werden. All

diese Optimalitätsbetrachtungen gehen von vollständigen Beobachtungen aus. Es ist

klar, dass insbesondere für nicht-MCAR Fehlendmechanismen in Frage gestellt werden

muss, wie sehr die Konstruktionskonzepte bei fehlenden Daten von den beschriebenen

Verfahren noch erfasst werden können und ob es nötig ist, Kriterien gegebenenfalls zu

adjustieren. Im folgenden Abschnitt 5.1.1 soll exemplarisch erläutert werden, wie die

Modifikation des AIC für fehlende Daten ausschauen kann. Die Idee ist der Einbezug

eines Gewichtungsansatzes, wie oben rudimentär erläutert, und geht auf Hens, Aerts

und Molenberghs (2006) zurück. In Abschnitt 5.1.2 wird die Möglichkeit der Verwen-

dung von Imputationen diskutiert. Die Auswahl der Imputationsmethoden steht dabei

repräsentativ für verschiedenste Herangehensweisen innerhalb der oben angedeuteten

Ansätze und orientiert sich dabei primär an einer praktikablen Umsetzbarkeit für reelle

Datenprobleme; zusätzlich wird das Konzept der Regressionsimputation verallgemeinert

und in Form eines rekursiven Algorithmus vorgestellt. Um die Unsicherheit, die durch

den Selektionsschritt verursacht wird, zu berücksichtigen, werden in Abschnitt 5.2 die

vorgestellten Methoden adjustiert und erweitert.

5.1.1 Gewichtetes Akaike Kriterium (AICW )

Das für fehlende Daten adjustierte, gewichtete Informationskriterium AICW (Hens, Aerts

und Molenberghs (2006)) basiert auf dem Konzept des Horvitz-Thompson-Schätzers

(Horvitz und Thompson (1952)). Jede Beobachtung wird dabei mit ihrer inversen Aus-

wahlwahrscheinlichkeit gewichtet. Sei

δi =

{
1, für eine vollständige i-te Beobachtung Di = (yi,xi)

0, für eine unvollständige i-te Beobachtung Di = (yi,xi)

sowie πi = P (δi = 1) die zugehörige Wahrscheinlichkeit einer vollständigen Beobachtung,

dann können die folgenden Gewichte

wi =
δi

πi

(5.5)
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definiert werden. Man erhält das gewichtete Informationskriterium AICW zu

AICW = −2
n∑

i=1

wi · log f(yi|θ̂W ) + 2K , (5.6)

wobei θ̂W den gewichteten ML-Schätzer bezeichnet, also den Schätzer der die logarith-

mierte Likelihood log fw(y|θ) =
∑

i wi log f(yi|θ) auf Basis der Gewichte (5.5) maximiert.

Für das lineare Regressionsmodell y = Xβ + ε, ε ∼ N(0, σ2I), μ = Xβ, erhält man das

Kriterium offensichtlich zu

AICW,LM = −2
n∑

i=1

wi · log f(yi|μ̂W , σ̂2
W ) + 2K

∝
n∑

i=1

wi · log

(∑n
i=1 wiε̂

2
i∑n

i=1 wi

)
+ 2K , (5.7)

wobei ε̂i die geschätzten Residuen des gefitteten Modells bezeichnen. Die Gewichte wi

sind in der Regel unbekannt und müssen, vorzugsweise nonparametrisch, beispielsweise

über ein generalisiertes additives Modell, geschätzt werden.

Die Rechtfertigung des Kriteriums liegt in der Feststellung, dass die Verwendung der

gewichteten Kullback-Leibler-Distanz bei fehlenden Daten und unter Verwendung der

Gewichte (5.5) genau der Kullback-Leibler-Distanz (3.22) für den vollen Datensatz ent-

spricht, also

KLW (f(y), f(y; θ)) = E

{
n∑

i=1

δi

πi

log[f(yi)/f(yi; θ)]

}

=
n∑

i=1

E{log[f(yi)/f(yi; θ)]}

gilt (vgl. Hens, Aerts und Molenberghs (2006, Seite 2507)) und das gewichtete Kriterium

AICW als Schätzer der KL-Distanz insofern als sinnvoll erscheint. Diese Überlegungen

können jedoch nicht herangezogen werden, um für das gewichtete Akaike-Kriterium die

asymptotische Effizienz nachzuweisen. Obgleich die Autoren mit diesem Gewichtungsan-

satz ein gängiges statistisches Prozedere für das Auftreten fehlender Daten aufgreifen, so

existieren dennoch einige kritische Punkte, die in der konkreten Anwendung Probleme

bereiten können:
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• In der Regel sind die Gewichte (5.5) unbekannt und müssen geschätzt werden.

Hens, Aerts und Molenberghs (2006) schlagen vor, dies nonparametrisch, bevor-

zugt über generalisierte additive Modelle, zu versuchen, da zu erwarten ist, dass∑n
i=1 ŵi =

∑n
i=1 δi/π̂i ≈ n. Dies ist korrekt, allerdings entsteht dadurch ein wei-

terer Modellselektionsschritt, der zusätzliche Unsicherheit mit sich bringt: In der

nonparametrischen Regression ist es nötig, sich für einen Glättungsparameter, bei-

spielsweise über das generalisierte Kreuzvalidierungskriterium GCV, zu entschei-

den, wodurch – wie in Kapitel 4 ausführlich erläutert – eine Unsicherheit entsteht,

die korrekterweise in der Inferenz berücksichtigt werden müsste. Die Simulations-

ergebnisse aus Kapitel 6 bestätigen, dass dieser Effekt keineswegs vernachlässigbar

ist. Auch ist nicht klar, welche Kovariablen in einem konkreten Datenbeispiel (bei

dem in vielen Kovariablen Werte fehlen und bei dem der Fehlendmechanismus

nicht eindeutig geklärt werden kann) potentiell in das entsprechende GAM aufge-

nommen werden sollten; Liegen n und p in einem ähnlichen Größenbereich ist es

allein aus technischer Sicht oft nicht möglich ein generalisiertes additives Modell

zu fitten. Eine willkürliche Auswahl der Kovariablen kann problematisch sein; dies

verdeutlicht eine Simulation von Schomaker (2006, Abschnitt 4.2.3), der zeigt,

dass sich die Wahl der Kovariablen in einem GAM auf die Resultate des AICW

entscheidend auswirken kann.

• Hens, Aerts und Molenberghs (2006) verweisen darauf, dass das Verhalten des

AICW am besten über Simulationsstudien erkundet werden kann. Die Autoren

studieren darauf aufbauend verschiedene Modellselektionssituationen im Kontext

linearer Modelle, designbasierter Stichproben und nonparametrischer Regression,

bei denen allesamt ein MAR-Fehlendmechanismus angenommen wird. Sie kommen

in allen betrachteten Situationen zum Schluss, dass der Gewichtungsansatz in der

Regel bessere Ergebnisse liefert als eine Complete Case Analyse. Diese Aussage

stellt sich bei einer detaillierten Betrachtung der Resultate, beispielsweise Hens,

Aerts und Molenberghs (2006, Tabelle 2), als falsch heraus. Ähnlich dem Vorgehen

von Claeskens und Consentino (2008) werden überangepasste Modelle als korrekt

gewertet und gehen folglich mit in die Interpretation der Resultate ein. Es stellt

sich heraus, dass die – durchweg guten – Ergebnisse vor allem diesem Umstand zu

verdanken sind und deshalb mit Vorsicht genossen werden müssen. Die Simulati-

onsstudien von Schomaker (2006) konstatieren dem AICW einen besonders stark

ausgeprägten Hang zur Wahl überangepasster Modelle, was bei der Interpretation

konkreter Anwendungsbeispiele zusätzlich berücksichtigt werden sollte.
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5.1.2 Selektion nach Imputation

Um die Problematik fehlender Daten in der Modellselektion zu berücksichtigen, liegt

es nahe, Werte auf Basis eines der oben beschrieben Verfahren zu imputieren und den

Selektionsschritt auf dem aufgefüllten Datensatz Dimp durchzuführen. Für eine Menge an

Kandidatenmodellen M = {M1 . . . , Mk} wird hierbei also dasjenige Modell Mκ ∈ M
gewählt, das ein Kriterium oder Verfahren Γ, wie in Kapitel 3 beschrieben, auf Dimp

minimiert (bzw. maximiert) und somit zu der Wahl des Parameterschätzers

θ̂imp = θ̂κ : arg min
Mκ∈M

{Γ(Mκ; θ̂κ)|Dimp} , κ = 1, . . . , k , (5.8)

führt. Wie zu Beginn dieses Kapitels erläutert, ergibt sich die Möglichkeit, die Unsi-

cherheit bezüglich der Imputation zu berücksichtigen, indem auf Basis der prädiktiven

a-posteriori-Verteilung (5.1) mehrfach imputiert wird, also anstelle eines einzigen Da-

tensatzes M imputierte Datensätze D(m), m = 1, . . . , M , erzeugt werden. Dies resultiert

in dem gemittelten Selektionschätzer

θ̂M
imp =

1

M

M∑
m=1

θ̂
(m)
imp , (5.9)

dessen Varianz offensichtlich über

V̂ar(θ̂M
imp) =

1

M

M∑
m=1

V̂ar(θ̂
(m)
imp) +

M + 1

M(M − 1)

M∑
m=1

(θ̂
(m)
imp − θ̂M

imp)
2 (5.10)

geschätzt werden kann. Den Selektionsschritt auf einem imputierten Datensatz durch-

zuführen und damit die Schätzer (5.8) bzw. (5.9) zu berechnen und zu interpretieren,

ist ein intuitives und gelegentlich verwendetes Verfahren, das jedoch in der Regel in der

Literatur nicht genauer untersucht und beschrieben wird und somit eher einen ad-hoc

Charakter – ähnlich einer Complete Case Analyse – zu besitzen scheint. Dies wird auch

in den Arbeiten von Burton und Altmann (2004) sowie Horton und Switzer (2005)

deutlich, die medizinische Artikel bezüglich des Umgangs mit fehlenden Daten bewer-

ten: Burton und Altmann (2004) betrachten 100 Artikel aus dem Jahre 2002, die die

Auswertungen verschiedener Krebsstudien darlegen. 81% der Artikel verwenden dabei

Datensätze mit fehlenden Werten in ihrer Analyse; nur vier dieser Artikel verwenden Im-

putationsmethoden um der Problematik fehlender Daten gerecht zu werden, alle weiteren
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Artikel ignorieren diesen Sachverhalt bzw. verwenden bewusst Complete Case Metho-

den. Von den vier Artikeln, die Imputationen verwenden, sind drei Ansätze als ad-hoc zu

bewerten, vergleiche auch Horton und Kleinman (2007); nur ein Artikel verwendet mul-

tiple Imputationen und rechtfertigt diesen Schritt. Horton und Switzer (2005) bewerten

331 Artikel des New England Journal of Medicine, wovon 26 Artikel Datensätze mit feh-

lenden Werten analysieren. In keinem dieser Artikel wurden fehlende Fälle verworfen,

stattdessen werden durchgängig Imputationsmethoden verwendet, wovon 24 allerdings

als ad-hoc anzusehen sind. Meist wird hierbei eine Mittelwertsimputation oder LOCF

verwendet. Die zwei Artikel, die multiple Imputation verwenden, spezifizieren dieses

Vorgehen nicht im Detail.

Im Folgenden sollen drei Imputationsmöglichkeiten beschrieben werden, die sich prinzi-

piell im Zusammenhang mit statistischer Modellselektion als geeignet ansehen lassen: (i)

eine verallgemeinerte Regressionsimputation, (ii) eine kNN-Methode und (iii) einfache

und multiple verteilungsbasierte Imputationen auf Basis eines EM-Bootstrap-Ansatzes.

Die Eigenschaften der daraus resultierenden Selektionschätzer im Sinne von (5.8) und

(5.9) können in der Regel nicht analytisch untersucht werden, weswegen ausführliche Si-

mulationsstudien in Kapitel 6 das Verhalten dieser Schätzer untersuchen und bewerten.

Verallgemeinerte Regressionsimputation

Betrachtet man die Datenmatrix D∗ aus (3.1), so lässt sich die Kernidee einer einfachen

Regressionsimputation wie folgt veranschaulichen: Für einen fehlenden Wert xij ∈ D∗
verwendet man die vollständige Datenmatrix Dc

∗ um das lineare Regressionsmodell

Xj = α + γ0y +

p∑
l = 1

l �= j

γlXl + ε , ε ∼ N(0, σ2I) ∀Dc
∗ (5.11)

anzupassen und dann auf Basis der Parameterschätzungen (α̂, γ̂0, . . . , γ̂j−1, γ̂j+1, . . . , γ̂p)

einen Wert x̃ij für xij via

x̃ij = α̂ + γ̂0yi +

p∑
l = 1

l �= j

γ̂lxil (5.12)

zu imputieren. Dieses Grundkonzept enthält zwei wesentliche Beschränkungen, die seine

Anwendung stark limitieren: Zum einen sollte man meist damit rechnen, dass ein Daten-
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satz multinomiale, binäre bzw. Zähldaten enthält, wodurch die Verwendung eines linea-

ren Modells als unzureichend angesehen werden muss, zum anderen ist in keinster Weise

zu erkennen, wie mit mehreren fehlenden Werten in einer Beobachtung Di = (yi,xi)

umgegangen werden sollte. Die erste Problematik lässt sich leicht umgehen, indem man

anstelle eines linearen Regressionsmodells ein generalisiertes lineares Regressionsmodell

mit passender Linkfunktion wählt. Dieser Vorschlag ist nicht neu und wird in der Li-

teratur öfters angedeutet, so etwa bei Little und Rubin (2002, Kapitel 12), jedoch

selten konkret umgesetzt. Eine Ausnahme bildet die Idee der chained equations (van

Buuren, Boshuizen und Knook (1999)), eine Art Gibbs-Sampler auf Basis iterativ gefit-

teter generalisierter Regressionsmodelle, der in dem R-Paket
”
MICE“ implementiert ist

und multiple Imputationen ermöglicht. Um jedoch auch die möglicherweise sehr kom-

plexen Zusammenhänge in den Daten passend abzubilden, können auch generalisierte

additive Modelle (GAM, vgl. Hastie und Tibsharani (1990)) zur Regressionsimputation

herangezogen werden. Dieses Konzept wurde in der einschlägigen Literatur bisher nicht

aufgegriffen und soll in der im Folgenden beschriebenen verallgemeinerten Regressions-

imputation verwendet werden. Die zweite Problematik lässt sich durch algorithmisches

Vorgehen erfassen. Es stellt sich schlicht die Frage, für welche fehlenden Werte die Im-

putationsmodelle im Stile von (5.11) zuerst gefittet werden sollen und ob die darüber

gewonnenen Imputationen zum Fitten der weiteren Imputationsmodelle verwendet wer-

den oder nicht. Der folgende, in Tabelle 5.1 dargestellte, Algorithmus verwendet genera-

lisierte additive Modelle zur Erfassung der Datenstruktur und fittet für jeden fehlenden

Wert ein eigenes Imputationsmodell auf Basis des sukzessive aufgefüllten Datensatzes,

also unter Einbezug der neu imputierten Werte.

Aus der Beschreibung des Algorithmus ist ersichtlich, dass die Reihenfolge mit der die

Werte imputiert werden, sowohl von der Anzahl der fehlenden Werte je Beobachtung

(Schritt 2) als auch der Anzahl der fehlenden Werten je Variable (Schritt 3) abhängt.

Fehlt mehr als ein Wert für eine Beobachtung, so wird zunächst nur einer dieser Werte

durch eine Imputation ersetzt; erst nachdem auch weitere Beobachtungen mit einer

gleichen oder größeren Anzahl an fehlenden Werte berücksichtigt wurden, wird in einem

der darauffolgenden Schritte der nächste fehlende Wert dieser Beobachtung ersetzt –

dies folgt aus der sukzessiven Aktualisierung von Ds in Schritt 4 c).
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Generalized Additive Model based Recursive Imputation

Schritt 1: Sei s ganzzahlig und beginne mit s = 1.

Schritt 2: Bezeichne Ds den Subdatensatz, der nur die Zeilen mit s feh-

lenden Werten enthält.

Schritt 3: X ∗ ist die Menge aller Variablen, die fehlende Werte enthalten.

Wähle Xj ∈ X ∗ mit der geringsten Anzahl an fehlenden Werten

in Ds.

Schritt 4: Für jeden fehlenden Wert xij ∈ Xj, i = 1, . . . , n, und xij ∈ Ds,

a) fitte das GAM,

η(Xj) = α + f0(y) +

p∑
l = 1

l �= j, l �∈ Φl

fl(Xl) + ε, (5.13)

unter Verwendung der vollständigen Daten Dc
∗, wobei

Φl = {l : xil fehlend} und η(·) eine passende Linkfunk-

tion ist. Wenn xij und xkj gleichzeitig fehlen und i < k,

dann erfolgt die Imputation von xij vor xkj.

b) imputiere einen neuen Wert x̃ij für xij basierend auf dem

geschätzten GAM

η(x̃ij) = α̂ + f̂0(yi) +

p∑
l = 1

l �= j, l �∈ Φl

f̂l(xil), (5.14)

wobei α̂, f̂o und f̂l Schätzungen von α, fo und fl sind.

c) Aktualisiere Ds, Dc
∗ und X ∗ indem die imputierten Werte

als vollständige Beobachtungen gewertet werden.

Schritt 5: Wiederhole ab Schritt 3 bis Ds = ∅.
Schritt 6: Setze s auf s + 1.

Schritt 7: Wiederhole ab Schritt 2 bis s die maximale Anzahl an fehlenden

Werten in einer Zeile erreicht hat.

Schritt 8: Wiederhole die Schritte 1–7 bis X ∗ = ∅.

Tab. 5.1: Algorithmus für eine verallgemeinerte Regressionsimputation
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Für eine detaillierte Illustration des Algorithmus wird im Folgenden ein Beispieldaten-

satz (Tabelle 5.2) verwendet. Die Variablen y, X1 und X2 sind dabei metrisch, X3 ist

eine Zählvariable and X4 binär. Insgesamt fehlen dem Datensatz fünf Werte: x41, x23,

x24, x34 und x54.

i y X1 X2 X3 X4

1 1.2 24.2 -8.2 7 0

2 2.3 23.4 -3.2 ∗ ∗
3 2.2 30.0 -0.1 9 ∗
4 2.3 ∗ -4.1 10 1

5 2.6 22.0 -0.8 7 ∗
...

...
...

...
...

...

100 1.7 26.4 -2.9 7 1

Tab. 5.2: Beispieldaten zur Veranschaulichung des Algorithmus

Gemäß Schritt 1 und 2 wird s = 1 gesetzt und folglich all diejenigen Beobachtungen

betrachtet, die exakt einen fehlenden Wert aufweisen; in Tabelle 5.2 sind dies genau die

dritte, vierte und fünfte Zeile. Da X1 weniger fehlende Werte besitzt als X4 (Schritt 3)

wird das generalisierte additive Modell η(X1) = α+f0(y)+f2(X2)+f3(X3)+f4(X4)+ ε

auf Basis der vollständigen Fälle Dc
∗ gefittet um – unter Verwendung der Gauß’schen

Linkfunktion – eine Imputation für x41 wie in Schritt 4 b) beschrieben zu erhalten. Diese

Imputation kann dabei der konkrete, eventuell gerundete, Vorhersagewert x̃ij aus (5.14)

sein, oder aus der zugehörigen geschätzten Verteilung (hier: Normalverteilung) gezogen

werden. Die vollständigen Fälle werden gemäß 4 c) aktualisiert und enthalten nun den

imputierten Wert x̃41. Schritt 5 gibt vor, im Weiteren den Wert x34 zu imputieren,

anschließend x54. Um dem Sachverhalt Rechnung zu tragen, dass es sich bei X4 um

eine binäre Variable handelt, betrachtet man das GAM η(X4) = α + f0(y) + f1(X1) +

f2(X2) + f3(X3) + ε mit logit-Link; die Imputation x̃34 für x34 erhält man weiterhin als

Vorhersage dieser Regression. Analog erfolgt die Imputation von x54. Da x41, x34 und

x54 imputiert worden sind, reduziert sich D1 auf die leere Menge, Ds = D1 = ∅. Daher

wird infolge von Schritt 6 s auf s = 2 gesetzt und damit all diejenigen Beobachtungen

herangezogen, die exakt zwei fehlende Werte aufweisen. Dies betrifft im vorliegenden

Beispiel ausschließlich die zweite Zeile. Um einen imputierten Wert für x23 zu erhalten,

wird – unter Verwendung der log-Linkfunktion aufgrund der Zähldaten – das Modell

η(X3) = α + f0(y) + f1(X1) + f2(X2) + ε angepasst. Die Variable X4 wird dabei nicht
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verwendet, da x24 fehlt. Aus der Vorhersage dieses Modells (dies ist erneut entweder der

exakte vorausgesagt Wert x̃23 oder ein zufällig gezogener Wert aus der entsprechenden

Po(x̃23)-Verteilung) wird erneut eine Imputation gewonnen. Die ständige Aktualisierung

von Ds führt an dieser Stelle dazu, dass D2 leer ist, da der einzige fehlende Wert, x24,

nun Teil der Menge D1 ist. Da s die maximale Anzahl an fehlenden Werten in einer

Zeile (s = 2) erreicht hat, wird s erneut auf s = 1 gesetzt (Schritt 7 und 8) und

ein generalisiertes additives Modell mit y, X1, X2, X3 als Kovariablen und der logit-

Linkfunktion verwendet, um die letzte Imputation zu erhalten. Der Datensatz ist damit

vollständig aufgefüllt.

Die Verwendung des Algorithmus kann als verteilungsbasierte Imputation interpretiert

werden, da die GAM-basierte Imputation implizit die bedingte prädiktive Verteilung

der fehlenden Werte p(Dmis|Dobs; θ) modelliert. Hierbei wird θ = (α, γ) als fest ange-

nommen und daher die Unsicherheit bei der Schätzung der Regressionsparameter nicht

berücksichtigt. Diesem Umstand kann auf verschiedene Art und Weise Rechnung getra-

gen werden: Gemäß (5.1) kann unter Berücksichtigung der – schwer zu bestimmenden

– posteriori-Verteilung p(θ|Dobs) die prädiktive a-posteriori-Verteilung p(Dmis|Dobs) be-

stimmt werden. Daraus lassen sich prinzipiell (multiple) Imputationen gewinnen. Prak-

tisch bedeutet dies, dass nicht explizit die geschätzten Regressionsparameter sowie die

geschätzte Varianz zur Imputation verwendet werden, sondern zufällige Ziehungen aus

deren (posteriori-) Verteilung. Auch kann dem Regressionsmodell aus Schritt 4 b) ein sto-

chastischer Fehlerterm hinzugefügt werden. Einige Beispiele wie sich dies realisieren lässt,

finden sich bei Schafer (1997). Generell ist ein solches Vorgehen bei einer Erweiterung

der Regressionsimputation auf additive Modelle schwer zu realisieren. Werden in dem

vorgestellten Algorithmus jedoch anstelle generalisierter additiver Modelle gewöhnliche

GLMs verwendet, so ist eine Umsetzung möglich. In Anlehnung an Schomaker, Wan

und Heumann (2010) wird der oben vorgestellte Algorithmus als Generalized Additive

Model based Recursive Imputation (GAMRI) bezeichnet, derselbe Algorithmus, der nur

generalisierte lineare Regressionsmodelle verwendet, als Generalized Linear Model based

Recursive Imputation (GLMRI).

Die Reihenfolge in der die Werte imputiert werden, die Wahl ob und wann die vollstän-

digen Daten Dc
∗ aktualisiert werden und auf welche Art und Weise dem Imputations-

modell stochastische Komponenten hinzugefügt werden eröffnet viele Möglichkeiten der

Konstruktion alternativer Algorithmen im Stil von GAMRI. Jede Wahl ist in gewisser

Weise als ad-hoc anzusehen; dennoch liegt diesem Prozedere ein Grundprinzip zugrunde:

die Verwendung der Abhängigkeitsstruktur der Variablen eines Datensatzes, um Impu-
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tationen zu gewinnen und die für die Modellselektion und Modellmittelung interessanten

Effekte zu erhalten.

Nächste Nachbarn Imputation

Die Kernidee einer Nächste-Nachbarn-Imputation besteht darin, die fehlenden Werte

der Datenmatrix xij ∈ D∗ durch beobachtete Werte einer anderen,
”
ähnlichen“ Un-

tersuchungseinheit xlj ∈ D∗ zu ersetzen. Dieses sehr allgemeine Prinzip wird in der

Literatur aus den unterschiedlichsten Blickwinkeln betrachtet, analytische Betrachtun-

gen sind jedoch häufig restringiert auf den Spezialfall zweier stetiger Variablen von

denen die eine vollständige beobachtet wurde und die andere nicht, vergleiche in et-

wa Chen und Shao (2000) sowie Nittner (2003). Generell ist allen Ansätzen jedoch

gemein, dass sie für eine gegebene Metrik d(·, ·) den Abstand zwischen der Beobach-

tung mit dem fehlenden Wert und allen anderen Beobachtungen die keinen fehlenden

Wert aufweisen berechnen und denjenigen Wert xlj imputieren, der der Beobachtung

Dl = (yl,xl) angehört, die den Abstand zu Di = (yi,xi) auf Basis von d(·, ·) mini-

miert, i 	= l; diese Beobachtung wird auch nächster Nachbar genannt. Die Metrik ist

dabei häufig die euklidische Distanz, angewandt auf die Beobachtungsvektoren Di/j
=

(yi, xi1, . . . , xi(j−1), xi(j+1), . . . , xip) und Dl/j
= (yl, xl1, . . . , xl(j−1), xl(j+1), . . . , xlp) des zu-

gehörigen Subdatensatzes D/j = {y,X1, . . . , Xj−1, Xj+1, . . . , Xp}. Alternativ können

auch die k nächsten Nachbarn für die Imputation verwendet werden: Hierbei werden

die k Beobachtungen betrachtet, die bezüglich der Metrik d(·, ·) den geringsten Abstand

zur Beobachtung Di/j
haben und der (gewichtete) Mittelwert dieser k Werte wird dann

zur Imputation verwendet. Formell bedeutet dies, dass für einen fehlenden Wert xij ∈ D∗
die Menge der k nächsten Nachbarn,

DkNN = {xlj| l = arg kmin
l �= i, l �∈Φl

d(Di/j
, Dl/j

)} ,

betrachtet wird, wobei kmin eine Funktion bezeichnet, die die k kleinsten ihrer Argu-

mente zurückgibt und Φl = {l : Dl/j
enthält fehlende Werte}. Das arithmetische Mittel

aller DkNN
l ∈ DkNN, l = 1, . . . , k, liefert den Imputationswert

x̃ij =
1

k

k∑
l=1

DkNN
l

für xij. Dieses Prinzip ist in dem R-Paket
”
EMV“ (Estimation of Missing Values, Gottar-

do (2008)) implementiert und wird im Folgenden als k-Nächste-Nachbarn-Imputation
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bezeichnet. Auf Basis einer Faustregel wird dabei in der Voreinstellung stets k = 0.01n

verwendet; wenn nicht explizit anders angegeben ist dies auch der Wert, der in den

Simulationsstudien in Kapitel 6 verwendet wird.

Der Vorteil bei einem solchen Vorgehen liegt vor allem darin, dass es im Gegensatz zu

den anderen vorgestellten Imputationsmöglichkeiten verteilungsfrei ist und die Methodik

somit auch für eine Vielzahl komplexer und untypischer Datensituationen programmiert

und umgesetzt werden kann. Dies zeigt sich insbesondere auch in dem Anwendungsbei-

spiel aus Abschnitt 7.3, bei dem aufgrund der sehr geringen Stichprobengröße komplexe

Regressionsimputationen, wie auch eine verteilungsbasierte Imputation auf Basis des

EM-Algorithmus, keine Imputationen erzeugen können. Eben diese Verteilungsfreiheit

führt aber auch dazu, dass keine (sinnvollen) multiplen Imputationen generiert werden

können, was – wie zu Beginn dieses Kapitels beschrieben – meist zu einer Unterschätzung

der Varianz führt. Für einige wenige, spezielle Situationen existieren jedoch Korrektur-

verfahren, die die Varianz nicht unterschätzen, vergleiche Chen und Shao (2001).

Problematisch erscheint ferner die Wahl einer geeigneten Metrik d(·, ·). Es ist sicher

selten, dass ein Datensatz nur metrische Variablen enthält und die Wahl der euklidischen

Distanz damit einen Sinn ergibt. Die Sensitivität der Ergebnisse bezüglich der Wahl der

Metrik ist damit eine wichtige, jedoch in der Literatur in diesem Zusammenhang selten

erwähnte, Problematik, die auch das oben angedeutete EMV-Paket von Gottardo (2008)

nicht berücksichtigt. Es stellt als Alternative zur euklidischen Distanz nur die Pseudo-

Metrik der Stichprobenkorrelation zur Verfügung.

Bootstrap-Imputation auf Basis des EM-Algorithmus

Die analytische Bestimmung oder eine iterative Approximation der prädiktiven a-pos-

teriori-Verteilung (5.1) ist oft sehr aufwändig und zeitintensiv. Das R-Paket
”
Amelia

II“ (Honaker, King und Blackwell (2008)) verfolgt einen neuen, wenig rechenintensiven,

Bootstrap-basierten Ansatz um korrekte (multiple) Imputationen zu erhalten. Dabei

wird der Datenmatrix D eine multivariate Normalverteilung unterstellt, D ∼ N(μ, Σ).

Kategoriale Größen mit k Ausprägungen werden dabei in k − 1 binäre Dummys umko-

diert, binäre Größen bleiben bestehen. Wie zu Beginn dieses Kapitels erwähnt ist die

vereinfachte Annahme einer multivariaten Normalverteilung nicht unproblematisch, lie-

fert aber in vielen Situationen vernünftige Ergebnisse. Ausgehend von dieser Annahme

werden M Bootstrap-Stichproben der gleichen Größe wie der Originaldaten gezogen und

für jede Stichprobe auf Basis des EM-Algorithmus die posteriori Modi μ∗
(m) und Σ∗

(m),
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m = 1, . . . , M , bestimmt. Dieser Schritt soll die Betrachtung der posteriori-Verteilung

p(θ|Dobs) aus (5.1) simulieren und ersetzen. Eine ausführliche Rechtfertigung ohne for-

mellen Beweis findet sich bei Honaker und King (2010). Um korrekte, multiple Imputa-

tionen x̃
(m)
ij , m = 1, . . . ,M , gemäß der prädiktiven a-posteriori-Verteilung p(Dmis|Dobs)

zu erhalten, können aufgrund der Annahme der multivariaten Normalverteilung die Wer-

te schlicht über die daraus resultierende Regressionsvorhersage in den Originaldaten

x̃
(m)
ij = xi/j

β∗
(m) + ε∗(m)

bestimmt werden. Dabei beschreibt xi/j
die i-te Beobachtung ohne den entsprechenden

Wert der Variable Xj und β∗
(m) bzw. ε∗(m) sind die aus μ∗

(m) und Σ∗
(m) eindeutig resultie-

renden Parameter. Somit erhält man M imputierte Datensätze, die als sinnvolle Wahl

zur korrekten multiplen Imputation auf Basis von (5.1) angesehen werden können.

5.1.3 Weitere Ansätze

Es existieren in der Literatur drei weitere Ansätze zur Berücksichtigung der Problema-

tik fehlender Daten in der Modellselektion, die allesamt Akaikes Informationskriterium

für fehlende Daten adjustieren. Die erste Veröffentlichung von Shimodaira (1994), der

sein Kriterium als PDIO (Predictive Divergence for Incomplete Observation models)

bezeichnet, wie auch die darauf aufbauende Erweiterung von Cavanaugh und Shumway

(1998), die ihre Modifikation mit AICcd (AIC complete data) benennen, betrachten aus-

schließlich den Fall fehlender Werte im Response und vollständig beobachteter Werte in

den Kovariablen. Die vorliegende Arbeit diskutiert dagegen im Wesentlichen den Fall

unvollständiger Werte in den Kovariablen, weswegen an dieser Stelle nur auf Cavanaugh

und Shumway (1998, Abschnitt 4ff.) verwiesen werden soll; hier werden die Kernkon-

zepte der beiden Kriterien ausführlich motiviert, verglichen und ferner erläutert, wie die

aufwändige Implementation von PDIO und AICcd gestaltet werden kann.

Einen etwas anderen Ansatz verfolgt die Arbeit von Claeskens und Consentino (2008).

Ihr Kriterium ist eine Adjustierung des AIC und stellt ebenfalls einen unverzerrten

Schätzer für die erwartete Kullback-Leibler-Distanz (3.21) dar. Voraussetzung für die

Gültigkeit des Kriteriums ist dabei, dass die fehlenden Werte ausschließlich in den Ko-

variablen auftreten und nicht im Response. Es lautet

AICmis = −2Q(θ̂|θ̂) + 2K , (5.15)
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wobei θ̂ die ML-Schätzung von θ auf Basis des EM-Algorithmus beschreibt und Q(θ̂|θ̂)
die dabei relevante Größe im E-Schritt darstellt, Q(θ̂|θ̂) = EDmis|Dobs,θ̂ [L(θ̂|Dmis, Dobs)].

Es ist offensichtlich, dass dies einen MAR-Fehlendmechanismus voraussetzt. Zur konkre-

ten Berechnung von Q(θ̂|θ̂) verwenden die Autoren einen Monte-Carlo EM-Algorithmus,

was insbesondere daran liegt, dass das AICmis nur dann Gültigkeit besitzt, wenn alle

Modelle mindestens eine Kovariable mit fehlenden Werten enthalten; ansonsten muss ei-

ne Korrektur vorgenommen werden, die eine analytische Berechnung von Q(θ̂|θ̂) auch für

vermeintlich einfache Verteilungsfamilien verhindert. Wie in Abschnitt 5.1.1 angedeutet,

basieren die vorwiegend guten Ergebnisse dieses Kriteriums in den Simulationsstudien

der Autoren auf der unhaltbaren Annahme, dass überangepasste Modelle als korrekt

angesehen werden können.

Ein weiterer, offensichtlich trivialer Ansatz besteht darin, den Selektionsschritt auf dem

Datensatz der vollständigen Fälle Dc
∗ durchzuführen. Für eine Menge an Kandidaten-

modellen M = {M1 . . . ,Mk} wird dann dasjenige Modell Mκ ∈ M gewählt, das ein

Kriterium oder Verfahren Γ, wie in Kapitel 3 beschrieben, auf Dc
∗ minimiert (bzw. ma-

ximiert) und somit zu der Wahl des Parameterschätzers

θ̂CC = θ̂κ : arg min
Mκ∈M

{Γ(Mκ; θ̂κ)|Dc
∗} , κ = 1, . . . , k , (5.16)

führt. Wie zu Beginn des Kapitels erläutert, hängt die Qualität dieses Schätzers sehr

stark von dem zugrundeliegenden Fehlendmechanismus und der Reduzierung des Stich-

probenumfangs ab. Die Simulationsergebnisse aus Kapitel 6 unterstreichen, dass Kor-

rekturverfahren, wie etwa die Verwendung des AICW oder die
”
Selektion nach Imputa-

tion“-Strategie – wie zu erwarten – in der Regel bessere Schätzungen liefern als (5.16).

5.2 Modellmittelung bei fehlenden Daten

Die im vorangegangenen Abschnitt 5.1 angestellten Überlegungen erlauben es, die Pro-

blematik fehlender Daten in der Modellselektion sowohl unter Zuhilfenahme von Gewich-

tungsansätzen (Abschnitt 5.1.1) als auch unter Verwendung geeigneter Imputationsme-

thoden (Abschnitt 5.1.2) zu berücksichtigen. Wie in Kapitel 4 ausführlich diskutiert

führt die datengestützte Selektion von Modellen jedoch zu einer Unsicherheit, die in der

Inferenz eigentlich nicht vernachlässigt werden sollte; dies gilt selbstverständlich auch

im Kontext fehlender Daten. Im Folgenden wird daher aufgezeigt wie gängige frequen-

tistische Modellmittelungsansätze für den Kontext fehlender Daten adjustiert werden
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können. Die Eigenschaften der vorgeschlagenen Schätzer werden in Kapitel 6 ausführlich

untersucht und bewertet.

5.2.1 Mittelung mit adjustierten Kriterien

Ein erster, pragmatischer Ansatz besteht darin, für fehlende Daten adjustierte Krite-

rien zur Konstruktion von Gewichten eines Modellmittelungsschätzers zu benutzen: Es

liegt nahe, anstelle der exponentiellen SBC-Gewichte (4.4) bzw. der exponentiellen AIC-

Gewichte (4.6), entsprechende exponentielle Gewichte auf Basis eines in diesem Kontext

sinnhaften Kriteriums Γ zu verwenden, das explizit den Umstand fehlender Beobachtun-

gen berücksichtigt. Wie bereits erwähnt, hält die Literatur für den Fall fehlender Re-

sponsewerte hierfür bisher das PDIO-Kriterium von Shimodaira (1994) und das AICcd

von Cavanaugh und Shumway (1998), für fehlende Werte in den Kovariablen ein EM-

basiertes Kriterium von Claeskens und Consentino (2008) sowie im Allgemeinen das

gewichtete AIC-Kriterium AICW von Hens, Aerts und Molenberghs (2006) bereit. Für

letzteres ergibt sich unter Beachtung der Konzepte aus den Abschnitten 4.2.1 und 5.1.1

der Modellmittelungsschätzer

ˆ̄θAICW
=

k∑
κ=1

w(8)
κ θ̂W,κ (5.17)

mit

w(8)
κ =

exp(−1
2
AICW,κ)∑k

κ=1 exp(−1
2
AICW,κ)

, (5.18)

wobei θ̂W,κ die gewichtete ML-Schätzung auf Basis der Gewichte (5.5) und AICW,κ das

gewichtete Akaike-Kriterium für das Modell Mκ ∈ M bezeichnet. Gemäß (4.12) kann

die Varianz von ˆ̄θAICW
dabei über

V̂ar(ˆ̄θAICW
) =

{
k∑

κ=1

wκ

√
V̂ar(θ̂W,κ|Mκ) + (θ̂W,κ − ˆ̄θAICW

)2

}2

(5.19)

geschätzt werden. Damit wird die durch den Selektionsprozess verursachte Unsicherheit

explizit berücksichtigt; wie bereits erwähnt erfordert die Schätzung der Gewichte für

das AICW jedoch meist das fitten eines GAMs, was die Wahl eines Glättungsparameters

beinhaltet und zu einer weiteren Unsicherheit führt, die nicht durch (5.19) abgedeckt

wird. Dies verdeutlichen auch die Simulationsergebnisse aus Kapitel 6.
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5.2.2 Mittelung nach Imputation

Eine weitere Möglichkeit die Problematik fehlender Daten in der Modellmittelung zu

berücksichtigen, besteht darin, den unvollständigen Datensatz D∗ aufzufüllen und den

daraus resultierenden imputierten Datensatz Dimp für die Bestimmung eines Modell-

mittelungsschätzers zu verwenden. Unabhängig von der gewählten Imputationsmethode

ergibt sich für den Fall einer einfachen, nicht-multiplen Imputation der Schätzer

ˆ̄θimp =
k∑

κ=1

{wκθ̂κ|Dimp} , (5.20)

dessen Varianz gemäß (4.12) über

V̂ar(ˆ̄θimp) =

{
k∑

κ=1

wκ

√
V̂ar(θ̂κ|Mκ) + (θ̂κ − ˆ̄θimp)2 |Dimp

}2

(5.21)

geschätzt werden kann. In den Simulations- und Anwendungsbeispielen der Kapitel 6

und 7 werden hierfür die in Abschnitt 5.1.2 vorgestellten Imputationsprozeduren der

kNN-Imputation, der verallgemeinerten Regressionsimputation (GLMRI, GAMRI) und

der Bootstrap-basierten EM-Imputation verwendet. Für die Wahl der Gewichte in (5.20)

ergeben sich dabei viele Möglichkeiten: Es können exponentielle Gewichte auf Basis des

SBC, AIC oder jedes anderen sinnhaften Kriteriums Γ aus Kapitel 3, also

w(9)
κ =

exp(−1
2
Γκ)∑k

κ=1 exp(−1
2
Γκ)

, (5.22)

verwendet werden; auch Gewichte als Approximation an die a-posteriori-Wahrschein-

lichkeit (4.3), die MMA-Gewichte (4.9) oder die OPT-Gewichte (4.11) ergeben einen

Sinn. Aus diesen Überlegungen werden auch die großen Vorteile der Verwendung eines

Schätzers auf Basis der imputierten Daten klar: Im Gegensatz zu (5.17) muss die Plausi-

bilität eines Modells nicht über informationstheoretisch motivierte Kriterien beschrieben

werden; nahezu jeder Ansatz aus Kapitel 3, etwa die Kriterien unter Beachtung der Vor-

hersagequalität oder auch der MDL-Methodik, eignen sich in diesem Zusammenhang um

einen Schätzer zu konstruieren. In einem so weitreichenden Feld wie der Modellselektion

und -mittelung erscheint dies von großem Vorteil.

Dennoch beachten weder (5.20) noch (5.21) die Unsicherheit bezüglich der Imputation.

Es liegt insofern nahe, die Konzepte multipler Imputation, wie etwa in (5.2) und (5.3)

beschrieben, zu adaptieren: Prinzipiell bedeutet dies nichts anderes als
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1. M imputierte Datensätze durch Ziehen aus der prädiktiven a-posteriori-Verteilung

(5.1) zu generieren,

2. auf jedem dieser M Datensätze den gewünschten Modellmittelungsschätzer zu be-

rechnen und

3. die dadurch erhaltenen M Schätzer für eine finale Schätzung zu kombinieren.

Dadurch erhält man als eine sinnvolle Punktschätzung

ˆ̄θM
imp =

1

M

M∑
m=1

ˆ̄θ
(m)
imp , (5.23)

wobei ˆ̄θ
(m)
imp einen beliebigen Modellmittelungsschätzer auf Basis des m-ten imputierten

Datensatzes beschreibt, m = 1, . . . , M . Die Varianz kann dabei offensichtlich über

V̂ar(ˆ̄θM
imp) =

1

M

M∑
m=1

V̂ar(ˆ̄θ
(m)
imp) +

M + 1

M(M − 1)

M∑
m=1

(ˆ̄θ
(m)
imp − ˆ̄θM

imp)
2

=
1

M

M∑
m=1

{
k∑

κ=1

wκ

√
V̂ar(θ̂

(m)
κ ) + (θ̂

(m)
κ − ˆ̄θ(m))2

}2

+
M + 1

M(M − 1)

M∑
m=1

(ˆ̄θ
(m)
imp − ˆ̄θM

imp)
2 (5.24)

geschätzt werden. Ein solches Vorgehen berücksichtigt sowohl die Unsicherheit bezüglich

der Imputation als auch die Unsicherheit bezüglich des Selektionsschrittes und ist inso-

fern als Weiterentwicklung sowohl von (4.12) als auch von (5.10) anzusehen.

Eine Reflexion über (5.23) und insbesondere (5.24) führt zu der Erkenntnis, dass das

oben beschriebene Prozedere eine Rangordnung in der Betrachtung der Unsicherheits-

komponenten impliziert: Zuerst wird die Unsicherheit bezüglich der Modellwahl über Be-

stimmung eines FMA-Schätzers berücksichtigt, anschließend die Unsicherheit bezüglich

der Imputation über die Verwendung multipler Imputationen. Auch wenn ein solches

Vorgehen gemäß den oben beschriebenen drei Schritten statistischer Praxis entsprechen

mag und sicherlich auch plausibel ist, so stellt sich dennoch die Frage, wie sich eine

Änderung dieser Reihenfolge auf den Schätzer (5.23) und seine Varianz auswirkt und ob

damit sinnvolle Schätzungen generiert werden können oder nicht. Berechnet man also
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zuerst einen Schätzer, der die Imputationsunsicherheit berücksichtigt und anschließend

die Unsicherheit bezüglich der Modellwahl, so erhält man offensichtlich

ˆ̄θM
imp,alt =

k∑
κ=1

wM
κ θ̂M

κ , (5.25)

wobei

wM
κ =

1

M

M∑
m=1

w(m)
κ . (5.26)

Tatsächlich sind die Punktschätzungen ˆ̄θM
imp,alt und ˆ̄θM

imp in der Regel nicht identisch, da

ˆ̄θM
imp,alt =

k∑
κ=1

wM
κ θ̂M

κ =
1

M2

k∑
κ=1

{
M∑

m=1

w(m)
κ

M∑
m=1

θ̂(m)
κ

}
i.A.

	= 1

M

M∑
m=1

k∑
κ=1

w(m)
κ θ̂(m)

κ =
1

M

M∑
m=1

ˆ̄θ
(m)
imp = ˆ̄θM

imp .

Auch die ˆ̄θM
imp,alt zugehörige Varianzschätzung, die über

V̂ar(ˆ̄θM
imp,alt) =

{
k∑

κ=1

wM
κ

√
V̂ar(θ̂M

κ,imp) + (ˆ̄θM
imp − θ̂M

κ,imp)
2

}2

(5.27)

erhalten werden kann, wobei

V̂ar(θ̂M
κ,imp) =

1

M

M∑
m=1

V̂ar(θ̂
(m)
κ,imp) +

M + 1

M(M − 1)

M∑
m=1

(θ̂M
κ,imp − θ̂

(m)
κ,imp)

2 ,

stimmt nicht mit der Varianzschätzung für ˆ̄θM
imp gemäß (5.24) überein. Der Vergleich

von (5.24) und (5.27) ist dabei keineswegs trivial, da die Quadrate größerer, unter-

schiedlich konzipierter Summen verglichen werden müssen. Entscheidend ist der Unter-

schied in Bezug auf die Einflussnahme der Gewichte w
(m)
κ : Während bei den

”
klassi-

schen“ Schätzungen nach (5.23) und (5.24) die Gewichte des m-ten Datensatzes auch

nur auf die Schätzungen des entsprechenden m-ten Datensatzes wirken können, so ist

dies bei den
”
alternativen“ Schätzungen nach (5.25) und (5.27) nicht der Fall; Gewichte,

die für den m-ten Datensatz berechnet werden, wirken indirekt über (5.26) immer auch
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auf die Schätzungen der anderen, imputierten Datensätze. Ein einfaches Beispiel soll

dies illustrieren. Betrachtet man k = 2 Modelle und M = 2 Imputationen, so erhält man

als entsprechende Schätzungen für θ:

ˆ̄θM
imp =

1

M

M∑
m=1

ˆ̄θ
(m)
imp =

1

M

M∑
m=1

k∑
κ=1

w(m)
κ θ̂(m)

κ

=
1

2
w

(1)
1 θ̂

(1)
1 +

1

2
w

(1)
2 θ̂

(1)
2 +

1

2
w

(2)
1 θ̂

(2)
1 +

1

2
w

(2)
2 θ̂

(2)
2

bzw.

ˆ̄θM
imp,alt =

k∑
κ=1

wM
κ θ̂M

κ =
1

M2

k∑
κ=1

{
M∑

m=1

w(m)
κ

M∑
m=1

θ̂(m)
κ

}
=

1

4
(w

(1)
1 + w

(2)
1 )(θ̂

(1)
1 + θ̂

(2)
1 ) +

1

4
(w

(1)
2 + w

(2)
2 )(θ̂

(1)
2 + θ̂

(2)
2 )

=
1

4
w

(1)
1 θ̂

(1)
1 +

1

4
w

(1)
1 θ̂

(2)
1 +

1

4
w

(2)
1 θ̂

(1)
1 +

1

4
w

(2)
1 θ̂

(2)
1

+
1

4
w

(1)
2 θ̂

(1)
2 +

1

4
w

(1)
2 θ̂

(2)
2 +

1

4
w

(2)
2 θ̂

(1)
2 +

1

4
w

(2)
2 θ̂

(2)
2 .

Offensichtlich wirken bei ˆ̄θM
imp,alt Gewichte des m-ten Datensatzes auch auf Schätzungen

des nicht-m-ten Datensatzes, so beispielsweise w
(1)
1 , das auf θ̂

(2)
1 wirkt.

Die Simulationsergebnisse aus Abschnitt 6.3 werden bestätigen, dass – wie vermutet – die

Verwendung der vorgestellten, alternativen Schätzungen in den betrachteten Situationen

tatsächlich zu qualitativ schlechteren Ergebnissen führt als die intuitiven Schätzungen

nach (5.23) und (5.24). Die Reihenfolge der Betrachtung der Unsicherheitskomponenten

ist bei Gebrauch multipler Imputationen im Kontext der Modellmittelung also entschei-

dend.



6. Simulationsstudien

Um die Eigenschaften und das Verhalten der vorgeschlagenen Punktschätzungen und de-

ren Varianz zu eruieren, werden in diesem Kapitel ausführliche Monte-Carlo-Simulationen

durchgeführt. Dabei sind die folgenden Fragestellungen von besonderem Interesse:

1. Sind Modellmittelungsverfahren der Modellselektion generell überlegen?

2. Ist ein pragmatischer Modellmittelungsansatz unter Verwendung kriteriumsbasier-

ter Gewichte einem Ansatz der unter Optimalitätsbetrachtungen konstruiert wur-

de, so etwa dem MMA-Schätzer von Hansen, zwingenderweise unterlegen?

3. Welche Erfolgsaussichten versprechen die in Kapitel 5 vorgestellten Korrekturver-

fahren für fehlende Daten?

In den Abschnitten 6.1 und 6.2 werden hierfür insbesondere die Qualität der entsprechen-

den Punktschätzungen untersucht und bewertet; Abschnitt 6.3 widmet sich hauptsächlich

der Qualität der zugehörigen Varianzschätzungen und den Auswirkungen multipler Im-

putation. Abschnitt 6.4 fasst die wichtigsten Resultate zusammen.

6.1 Lineare Regression

In diesem Abschnitt werden am Beispiel zweier ausgewählter FMA-Schätzer sowie eines

FMS-Schätzers die oben angeführten Fragestellungen im Kontext des linearen Regressi-

onsmodells

y = Xβ + ε , ε ∼ N(0, σ2I) ,

unter Beachtung der Problematik fehlender Daten erörtert, β = (α, γ′)′. Betrachtet

werden R = 500 Simulationsläufe, wobei für jeden Lauf je ein ntr×p Trainingsdatensatz

und ein ntest × p Testdatensatz erzeugt wird mit ntr = 450, ntest = 50 und p = 6.
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Mit Hilfe eines Clayton-Copulas wird eine multivariate Verteilung für die insgesamt fünf

Kovariablen mit den Randverteilungen X1 ∼ N(0.5, 1), X2 ∼ log N(0.5, 0.5), X3 ∼
Weibull(1.75, 1.9), X4 ∼ B(1, 0.3) und X5 ∼ Ga(0.25, 2) generiert. Die Verteilungen

sind so gewählt, dass die Varianz der Kovariablen aus Gründen der Standardisierung

immer in etwa Eins beträgt; der Copula-Parameter beträgt durchgehend θcop = 1 und

resultiert damit in einer mittelstarken Korrelation zwischen allen Kovariablen; für Details

bezüglich der Verwendung von Copulas in der statistischen Software R sei auf Yan (2007)

verwiesen. Der Response y wird aus einer Normalverteilung N(μ0, σ0) gezogen mit μ0 =

2.5−3X1−0.3X2−2X4 und σ0 = exp(1). Dies bedeutet, dass der Erwartungswert von y

maßgeblich von den Variablen X1, X2 und X4 bestimmt wird, daher gilt αwahr = 2.5 und

γwahr = (−3,−0.3, 0,−2, 0)′ und damit βwahr = (αwahr, γ
′
wahr)

′; der komplette Datensatz

wird als Dsim1 = {y, X1, X2, X3, X4, X5} bezeichnet und wird in jedem Simulationslauf

neu generiert. Anschließend werden unter Verwendung eines MAR-Fehlendmechanismus

Werte von X1, X4 und X5 gemäß der Fehlwahrscheinlichkeitsfunktionen

πX1(y) = 1 − 1

0.04y2 + 1
, πX4(X2) = 1 − 1

1 + 0.02X3
2

,

πX5(X3) = 1 − 1

1 + exp{1 − 2X3} ,

als fehlend deklariert. Bei den R = 500 Simulationsläufen fehlen damit im Mittel 31% der

Werte von X1, 15% der Werte von X4 und 18% der Werte von X5. Die Gestalt der Fehl-

wahrscheinlichkeitsfunktionen ist in Abbildung 6.1 illustriert. Um den Zusammenhang
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Abb. 6.1: Gestalt der verwendeten Fehlwahrscheinlichkeitsfunktionen



6.1. Lineare Regression 97

von y und den Kovariablen zu modellieren, werden fünf konkurrierende Kandidatenmo-

delle19 betrachtet:

M1 : y = α + γ1X1 + γ2X2 + γ3X3 + γ4X4 + γ5X5 ,

M2 : y = α + γ1X1 + γ2X2 + γ3X3 + γ4X4 ,

M3 : y = α + γ1X1 + γ2X2 + γ4X4 + γ5X5 ,

M4 : y = α + γ1X1 + γ2X2 + γ4X4 ,

M5 : y = α + γ1X1 + γ4X4 .

Offensichtlich ist das Modell M4, das die Kovariablen X1, X4 und X5 enthält, am besten

geeignet, um den oben formulierten, datengenerierenden Prozess zu beschreiben. Um nun

sowohl die Effekte der Modellselektionsunsicherheit als auch die Problematik fehlender

Daten zu berücksichtigen, werden 20 Schätzer, wie in Tabelle 6.1 aufgelistet, analysiert.

Alle FMA-Schätzer besitzen dabei die Form

ˆ̄β	 =
k∑

κ=1

w	
κβ̂

	
κ (6.1)

und unterschieden sich sowohl bezüglich der Datengrundlage zur Berechnung von β̂	
κ als

auch bezüglich der Wahl der Gewichte w	
κ. Der verwendete FMS-Schätzer kann dabei

als Spezialfall des FMA-Schätzers (6.1) angesehen werden, da der durch das Kriterium

Γ = AIC ausgewählte Schätzer β̂AIC
κ das Gewicht 1 zugewiesen bekommt, alle weiteren

Schätzer das Gewicht 0.

Die Qualität dieser Schätzer wird anhand vier verschiedener Verlustfunktionen beurteilt:

Die Verlustfunktion L1 beschreibt dabei den MSE der angeführten Schätzer bezüglich

βwahr,

L1 =
1

R
R∑

r=1

{
p∑

j=1

( ˆ̄β	
j,r − βj,wahr)

2

}
, (6.2)

19 Die Auswahl der Kandidatenmodelle bildet die Grundlage zur Berechnung der FMA- und FMS-
Schätzer gemäß Tabelle 6.1. Einzige Ausnahme ist der Mallows-Model-Averaging-Schätzer, der
gemäß seiner Definition (vgl. Abschnitt 4.2.2) als Kandidatenmodelle immer das volle Modell (hier:
M1) und die entsprechenden verschachtelten Submodelle auf Basis der geordneten Regressoren
verwendet. Dies gilt es auch für die folgenden Experimente in diesem Abschnitt zu beachten, da an
den entsprechenden Stellen auf diesen Sachverhalt nicht noch einmal explizit darauf hingewiesen
wird.
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Auswahl an FMA- und FMS-Schätzern ˆ̄β� bei fehlenden Daten
(a) FMA-Akaike-Schätzer: der FMA-Schätzer auf Basis der exponentiellen AIC-Gewichte

(4.6) bzw. (5.18), der den Umstand fehlender Daten wie folgt berücksichtigt:

1) Original – der FMA-Akaike-Schätzer unter Verwendung des vollständigen Datensatzes
Dsim1; dieser Schätzer dient als Referenz.
2) CC – der FMA-Akaike-Schätzer unter Verwendung des Subdatensatzes der vollständig
beobachteten Fälle Dc

∗.
3) GAMRI, GLMRI, kNN, Amelia – es wird das Prinzip ”Mittelung nach Imputation“ ange-
wendet; dies entspricht dem Schätzer (5.20) unter Verwendung des aufgefüllten Datensatzes
Dimp gemäß den Imputationsmethoden der in Abschnitt 5.1.2 vorgestellten verallgemeinerten
Regressionsimputation (GAMRI, GLMRI), der k-Nächsten-Nachbarn-Imputation (kNN) und
der Bootstrap-basierten Imputation des R-Pakets ”Amelia II“ (Amelia).
4) AICW – entspricht dem adjustierten FMA-Schätzer (5.17).

(b) FMA-Hansen-Schätzer: der FMA-Schätzer auf Basis der optimalen Gewichte (4.9), der
den Umstand fehlender Daten wie in (a) gemäß der Strategien 1), 2) und 3) berücksichtigt;
dieser Schätzer wird auch als MMA-Schätzer bezeichnet.

(c) FMS-AIC-Schätzer: der FMS-Schätzer für den Γ = AIC und der den Umstand fehlender
Daten wie folgt berücksichtigt:

1) Original – der FMS-AIC-Schätzer wird für den vollständigen Datensatz Dsim1 berechnet.
2) CC – entspricht dem FMS-Schätzer (5.16).
3) GAMRI, GLMRI, kNN, Amelia – es wird das Prinzip ”Selektion nach Imputation“ ange-
wendet; der Schätzer (5.8) basiert dabei auf den Imputationsmethoden wie in (a) beschrieben.
4) AICW – der Schätzer wird durch das Kriterium Γ = AICW bestimmt.

Tab. 6.1: Die im Grundszenario verwendeten Modellmittelungsschätzer und Modellse-

lektionsschätzer für verschiedene Strategien zur Berücksichtigung der Problematik feh-

lender Daten

wobei ˆ̄β	
j,r eine FMA- bzw. FMS-Schätzung des j-ten Elements von β, j = 1 . . . , p, im

r-ten Simulationslauf bezeichnet; ferner wird der MSE bezüglich der r-ten Schätzung

auf Basis der Originaldaten, ˆ̄βorg
r , betrachtet,

L2 =
1

R
R∑

r=1

{
p∑

j=1

( ˆ̄β	
j,r − ˆ̄βorg

j,r )2

}
, (6.3)

wobei sich ˆ̄βorg
r immer auf die entsprechende FMA- bzw. FMS-Methodik bezieht. Um

die Vorhersagequalität zu beurteilen, wird der MSE der Schätzer bezüglich μ im Test-

datensatz berechnet,
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L3 =
1

R
R∑

r=1

{
1

ntest

ntest∑
i=1

(ˆ̄μ	
i,r − μi,r,wahr)

2

}
, (6.4)

mit ˆ̄μ	
i,r = ˆ̄α	

r + xi,r ˆ̄γ
	
r und μi,r,wahr = αwahr + xi,rγwahr sowie der MSE bezüglich y im

Testdatensatz,

L4 =
1

R
R∑

r=1

{
1

ntest

ntest∑
i=1

(ˆ̄y∗
i,r − yi,r,wahr)

2

}
, (6.5)

wobei ˆ̄y∗
i,r = ˆ̄μ	

i,r den Vorhersagewert für yi im r-ten Simulationslauf bezeichnet.

Resultate

Die Resultate der Simulation sind in Abbildung 6.2 dargestellt, die detaillierten Er-

gebnisse befinden sich in Tabelle B.1 in Anhang B. Es lassen sich folgende Ergebnisse

konstatieren:

• Unabhängig von der gewählten Methodik zur Berücksichtigung fehlender Werte

und unabhängig von der betrachteten Verlustfunktion dominiert der FMA-Akaike-

Schätzer sowohl den FMS-AIC-Schätzer als auch den FMA-Hansen-Schätzer. Der

FMS-AIC-Schätzer liefert in nahezu allen Situationen geringere Verluste als der

FMA-Hansen-Schätzer. Da die Verlustfunktionen jedoch über alle R = 500 Simu-

lationen mitteln, stellt sich die Frage, ob sich diese Aussagen bezüglich der Schätzer

auch in allen bzw. den meisten Simulationsläufen beobachten lassen oder nicht. Um

dies zu untersuchen, wird in Tabelle 6.2 eine Zusammenfassung der Verteilung der

Verluste L̃1,

L̃1 =

p∑
j=1

( ˆ̄β	
j − βj,wahr)

2 | Simulationslauf r , (6.6)

über die 500 Läufe exemplarisch für die Methodik einer kNN-Imputation darge-

stellt. Es ist offensichtlich, dass der FMA-Akaike-Schätzer durchweg bessere Er-

gebnisse erzielt als die beiden anderen Schätzer. Die Dominanz des FMS-AIC-

Schätzers bezüglich des MMA-Schätzers fällt jedoch nicht ganz so eindeutig aus
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wie zunächst vermutet: Es scheint als hinge der Erfolg der Methodologie von Han-

sen in gewissem Maße von der konkreten Datensituation ab, weswegen die beiden

Schätzer bei Betrachtung des ersten Quartils Verluste in ähnlicher Größenordung

aufweisen, für den Median und das dritte Quartil der FMS-AIC-Schätzer dem

MMA-Schätzer aber überlegen ist.

• Unabhängig von der betrachteten Verlustfunktion werden die Schätzer auf Basis

einer Complete Case Analyse sowohl von den Schätzern, die Imputationsmetho-

den verwenden, als auch von denen auf Basis des AICW dominiert; Die Verluste

L1, L2, L3 und L4 sind bei den Imputationsverfahren jeweils am geringsten. Die

EM-basierte Imputation unter Verwendung des R-Pakets
”
Amelia II“ schneidet

dabei am besten ab, es folgt die kNN-Methode, gefolgt von GAMRI und GLMRI.

Um auch hier zu prüfen, ob sich diese Aussagen konsequent über alle R = 500

Simulationsläufe erkennen lassen, wird in Tabelle 6.3 die Zusammenfassung der

Verteilung des Verlustes L̃1 über alle 500 Läufe für den FMA-Akaike-Schätzer

unter Verwendung ausgewählter Methoden zur Berücksichtigung fehlender Werte

aufgelistet. Es bestätigt sich das Bild, dass eine Complete Case Analyse durchweg

am schlechtesten abschneidet, gefolgt vom Gewichtungsansatz unter Verwendung

des AICW und den Imputationsmethoden.

Methodik Minimum 1. Quartil Median arith. Mittel 3. Quartil Maximum

FMA-Akaike 0.0294 0.3181 0.4957 0.6021 0.7614 2.7710

FMA-Hansen 0.0258 0.3452 0.5590 0.6755 0.8463 3.1820

FMS-AIC 0.0261 0.3487 0.5333 0.6434 0.7971 2.9170

Tab. 6.2: Zusammenfassung der Resultate im Grundszenario (Verlust L̃1) in den 500

Simulationsläufen für den FMA-Akaike-, FMA-Hansen- und FMS-AIC-Schätzer nach

Imputation mit der kNN-Methode

Methodik Minimum 1. Quartil Median arith. Mittel 3. Quartil Maximum

Complete Cases 0.2182 0.9787 1.4100 1.5220 1.9050 4.9580

Imputation (GAMRI) 0.0393 0.4254 0.6813 0.8403 1.1170 4.0270

Imputation (Amelia) 0.0110 0.1953 0.3520 0.4644 0.6205 3.5580

Gewichtung (AICW ) 0.0376 0.4031 0.7524 1.0710 1.4220 6.4180

Tab. 6.3: Auswahl an Resultaten im Grundszenario (Verlust L̃1) in den 500 Simulati-

onsläufen für den FMA-Akaike-Schätzer abhängig von der Behandlung der fehlenden

Werte
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Um nun auch die Qualität der Varianzschätzungen der FMA- bzw. FMS-Schätzer zu

beurteilen, wird der empirische Standardfehler

ŝeβj,emp
=

√√√√ 1

R− 1

R∑
r=1

( ˆ̄β	
j,r − ˆ̄̄

β	
j )

2 (6.7)

für jedes βj, j = 0, . . . , 5, berechnet, wobei
ˆ̄̄
β	

j den mittleren FMS- bzw. FMA-Schätzer

bezüglich aller Simulationsläufe bezeichnet. Dieser wird mit der mittleren Schätzung des

Standardfehlers nach Buckland, Burnham und Anderson (1997) gemäß

ŝeβj
=

1

R
R∑

r=1

{
k∑

κ=1

ŵκ,r

√
V̂ar(β̂	

j,κ,r|Mκ) + (β̂	
j,κ,r − ˆ̄β	

j,r)
2

}
(6.8)

verglichen. Liegen die Werte von (6.7) und (6.8) nahe beisammen, deutet dies auf eine

gute Qualität der Varianzschätzung (6.8) hin, andernfalls kann man davon ausgehen,

dass eine oder mehrere Unsicherheitskomponenten nicht erfasst werden konnten. Die

Resultate befinden sich in Tabelle B.2 im Anhang. Es lassen sich folgende Ergebnisse

konstatieren:

• Die beiden Modellmittelungsschätzer führen in der Regel zu höheren Varianz-

schätzungen gemäß (6.8) als der Selektionsschätzer. Dies war zu erwarten, da durch

das Kombinieren mehrerer Modelle explizit die Unsicherheit bezüglich der Selek-

tion modelliert wird.

• Betrachtet man den FMA-Akaike-Schätzer für die Originaldaten (ohne fehlende

Werte), so ist zu erkennen, dass die Verwendung von (6.8) für alle βj fast ex-

akt dem zugehörigen empirischen Standardfehler entspricht. Dies legt nahe, dass

(zumindest in dieser Simulation) der Ansatz von Buckland, Burnham und Ander-

son (1997) geeignet ist, um die Varianz des FMA-Akaike-Schätzers adäquat zu

erfassen. Die Varianzschätzungen für den MMA-Schätzer liefern ein differenzier-

teres Ergebnis: Die Standardfehler (6.7) und (6.8) liegen nicht immer sehr nahe

beieinander, insgesamt scheint die Schätzung etwas instabiler zu sein. Für den

FMS-AIC-Schätzer fallen die Schätzungen der entsprechenden Standardfehler ge-

ringer aus und liegen ausnahmslos unter dem empirischen Standardfehler. Auch

dies war zu erwarten, da hier – wie bereits erwähnt – die Unsicherheit bezüglich

der Selektion nicht beachtet wird.
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• Die Betrachtung der Schätzer der Standardfehler auf Basis der vollständigen Fälle

Dc
∗ führt zu denselben Aussagen wie die Betrachtung der Schätzer der Standard-

fehler auf Basis der Originaldaten.

• Die Verwendung von Imputationen, und damit der Strategien
”
Selektion nach Im-

putation“ und
”
Mittelung nach Imputation“ führen zu einer Unterschätzung der

Varianz; der geschätzte Standardfehler (6.7) ist ausnahmslos kleiner als der empiri-

sche Standardfehler (6.8). Wie in den Abschnitten 5.1.2 und 5.2.2 bereits diskutiert,

mag dies in erster Linie daran liegen, dass die Unsicherheit bezüglich der Impu-

tation in (6.8) nicht berücksichtigt wird. Eine geeignete Adjustierung mit Hilfe

multipler Imputationen wird in Abschnitt 6.3 diskutiert.

• Die Verwendung des AICW zur Selektion bzw. zur Konstruktion von FMA-Ge-

wichten führt ebenfalls zu einer Unterschätzung der Varianz. Potentiell ist dies auf

die Unsicherheit in der Wahl des Glättungsparameters bzw. der Kovariablen für

das GAM zur Schätzung der Gewichte (5.5) zurückzuführen.

Es stellt sich die Frage, wie sensitiv die in diesem Abschnitt getroffenen Aussagen

bezüglich des Simulationssettings sind; hierfür werden im Folgenden kritische Annahmen

der Simulation variiert und darauf aufbauend die bisherigen Resultate überprüft.

Experiment 2: Veränderung des Fehlendmechanismus

In der oben betrachteten Simulation wird von einem MAR-Fehlendmechanismus aus-

gegangen. Es stellt sich die Frage, ob 1) bei komplett zufälligem Fehlen der Daten,

also einem MCAR-Fehlendmechanismus, die Aussagen bezüglich der FMA- und des

FMS-Schätzers bestehen bleiben und ob 2) die Verwendung von Korrekturverfahren zur

Berücksichtigung der Problematik fehlender Daten bezüglich einer CC-Analyse einen Ge-

winn erbringt oder nicht. Hierfür wird erneut das Grundszenario betrachtet, jedoch unter

Verwendung der konstanten Fehlwahrscheinlichkeitsfunktionen πX1 = πX4 = πX5 = 0.1.

Die Resultate befinden sich in Tabelle B.3 im Anhang. Bezüglich der ersten Frage lässt

sich festhalten, dass der FMA-Akaike-Schätzer weiterhin bezüglich aller Verlustfunktio-

nen und aller Strategien zur Berücksichtigung der fehlenden Werte den beiden ande-

ren Schätzern überlegen ist. Im Gegensatz zum Grundszenario scheint der der MMA-

Schätzer häufig etwas bessere Resultate zu erzielen als der die FMS-AIC-Schätzer, diese

sind jedoch meist marginal. Insgesamt liegt das Abschneiden dieser beiden Schätzer

wohl in einer ähnlichen Größenordnung. Für die zweite Frage lässt sich konstatieren,
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dass bei einem MCAR-Fehlendmechanismus die Imputationsverfahren bzw. die Verwen-

dung des adjustierten Kriteriums AICW oft nur geringfügig besser abschneiden als eine

simple Complete Case Analyse. Dies war zu erwarten, da wie eingangs in Kapitel 5 be-

merkt, für einen MCAR-Fehlendmechanismus und unter Verwendung der vollständigen

Fälle Dc
∗ in der linearen und logistischen Regressionsanalyse weiterhin von konsistenten

Schätzungen der Regressionsparameter ausgegangen werden kann.

Experiment 3: Geringere Anzahl an fehlenden Werten

Das oben angeführte Grundszenario betrachtet fünf Kovariablen. Zwei dieser Kovaria-

blen, X2 und X3, sind vollständig beobachtet, die weiteren drei Kovariablen, X1, X4 und

X5, weisen fehlende Werte auf, im Mittel bei 31%, 15% bzw. 18% der Fälle. In diesem

Experiment werden nur für zwei Variablen, X4 und X5, Werte als fehlend deklariert und

zwar gemäß der Fehlwahrscheinlichkeitsfunktion

π̃X4,X5(y) = 1 − 1

0.01y2 + 1
,

die für die R = 500 Simulationsläufe im Mittel in 14% fehlender Fälle für X4 und

13% fehlender Fälle für X5 resultiert. Insgesamt liegt also die gleiche Situation wie im

Grundszenario vor, jedoch mit einer geringeren Anzahl an fehlenden Werten; die Re-

sultate dieses Experiments sind in Tabelle B.4 dargestellt. Es lässt sich erkennen, dass

die beiden FMA-Schätzer den FMS-Schätzer für alle Verlustfunktionen und die meisten

Strategien zur Berücksichtigung fehlender Werte dominieren. Der MMA-Schätzer nach

Hansen schneidet in diesem Experiment etwas besser ab als in den ersten beiden Experi-

menten. Weiterhin führt die Verwendung von Imputationsmethoden bzw. Strategien auf

Basis des AICW zu deutlich besseren Resultaten als eine Complete Case Analyse. Im

Unterschied zum Grundszenario ist die Imputation mit dem R-Paket
”
Amelia II“ nicht

mehr einheitlich besser als die kNN-Methode oder die verallgemeinerten Regressionsim-

putationen. Insbesondere bei Verwendung des MMA-Schätzers lässt sich dies erkennen.

Experiment 4: Berücksichtigung zufälliger Effekte

Dieses Experiment unterscheidet sich vom Grundszenario in der Annahme, dass y ∼
N(μ0 + ε0, σ0), ε0 ∼ N(0, 2), also zufällige Effekte vorliegen. Die Resultate für die-

ses Szenario befinden sich in Tabelle B.5. Im Wesentlichen werden die Resultate des
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Grundszenarios bestätigt, nahezu alle gefundenen Strukturen finden sich auch hier wie-

der und sind in der Regel etwas stärker ausgeprägt. Interessant ist erneut, dass der

MMA-Schätzer in den meisten Fällen keine Verbesserung im Vergleich zu dem Selekti-

onsschätzer auf Basis des AIC erzielen kann.

Experiment 5: Betrachtung höherer Abhängigkeitsstrukturen

Im Grundszenario wird angenommen, dass alle Kovariablen mittelstark korreliert sind;

der Copula-Parameter θcop = 1 führt dort für die metrischen Variablen zu Korrelationen

nach Bravais-Pearson in der Größenordnung zwischen 0.2 und 0.4. Ein interessanter Fall

liegt dann vor, wenn die Variablen sehr stark korrelieren, jedoch noch nicht wirklich li-

near abhängig sind, also im Grenzgebiet zur Kollinearität liegen. In diesem Experiment

wird das Grundszenario dahingehen adjustiert, als dass θcop = 3 gesetzt wird, was für

die metrischen Kovariablen in Korrelationen nach Bravais-Pearson zwischen 0.5 und 0.8

resultiert. Die Größe des Trainingsdatensatzes wird ebenfalls erhöht, ntrain = 700. Die

Ergebnisse dieses Experiments befinden sich in Tabelle B.6. Die Aussagen bezüglich des

FMA-Akaike-, des FMA-Hansen- und des FMS-AIC-Schätzers bleiben gegenüber dem

Grundszenario in etwa dieselben: Der erstgenannte dominiert in der Regel die beiden

anderen und der Modellmittelungsschätzer nach Hansen kann im Vergleich zu einem ein-

fachen AIC-Selektionsschätzer in der Regel keine Verbesserungen erwirken. Interessant

sind jedoch die Resultate bezüglich der Methoden zur Berücksichtigung fehlender Daten:

Die verallgemeinerte Regressionsimputation, die anstelle der generalisierten additiven

Modelle schlichte GLMs verwendet (GLMRI), erbringt in diesem Szenario – für alle drei

Schätzer und alle Verlustfunktionen – keine Verbesserung bezüglich einer einfachen Com-

plete Case Analyse. Ferner führt die GAMRI-Imputation zwar noch zu Verbesserungen

bezüglich einer CC-Methodik, ist jedoch unabhängig von der gewählten Verlustfunktion

bzw. dem gewählten Schätzer schlechter als die Strategien, die das AICW verwenden.

Im Unterschied zum ursprünglichen Experiment kann nicht mehr festgehalten werden,

dass die Imputationsmethoden generell besser abschneiden als AICW -Methodologien.

Experiment 6: Höhere Komplexität I (Interaktion)

In diesem Experiment wird zusätzlich ein Interaktionseffekt betrachtet. Hierfür erfolgt

die Modifikation von y ∼ N(μ1, σ0) mit μ1 = 2.5 − 3X1 − 0.3X2 − 2X4 + X1 · X4. Die

Fehlwahrscheinlichkeitsfunktionen πX4(X2) und πX5(X3) sind dieselben wie im Grund-

szenario, πX1(y) wird dagegen geringfügig adjustiert,
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πX1(y) = 1 − 1

0.0225y2 + 1
.

Die Kandidatenmodelle sind nun

M1 : y = α + γ1X1 + γ2X2 + γ3X3 + γ4X4 + γ5X5 + γ6X1X4 ,

M2 : y = α + γ1X1 + γ2X2 + γ4X4 + γ6X1X4 ,

M3 : y = α + γ1X1 + γ2X2 + γ4X4 ,

M4 : y = α + γ1X1 + γ4X4 + γ6X1X4 ,

M5 : y = α + γ1X1 + γ4X4 .

Offensichtlich beschreibt das Modell M2 den datengenerierenden Prozess am besten; für

die wahren Koeffizienten ergibt sich in diesem Experiment αwahr = 2.5 und γwahr =

(−3,−0.3, 0,−2, 0, 1)′. Die Resultate sind in Tabelle B.7 zu finden. Auch in diesem

Szenario werden die Grundaussagen bezüglich der Schätzer und der Strategien zur

Berücksichtigung fehlender Daten weitgehend bestätigt. Einzig der Vergleich der Qua-

lität zwischen den Imputationsmethoden stellt sich etwas anders dar: Die Imputationen

auf Basis des Amelia II-Pakets führen nicht durchgängig zu besseren Schätzungen als

die kNN-Imputationen; es scheint als würde sich speziell in dieser komplexeren Situation

ein verteilungsfreies Verfahren bewähren, da auch die Verluste bei den beiden Regressi-

onsimputationen im Größenbereich der Amelia II-Methodik liegen.

Experiment 7: Höhere Komplexität II (kubischer Effekt)

Um die Komplexität weiter zu erhöhen, werden in diesem Experiment quadratische und

kubische Effekte betrachtet. Hierfür erfolgt die Modifikation von y ∼ N(μ2, σ0) mit

μ2 = 3−2X4−2X5 +1.75X2
5 −0.2X3

5 . Es werden sieben Kandidatenmodelle betrachtet:

M1 : y = α + γ1X1 + γ2X2 + γ3X3 + γ4X4 + γ5X5 + γ6X
2
5 + γ7X

3
5 ,

M2 : y = α + γ1X1 + γ2X2 + γ3X3 + γ4X4 + γ5X5 + γ6X
2
5 ,

M3 : y = α + γ1X1 + γ2X2 + γ3X3 + γ4X4 + γ5X5 ,

M4 : y = α + γ3X3 + γ4X4 + γ5X5 + γ6X
2
5 + γ7X

3
5 ,

M5 : y = α + γ2X2 + γ4X4 + γ5X5 + γ6X
2
5 + γ7X

3
5 ,

M6 : y = α + γ1X1 + γ4X4 + γ5X5 + γ6X
2
5 + γ7X

3
5 ,

M7 : y = α + γ4X4 + γ5X5 + γ6X
2
5 + γ7X

3
5 .



6.1. Lineare Regression 107

Offensichtlich beschreibt das Modell M7 den datengenerierenden Prozess am besten;

für die wahren Koeffizienten ergibt sich in diesem Experiment αwahr = 3 und γwahr =

(0, 0, 0,−2,−2, 1.75,−0.2)′. Die Resultate sind in Abbildung 6.3 illustriert und im Detail

in Tabelle B.8 zu finden. In diesem Experiment sind die Resultate im Vergleich zum

Grundszenario in vielen Punkten verschieden: Die grundlegenden Aussagen bezüglich

der drei betrachteten FMA- bzw. FMS-Schätzer entsprechen in weiten Teilen nicht mehr

denen der vorangegangenen sechs Experimente; kein Schätzer dominiert den anderen,

die Qualität der Schätzungen hängt sowohl von der betrachteten Verlustfunktion als

auch der gewählten Methodik zur Berücksichtigung der Problematik fehlender Daten

ab. Abgesehen von der Complete Case Analyse für die Verlustfunktionen L3 und L4

liefert der FMA-Akaike-Schätzer meist, jedoch nicht immer, etwas bessere Ergebnisse

als die anderen beiden Schätzer. Diese Unterschiede scheinen in vielen Fällen marginal

zu sein, dies liegt jedoch vor allem an der starken Streuung der Ergebnisse und der damit

verbundenen Skalierung in Abbildung 6.3. Eine genauere Aufsplittung der Ergebnisse am

Beispiel der kNN-Imputation für die Verlustfunktion L2 soll helfen, diesen Sachverhalt

zu verstehen. Betrachtet wird dabei die Verteilung des Verlusts

L̃2 =

p∑
j=1

( ˆ̄β	
j − ˆ̄βorg

j )2 | Simulationslauf r (6.9)

über alle R = 500 Simulationen. Tabelle 6.4 präsentiert die Ergebnisse. Betrachtet man

Methodik Minimum 1. Quartil Median arith. Mittel 3. Quartil Maximum

FMA-Akaike 0.0088 0.0843 0.1642 0.8719 0.3217 141.9000

FMA-Hansen 0.0244 0.1469 0.2682 1.3190 0.4867 186.4000

FMS-AIC 0.0042 0.1082 0.2124 0.9227 0.3954 156.5000

Tab. 6.4: Zusammenfassung der Resultate in Experiment 7 (Verlust L̃2) in den 500

Simulationsläufen für den FMA-Akaike-, FMA-Hansen- und FMS-AIC-Schätzer nach

Imputation mit der kNN-Methode

L̃2 ab dem ersten Quartil bis hin zum Maximum, so ist klar, dass der FMA-Akaike-

Schätzer in dieser Situation durchweg besser abschneidet als der FMS-AIC-Schätzer,

der wiederum besser abschneidet als der FMA-Hansen-Schätzer. Das Durchführen paar-

weiser, einseitiger Tests nach Wilcoxon für verbundene Stichproben zeigt, dass sich die

Verteilung der L̃2-Werte dieser drei Schätzer zu einem Signifikanzniveau von 0.01 auch

signifikant unterscheiden. In Abbildung 6.3 dagegen scheinen alle Ergebnisse nahezu

identisch zu sein.
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Auch die Aussage aus den vorhergehenden Experimenten, dass ein Complete Case Ana-

lyse in der Regel zu den schlechtesten Ergebnissen führt, Imputationsansätze in der Regel

zu den besten, kann hier nicht bestätigt werden. Für die Verlustfunktionen L1 und L2

kann einzig eine kNN-Imputation bessere Ergebnisse erzielen als die CC-Methodik. Die

Imputationen des R-Pakets
”
Amelia II“ führen hier zu den schlechtesten Resultaten.

Die Ansätze auf Basis des AICW führen zu keinen guten, jedoch vergleichsweise ak-

zeptablen Ergebnissen. Betrachtet man dagegen die Verlustfunktionen L3 und L4, die

die Vorhersagequalität der Schätzer beurteilen, so stellt man fest, dass alle Imputations-

ansätze eine Verbesserung bezüglich eine Complete Case Analyse erwirken. Nicht nur die

kNN-Methodik, sondern auch die GAMRI-Methodik liefert dabei die besten Ergebnisse.

Die Schätzer, die das gewichtete Akaike-Kriterium verwenden, führen zu vergleichsweise

schlechten Ergebnissen.

Weitere Experimente und Ergebnisse

Die Ergebnisse weiterer Experimente, die in etwa die Varianz σ2
0 variieren, andere Vertei-

lungen für die Kovariablen annehmen bzw. über die Copula-Parameter und andere Co-

pulas die Abhängigkeitsstruktur verändern, führen zu keinen relevanten Veränderungen

bezüglich des Grundszenarios; die Resultate werden in dieser Arbeit daher nicht näher

aufgeführt. Die Aussagen bezüglich der Varianzschätzungen nach Tabelle B.2 bestätigen

sich auch für die Experimente 2-7, werden jedoch ebenfalls nicht mehr genauer erläutert,

da dieser Thematik in Abschnitt 6.3 besondere Aufmerksamkeit zuteil wird.

6.2 Logistische Regression

In diesem Abschnitt werden am Beispiel des FMA-Akaike-Schätzers sowie des FMS-

AIC-Schätzers die zu Beginn dieses Kapitels angeführten Fragestellungen im Kontext

des logistischen Regressionsmodells

pi = P (yi = 1|xi) = F (μi)

erörtert, wobei y einen binären Responsevektor repräsentiert, μi = α+xiγ, F (.) = 1/{1+

exp(−.)}, β = (α, γ′)′. Der MMA-Schätzer von Hansen (2007) wird im Gegensatz zum

vorangegangenen Abschnitt nicht näher betrachtet, da seine Optimalitätseigenschaften

– wie in Abschnitt 4.2.2 beschrieben – nur für das lineare Modell gelten. Betrachtet
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werden erneut R = 500 Simulationsläufe, wobei für jeden Lauf je ein ntr × p Trainings-

datensatz und ein ntest × p Testdatensatz erzeugt wird mit ntr = 450, ntest = 50 und

p = 6. Mit Hilfe eines Clayton-Copulas wird eine multivariate Verteilung für die insge-

samt fünf Kovariablen mit den Randverteilungen X1 ∼ Ga(0.25, 5), X2 ∼ log N(0.5, 0.5),

X3 ∼ Exp(1), X4 ∼ log N(0.5, 0.5) und X5 ∼ B(1, 0.65) generiert. Die Verteilungen sind

so gewählt, dass die Varianz der Kovariablen aus Gründen der Standardisierung immer

in etwa Eins beträgt; der Copula-Parameter beträgt durchgehend θcop = 1.25 und re-

sultiert damit in einer mittelstarken Korrelation zwischen allen Kovariablen. Der Re-

sponse y wird aus einer Binomialverteilung B(1, p0) gezogen mit p0 = 1/(1+exp(−μ0)),

wobei μ0 = 3 − 2X1 + 0.25X2 − 3X5. Dies bedeutet, dass der Erwartungswert von y

maßgeblich von den Variablen X1, X2 und X5 bestimmt wird. Es gilt αwahr = 3 und

γwahr = (−2, 0.25, 0, 0,−3)′ und damit βwahr = (αwahr, γ
′
wahr)

′; der komplette Datensatz

wird als Dsim2 = {y, X1, X2, X3, X4, X5} bezeichnet und wird in jedem Simulationslauf

neu generiert. Anschließend werden unter Verwendung eines MAR-Fehlendmechanismus

Werte von X2, X4 und X5 gemäß der Fehlwahrscheinlichkeitsfunktionen

πX2(X3) = 1 − 1

0.2X2
3 + 1

, πX4(X1) = 1 − 1

1 + X3
1 · exp(1 − X2

1 )
,

πX5(X1) = 1 − 1

1 + exp{1 − 1.2(X2 + 2)} ,

als fehlend deklariert. Bei den R = 500 Simulationsläufen fehlen damit im Mittel 18% der

Beobachtungen bei X2, 9% der Beobachtungen bei X4 und 15% der Beobachtungen bei

X5. Die Gestalt der Fehlwahrscheinlichkeitsfunktionen ist in Abbildung 6.4 dargestellt.

Um den Zusammenhang des Response mit den Kovariablen zu modellieren, werden fünf

konkurrierende Kandidatenmodelle betrachtet:

M1 : ln pi

1−pi
= α + γ1xi1 + γ2xi2 + γ3xi3 + γ4xi4 + γ5xi5 ,

M2 : ln pi

1−pi
= α + γ1xi1 + γ2xi2 + γ3xi3 + γ5xi5 ,

M3 : ln pi

1−pi
= α + γ1xi1 + γ2xi2 + γ4xi4 + γ5xi5 ,

M4 : ln pi

1−pi
= α + γ1xi1 + γ2xi2 + γ5xi5 ,

M5 : ln pi

1−pi
= α + γ1xi1 + γ5xi5 .

Offensichtlich ist das Modell M4, das die Kovariablen X1, X2 und X5 enthält, am besten

geeignet um den oben formulierten, datengenerierenden Prozess zu beschreiben. Um nun

sowohl die Effekte der Modellselektionsunsicherheit als auch die Problematik fehlender
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Abb. 6.4: Gestalt der verwendeten Fehlwahrscheinlichkeitsfunktionen

Daten zu berücksichtigen, werden im Folgenden die 14 FMA-Akaike- bzw. FMS-AIC-

Schätzer, wie im vorhergehenden Abschnitt in Tabelle 6.1 erläutert, betrachtet. Die

Qualität dieser Schätzer wird anhand sieben verschiedener Verlustfunktionen beurteilt:

Dies sind die bereits vorgestellten Verlustfunktionen L1, L2 und L3; ferner die geschätzte,

mittlere Fehlklassifikationsrate

L5 =
1

R
R∑

r=1

{
1

ntest

ntest∑
i=1

I(ˆ̄y	
i,r 	= yi,r,wahr)

}
, (6.10)

wobei I(·) die Indikatorfunktion und ˆ̄y	
i,r den Vorhersagewert für yi im r-ten Simulati-

onslauf bezeichnet. Dieser basiert auf der Regel, dass ˆ̄y	
i,r = 1, wenn ˆ̄α	

r + xi,r ˆ̄γ
	
r ≥ 0

und ˆ̄y	
i,r = 0, wenn ˆ̄α	

r + xi,r ˆ̄γ
	
r < 0. Betrachtet wird auch der MSE bezüglich p im

Testdatensatz,

L6 =
1

R
R∑

r=1

{
1

ntest

ntest∑
i=1

(ˆ̄p	
i,r − pi,r,wahr)

2

}
, (6.11)

wobei ˆ̄p	
i,r = 1/{1+exp(− ˆ̄μ	

i,r)}, ˆ̄μ	
i,r = ˆ̄α	

r +xi,r ˆ̄γ
	
r , und pi,r,wahr = 1/{1+exp(−μi,r,wahr)},

μi,r,wahr = αwahr + xi,rγwahr, sowie die mittlere Kullback-Leibler-Distanz,

L7 =
1

R
R∑

r=1

{
1

ntest

ntest∑
i=1

KL (pi,r,wahr; ˆ̄p	
i,r)

}
, (6.12)
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mit KL(pi,r,wahr; ˆ̄p	
i,r) = pi,r,wahr ·ln{pi,r,wahr/ ˆ̄p	

i,r}+(1−pi,r,wahr)·ln{(1−pi,r,wahr)/(1− ˆ̄p	
i,r)}.

Zur Beurteilung der Vorhersagequalität wird ferner die mittlere, geschätzte Fläche unter

der entsprechenden ROC-Kurve, also die mittlere geschätzte Area Under Curve (AUC)

im Testdatensatz betrachtet:

L8 =
1

R
R∑

r=1

{
ÂUCr |ntest, ˆ̄p	

r

}
. (6.13)

Für die Schätzung der AUC-Werte wird das R-Paket
”
ROCR“ verwendet, Details dazu

finden sich bei Sing et al. (2005).

Resultate

Eine Auswahl an Resultaten ist in Abbildung 6.5 dargestellt, die detaillierten Ergebnisse

befinden sich in Tabelle B.9 in Anhang B. Es lassen sich folgende Ergebnisse konstatieren:

• Unabhängig von der gewählten Methodik zur Berücksichtigung fehlender Werte

und unabhängig von der betrachteten Verlustfunktion liefert der FMA-Akaike-

Schätzer fast ausschließlich bessere Resultate als der FMS-AIC-Schätzer. Diese

Aussage war aufgrund der Erkenntnisse aus den Simulationen in Abschnitt 6.1 zu

erwarten.

• Die Strategien zur Berücksichtigung fehlender Werte versprechen unterschiedliche

Erfolgsaussichten: Bezüglich der Verlustfunktionen L1, L3, L6 und L7 führen alle

vier Imputationsansätze sowohl für den Selektions- als auch den Mittelungsschätzer

zu deutlich besseren Ergebnissen als eine entsprechende Complete Case Analyse.

Diese Aussage gilt bei L2 nicht für die Imputation auf Basis des R-Pakets
”
Amelia

II“ bzw. bei L5 nicht für die verallgemeinerten Regressionsimputationen (GAMRI,

GLMRI) und die kNN-Methodik. Generell scheinen die Imputationen von Ame-

lia II am besten abzuschneiden; die anderen drei Imputationsmethoden liegen in

einer ähnlichen Größenordnung, wobei die k-Nächste-Nachbarn-Imputation oft ge-

ringfügig bessere Resultate erzielt als der GAMRI-Algorithmus, der wiederum et-

was bessere Resultate als der GLMRI-Algorithmus liefert. Die Gewichtungsansätze

auf Basis des AICW können gegenüber einer Complete Case Analyse durchweg kei-

ne Verbesserung erzielen.
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• Die Verlustfunktion L8, die für die 500 Simulationsläufe die mittlere Fläche un-

ter der ROC-Kurve bestimmt, nimmt eine Sonderstellung ein, da im Gegensatz

zu den anderen Verlustfunktionen offensichtlich höhere und nicht niedrigere Werte

eine bessere Qualität der zugehörigen Schätzung implizieren. In Tabelle B.9 er-

kennt man hierfür die Dominanz des FMA-Akaike-Schätzers gegenüber des FMS-

AIC-Schätzers und die Vorteile der Imputationsmethoden gegenüber der CC- bzw.

AICW -Methodik. Die Unterschiede sind jedoch meist gering; dies verdeutlicht auch

Abbildung 6.6, in der die Verteilung der ROC-Kurven über die R = 500 Simu-

lationsläufe exemplarisch für die CC- und GAMRI-Methodik beim FMA-Akaike-

sowie FMS-AIC-Schätzer betrachtet werden: Es ist fast kein Unterschied zwischen

den Abbildungen 6.6a, 6.6b, 6.6c und 6.6d zu erkennen; die Relevanz dieser Er-

gebnisse wird auch untenstehend diskutiert.

• Wie in der vorhergehenden Simulation in Abschnitt 6.1 stellt sich auch hier die Fra-

ge, ob die auf Basis der Verlustfunktionen getroffenen Aussagen über die meisten

der Simulationsläufe beobachtet werden können oder nicht. Zur Klärung dieses

Sachverhalts soll daher im Folgenden die Verteilung der Verluste

L̃3 =
1

ntest

ntest∑
i=1

(ˆ̄μ	
i − μi,wahr)

2 | Simulationslauf r (6.14)

und

L̃8 = ÂUC | Simulationslauf r (6.15)

exemplarisch für die CC- und GAMRI-Methodik beim FMA-Akaike- sowie FMS-

AIC-Schätzer über die R = 500 Simulationsläufe betrachtet werden, vergleiche

Tabelle 6.5. Ein Blick vom ersten Quartil bis hin zum dritten Quartil bestätigt

für L̃3 sowohl die Überlegenheit der Modellmittelung gegenüber der Modellselek-

tion als auch der GLMRI-Methodik bezüglich einer CC-Analyse. Die Verteilung

von L̃8 ist dagegen weniger klar; eine eindeutige Aussage ist auf den ersten Blick

nicht möglich. Um die Relevanz dieser Zahlen besser einordnen zu können, wer-

den mehrere einseitige Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtests für verbundene Stichproben

durchgeführt: Dabei wird stets geprüft, ob sich die Lage der Verteilungsfunktio-

nen der Verluste für die entsprechenden FMA- und FMS-Schätzer bzw. CC- und

GAMRI-Schätzer bezüglich eines Signifikanzniveaus von 5% signifikant unterschei-

den. Die Resultate befinden sich in Tabelle 6.6; die Alternativhypothese ist dabei
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stets H1 : FX < FY . Es zeigt sich, dass – auch wenn die Unterschiede gering sind

– die Verluste L̃3 für den FMA-Akaike-Schätzer signifikant unter denen des FMS-

AIC-Schätzers liegen bzw. für die GLMRI-Methodik signifikant geringer sind als

für die Complete Case Analyse. Für die Verluste L̃8 gilt dasselbe mit Ausnahme

der FMS-AIC- und FMA-Akaike-Schätzungen für die GAMRI-Methodik, hier wird

die Nullhypothese beibehalten. Die oben getroffenen Grundaussagen können also

in weiten Teilen über alle Simulationsläufe hinweg bestätigt werden.

(a) FMA-Akaike (CC) (b) FMA-Akaike (GLMRI)

(c) FMS-AIC (CC) (d) FMS-AIC (GLMRI)

Abb. 6.6: Veranschaulichung des Verlustes L̃8 für einige ausgewählte Schätzer über die

entsprechenden ROC-Kurven

Um nun die Qualität der Varianzschätzungen der FMA- bzw. FMS-Schätzer zu beurtei-

len, wird erneut der empirische Standardfehler (6.7) für jedes βj, j = 0, . . . , 5, berechnet
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Methodik Min. 1. Quartil Median arith. Mittel 3. Quartil Max.

L̃3 FMA-Akaike (CC) 0.0062 0.1083 0.2294 0.4520 0.4945 7.4040

FMA-Akaike (GLMRI) 0.0101 0.0926 0.2002 0.3125 0.3885 3.2790

FMS-AIC (CC) 0.0014 0.1335 0.2673 0.4855 0.5435 7.4920

FMS-AIC (GLMRI) 0.0035 0.0967 0.2000 0.3228 0.4098 3.2160

L̃8 FMA-Akaike (CC) 0.6635 0.8235 0.8589 0.8549 0.8914 0.9813

FMA-Akaike (GLMRI) 0.6827 0.8229 0.8629 0.8560 0.8945 0.9796

FMS-AIC (CC) 0.6651 0.8211 0.8571 0.8533 0.8896 0.9643

FMS-AIC (GLMRI) 0.6667 0.8251 0.8631 0.8557 0.8926 0.9779

Tab. 6.5: Auswahl an Resultaten für das Grundszenario (Verlust L̃3 und L̃8) in den

500 Simulationsläufen bezüglich des FMA-Akaike-Schätzers und FMS-AIC-Schätzers

abhängig von der Behandlung der fehlenden Werte

FX FY p-Wert

FMA-Akaike (GLMRI) (L3) FMA-Akaike (CC) (L3) < 0.001

FMA-Akaike (CC) (L3) FMS-AIC (CC) (L3) < 0.001

FMS-AIC (GLMRI) (L3) FMS-AIC (CC) (L3) < 0.001

FMA-Akaike (GLMRI) (L3) FMS-AIC (GLMRI) (L3) < 0.001

FMA-Akaike (CC) (L8) FMA-Akaike (GLMRI) (L8) 0.017

FMS-AIC (CC) (L8) FMA-Akaike (CC) (L8) 0.008

FMS-AIC (CC) (L8) FMS-AIC (GLMRI) (L8) 0.002

FMS-AIC (GLMRI) (L8) FMA-Akaike (GLMRI) (L8) 0.163

Tab. 6.6: Ergebnisse der Wilcoxon-Vorzeichen-Rangtests für verbundene Stichproben

zum Vergleich der Verteilungen der Verluste L̃3 und L̃8 für ausgewählte Schätzer

und mit der mittleren Schätzung des Standardfehlers nach Buckland, Burnham und An-

derson (1997) gemäß (6.8) verglichen. Tabelle B.10 präsentiert die Resultate. Es lassen

sich folgende Ergebnisse konstatieren:

• Die Verwendung des FMA-Akaike-Schätzers führt generell zu höheren Varianz-

schätzungen gemäß (6.8) als die Verwendung des FMS-AIC-Schätzers. Dies war zu

erwarten, da durch das Kombinieren mehrerer Modelle explizit die Unsicherheit

bezüglich der Selektion beachtet wird.

• Betrachtet man den FMA-Akaike-Schätzer für die Originaldaten (ohne fehlende

Werte) bzw. für die Complete Case Analyse, so ist zu erkennen, dass die Schätzung

des Standardfehlers gemäß (6.8) dem zugehörigen empirischen Standardfehler für

alle βj meist sehr nahe liegt, in einigen Fällen jedoch etwas geringer ist. Für den

FMS-AIC-Schätzer fallen die Schätzungen der Standardfehler geringer aus und

liegen ausnahmslos unter dem empirischen Standardfehler.
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• Die Verwendung von Imputationen und damit der Strategien
”
Selektion nach Im-

putation“ und
”
Mittelung nach Imputation“ führen zu einer Unterschätzung der

Varianz; der geschätzte Standardfehler (6.7) ist ausnahmslos kleiner als der em-

pirische Standardfehler (6.8). Wie in den Abschnitten 5.1.2, 5.2.2 und 6.1 bereits

diskutiert, mag dies in erster Linie daran liegen, dass die Unsicherheit bezüglich

der Imputation in (6.8) nicht berücksichtigt wird. Eine mögliche Adjustierung mit

Hilfe multipler Imputationen wird in Abschnitt 6.3 diskutiert.

• Die Verwendung des AICW zur Selektion bzw. zur Konstruktion von FMA-Ge-

wichten führt ebenfalls zu einer Unterschätzung der Varianz. Potentiell ist dies auf

die Unsicherheit in der Wahl des Glättungsparameters bzw. der Kovariablen für

das GAM zur Schätzung der Gewichte (5.5) zurückzuführen.

• Diese Aussagen decken sich fast ausnahmslos mit denen des vorangegangenen Ab-

schnitts 6.1.

Es stellt sich die Frage, wie sensitiv die in diesem Abschnitt getroffenen Aussagen

bezüglich des Simulationssettings sind; hierfür werden im Folgenden kritische Annahmen

der Simulation variiert und darauf aufbauend die bisherigen Resultate überprüft.

Experiment 2: Veränderung des Fehlendmechanismus

In der oben betrachteten Simulation wird von einem MAR-Fehlendmechanismus ausge-

gangen. Es stellt sich die Frage, ob bei komplett zufälligem Fehlen der Daten, also einem

MCAR-Fehlendmechanismus, die Aussagen bezüglich des FMA- und des FMS-Schätzers

bestehen bleiben und ob die Verwendung von Korrekturverfahren zur Berücksichtigung

der Problematik fehlender Daten bezüglich einer CC-Analyse einen Gewinn erbringt

oder nicht. Hierfür wird erneut das Grundszenario betrachtet, jedoch unter Verwendung

der konstanten Fehlwahrscheinlichkeitsfunktionen πX2 = πX4 = πX5 = 0.1. Die Resultate

befinden sich in Tabelle B.11 im Anhang. Die Kernaussagen werden dabei weitgehend

bestätigt: Der FMA-Akaike-Schätzer liefert in der Regel bessere Ergebnisse als der FMS-

AIC-Schätzer, alle Imputationsansätze erbringen eine Verbesserung gegenüber einer CC-

Analyse und innerhalb der Imputationsmethoden versprechen diejenigen auf Basis des

Amelia II-Pakets die besten Resultate; einzig die Aussage bezüglich der Schätzungen

unter Verwendung des AICW muss revidiert werden. Die Qualität dieser Schätzungen

ist nicht mehr durchgehend schlechter als die Qualität der Schätzungen auf Basis einer

Complete Case Analyse, meist liegen sie in einer ähnlichen Größenordnung.
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Experiment 3: Geringere Anzahl an fehlenden Werten

Um zu sehen, ob die Kernaussagen auch für eine geringere Anzahl an fehlenden Werten

bestätigt werden können, werden die Fehlwahrscheinlichkeitsfunktionen des Grundsze-

narios teilweise modifiziert: Im Folgenden wird angenommen, dass die Kovariable X4

vollständig beobachtet wird, also πX4(X1) = 0 gilt und die Fehlwahrscheinlichkeit für

X2 gemäß

π̃X2(X3) = 1 − 1

0.1X2
3 + 1

bestimmt wird. Die Fehlwahrscheinlichkeitsfunktion πX5(X1) zur Generierung fehlender

Werte für X5 bleibt bestehen. Für die R = 500 Simulationsläufe werden dabei im Mittel

12% fehlende Werte für X2 und 15% fehlende Werte für X5 beobachtet. Die Resultate

dieses Experiments befinden sich in Tabelle B.12. Auch hier werden die Aussagen des

Grundszenarios weitgehend bestätigt. Man erkennt erneut die besten Resultate für die

”
Mittelung nach Imputation“-Strategie; In Analogie zu den beiden vorangegangenen

Experimenten schneiden dabei die Amelia II-Imputationen erneut am besten ab, mit

einer Ausnahme: Für die Verlustfunktion L2, die die FMA- bzw. FMS-Schätzer mit den

entsprechenden Schätzern unter Verwendung der Originaldaten vergleicht, können (wie

auch in einigen anderen Experimenten bereits zu beobachten) die verallgemeinerten

Regressionsimputationen GAMRI und GLMRI respektable Ergebnisse vorweisen. Es

scheint, als führe eine solche Imputationsstrategie – wie beabsichtigt – zu einer adäquaten

Wiedergabe der vorliegenden Datenstruktur.

Experiment 4: Berücksichtigung zufälliger Effekte

Dieses Experiment unterscheidet sich vom Grundszenario in der Annahme, dass y ∼
B(1, p0 + ε0), ε0 ∼ N(0, 1), also zufällige Effekte vorliegen. Die Resultate für dieses Sze-

nario befinden sich in Tabelle B.13. Weiterhin ist der FMA-Akaike-Schätzer dem FMS-

AIC-Schätzer bezüglich aller Verlustfunktionen deutlich überlegen. Bei Betrachtung der

verschiedenen Strategien zur Berücksichtigung der fehlenden Werte ergibt sich sowohl

für die Modellmittelung als auch die Modellselektion ein wesentlicher Unterschied im

Vergleich zu den ersten drei Experimenten: Die Qualität der vier Imputationsansätze ist

genau gegenläufig zu beurteilen; die besten Resultate erhält man bei Betrachtung der

Verlustfunktion L1 unter Verwendung einer verallgemeinerten Regressionsimputation

mit generalisierten linearen Modellen (GLMRI), gefolgt von der GAMRI-Methodik, der
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kNN-Methodologie und den Amelia II-Imputationen. Das letztgenannte Vorgehen ver-

spricht dabei nicht einmal Verbesserungen bezüglich einer Complete Case Analyse. Für

die anderen Verlustfunktionen gelten ähnliche Aussagen: Die Imputationen von Ame-

lia II sind stets am schlechtesten, die der Regressionsimputationen meist am besten.

Diese Ergebnisse verdeutlichen noch einmal die Herausforderung der Wahl geeigneter

Imputationen und die Notwendigkeit von Sensitivitätsanalysen.

Experiment 5: Höhere Komplexität I (logarithmischer Effekt)

Zur Modellierung höherer Komplexität wird in diesem Experiment zusätzlich ein lo-

garithmischer Effekt betrachtet. Hierfür erfolgt die Modifikation von y ∼ B(1, p1),

p1 = 1/(1 + exp(−μ1)) mit μ1 = 3 − 2X1 + 0.25X2 − 3X5 + 0.35 ln(X1). Die Fehlwahr-

scheinlichkeitsfunktionen sind dieselben wie im Grundszenario; der Stichprobenumfang

im Trainingsdatensatz wird zu ntrain = 750 verändert, im Testdatensatz beträgt er wei-

terhin ntest = 50. Es werden die folgenden Kandidatenmodelle betrachtet:

M1 : ln pi

1−pi
= α + γ1xi1 + γ2xi2 + γ3xi3 + γ4xi4 + γ5xi5 + γ6 ln xi1 ,

M2 : ln pi

1−pi
= α + γ1xi1 + γ2xi2 + γ5xi5 + γ6 ln xi1 ,

M3 : ln pi

1−pi
= α + γ1xi1 + γ2xi2 + γ5xi5 ,

M4 : ln pi

1−pi
= α + γ1xi1 + γ5xi5 + γ6 ln xi1 ,

M5 : ln pi

1−pi
= α + γ1xi1 + γ5xi5 .

Die Resultate für dieses Experiment befinden sich in Tabelle B.14. Offensichtlich weisen

die Ergebnisse mehr Ähnlichkeiten mit Experiment 4 als mit den ersten drei Experimen-

ten auf: Die Schätzer auf Basis des AICW , wie auch die Schätzer unter Verwendung der

Amelia II-Imputationen, können die Resultate einer Complete Case Analyse meist nicht

verbessern; sie liegen oft in einer ähnlichen Größenordnung und modellieren die Da-

tensituation nicht adäquat. Die anderen drei Imputationsmethoden liefern durchgängig

bessere Resultate als die CC-Analyse, mit Ausnahme für die Verlustfunktion L5. Dies

unterstreicht erneut, dass die verallgemeinerten Regressionsimputationen GLMRI und

GAMRI sowie die k-Nächste-Nachbarn-Methodologie sehr häufig zu qualitativ ähnlichen

Schätzern für die Strategien
”
Selektion nach Imputation“ und

”
Mittelung nach Impu-

tation“ führen und sich – teils positiv, teils negativ – von den Amelia II-Imputationen

unterschieden.
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Experiment 6: Höhere Komplexität II (kubischer Effekt)

In Analogie zu Experiment 7 in Abschnitt 6.1 wird in diesem Experiment eine höhere

Komplexität über die Betrachtung quadratischer und kubischer Effekte modelliert. Dazu

wird der Response gemäß y ∼ B(1, p2), p2 = 1/(1 + exp(−μ2)) mit μ2 = −2 + 0.3X4 +

0.7X2
4 −0.2X3

4 +2X5 generiert. Die Fehlwahrscheinlichkeitsfunktionen sind dieselben wie

im Grundszenario; der Stichprobenumfang im Trainingsdatensatz wird zu ntrain = 950

verändert, im Testdatensatz beträgt er weiterhin ntest = 50. Es werden die folgenden

Kandidatenmodelle betrachtet:

M1 : ln pi

1−pi
= α + γ1xi1 + γ2xi2 + γ3xi3 + γ4xi4 + γ5xi5 + γ6x

2
i4 + γ7x

3
i4 ,

M2 : ln pi

1−pi
= α + γ3xi3 + γ4xi4 + γ5xi5 + γ6x

2
i4 + γ7x

3
i4 ,

M3 : ln pi

1−pi
= α + γ2xi2 + γ4xi4 + γ5xi5 + γ6x

2
i4 + γ7x

3
i4 ,

M4 : ln pi

1−pi
= α + γ1xi1 + γ4xi4 + γ5xi5 + γ6x

2
i4 + γ7x

3
i4 ,

M5 : ln pi

1−pi
= α + γ4xi4 + γ5xi5 + γ6x

2
i4 + γ7x

3
i4 ,

M6 : ln pi

1−pi
= α + γ4xi4 + γ5xi5 + γ6x

2
i4,

M7 : ln pi

1−pi
= α + γ4xi4 + γ5xi5 .

Die Resultate für dieses Experiment befinden sich in Tabelle B.15. Die Qualität der Stra-

tegien zur Berücksichtigung fehlender Werte variiert in diesem Experiment sehr stark

mit der betrachteten Verlustfunktion. Einen ersten interessanten Aspekt liefert dabei

die FMA- bzw. FMS-Schätzung auf Basis der Originaldaten, die im Gegensatz zu allen

vorher durchgeführten Experimenten – abhängig von der betrachteten Verlustfunktion –

nicht mehr die besten Ergebnisse liefert. Auch wenn diese Schätzungen nur als Referenz

dienen und deshalb bisher nicht näher kommentiert worden sind, so zeigt sich schon

hier die höhere Komplexität des Szenarios und die damit verbundene stärkere Instabi-

lität der Schätzungen. Wie schon häufig beobachtet und in Experiment 3 auch näher

kommentiert, lässt sich unter den Imputationsstrategien eine starke Diskrepanz in den

Resultaten bezüglich L1 und L2 beobachten: Für L1 liefert die Amelia II-Methodik die

besten Ergebnisse, die kNN-Methodik die schlechtesten; für die Verlustfunktion L2, die

die FMA- bzw. FMS-Schätzer mit den entsprechenden Schätzern unter Verwendung der

Originaldaten vergleicht, resultiert die Verwendung der Regressionsimputationen bzw.

der kNN-Imputation in deutlich besseren Ergebnissen als die Amelia II-Imputation, die

in diesem Kontext nicht einmal die Ergebnisse einer Complete Case Analyse verbessern

kann. Bezüglich der Verlustfunktionen L3-L8, die die Vorhersagequalität der Schätzungen
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beurteilen, existieren zahlreiche marginale Unterschiede; in der Regel führen jedoch al-

le Imputationsstrategien zu einer Verbesserung gegenüber einer CC-Analyse und meist

liefern die Amelia II-Imputationen geringfügig bessere Resultate als die drei anderen

Imputationsstrategien; die Schätzer auf Basis des AICW können die Resultate einer

Complete Case Analyse erneut bezüglich keiner Verlustfunktion verbessern.

Weitere Experimente

Die Ergebnisse weiterer Experimente, die in etwa über die Copula-Parameter bzw. andere

Copulas die Abhängigkeitsstruktur verändern oder andere Verteilungen für die Kovaria-

blen annehmen, führen zu keinen relevanten Veränderungen bezüglich des Grundszena-

rios; die Resultate werden in dieser Arbeit daher nicht näher aufgeführt. Die Aussagen

bezüglich der Varianzschätzungen nach Tabelle B.10 bestätigen sich auch für die Expe-

rimente 2-6, werden jedoch ebenfalls nicht mehr genauer erläutert, da dieser Thematik

im folgendem Abschnitt 6.3 besondere Aufmerksamkeit zuteil wird.

6.3 Die Auswirkungen multipler Imputation

Die beiden vorangegangenen Abschnitte haben gezeigt, dass die Verwendung von Im-

putationen die Qualität der betrachteten FMA- wie auch FMS-Schätzer im Vergleich

zu einer einfachen Complete Case Analyse oder Adjustierungen auf Basis des AICW

in der Regel verbessert. Es zeigt sich jedoch auch, dass eine solche Strategie zu einer

Unterschätzung der Varianz führen kann. Dies liegt offensichtlich an der Imputations-

unsicherheit, die bei der Verwendung nicht-multipler Imputationen vernachlässigt wird.

Es stellt sich die Frage, ob korrekte multiple Imputationen (etwa unter Verwendung des

Amelia II-Pakets für die statistische Software R) diese Problematik beheben können.

Die in diesem Abschnitt durchgeführten Monte-Carlo-Simulationen orientieren sich sehr

stark an Experiment 6 aus Abschnitt 6.1. Im Fokus steht damit das lineare Regressions-

modell

y = Xβ + ε , ε ∼ N(0, σ2I) ,

mit β = (α, γ′)′. Betrachtet werden erneut R = 500 Simulationsläufe, wobei für je-

den Lauf je ein ntr × p Trainingsdatensatz und ein ntest × p Testdatensatz erzeugt
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wird mit ntr = 450, ntest = 50 und p = 6. Mit Hilfe eines Clayton-Copulas wird ei-

ne multivariate Verteilung für die insgesamt fünf Kovariablen mit den Randverteilungen

X1 ∼ N(0.5, 1), X2 ∼ log N(0.5, 0.5), X3 ∼ Weibull(1.75, 1.9), X4 ∼ B(1, 0.3) und

X5 ∼ Ga(0.25, 2) generiert. Die Verteilungen sind so gewählt, dass die Varianz der Ko-

variablen aus Gründen der Standardisierung immer in etwa Eins beträgt; der Copula-

Parameter beträgt durchgehend θcop = 1 und resultiert damit in einer mittelstarken

Korrelation zwischen allen Kovariablen. Der Response y wird aus einer Normalvertei-

lung N(μ1, σ0) gezogen mit μ1 = 2.5−3X1−0.3X2−2X4 +X1X4 und σ0 = exp(1). Dies

bedeutet, dass der Erwartungswert von y maßgeblich von den Variablen X1, X2 und X4,

insbesondere auch über die Interaktion X1X4, bestimmt wird. Daher gilt αwahr = 2.5 und

γwahr = (−3,−0.3, 0,−2, 0, 1)′ und damit βwahr = (αwahr, γ
′
wahr)

′; der komplette Datensatz

wird als Dsim3 = {y, X1, X2, X3, X4, X5} bezeichnet und wird in jedem Simulationslauf

neu generiert. Anschließend werden unter Verwendung eines MAR-Fehlendmechanismus

Werte von X1, X4 und X5 gemäß der Fehlwahrscheinlichkeitsfunktionen

πX1(y) = 1 − 1

0.0225y2 + 1
, πX4(X2) = 1 − 1

1 + 0.02X3
2

,

πX5(X3) = 1 − 1

1 + exp{1 − 2X3} ,

als fehlend deklariert. Bei den R = 500 Simulationsläufen fehlen damit im Mittel 21%

der Werte bei X1, 15% der Werte bei X4 und 18% der Werte bei X5. Um den Zu-

sammenhang von y und den Kovariablen zu modellieren, werden sieben konkurrierende

Kandidatenmodelle betrachtet:

M1 : y = α + γ1X1 + γ2X2 + γ3X3 + γ4X4 + γ5X5 + γ6X1X4 ,

M2 : y = α + γ1X1 + γ2X2 + γ3X3 + γ4X4 + γ6X1X4 ,

M3 : y = α + γ1X1 + γ2X2 + γ4X4 + γ5X5 + γ6X1X4 ,

M4 : y = α + γ1X1 + γ2X2 + γ4X4 + γ6X1X4 ,

M5 : y = α + γ1X1 + γ2X2 + γ4X4 ,

M6 : y = α + γ1X1 + γ4X4 + γ6X1X4 ,

M7 : y = α + γ1X1 + γ4X4 .

Offensichtlich ist das Modell M4 am besten geeignet, um den datengenerierenden Prozess

zu beschreiben. Um nun sowohl die Effekte der Modellselektionsunsicherheit als auch die

Problematik fehlender Daten zu berücksichtigen, werden analog zu den vorangegangenen
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beiden Abschnitten sowohl die 20 Schätzer, wie in Tabelle 6.1 aufgelistet, analysiert als

auch die 3 passenden Schätzer unter Verwendung multipler Imputationen, wie in Tabelle

6.7 näher erläutert.

Erweiterte Auswahl an FMA- und FMS-Schätzern ˆ̄β� bei fehlenden Daten
(a) FMA-Akaike-Schätzer: der FMA-Schätzer auf Basis der exponentiellen AIC-Gewichte

(4.6), der den Umstand fehlender Daten wie folgt berücksichtigt:

MI – es wird das Prinzip ”Mittelung nach (multipler) Imputation“ angewendet; dies entspricht
dem Schätzer (5.23) unter Verwendung des aufgefüllten Datensatzes Dimp gemäß den Boots-
trap-basierten multiplen Imputationen des R-Pakets ”Amelia II“.

(b) FMA-Hansen-Schätzer: der FMA-Schätzer auf Basis der Gewichte (4.9), der den Umstand
fehlender Daten wie in (a) gemäß der MI-Strategie berücksichtigt.

(c) FMS-AIC-Schätzer: der FMS-Schätzer für den Γ = AIC und der den Umstand fehlender
Daten wie folgt berücksichtigt:

MI – es wird das Prinzip ”Selektion nach (multipler) Imputation“ angewendet; der Schätzer
(5.9) basiert dabei auf den Bootstrap-basierten multiplen Imputationen wie in (a) beschrie-
ben.

Tab. 6.7: Erweiterung von Tabelle 6.1; drei weitere Modellmittelungsschätzer und Mo-

dellselektionsschätzer unter Verwendung multipler Imputationen

Wie bereits angedeutet sind die Varianzschätzungen in diesem Abschnitt von besonde-

rem Interesse. Um den Effekt multipler Imputationen für die Simulationsläufe adäquat

zu modellieren, werden in Anlehnung an (5.24) die mittleren Standardfehler gemäß

ŝeβj
=

1

R
R∑

r=1

⎧⎨⎩ 1

M

M∑
m=1

(
k∑

κ=1

ŵκ,r

√
V̂ar(β̂

	,(m)
j,κ,r |Mκ) − (β̂

	,(m)
j,κ,r − ˆ̄β

	,(m)
j,r )2

)2

+
M + 1

M(M − 1)

M∑
m=1

( ˆ̄β
	,(m)
j,r − ˆ̄β	,M

j,r )2

} 1
2

(6.16)

geschätzt und mit dem empirischen Standardfehler (6.7) verglichen. Dabei beschreibt

β̂
	,(m)
j,κ,r den Schätzer von βj in Modell Mκ und ˆ̄β

	,(m)
j,r den gemittelten Schätzer von βj

für alle Mκ ∈ M jeweils im r-ten Simulationslauf für die m-te Imputation; außerdem

ist ˆ̄β	,M
j,r = 1

M

∑M
m=1

ˆ̄β
	,(m)
j,r . Offensichtlich kann (6.16) auch für die FMA-Schätzer mit

einfachen, nicht-multiplen Imputationen, wie auch für den FMS-AIC-Schätzer verwendet
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werden. Im ersten Fall ist schlicht M = 1 und (6.16) entspricht (6.8); im zweiten Fall

erhält unabhängig von der Methodik zur Berücksichtigung fehlender Werte das durch

Γ = AIC gewählte Siegermodell das Gewicht wκ = 1, alle anderen Modelle das Gewicht

Null.

Resultate

Die Resultate bezüglich der geschätzten Standardfehler befinden sich in Tabelle 6.8. Die

Ergebnisse für die zugehörigen Punktschätzungen, exemplarisch dargestellt über den

Verlust L1, werden in Tabelle B.16 im Anhang aufgeführt; sie entsprechen qualitativ

denen von Experiment 6 aus Abschnitt 6.1, wobei die Verwendung multipler Imputa-

tionen erwartungsgemäß zu marginal besseren Resultaten führt als die entsprechenden

einfachen Imputationen. Es lassen sich für die Varianzschätzungen folgende Ergebnisse

konstatieren:

• Betrachtet man die Originaldaten, so wird für den FMA-Akaike-Schätzer der em-

pirische Standardfehler fast perfekt erfasst und nur an einigen Stellen marginal un-

terschätzt. Im Gegensatz dazu unterschätzt der FMS-AIC-Schätzer durch die nicht

berücksichtigte, hier durchaus vorhandene, Modellselektionsunsicherheit den Stan-

dardfehler relativ deutlich. Einen interessanten Effekt erkennt man bei Betrach-

tung des FMA-Hansen-Schätzers: Generell entspricht der durch (6.16) geschätzte

Standardfehler in etwa dem empirischen, mit Ausnahme von ŝe(β4) und ŝe(β6).

Hier wird die Varianz deutlich überschätzt. Tatsächlich hängt dies mit der bereits

häufig angesprochenen Einschränkung der Kandidatenmodelle zusammen: Das ein-

zige Modell, das den wichtigen und relevanten Interaktionseffekt enthält, ist offen-

sichtlich das volle Modell; genau dieses Modell wird von der Methodik sehr häufig,

sehr stark gewichtet, enthält aber zu hohe Schätzungen für die Standardfehler, die

sich eben auch im finalen Modellmittelungsschätzer wiederfinden.

• Generell lassen sich die bisher getroffenen Aussagen auch bei Durchführung einer

Complete Case Analyse bestätigen: Für den FMA-Akaike-Schätzer wird der Stan-

dardfehler prinzipiell adäquat modelliert. Im Gegensatz zu den Originaldaten ist

die Unterschätzung der Varianz jedoch etwas deutlicher ausgeprägt, wohl insge-

samt aber noch im tolerierbaren Bereich. Erneut werden aus den oben genann-

ten Gründen beim FMA-Hansen-Schätzer die Standardfehler se(β4) und se(β6)

überschätzt. Der Selektionsschätzer auf Basis des AIC unterschätzt die Standard-

fehler deutlich.
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• Wie in der vorliegenden Arbeit bereits vielfach diskutiert, führt die Verwendung

des AICW , unabhängig ob für eine einfache Selektion oder zur Konstruktion von

Gewichten verwendet, zu einer Unterschätzung der Varianz. Dies ist erneut klar

zu erkennen. Die Unsicherheit bei der Wahl der für das GAM notwendigen Kova-

riablen, wie auch die Unsicherheit bei der Wahl des Glättungsparameters scheinen

insgesamt nicht vernachlässigbar zu sein.

• Unabhängig davon, ob für einfache, nicht-multiple Imputationen die GAMRI-,

GLMRI-, kNN- oder Amelia-Methode gewählt wird, ist eine Unterschätzung der

Varianz sowohl für die beiden FMA- als auch den FMS-Schätzer zu erkennen. Ein-

zige Ausnahme bilden die Schätzer der Standardfehler ŝe(β4) und ŝe(β6) des FMA-

Hansen-Schätzers. Wie oben diskutiert, ist dies jedoch ausnahmslos auf die restrik-

tive Wahl der Kandidatenmodelle innerhalb der MMA-Methodik zurückzuführen.

• Für die Schätzer auf Basis multipler Imputationen ist prinzipiell zu erwarten, dass

die oben angesprochene Imputationsunsicherheit erfasst wird und damit eine Un-

terschätzung der Standardfehler verhindert werden kann. Ein Blick auf die Er-

gebnisse zeigt, dass für viele Effekte, etwa bei den Variablen X1, X2, X3 und

X5, die geschätzten Standardfehler der FMA-Schätzer gemäß (6.16) den empiri-

schen Standardfehler fast perfekt erfassen. Tatsächlich ist jedoch auch eine klare

Überschätzung der Varianz für se(β4) und se(β6) festzustellen – und zwar für alle

drei betrachteten Schätzer. Für den FMA-Hansen-Schätzer ist hierfür bereits eine

ausreichende Erklärung gefunden worden: die restriktive Auswahl der Kandidaten-

modelle. Für den FMA-Akaike- und den FMS-AIC-Schätzer kann diese Erklärung

offensichtlich nicht herangezogen werden. Das folgende Experiment 2 wird zeigen,

dass die Überschätzung der Standardfehler auf eine sehr große Imputationsunsi-

cherheit für die binomialverteilte Variable X4 zurückzuführen ist: Die multiplen

Imputationen für X4 sind insgesamt sehr verschieden, es herrscht eine große Im-

putationsunsicherheit, so dass der letzte Term von (6.16) für die relevanten βj,

hier β4 und β6, sehr groß wird und damit für den komplexen Teil des postulierten

Zusammenhangs, also den Einfluss von X4 auch über den Interaktionseffekt, sehr

unsichere Schätzungen entstehen. Experiment 2 wird zeigen, dass für einen alter-

nativen Fehlendmechanismus, der nicht auf den Interaktionseffekt wirkt, multiple

Imputationen zu einer durchgehend adäquaten Modellierung der Standardfehler

führen.
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Experiment 2: Die Rolle des Fehlendmechanismus

Das vorliegende Experiment entspricht dem vorhergehenden, mit einer entscheidenden

Modifikation: Der Fehlendmechanismus wirkt nicht mehr auf die Variablen X1 und X4,

die den Interaktionseffekt prägen. Betrachtet wird nur

πX2,X5(y) = 1 − 1

0.0225y2 + 1
,

wodurch ausschließlich Werte von X2 und X5 als fehlend deklariert werden. In den

R = 500 Simulationsläufen resultiert dies im Mittel in je 21% fehlender Werte für die

beiden Variablen.

Resultate

Die Resultate befinden sich in Tabelle 6.9 und Tabelle B.17. Offensichtlich sind die Ergeb-

nisse für die Punktschätzungen qualitativ dieselben wie im vorhergehenden Abschnitt,

die der zugehörigen Varianzschätzungen eindeutig interessanter:

• Die Aussagen für die Originaldaten sowie die CC-, AICW - , GAMRI-, GLMRI-,

kNN- und Amelia-Methodik bleiben dieselben: Generell ist für eine Complete Case

Analyse eine marginale Unterschätzung, für die AICW - bzw. Imputationsverfahren

eine deutliche Unterschätzung der Varianz zu erkennen. Weiterhin überschätzt der

FMA-Hansen-Schätzer aus den oben genannten Gründen die Standardfehler für

X4 und den Interaktionseffekt.

• Betrachtet man die Schätzungen der Standardfehler basierend auf multiplen Im-

putationen, so ist tatsächlich ein klare Änderung festzustellen: Der FMA-Akaike-

Schätzer erfasst hier die Standardfehler fast perfekt; geschätzte und empirische

Standardfehler sind für alle Effekte nahezu identisch. Eine Überschätzung findet

im Gegensatz zum vorhergehenden Experiment nicht mehr statt. Dies zeigt erneut,

dass der Gewichtungsansatz unter Verwendung exponentieller AIC-Gewichte kom-

biniert mit multiplen Imputationen in vielen Situationen ein guter Ansatz sein

kann. Für den FMA-Hansen-Schätzer sind nur geringe Änderungen im Vergleich

zu den einfachen, nicht-multiplen Imputationen festzustellen. Insgesamt bleibt auf

die bestehenden Instabilitäten dieses Schätzers hinzuweisen. Der FMS-Schätzer

unterschätzt für einige Effekte weiterhin die Standardfehler aufgrund der nicht

berücksichtigten Modellselektionsunsicherheit.
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hä
tz

er
1)

O
ri

gi
na

l
0.

35
(0

.2
9)

0.
17

(0
.1

7)
0.

15
(0

.1
3)

0.
14

(0
.1

2)
0.

61
(0

.4
1)

0.
12

(0
.1

1)
0.

41
(0

.3
3)

2)
C

C
0.

38
(0

.3
1)

0.
21

(0
.2

1)
0.

15
(0

.1
4)

0.
13

(0
.1

2)
0.

55
(0

.4
5)

0.
10

(0
.1

0)
0.

34
(0

.3
6)

3)
G

A
M

R
I

0.
38

(0
.3

8)
0.

18
(0

.1
9)

0.
18

(0
.2

3)
0.

15
(0

.1
3)

0.
63

(0
.4

4)
0.

15
(0

.2
1)

0.
42

(0
.3

4)
G

L
M

R
I

0.
39

(0
.3

8)
0.

18
(0

.1
8)

0.
18

(0
.2

3)
0.

15
(0

.1
3)

0.
63

(0
.4

4)
0.

15
(0

.2
1)

0.
42

(0
.3

4)
kN

N
0.

38
(0

.3
8)

0.
18

(0
.1

9)
0.

18
(0

.2
2)

0.
14

(0
.1

3)
0.

63
(0

.4
4)

0.
15

(0
.1

9)
0.

43
(0

.3
4)

A
m

el
ia

0.
37

(0
.3

6)
0.

18
(0

.1
8)

0.
16

(0
.2

0)
0.

14
(0

.1
3)

0.
64

(0
.4

4)
0.

13
(0

.1
7)

0.
43

(0
.3

4)
M

I
0.

40
(0

.3
4)

0.
19

(0
.1

8)
0.

20
(0

.1
8)

0.
15

(0
.1

3)
0.

64
(0

.4
4)

0.
16

(0
.1

6)
0.

43
(0

.3
4)

F
M

S-
A

IC
-S

ch
ät

ze
r

1)
O

ri
gi

na
l

0.
25

(0
.3

1)
0.

15
(0

.1
7)

0.
11

(0
.1

6)
0.

02
(0

.1
0)

0.
37

(0
.3

8)
0.

02
(0

.1
0)

0.
30

(0
.3

1)
2)

C
C

0.
25

(0
.3

4)
0.

18
(0

.2
2)

0.
08

(0
.1

7)
0.

02
(0

.1
1)

0.
37

(0
.4

5)
0.

02
(0

.1
1)

0.
27

(0
.4

4)
3)

G
A

M
R

I
0.

27
(0

.4
1)

0.
16

(0
.1

9)
0.

13
(0

.2
5)

0.
02

(0
.1

1)
0.

39
(0

.4
1)

0.
05

(0
.2

2)
0.

31
(0

.3
3)

G
L
M

R
I

0.
28

(0
.4

1)
0.

16
(0

.1
9)

0.
13

(0
.2

5)
0.

02
(0

.1
1)

0.
39

(0
.4

1)
0.

05
(0

.2
2)

0.
31

(0
.3

3)
kN

N
0.

28
(0

.4
1)

0.
16

(0
.1

9)
0.

13
(0

.2
4)

0.
02

(0
.1

0)
0.

39
(0

.4
1)

0.
05

(0
.2

0)
0.

31
(0

.3
2)

A
m

el
ia

0.
26

(0
.3

8)
0.

16
(0

.1
8)

0.
11

(0
.2

2)
0.

02
(0

.1
0)

0.
39

(0
.4

0)
0.

04
(0

.1
7)

0.
31

(0
.3

2)
M

I
0.

32
(0

.3
6)

0.
17

(0
.1

8)
0.

18
(0

.2
0)

0.
03

(0
.0

9)
0.

40
(0

.4
0)

0.
11

(0
.1

6)
0.

32
(0

.3
2)

4)
A

IC
W

0.
32

(0
.5

1)
0.

20
(0

.2
8)

0.
14

(0
.2

6)
0.

06
(0

.2
3)

0.
46

(0
.6

6)
0.

06
(0

.2
2)

0.
36

(0
.5

6)

T
ab

.
6.

9:
M

it
tl

er
e

ge
sc

h
ät

zt
e

S
ta

n
d
ar

d
fe

h
le

r
u
n
te

r
V

er
w

en
d
u
n
g

vo
n

(6
.1

6)
;

in
K

la
m

m
er

n
d
ie

zu
ge

h
ör

ig
en

em
p
ir

is
ch

en

S
ta

n
d
ar

d
fe

h
le

r
n
ac

h
(6

.7
)



6.3. Die Auswirkungen multipler Imputation 129

Alternative Varianzschätzungen

An dieser Stelle soll noch einmal die Diskussion aus Abschnitt 5.2.2 aufgenommen wer-

den. Es stellt sich die Frage, ob die Reihenfolge der Berücksichtigung der Unsicherheiten

eine Rolle spielt oder nicht. In den vorangegangenen beiden Experimenten wurde gemäß

gängiger statistischer Konvention zuerst jede Form von Inferenz auf den M imputier-

ten Datensätzen durchgeführt, anschließend wurden diese Schätzungen kombiniert. Dies

impliziert, dass zuerst die Modellselektionsunsicherheit berücksichtigt wird, danach die

Imputationsunsicherheit. Die Verwendung der Ideen von (5.27) führt dagegen für die

vorliegenden beiden Experimente zu folgender, alternativen Schätzung des mittleren

Standardfehlers:

ŝeβj
=

1

R
R∑

r=1

{
k∑

κ=1

wM
κ

√
V̂ar(β̂	,M

j,κ,r) + ( ˆ̄β	,M
j,r − β̂	,M

j,κ,r)
2

}
. (6.17)

Dabei ist

V̂ar(β̂	,M
j,κ,r) =

1

M

M∑
m=1

V̂ar(β̂
	,(m)
j,κ,r ) +

M + 1

M(M − 1)

M∑
m=1

(β̂	,M
j,κ,r − β̂

	,(m)
j,κ,r )2 , (6.18)

wobei β̂	,M
j,κ,r = 1

M

∑M
m=1 β̂

	,(m)
j,κ,r und wM

κ = 1
M

∑M
m=1 w

(m)
κ . Offensichtlich wird dadurch

zuerst für jedes Modell ein Schätzer für den Standardfehler berechnet, der die Unsicher-

heit bezüglich der Imputationen berücksichtigt und dann anschließend über die Modelle

gewichtet mittelt.

Im Folgenden werden nun erneut die beiden vorangegangenen Experimente durchgeführt

und die mittleren geschätzten Standardfehler nach (6.16) den alternativen Schätzungen

gemäß (6.17) gegenübergestellt. Um die Schätzungen weiter zu stabilisieren, werden die

Simulationsläufe erhöht: R = 1000. Betrachtet wird ausschließlich der FMA-Akaike-

Schätzer. Die wesentlichen Resultate dafür sind in den Tabellen 6.10 und 6.11 zusam-

mengefasst.

Es ist zu erkennen, dass für das erste Experiment die beiden Schätzungen nicht allzu

weit voneinander entfernt liegen. Im Trend scheint die alternative Schätzung nach (6.17)

die Standardfehler jedoch etwas stärker zu unter- bzw. überschätzen. Für die Resultate

bezüglich des zweiten Experiments ist dies noch deutlicher zu erkennen: Während die

geschätzten Standardfehler für die Effekte X1 und X2 noch relativ ähnlich eingeschätzt
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se(β0) se(β1) se(β2) se(β3)

MI 0.34 (0.34) 0.19 (0.19) 0.16 (0.17) 0.09 (0.10)

MI alt. 0.36 (0.34) 0.20 (0.19) 0.15 (0.17) 0.07 (0.10)

se(β4) se(β5) se(β6)

MI 0.47 (0.41) 0.10 (0.11) 0.38 (0.32)

MI alt. 0.49 (0.41) 0.08 (0.11) 0.39 (0.32)

Tab. 6.10: Ergebnisse für die mittlere klassische Varianzschätzung (6.16) und die mittlere

alternative Varianzschätzung (6.17) des FMA-Akaike-Schätzers im Grundszenario; in

Klammern die zugehörigen empirischen Standardfehler nach (6.7)

se(β0) se(β1) se(β2) se(β3)

MI 0.34 (0.34) 0.17 (0.17) 0.18 (0.19) 0.08 (0.09)

MI alt. 0.37 (0.34) 0.18 (0.17) 0.18 (0.19) 0.06 (0.09)

se(β4) se(β5) se(β6)

MI 0.41 (0.42) 0.12 (0.13) 0.33 (0.35)

MI alt. 0.46 (0.42) 0.09 (0.12) 0.42 (0.35)

Tab. 6.11: Ergebnisse für die mittlere klassische Varianzschätzung (6.16) und die mitt-

lere alternative Varianzschätzung (6.17) des FMA-Akaike-Schätzers in Experiment 2; in

Klammern die zugehörigen empirischen Standardfehler nach (6.7)

werden, so werden sie für X3 und X5 von (6.17) im Vergleich zu (6.16) merklich un-

terschätzt. Noch größer gestaltet sich Unterschied für die bereits als kritisch eingeord-

neten Effekte X4 und X1X4; die alternative Schätzung überschätzt die Standardfehler

hier deutlich.

Während (6.16) für das zweite Experiment eine adäquate Modellierung der Varianz

bietet, ist dies bei (6.17) nicht zu erkennen. Insgesamt scheint das klassische Vorgehen,

also zuerst die Modellselektionsunsicherheit zu beachten, dann Imputationsunsicherheit,

wie erwartet die bessere Wahl zu sein.
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6.4 Zusammenfassung

Die in diesem Kapitel gewonnenen Erkenntnisse sind äußerst vielfältig und in vielerlei

Hinsicht aufschlussreich für die gewählten Modellselektions- und Modellmittelungsver-

fahren im Kontext fehlender Daten. Auch wenn Simulationsergebnisse grundsätzlich

immer nur mit Vorsicht auf Situationen außerhalb der betrachteten übertragen wer-

den können und die Resultate zu einem gewissen Teil von den gewählten Einstellungen

abhängen, so ergeben sich für die aufwändig und intensiv durchgeführten Studien dieses

Kapitels dennoch einige entscheidende Feststellungen:

• Unabhängig von der gewählten Methodik zur Berücksichtigung fehlender Werte

sind für den FMA-Akaike-Schätzer fast durchgängig bessere Punktschätzungen

als beim FMS-AIC- bzw. FMA-Hansen-Schätzer zu erkennen. Letzterer wirkt ins-

gesamt sehr instabil; die Qualität seiner Schätzungen hängt stark von der be-

trachteten Situation ab. In einigen Fällen, etwa bei den Experimenten 2 und 3 in

Abschnitt 6.1, liefert er zwar insbesondere für die Verlustfunktionen L2, L3 und

L4 bessere Schätzungen als der FMS-AIC-Schätzer, insgesamt kann jedoch nicht

konstatiert werden, dass er dem Selektionsschätzer überlegen ist. Die Qualität der

entsprechenden Varianzschätzungen scheint beim FMA-Akaike-Schätzer ebenfalls

am besten zu sein.

• Die Verwendung der vollständigen Fälle (CC) führt bei allen FMA- und FMS-

Schätzern nahezu ausschließlich zu sehr unzureichenden Punktschätzungen – so-

wohl bei Betrachtung der linearen Regression als auch bei Betrachtung der logi-

stischen Regression. Dennoch sind die zugehörigen Varianzschätzungen in einem

akzeptablen Bereich; sie unterschätzen die empirische Varianz nur in etwas kom-

plexeren Situationen und auch dann nur marginal.

• Die Verwendung des AICW , entweder direkt zur Selektion des Modells oder al-

ternativ zur Konstruktion von Modellmittelungsgewichten, führt in Abschnitt 6.1

(mit Ausnahme von Experiment 7) in der Regel zu besseren Schätzungen als eine

Complete Case Analyse und zu etwas schlechteren Ergebnissen als die Imputati-

onsverfahren. In den betrachteten Situationen der logistischen Regressionsanaly-

se aus Abschnitt 6.2, kann die AICW -Methodologie meist keinen Gewinn erbrin-

gen. Sie schneidet häufig am schlechtesten ab. Die Varianz der entsprechenden

Schätzer wird in allen Simulationen der drei vorangegangenen Abschnitte 6.1-6.3

unterschätzt. Korrekterweise müsste eigentlich noch die Unsicherheit bei der Wahl
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des Glättungsparameters und den Kovariablen für das zur Schätzung der Gewichte

(5.5) notwendige GAM berücksichtigt werden.

• Die Verwendung von einfachen, nicht-multiplen Imputationen führt in der Regel

zu sehr guten Schätzungen für alle FMA- und FMS-Schätzer. Häufig liefert die

Amelia-Methode, also die Verwendung des R-Pakets
”
Amelia II“, sehr gute und

stabile Ergebnisse. In einigen Situationen, etwa den Experimenten 3 und 7 aus

Abschnitt 6.1 und den Experimenten 4,5 und 6 aus Abschnitt 6.2, kann jedoch

auch die Verwendung der GAMRI-,GLMRI- bzw. kNN-Methodik zu den besten

Resultaten führen. Prinzipiell kann nicht konstatiert werden, dass bei Gebrauch

des in Abschnitt 5.1.2 vorgestellten verallgemeinerten Regressionsimputationsal-

gorithmus die Verwendung von generalisierten additiven Modellen (GAMRI) der

Verwendung simpler generalisierter linearer Regressionsmodelle (GLMRI) vorzu-

ziehen ist. Der Erfolg dieser beiden Methoden variiert sehr stark mit dem gewählten

Setting. Generell wird bei allen vier betrachteten Imputationsmethoden die Vari-

anz unterschätzt, da die Imputationsunsicherheit nicht erfasst wird.

• Die Verwendung von korrekten multiplen Imputationen unter Verwendung des

Amelia II-Pakets der statistischen Software R führt – wie in Abschnitt 6.3 dis-

kutiert – zu guten Schätzungen, insbesondere auch in Bezug auf die Varianz, die

speziell für den FMA-Akaike-Schätzer nicht unterschätzt wird. Wirkt der Fehlend-

mechanismus auf eine Variable, die einen komplexeren Effekt, etwa einen Inter-

aktionseffekt, mitgestaltet und ist die Imputationsunsicherheit groß, so wird diese

Unsicherheit explizit mitmodelliert und kann zu einer Überschätzung der Varianz

führen. Dies verdeutlicht noch einmal die großen Herausforderungen, die in der

Modellbildung unter Berücksichtigung fehlender Daten liegen. Ferner werden in

den betrachteten Situationen die Standardfehler besser geschätzt, wenn zuerst die

Modellselektionsunsicherheit und dann die Imputationsunsicherheit berücksichtigt

wird und nicht umgekehrt.

Die zu Beginn dieses Kapitel aufgeworfenen Fragen lassen sich unter Berücksichtigung

dieser Erkenntnisse wie folgt beantworten:

1. Modellmittelungsverfahren sind der Modellselektion nicht
”
generell“ überlegen,

dies zeigen insbesondere die Ergebnisse der Mallows-Model-Averaging-Methodolo-

gie von Hansen (2007). Bei Betrachtung zweier spezifischer Verfahren, wie in die-

sem Kapitel etwa der FMA-Akaike- und FMS-AIC-Schätzer, kann jedoch konsta-
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tiert werden, dass die Modellmittelung in der Regel deutlich bessere Schätzungen

liefert als die Modellselektion.

2. Schätzer die Optimalitätseigenschaften besitzen sind solchen die eher pragmatisch

motiviert sind nicht zwingenderweise überlegen. Dies folgt eindeutig aus dem Ver-

gleich des FMA-Akaike- und FMA-Hansen-Schätzers.

3. Um auf den Sachverhalt fehlender Werte einzugehen, bieten sich viele Möglichkeiten

an. In der Regel versprechen Imputationsverfahren die besten Ergebnisse. Ein-

fache Imputationen liefern respektable Punktschätzungen, unterschätzen jedoch

die zugehörige Varianz; Multiple Imputationen führen ebenfalls zu guten Punkt-

schätzungen, können in einigen Situationen jedoch zu einer Überschätzung der

entsprechenden Varianz führen. Der finale Erfolg der einzelnen Imputationsme-

thoden hängt von der gewählten Situation ab.





7. Anwendungsbeispiele

Die folgenden drei Abschnitte illustrieren die Verwendung der vorgestellten FMS- und

FMA-Schätzer unter spezieller Berücksichtigung der Problematik fehlender Daten. Ab-

schnitt 7.1 betrachtet dabei das lineare Regressionsmodell, Abschnitt 7.2 das logistische

Regressionsmodell und Abschnitt 7.3 diskutiert die Chancen und Risiken der vorgestell-

ten Methoden im Kontext der Faktorenanalyse.

7.1 Phasenangepasste Führung von Wachstumsunternehmen

Die folgenden beiden Abschnitte betrachten und erweitern die Analysen von Klauß-

ner (2007), der den Erfolg von Unternehmen in der Life-Science-Branche abhängig vom

Führungsverhalten und abhängig von der Unternehmenslebensphase untersucht. Die Me-

thoden, die dabei von Klaußner (2007) verwendet werden, sind vorwiegend deskriptiver

Natur, enthalten aber auch lineare Regressionsanalysen, die unter Berücksichtigung der

Erkenntnisse der ersten sechs Kapitel überprüft, adjustiert und in den Kontext fehlender

Daten gebracht werden. Die verwendeten Daten stammen dabei aus n = 101 Unterneh-

men und messen die interessierenden Größen wie folgt:

• Als
”
Erfolg“ wird jede Art von Führungserfolg verstanden: Dies meint explizit 1)

die Zufriedenheit der Mitarbeiter mit ihrer Führung, 2) die Leistungsbereitschaft

eines jeden Einzelnen, die über das grundsätzliche Maß einer Führer-Geführten-

Beziehung hinausgeht und 3) die Effektivität der Führung, eine Maßzahl für die

wirksame Erfüllung der Aufgaben durch den Geführten. Diese drei Größen wer-

den über den Multifactor Leadership Questionnaire (MLQ, vgl. Bass, Aviolo und

Active (2003)) anhand eines Scores bestimmt. Der Score ist dabei der Mittelwert

von vier Fragen auf einer Skala zwischen null und vier. Abschnitt 7.1.1 betrachtet

eine lineare Regressionsanalyse für die Zufriedenheit, Abschnitt 7.1.2 eine lineare

Regressionsanalyse für die Effektivität; die Leistungsbereitschaft als Indikator für

Erfolg wird in dieser Arbeit nicht näher untersucht.
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• Das
”
Führungsverhalten“ wird durch eine Einteilung von Bass und Steyrer (1995)

charakterisiert, die versuchen das gesamte bekannte Führungsspektrum über neun

verschiedene Führungsstile abzubilden. Die Intensität jedes einzelnen Führungsstils

wird dabei erneut über einen Score zwischen null und vier mit Hilfe des MLQ er-

fasst. Bass und Steyrer (1995) ordnen dabei – wie in der einschlägigen Literatur

üblich – die entsprechenden Führungsstile sowohl transaktionalem als auch trans-

formationalem Führungsverhalten zu:

– Transaktionales Führungsverhalten beschreibt dabei eine einfache Austausch-

beziehung zwischen Führungskraft und Geführtem; dies bedeutet, dass das

Verhältnis zwischen beiden Seiten als eine Transaktion aufgefasst wird: Der

Geführte leistet genau das, was von ihm erwartet wird und bekommt dafür

als Gegenleistung von der Führungspersönlichkeit das, was vorher vereinbart

wurde, beispielsweise ein höheres Gehalt oder eine Beförderung. Ein solcher

Führungsstil beinhaltet Verhaltensweisen, die mit dem Multifactor Leader-

ship Questionnaire über die Variablen Contingent Reward (CR), Management

by Exception Active (MEA) und Management by Exception Passive (MEP)

abgebildet werden. Für eine detaillierte Motivation und eine ausführliche Un-

terscheidung dieser Größen wird auf Klaußner (2007, Seite 88ff.) sowie die

folgenden Analysen verwiesen.

– Transformationale Führung meint jene Art von Führung, die es vermag, Lei-

stungen freizusetzen, die über dem liegen, was von Mitarbeitern unter
”
norma-

len Bedingungen“ erwartet wird. Dies beinhaltet insbesondere charismatische

Führung und Inspiration, intellektuelle Stimulation und eine individualisierte

Betrachtung der Mitarbeiter. Der MLQ bildet dieses Führungsverhalten über

die Variablen Idealized Influence Attributed (IIA), Idealized Influence Beha-

vioral (IIB), Inspirational Motivation (IM), Intellectual Stimulation (IS) und

Individual Consideration (IC) ab.

– Betrachtet wird ferner auch ein Laisser-faire-Führungsstil, der als Sonderfall

zu verstehen ist; er ist weder transaktional noch transformational und zeich-

net sich durch ein Höchstmaß an Ineffektivität aus, da bei zu bewältigenden

Aufgaben nicht entschieden gehandelt wird und dadurch möglicherweise erst

Probleme entstehen.
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• Um die
”
Lebensphase“ eines Unternehmens zu charakterisieren, wird das Lebenszy-

klus-Modell von Pümpin und Prange (1991) betrachtet: Die Autoren gehen davon

aus, dass jedes Unternehmen die Phasen Entstehung (=1), Wachstum (=2), Reife

(=3) und Niedergang (=4) durchlebt – eventuell wiederholen sich diese Phasen

nach vielen Jahren und auf die Niedergangsphase erfolgt eine Bereinigung und

neues Entstehen und Wachstum. Jedes der 101 untersuchten Unternehmen wird

auf Basis eines Fragebogens in eine dieser Phasen eingeteilt.

Ziel der Untersuchung ist es, den Erfolg eines Unternehmens durch ein phasenspezifisches

Führungsverhalten zu charakterisieren. Dies beinhaltet die folgenden Fragestellungen:

Welches Führungsverhalten steigert bzw. vermindert den (Führungs-)Erfolg in großem

Ausmaß? Sind in verschiedenen Unternehmenslebensphasen verschiedene Führungsstile

notwendig?

7.1.1 Analyse der Zufriedenheit

In diesem Abschnitt wird der Erfolgsindikator Zufriedenheit betrachtet. Es stellt sich

die Frage, durch welches Führungsverhalten sie besonders gesteigert bzw. vermindert

werden kann und ob dies abhängig von der Unternehmenslebensphase ist oder nicht.

Tabelle 7.1.1 zeigt die Korrelation nach Spearman zwischen der Zufriedenheit und allen

interessierenden Größen. Es fällt sofort auf, dass die transformationalen Führungsstile

IIA IIB IM IS IC CR MEA MEP L Phase

Zufriedenheit 0.65 0.40 0.43 0.53 0.67 0.55 0.01 -0.37 -0.37 -0.45

Tab. 7.1: Korrelation nach Spearman zwischen der Zufriedenheit und den potentiellen

Einflussgrößen

IIA, IIB, IM, IS und IC allesamt positiv mit der Zufriedenheit korrelieren. Transak-

tionales Führungsverhalten, erfasst durch CR, MEA und MEP, wirkt positiv, neutral

sowie negativ auf den Erfolg, was dafür spricht, dass diese Größen unterschiedlich er-

fasst und interpretiert werden müssen. Ein Laisser-faire-Führungsstil korreliert – wie zu

erwarten – negativ mit der Zufriedenheit. Die negative Korrelation für die Unterneh-

menslebensphase impliziert, dass für spätere Phasen (Reife, Niedergang) eine geringere

Zufriedenheit mit dem Führungspersonal beobachtet werden kann.
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Um nun die relevanten Variablen zu klassifizieren und die Stärke ihres Einflusses zu

quantifizieren, wird eine lineare Regressionsanalyse mit der Zufriedenheit als Respon-

se und allen oben angegebenen Größen als potentiellen Kovariablen durchgeführt; die

Unternehmenslebensphase wird dabei dummykodiert mit Phase 1 (=Entstehung) als

Referenz. Um die vorgestellten Methoden zur Berücksichtigung fehlender Daten zu ver-

anschaulichen, wird ein MCAR-Fehlendmechanismus eingeführt20; für alle Kovariablen

wird die konstante Fehlwahrscheinlichkeit

πIIA = . . . = πL = πPhase = 0.1

angenommen. Dies resultiert aufgrund der vielen betrachteten Variablen zu 68.32% an

Beobachtungen, bei denen mindestens ein Wert fehlt. Eine Complete Case Analyse kann

also nur auf etwas mehr als 30% der Fälle zurückgreifen. Die Kandidatenmodelle sind

dieselben wie bei Klaußner (2007, Seite 235), der aufgrund verschiedener Selektions-

prozeduren und einigen ad-hoc Betrachtungen sieben plausible Modelle vorstellt, deren

AIC-Werte jeweils sehr nahe beisammen liegen21:

M1 : y = α + γ1IIA + γ2IIB + γ3IM + γ4IS + γ5IC + γ6CR + γ7MEA + γ8MEP

+γ9L + γ10P2 + γ11P3 + γ12P4 + γ13LP2 + γ14LP3 + γ15LP4 ,

M2 : y = α + γ1IIA + γ5IC + γ7MEA + γ9L + γ10P2 + γ11P3 + γ12P4 + γ13LP2

+γ14LP3 + γ15LP4 ,

M3 : y = α + γ1IIA + γ5IC + γ9L + γ10P2 + γ11P3 + γ12P4 + γ13LP2

+γ14LP3 + γ15LP4 ,

20 Die Motivation für dieses Anwendungsbeispiel Daten künstlich zu verwerfen, liegt in der von Klauß-
ner (2007, Seite 184 ff.) angesprochenen Problematik der Datenerhebung. Ursprünglich angedacht
war eine günstige und schnelle Online-Befragung. Aufgrund der geringen Rücklaufquote und ei-
ner Vielzahl fehlender Werte sah sich der Autor dazu gezwungen, durch den Besuch mehrerer
Fachmessen die Umfragen persönlich durchzuführen. Da sich ein solches Prozedere nicht nur als
zeit-, sondern auch als kostenintensiv darstellt, ist die Sensitivität der von Klaußner (2007) gefun-
denen Resultate bezüglich fehlender Daten auch für zukünftige, eventuell zeitlich eingeschränkte
Forschungsarbeiten relevant. Ein MCAR-Fehlendmechanismus dient dabei einer einfachen Illustra-
tion der Problematik; MAR- und MNAR-Fehlendmechanismen werden im nächsten Abschnitt 7.1.2
betrachtet und motiviert.

21 Für fünf der sieben betrachteten Modelle ist die Differenz der entsprechenden AIC-Werte
zum geringsten AIC-Wert kleiner als 5: AIC(M2)=174.38, AIC(M3)=173.28, AIC(M4)=175.19,
AIC(M5)=175.93, AIC(M6)=178.21. Die AIC-Werte unterschieden sich geringfügig von denen von
Klaußner (2007, Abbildung 87), da dieser teilweise gerundete Scores für die Analyse verwendet.
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M4 : y = α + γ1IIA + γ5IC + γ7MEA + γ9L + γ10P2 + γ11P3 + γ12P4 ,

M5 : y = α + γ1IIA + γ5IC + γ9L + γ10P2 + γ11P3 + γ12P4 ,

M6 : y = α + γ1IIA + γ5IC + γ9L ,

M7 : y = α + γ1IIA + γ5IC .

Diese Auswahl deutet darauf hin, dass die transformationalen Führungsstile IIA und

IC, der transaktionale Führungsstil MEA und ein Laisser-faire Verhalten (teilweise in

Interaktion mit der Unternehmenslebensphase) von besonderem Interesse sind. Um die

Daten zu analysieren und die vorgestellten Methoden geeignet zu illustrieren, werden

dieselben 20 Schätzer wie in Tabelle 6.1 betrachtet und ferner der FMA-Akaike-, FMA-

Hansen- bzw. FMS-AIC-Schätzer nach multipler Imputation gemäß Tabelle 6.7. Es ist

klar, dass alle FMA-Hansen-Schätzer das Modell M1 und die entsprechenden 15 Submo-

delle betrachten. Die Ergebnisse der Analyse befinden sich in Tabelle 7.2.

Resultate

Es lassen sich folgende Resultate bezüglich der inhaltlichen Interpretation, der drei be-

trachteten Schätzer und der verschiedenen Methoden zur Berücksichtigung der fehlenden

Werte konstatieren:

• Betrachtet man die Schätzungen der Regressionsparameter sowie deren geschätzte

Standardfehler für die Originaldaten, so ist zu erkennen, dass alle Schätzer ein

IIA-Führungsverhalten als besonders relevant für die Zufriedenheit einstufen; die

Parameterschätzungen sind dabei stets mindestens dreimal so groß wie der zu-

gehörige Standardfehler. Insbesondere der FMA-Akaike-, aber auch der FMS-AIC-

Schätzer ordnet darüber hinaus auch IC eine größere Bedeutung zu. Dabei wirken

die Führungsstile IIA und IC positiv auf die Zufriedenheit. Dies war aufgrund

der betrachteten Korrelationen zu erwarten. Alle anderen Größen scheinen keinen

relevanten Effekt auf die Zufriedenheit zu besitzen.

• Generell erfassen die Schätzer auf Basis der betrachteten Imputationsansätze die

Struktur ähnlich wie die entsprechenden Schätzer auf Basis der Originaldaten. Der

Hauptunterschied liegt im Zusammenspiel von Phase und Laisser-faire: Während

die Verwendung multipler Imputationen (MI) bzw. des GAMRI-Algorithmus ähn-

lich den Originaldaten sowohl Phase als auch Laisser-faire als wenig relevant ein-

stufen, so gesteht die kNN- bzw. Amelia-Methodik Laisser-faire an sich und das
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GLMRI-Verfahren insbesondere der Interaktion von Phase und Laisser-faire eine

gewisse, wenn auch nicht besonders große, Bedeutung zu.

• Wie bereits in den Simulationen aus Kapitel 6 häufig zu beobachten, liegen die

Ergebnisse einer Complete Case Analyse und einer AICW -Methodik – unabhängig

vom gewählten Schätzer – in einer ähnlichen Größenordnung. Durchgehend sind

sehr hohe Varianzschätzungen zu erkennen; insgesamt wird keine Größe als wirklich

relevant eingestuft. Dies ist sicherlich nicht adäquat und liegt wohl dem Umstand

zugrunde, dass beiden Verfahren nur etwas mehr als 30 Fälle zur Verfügung stehen.

• Offensichtlich sind die Ergebnisse des FMA-Hansen-Schätzers generell etwas dif-

ferenzierter zu betrachten als die des FMA-Akaike- bzw. FMS-AIC-Schätzers: Die

Schätzungen für die relevanten Größen IIA und IC sind im Allgemeinen etwas

konservativer, die Schätzungen für alle anderen Größen etwas weniger stabil, sie

hängen in gewissem Maße von der gewählten Methodik zur Berücksichtigung der

fehlenden Werte ab. Diese größere Volatilität, diese weniger klaren Bekenntnis-

se für oder gegen eine Variable ist nicht überraschend: Die Simulationen aus den

Abschnitten 6.1 und 6.3 haben dies bereits erahnen lassen.

• Wie oben bereits erwähnt, liegen die AIC-Werte der Modelle sehr nahe beisammen;

trotzdem liegen die Schätzungen der Standardfehler für den FMA-Akaike- und den

FMS-AIC-Schätzer in einer ähnlichen Größenordung. Dies deutet darauf hin, dass

die verschiedenen konkurrierenden Modelle die Effekte der Variablen in etwa gleich

stark einschätzen.

• Insgesamt lässt sich konstatieren, dass die Zufriedenheit der Mitarbeiter maßgeb-

lich von den (transformationalen) Führungsstilen IIA und IC beeinflusst wird und

weitgehend unabhängig von der entsprechenden Unternehmenslebensphase ist. IIA

bezeichnet eine charismatische Führung, bei welcher die Führungspersönlichkeit

ungeachtet ihrer Kompetenzen für den Erfolg und die Besonderheit eines Ergeb-

nisses mitverantwortlich gemacht wird. Eine Führungspersönlichkeit mit hohem

IIA-Wert steht sinnbildlich für eine Identifikationsfigur, die motivierend und begei-

sternd wirken kann. IC, Individualized Consideration, ist ein Führungsverständnis,

welches die individuellen Charakteristika und Wesenszüge der Mitarbeiter erkennt

und fördert. Höhere IC-Werte stehen für Führungskräfte, die gezielt die Poten-

tiale ihrer Mitarbeiter entdecken und unterstützen. Sowohl ein IIA- als auch ein

IC-Führungsverhalten wirkt positiv auf die Zufriedenheit.
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Um nun die Qualität der verschiedenen Methoden zur Berücksichtigung der Problematik

fehlender Daten genauer zu quantifizieren, werden die folgenden beiden Verlustfunktio-

nen

L9 =

p∑
j=0

( ˆ̄β	
j − ˆ̄βorg

j )2 , L10 =

p∑
j=1

( ˆ̄β	
j − ˆ̄βorg

j )2 ,

betrachtet, die die FMA- bzw. FMS-Schätzer ˆ̄β	 und die entsprechenden Schätzer auf

Basis der Originaldaten ohne fehlende Werte ˆ̄βorg über den MSE vergleichen – einmal

unter Berücksichtigung (L9) und einmal ohne Berücksichtigung (L10) des Intercept. Die

Resultate sind in den Tabellen 7.3 und 7.4 abgebildet. Es ist zu erkennen, dass un-

CC GAMRI GLMRI kNN Amelia MI AICW

FMA-Akaike 1.9128 0.1888 0.7141 0.4539 0.5735 0.2332 0.4832

FMA-Hansen 0.5366 0.0231 0.2328 0.3501 0.4852 0.2477 –

FMS-AIC 2.0032 0.1201 0.7032 1.2646 1.4561 0.9666 1.1731

Tab. 7.3: Übersicht über den Verlust L9

CC GAMRI GLMRI kNN Amelia MI AICW

FMA-Akaike 2.5042 0.2503 0.9069 0.5556 0.9134 0.2903 1.5627

FMA-Hansen 1.5955 0.0514 0.3079 0.4058 0.7535 0.3810 –

FMS-AIC 2.8905 0.1400 0.8933 1.7407 2.2429 1.2381 2.2320

Tab. 7.4: Übersicht über den Verlust L10

abhängig vom betrachteten Schätzer und unabhängig von der betrachten Verlustfunk-

tion alle Imputations- und AICW -Methoden geringere Verluste aufweisen als eine Com-

plete Case Analyse. Die besten Ergebnisse liefert dabei die GAMRI-Methodik. Für die

Modellmittelungsschätzer lassen sich auch sehr gute Ergebnisse der multiplen Imputatio-

nen des Amelia II-Pakets erkennen. Insgesamt bestätigt sich das Bild der Simulationen,

dass die Imputationsverfahren die Originaldaten deutlich besser erfassen können als ei-

ne ein Complete Case Analyse und dass die Schätzer auf Basis des AICW einen guten

Korrekturansatz im linearen Modell liefern können, in der Regel aber etwas schlechter

abschneiden als die Imputationsmethoden.
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Da die Zielgröße einen Score beschreibt, stellt sich abschließend noch die Frage wie sehr

die Annahmen, die an ein lineares Modell gestellt werden, an dieser Stelle gerechtfertigt

sind. Die Annahme der Normalverteilung der Residuen, wie auch die Homoskedaszität

der Varianzen für das als plausibel eingestufte Modell M3 werden in Abbildung 7.1

überprüft. Der QQ-Plot für die Residuen zeigt, dass die Annahme der Normalverteilung
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Abb. 7.1: QQ-Plot und Plot der gefitteten Werte gegen die Wurzel der Beträge der

standardisierten Residuen für Modell 3 unter Verwendung der Originaldaten

an den Rändern etwas problematisch ist, insgesamt aber wohl noch im tolerierbaren

Bereich liegt; der Plot der gefitteten Werte ŷi gegen die Wurzel der Beträge der stan-

dardisierten Residuen ist ein Chaos-Plot; es deutet nichts auf eine Heteroskedaszität der

Varianzen hin.

7.1.2 Analyse der Effektivität

In diesem Abschnitt wird der Erfolgsindikator Effektivität betrachtet. Es wird unter-

sucht, durch welches Führungsverhalten sie besonders gesteigert bzw. vermindert werden

kann und ob dies abhängig von der Unternehmenslebensphase ist oder nicht. Tabelle 7.5

zeigt die Korrelation nach Spearman zwischen der Effektivität und allen interessierenden

Größen. Genau wie im vorhergehenden Abschnitt 7.1.1 ist zu erkennen, dass die transfor-

mationalen Führungsstile IIA, IIB, IM, IS und IC allesamt positiv wirken – hier nur eben

im Bezug auf die Effektivität. Die transaktionalen Führungsstile CR, MEA und MEP
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IIA IIB IM IS IC CR MEA MEP L Phase

Effektivität 0.67 0.39 0.45 0.50 0.55 0.56 0.18 -0.39 -0.45 -0.46

Tab. 7.5: Korrelation nach Spearman zwischen der Effektivität und den potentiellen

Einflussgrößen

wirken sich erneut relativ unterschiedlich, sowohl positiv als auch negativ auf den Erfolg

aus. Ein Laisser-faire-Führungsstil korreliert, ebenso wie die Unternehmenslebensphase,

negativ mit der Effektivität.

Betrachtet wird eine lineare Regressionsanalyse mit der Effektivität als Response und

allen anderen angeführten Größen als Kovariablen; die Unternehmenslebensphase wird

dabei dummykodiert mit Phase 1 (=Entstehung) als Referenz. Um die vorgestellten

Methoden zur Berücksichtigung fehlender Daten zu veranschaulichen, wird in diesem

Beispiel sowohl ein MAR- als auch ein MNAR-Fehlendmechanismus eingeführt; für die

Variablen IIA, IC, Laisser-faire und Phase werden gemäß der Fehlwahrscheinlichkeits-

funktionen

πPhase(Phase) = 1/(Phase2 + 1)

πIIA,IC,L(Effektivität) = 1 − 1/(1 + 0.25 · | log(Effektivität)|)

Werte als fehlend erklärt.22 Dies resultiert in 19.8 % fehlender Werte für IIA, 15.84 %

fehlender Werte für IC, 14.85 % fehlender Werte für Laisser-faire und 18.81 % fehlender

Werte für Phase; insgesamt fehlt bei 55.45% der Beobachtungen mindestens ein Wert,

eine Complete Case Analyse kann also nur auf 45 Fälle zurückgreifen.

Betrachtet werden acht Kandidatenmodelle, von denen sechs dieselben sind wie bei

Klaußner (2007, Seite 238) sowie zwei weitere Modelle (M2 und M7), die aufgrund

22 Da die Wahrscheinlichkeit, dass ein Wert der Variable Phase fehlt, von der Phase selbst abhängt,
liegt ein MNAR-Fehlendmechanismus vor. Die Motivation dafür folgt aus der Feststellung, dass
einige Items des Fragebogens, so etwa die Frage nach der Größe des Rückgangs des Umsatzes
oder nach der Intensität zunehmender Bürokratisierung, in jungen Unternehmen teilweise schwer
zu beantworten ist und in einer früheren Phase deshalb eine höhere Fehlwahrscheinlichkeit ange-
nommen werden könnte. Der MAR-Fehlendmechanismus für IIA, IC und L soll die Problematik
nicht-konsistenter Parameterschätzungen aufgreifen, da die Fehlwahrscheinlichkeit vom Response
– hier der Effektivität – abhängt.

ihres AIC-Werts als plausibel eingestuft werden können:
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M1 : y = α + γ1IIA + γ2IIB + γ3IM + γ4IS + γ5IC + γ6CR + γ7MEA + γ8MEP

+γ9L + γ10P2 + γ11P3 + γ12P4 ,

M2 : y = α + γ1IIA + γ6CR + γ7MEA + γ9L + γ10P2 + γ11P3 + γ12P4 ,

M3 : y = α + γ1IIA + γ7MEA + γ9L + γ10P2 + γ11P3 + γ12P4 ,

M4 : y = α + γ1IIA + γ6CR + γ7MEA + γ9L ,

M5 : y = α + γ1IIA + γ9L + γ10P2 + γ11P3 + γ12P4 ,

M6 : y = α + γ1IIA + γ7MEA + γ9L ,

M7 : y = α + γ1IIA + γ6CR + γ9L ,

M8 : y = α + γ1IIA + γ9L .

Um die Daten zu analysieren und die in dieser Arbeit vorgestellten Methoden geeignet

zu illustrieren, werden dieselben Schätzer wie im vorhergehenden Abschnitt betrachtet.

Es ist klar, dass alle FMA-Hansen-Schätzer das Modell M1 und die entsprechenden 12

Submodelle betrachten. Die Ergebnisse der Analyse befinden sich in Tabelle 7.6.

Resultate

Es lassen sich folgende Resultate bezüglich der inhaltlichen Interpretation, der drei be-

trachteten Schätzer und der verschiedenen Methoden zur Berücksichtigung der fehlenden

Werte konstatieren:

• Betrachtet man die Schätzung der Regressionsparameter sowie deren geschätzte

Standardfehler für die Originaldaten, so ist zu erkennen, dass alle Schätzer ein

IIA-Führungsverhalten als besonders relevant für die Effektivität einstufen; die

Parameterschätzungen sind dabei stets mindestens zweimal so groß wie der zu-

gehörige Standardfehler. Der FMA-Akaike-, wie auch der FMS-AIC-Schätzer ord-

nen darüber hinaus einem Laisser-faire-Führungsstil eine größere Bedeutung zu.

Dabei wirkt IIA positiv, der Laisser-fair-Stil negativ auf die Effektivität. Dies war

aufgrund der betrachteten Korrelationen und den vorangegangenen Auswertun-

gen zu erwarten. Alle anderen Größen scheinen keinen relevanten Effekt auf die

Effektivität zu besitzen.
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• Generell führen die Schätzungen auf Basis aller Imputationsmethoden zu in etwa

den gleichen Aussagen wie die entsprechenden Schätzer auf Basis der Originalda-

ten: Sowohl IIA als auch Laisser-faire werden als relevant eingestuft, alle ande-

ren Größen als irrelevant. Die Unterschiede zwischen den einzelnen Imputations-

methoden sind marginal. Betrachtet man beispielsweise den FMS-AIC-Schätzer,

so wird die Phase von den verallgemeinerten Regressionsimputationen und der

kNN-Methode als durchaus relevant eingestuft; unter Berücksichtigung der Mo-

dellselektionsunsicherheit und damit der Betrachtung des FMA-Akaike-Schätzers

verschwinden diese Effekte jedoch vollständig.

• In diesem Beispiel liegen erneut die Complete Case Analyse, wie auch die Schätzer

unter Verwendung des AICW in derselben Größenordnung. Insgesamt ist die Qua-

lität der Schätzungen respektabel, sie liefern ebenfalls inhaltlich ähnliche Ergebnis-

se wie die Schätzungen auf Basis der Originaldaten. Es ist jedoch zu beobachten,

dass die Schätzungen etwas konservativer sind: Für IIA ist bei den Originaldaten

und den imputierten Daten die Parameterschätzung etwa vier- bis fünfmal so groß

wie der zugehörige Standardfehler, bei der CC-Analyse und AICW -Methodik nur

etwa dreimal so groß; für Laisser-faire sind die Parameterschätzungen auf Basis

der Originaldaten bzw. der imputierten Daten etwa drei mal so groß wie der zu-

gehörige Standardfehler, bei der Complete Case Analyse und den Schätzern unter

Verwendung des AICW nur etwa zweimal so groß.

• Vergleicht man die Schätzer der Standardfehler zwischen den Imputationsmetho-

den mit nur einer Imputation (GAMRI, GLMRI, kNN, Amelia) und der multi-

plen Imputation (MI), so stellt man fest, dass diese ungefähr in einer ähnlichen

Größenordnung liegen. Es liegt in diesem Beispiel also wenig Imputationsunsi-

cherheit vor. Auch sind die Schätzungen der Standardfehler bei den Modellmitte-

lungsschätzern oft nur marginal höher als bei dem betrachteten Selektionsschätzer.

Dies deutet auf wenig Selektionsunsicherheit hin.

• Insgesamt lässt sich konstatieren, dass die Effektivität der Führung insbesondere

von den den Führungsstilen IIA und Laisser-faire beeinflusst wird und unabhängig

von der entsprechenden Unternehmenslebensphase ist. Es zeigt sich, dass sich ei-

ne besonders charismatische Führung (IIA) positiv, eine äußerst passive Führung

(Laisser-faire) negativ auf den Erfolg auswirkt.
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Analog zum vorhergehenden Abschnitt 7.1.1 sollen die Verlustfunktionen L9 und L10 die

Qualität der verschiedenen Methoden zur Berücksichtigung fehlender Werte quantifizie-

ren. Die Tabellen 7.7 und 7.8 beinhalten die entsprechenden Resultate.

CC GAMRI GLMRI kNN Amelia MI AICW

FMA-Akaike 0.3841 0.0808 0.0040 0.0409 0.0103 0.0302 0.0622

FMA-Hansen 0.4911 0.0474 0.0104 0.0288 0.0460 0.0186 –

FMS-AIC 0.5295 0.4737 0.2126 0.4345 0.0386 0.1483 0.0321

Tab. 7.7: Übersicht über den Verlust L9

CC GAMRI GLMRI kNN Amelia MI AICW

FMA-Akaike 0.3866 0.1832 0.0161 0.0605 0.0544 0.0402 0.2303

FMA-Hansen 0.6675 0.0699 0.0168 0.0388 0.0461 0.0267 –

FMS-AIC 0.6319 0.9498 0.2855 0.7261 0.0395 0.3004 0.1477

Tab. 7.8: Übersicht über den Verlust L10

Auch in diesem Anwendungsbeispiel erwirken alle Strategien zur Berücksichtigung feh-

lender Werte eine Verbesserung gegenüber einer einfachen Complete Case Analyse. Ins-

besondere die verallgemeinerte Regressionsimputation auf Basis generalisierter Regres-

sionsmodelle (GLMRI) sowie die Imputationen unter Verwendung des Amelia II-Pakets

liefern besonders gute Ergebnisse.

Zuletzt sollen auch hier die Modellannahmen an das lineare Modell, insbesondere die

Normalverteilungsannahme der Residuen und die Homoskedaszität der Varianzen, ge-

prüft werden. Abbildung 7.2 zeigt den QQ-Plot und den Plot der gefitteten Werte gegen

die Wurzel der Beträge der standardisierten Residuen für Modell 4 unter Verwendung

der Originaldaten. Ähnlich dem vorangegangenen Beispiel ist die Normalverteilungsan-

nahme an den Rändern etwas problematisch, insgesamt aber wohl auch hier noch im

tolerierbaren Bereich; der Plot der gefitteten Werte ŷi gegen die Wurzel der Beträge der

standardisierten Residuen ist ein Chaos-Plot; es deutet nichts auf eine Heteroskedaszität

der Varianzen hin.
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Abb. 7.2: QQ-Plot und Plot der gefitteten Werte gegen die Wurzel der Beträge der

standardisierten Residuen für Modell 4 unter Verwendung der Originaldaten

7.2 Muskeldystrophie vom Typ Duchenne

Muskeldystrophie vom Typ Duchenne (DMD, Duchenne Muscular Dystrophy) ist eine

genetisch hervorgerufene Muskelschwächekrankheit, die sich durch einen rapiden Mus-

kelschwund in Armen, Beinen und andere Gliedmaßen bereits in sehr jungen Jahren (in

der Regel vor dem sechsten Lebensjahr) bemerkbar macht; sie endet meist tödlich sobald

die Herz- und Atemmuskulatur abgebaut wird. Obwohl auch Frauen DMD-Träger sein

können, sind nur Männer durch die Muskeldystrophie beeinträchtigt und haben mit den

meist schlimmen Folgen zu kämpfen. Unabhängig vom Geschlecht zeichnen sich Träger

der Dystrophie vom Typ Duchenne durch erhöhte Werte bestimmter Proteine und En-

zyme aus, beispielsweise Creatine Kinase (CK), Hemopexin (H), Pyruvate Kinase (PK)

und Lactate Dehydroginase (LD).

Der in diesem Abschnitt betrachtete Datensatz stammt aus Andrews und Herzberg

(1985) und wurde in Grundzügen bereits in den Veröffentlichungen von Tibsharani und

Hinton (1998) und Zhou, Wan und Wang (2008) analysiert. Er enthält 209 Beobachtun-

gen, ausschließlich Frauen, von denen 75 DMD-Träger sind und 134 nicht. Der Response

ist eine binäre Variable, bei der der Wert 1 einen Träger markiert und der Wert 0 einen

Nicht-Träger. Potentielle Kovariablen sind neben dem Alter (AGE) auch das Niveau der
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oben angesprochenen Proteine und Enzyme CK, H, PK und LD.23 Die konkreten Wer-

te für Creatine Kinase und Hemopexin lassen sich relativ kostengünstig aus gefrorenem

Blutserum ermitteln, während für Pyruvate Kinase und Lactate Dehydroginase frisches

Serum benötigt wird und die Bestimmung der Werte deswegen teurer ist. Dies ist auch

der Grund weshalb sieben Werte von LD und acht Werte von PK fehlen; alle anderen

Variablen sind vollständig beobachtet.

Eine Übersicht über die Verteilung der Werte der Kovariablen für DMD- und Nicht-

DMD-Träger befindet sich in Tabelle 7.9 und 7.10. Offensichtlich sind die Level für die

Proteine und Enzyme bei DMD-Trägern erhöht.

kein DMD AGE CK H PK LD

Minimum 20.00 15.00 34.00 2.80 66.00

1. Quartil 25.00 26.25 76.30 9.73 136.00

Median 27.00 34.00 82.50 11.90 162.00

arith. Mittel 28.81 39.13 82.95 12.15 164.60

3. Quartil 32.75 45.00 91.00 15.30 185.00

Maximum 39.00 130.00 111.50 22.70 349.00

Tab. 7.9: Deskriptive Statistiken für die Gruppe der nicht an Muskeldystrophie erkrank-

ten Personen

Es stellt sich die Frage, wie sich die Chancen ein DMD-Träger zu sein über ein logi-

stisches Regressionsmodell am besten modellieren lassen, ob dafür bestimmte Proteine

und Enzyme besonders geeignet sind und ob auf die teure Bestimmung der Level von

PK und LD verzichtet werden kann oder nicht. Die oben angeführte Arbeit von Tibs-

harani und Hinton (1998) verwendet zur Illustration einiger ad-hoc Methoden für die

Modellselektion auf Basis von Vorhersagefehlern die Werte von allen Kovariablen und

schätzt für das entsprechende logistische Regressionsmodell die Effekte von CK, H und

PK insgesamt am stärksten ein. Zhou, Wan und Wang (2008) demonstrieren ihre Infe-

renzprozeduren für Schätzgleichungen im Kontext fehlender Daten am selben Datensatz,

verwenden aus nicht näher erläuterten Gründen als Kovariablen jedoch nur das Alter

sowie LD. Insofern sind die in der Literatur bisher bekannten Resultate als durchaus

23 das Alter ist in Jahren angegeben; die Einheit für CK und LD ist U/L (Unit je Liter) und misst
die Enzymaktivität je Liter, vergleiche etwa Woods et al. (2004, Seite 276) für Details; die Enzy-
maktivität für PK wird dagegen in U/g (Units je Gramm) gemessen; H ist in mg/dl (Milligramm
Hämoglobin je Deziliter) angegeben.
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DMD AGE CK H PK LD

Minimum 20.00 19.00 9.00 8.30 122.00

1. Quartil 30.50 54.00 83.50 14.30 198.00

Median 35.00 101.00 91.00 19.40 245.00

arith. Mittel 38.13 187.20 86.68 23.93 256.20

3. Quartil 42.50 235.00 100.30 25.25 297.00

Maximum 61.00 1288.00 118.00 110.00 593.00

Tab. 7.10: Deskriptive Statistiken für die Gruppe der an Muskeldystrophie erkrankten

Personen

widersprüchlich einzuschätzen. Im Folgenden werden fünf logistische Regressionsmodelle

betrachtet, die insbesondere auch die Interaktionseffekte zwischen CK und H sowie PK

und LD berücksichtigen:

M1 : ln pi

1−pi
= α + γ1AGE + γ2CK + γ3H + γ4PK + γ5LD + γ6CK × H + γ7PK × LD ,

M2 : ln pi

1−pi
= α + γ1AGE + γ2CK + γ3H + γ4PK + γ5LD + γ6CK × H ,

M3 : ln pi

1−pi
= α + γ1AGE + γ2CK + γ3H + γ4PK + γ5LD + γ7PK × LD ,

M4 : ln pi

1−pi
= α + γ1AGE + γ2CK + γ3H + γ4PK + γ5LD ,

M5 : ln pi

1−pi
= α + γ1AGE + γ2CK + γ3H .

Um die in dieser Arbeit vorgestellten Methoden zur Modellselektion und Modellmit-

telung im Kontext fehlender Daten geeignet zu illustrieren, werden neben den bereits

vorhandenen fehlenden Werten für PK und LD weitere Werte für diese beiden Kova-

riablen über einen MAR-Fehlendmechanismus24 gemäß

πPK,LD(y) = {3 + exp(ỹ + 0.5 · [sign(ỹ) + 1] + ε)}−1 ,

als fehlend deklariert, wobei ỹ = y − 0.5 und ε ∼ N(0, 0.5). Damit fehlen nun 22.01

% der Daten von PK und 22.49% der Daten von LD. Insgesamt fehlt bei 40.19% der

24 Der in diesem Beispiel gewählte Fehlendmechanismus ist besonders interessant, da die Fehlwahr-
scheinlichkeit für PK und LD nur vom Response abhängt und damit – wie zu Beginn von Kapitel
5 erläutert – die Parameterschätzer der logistischen Regression auf Basis einer Complete Case
Analyse nicht mehr konsistent sind.
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Beobachtungen mindestens ein Wert. Eine Complete Case Analyse kann also nur auf

125 Fälle zurückgreifen.

Zur Veranschaulichung der in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren werden die FMA-

Akaike- und FMS-AIC-Schätzer wie im vorhergehenden Abschnitt 7.1 betrachtet, al-

so die entsprechenden 14 Schätzer aus Tabelle 6.1, (a) und (c), und ferner der FMA-

Akaike- bzw. FMS-AIC-Schätzer nach multipler Imputation gemäß Tabelle 6.7, (a) und

(c). Der FMA-Hansen-Schätzer wird hier nicht weiter betrachtet, da seine Optima-

litätseigenschaften nur im Kontext linearer Regression gelten, vergleiche auch Abschnitt

4.2.2. Der Referenzschätzer auf Basis der Originaldaten kann in diesem Beispiel nur auf

die vollständigen Fälle vor Einführung des zusätzlichen Fehlendmechanismus, dies sind

194 Fälle, zurückgreifen. Die Resultate der Analyse befinden sich in Tabelle 7.11.

Resultate

Es lassen sich folgende Resultate bezüglich der inhaltlichen Interpretation, der betrachte-

ten Schätzer und der verschiedenen Methoden zur Berücksichtigung der fehlenden Werte

konstatieren:

• Betrachtet man den FMA-Akaike- und FMS-AIC-Schätzer für die Originaldaten,

so fällt auf, dass nicht alle Effekte der betrachteten Proteine und Enzyme positiv

sind. Die Schätzungen von CK und H sind negativ; der positive Interaktionseffekt

CK×H wiegt dies jedoch wieder auf, so dass erhöhte Werte – wie zu erwarten – für

ein erhöhtes DMD-Risiko sprechen. Berücksichtigt man zusätzlich die Schätzungen

der Standardfehler, so zeigt sich, dass der FMS-AIC-Schätzer insbesondere PK,

LD und CK (in Interaktion mit H) als relevant einstuft; die Parameterschätzungen

sind hierbei jeweils etwa doppelt so groß wie der zugehörige Standardfehler. Die

Betrachtung des FMA-Akaike-Schätzers offenbart, dass in diesem Beispiel eine

große Modellselektionsunsicherheit vorherrscht und die Berücksichtigung dersel-

ben zu deutlich konservativeren Schätzungen führt; die Effekte sind bei weitem

nicht so stark ausgeprägt wie durch die angegebene Literatur bzw. den Modellse-

lektionsschätzer zu erwarten.

• Alle Imputationsmethoden modellieren das Risiko DMD-Träger zu sein etwas an-

ders als die Originaldaten: Sowohl für die Modellselektion als auch für die Modell-

mittelung werden alle betrachteten Interaktionseffekte als nicht relevant erkannt.

Der Effekt von CK wird als Ausgleich dazu positiv bewertet, der Effekt von H
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dagegen als vernachlässigbar. Die Parameterschätzer von PK und LD liegen in

etwa derselben Größenordnung wie bei den Originaldaten.

• Wie bereits in den vorangegangenen Simulationen und Beispielen häufig zu erken-

nen, führt die Verwendung des AICW zu qualitativ ähnlichen Ergebnissen wie die

Verwendung der Complete Cases. Im Unterschied zu den Originaldaten wird in

diesem Beispiel – unabhängig von der Betrachtung des FMS-AIC- bzw. des FMA-

Akaike-Schätzers – der Interaktionseffekt CK ×H noch stärker positiv modelliert;

entsprechend liegen die Schätzungen für CK und H weit im negativen Bereich.

• Wie zu erwarten sind die Schätzungen der Standardfehler bei den Schätzern der

Modellmittelung im Trend höher als bei den Schätzern der Modellselektion. Dies

führt dazu, dass die Stärke der Effekte weitaus geringer eingeschätzt wird als man

aufgrund der Resultate in der einschlägigen Literatur erwarten konnte. Insgesamt

scheint der Effekt von Lactate Dehydroginase am stärksten ausgeprägt zu sein.

• Vergleicht man die Schätzungen der Standardfehler für einfache und multiple Im-

putationen, so ist zu erkennen, dass die Unsicherheit bezüglich der Imputation

nicht besonders hoch ist.

• Unter Berücksichtigung aller oben angeführten Sachverhalte scheinen die Effekte

von CK, PK und LD insgesamt am stärksten zu sein. Ein Prognosemodell sollte

insbesondere unter Berücksichtigung der Ergebnisse der Originaldaten sowohl PK

als auch LD beinhalten, obschon deren Effekte nicht so stark ausgeprägt sind wie

eventuell zu erwarten.

Zur Beurteilung der Qualität der Schätzungen werden erneut die Verlustfunktionen L9

und L10 betrachtet. Es ist an dieser Stelle jedoch zu beachten, dass die FMA- bzw.

FMS-Schätzer auf Basis der Originaldaten, wie bereits angedeutet, nur auf 194 der 209

Beobachtungen zurückgreifen können und die entsprechenden Verluste daher mit Vor-

sicht zu bewerten sind. Die Resultate befinden sich in den Tabellen 7.12 und 7.13.

Es bestätigt sich das in dieser Arbeit weithin gewonnene Bild, dass Korrekturverfahren

für den Umstand fehlender Daten in der Regel bessere Ergebnisse und damit geringere

Verluste liefern als eine simple CC-Analyse. Dabei sind die Ergebnisse der Schätzer unter

Verwendung von Imputationen meist besser und stabiler als die Schätzer unter Verwen-

dung des AICW . Die Unterschiede zwischen den einzelnen Imputationsmethoden sind

in diesem Beispiel marginal. Weitere Anmerkungen und Gedanken für die Analyse des

vorliegenden Datensatzes finden sich auch bei Schomaker, Wan und Heumann (2010).
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CC GAMRI GLMRI kNN Amelia MI AICW

FMA-Akaike 0.229 0.076 0.075 0.076 0.093 0.084 0.195

FMS-AIC 0.144 0.120 0.119 0.116 0.125 0.122 0.114

Tab. 7.12: Übersicht über den Verlust L9

CC GAMRI GLMRI kNN Amelia MI AICW

FMA-Akaike 120.149 22.444 18.684 15.752 21.390 12.434 113.884

FMS-AIC 40.142 77.763 70.003 63.317 85.943 68.168 38.863

Tab. 7.13: Übersicht über den Verlust L10

7.3 Olympischer Zehnkampf

Die multivariate Analyse von Sportdaten besitzt eine lange Tradition in der Statistik.

Viele Auswertungen beschäftigen sich dabei mit der Frage der Dimensionalität der Dis-

ziplinen des Sieben- bzw. Zehnkampfs unter Verwendung von Resultaten internationaler

Leichtathletikveranstaltungen, vergleiche hierzu auch Dawkins, Andreae und O’Connor

(1994) und Cox und Dunn (2002). Die Statistik hält für eine solche Fragestellung eine

Vielzahl multivariater Verfahren bereit, beispielsweise Clusteranalysen, Faktorenanaly-

sen, Hauptkomponentenanalysen, Korrespondenzanalysen, wie auch einfache grafische

Darstellungen. In diesem Abschnitt werden Zehnkampfdaten der olympischen Spiele

von Athen vom 23.8./24.8.2004 betrachtet und mit Hilfe einer Maximum-Likelihood-

Faktorenanalyse unter Berücksichtigung von Modellselektionsunsicherheit und der Pro-

blematik fehlender Daten, mit den Methoden wie in den Abschnitten 4.2.5 und 5.2.2

beschrieben, ausgewertet und kritisch diskutiert; die betrachteten Daten, dargestellt in

Tabelle C.9, enthalten dabei die Resultate aller 30 Athleten, die den Wettbewerb beendet

haben, also die Ergebnisse der Teilnehmer in den zehn Disziplinen 100m, Weitsprung,

Kugelstoßen, Hochsprung, 400m, 110m-Hürden, Diskuswurf, Stabhochsprung, Speerwurf

und 1500m, gemessen jeweils in Metern bzw. Sekunden.

Typischerweise sind Zehnkampfdaten in dem Sinne hochdimensional, als dass das Ver-

hältnis der Stichprobengröße zu der Anzahl der betrachteten Variablen relativ gering ist.

Aufgrund dieser Datenstruktur muss damit gerechnet werden, dass jede durch statisti-
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sche Verfahren gefundene Struktur instabil sein kann und insofern eine gewisse Modell-

selektionsunsicherheit vorherrscht. Diese Vermutung wird auch durch die Ergebnisse von

Cox und Dunn (2002) belegt, die fünf verschiedene Datensätze mit Zehnkampfdaten

aus den Jahren 1991-1999 über eine hierarchische Clusteranalyse (mit Ward-Linkage)

analysieren und für die entsprechenden Datensätze jeweils äußerst verschiedene Clu-

ster bezüglich der Variablen erhalten. Die Autoren kombinieren diese unterschiedlichen

Resultate gewissermaßen ad-hoc und gelangen so zu drei verschiedenen Kernclustern,

wie in Tabelle 7.14 beschrieben. Eine inhaltliche Einordnung und Interpretation die-

ser Resultate erfolgt nach Betrachtung der Ergebnisse der untenstehend durchgeführten

Maximum-Likelihood-Faktorenanalyse zu Ende dieses Abschnitts.

Cluster Disziplinen

Cluster 1 100 m 400 m Weitsprung 110 m Hürden

Cluster 2 Kugelstoßen Diskuswurf Speerwurf Stabhochsprung

Cluster 3 Hochsprung 1500 m

Tab. 7.14: Resultate der Clusteranalyse von Cox und Dunn (2002, S. 181)

Von den 30 vorliegenden Beobachtungen können 28 als vollständig angesehen werden

und zwei als unvollständig, da sie aufgrund zu vieler Fehlversuche keine konkreten Aus-

prägungen bezüglich des Leistungsvermögens der Athleten besitzen. Dies betrifft sowohl

das ungültige Kugelstoßergebnis von Eugene Martineau aus den Niederlanden als auch

das ungültige Stabhochsprungresultat von Victor Covalenco aus Moldawien, vergleiche

Tabelle C.9. Um diesen Umstand explizit in der Faktorenanalyse zu berücksichtigen,

werden die FMS- und FMA-Schätzer (4.16) für die Ladungsmatrix Γ und die Einzel-

restvarianz Ψ unter Verwendung des AICFA gemäß (4.15)25 sowohl für die vollständigen

Fälle XCC als auch für die imputierten Datensätze XGLMRI bzw. XkNN auf Basis einer

GLMRI- bzw. kNN-Imputation berechnet; vergleiche auch Tabelle 7.15.

Die verallgemeinerte Regressionsimputation GLMRI imputiert einen Kugelstoßwert von

15.00 Metern für Eugene Martineau und einen Stabhochsprungswert von 4.65 Metern

für Victor Covalenco; die k-Nächste-Nachbarn-Imputation ermittelt auf Basis der zwei

nächsten Nachbarn Ergebnisse von 14.42 Metern bzw. ebenfalls 4.65 Metern für die feh-

25 Meist stellt statistische Software Akaikes Informationskriterium in den faktoranalytischen Prozedu-
ren nicht explizit zur Verfügung. Der Zusammenhang des AIC zur χ2-Statistik kann im Kontext der
Faktorenanalyse jedoch leicht zur Implementierung genutzt werden, vergleiche hierzu auch Akaike
(1987, S. 321).
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Auswahl an FMA- und FMS-Schätzern ˆ̄Γ und ˆ̄Ψ bei fehlenden Daten
(a) FMA-Akaike-Schätzer: die FMA-Schätzer (4.16), die auf Basis der exponentiellen AIC-

Gewichte (4.6) den Umstand fehlender Daten wie folgt berücksichtigen:

1) CC – FMA-Schätzer unter Verwendung des Subdatensatzes der vollständig beobachteten
Fälle Dc

∗ = XCC.
2) GLMRI – entspricht dem FMA-Schätzer (5.20) unter Verwendung des aufgefüllten Daten-
satzes Dimp = XGLMRI.
3) kNN – entspricht dem FMA-Schätzer (5.20) unter Verwendung des aufgefüllten Datensatzes
Dimp = XkNN.

(b) FMS-AIC-Schätzer: die FMS-Schätzer für die Γ = AICFA und die den Umstand fehlender
Daten wie folgt berücksichtigen:

1) CC – entspricht dem FMS-Schätzer (5.16).
2) GLMRI – entspricht dem FMS-Schätzer (5.8) unter Verwendung des aufgefüllten Daten-
satzes Dimp = XGLMRI.
3) kNN – entspricht dem FMS-Schätzer (5.8) unter Verwendung des aufgefüllten Datensatzes
Dimp = XkNN.

Tab. 7.15: Die für die Zehnkampfdaten verwendeten Modellmittelungsschätzer und Mo-

dellselektionsschätzer für verschiedene Strategien zur Berücksichtigung der Problematik

fehlender Daten

lenden Werte. Aufgrund des geringen Stichprobenumfangs im Verhältnis zu der Anzahl

der Variablen und der damit verbundenen Problematik in der Schätzung generalisier-

ter additiver Modelle liefert der GAMRI-Algorithmus keine Imputationen; das Amelia

II-Paket stellt die Sinnhaftigkeit der gefundenen Ergebnisse aufgrund der schwachen

Datengrundlage über einen Warnhinweis in Frage, weswegen diese beiden, in den bis-

herigen Auswertungen intensiv betrachteten Imputationsmethoden, im Weiteren nicht

näher analysiert werden.

Konkret betrachtet werden an dieser Stelle nun die fünf faktoranalytischen Kandida-

tenmodelle X ′ = Γ(k)F (k) + U , k = 1, . . . , 5, wobei X abhängig von der gewählten Me-

thodik die n× 10 Datenmatrix der vollständigen Fälle bzw. der imputierten Datensätze

beschreibt, Γ(k) die entsprechende 10× k Ladungsmatrix und F (k) die k × n Matrix der

k Faktoren darstellt. Untersucht wird also, ob sich die zehn Disziplinen des Zehnkampfs

am besten über eine, zwei, drei, vier oder fünf Dimensionen erfassen lassen.
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Resultate

In Tabelle 7.16 sind die Akaike-Gewichte (4.6) für die fünf Kandidatenmodelle abhängig

von der gewählten Methodik dargestellt. M1 beschreibt dabei das Modell mit k = 1

Faktor, M2 das Modell mit k = 2 Faktoren, et cetera. Es lässt sich erkennen, dass die

M1 M2 M3 M4 M5

Complete Cases 0.00 0.25 0.73 0.01 0.00

GLMRI 0.00 0.35 0.62 0.02 0.00

kNN 0.00 0.39 0.60 0.01 0.00

Tab. 7.16: Akaike-Gewichte zur Modellmittelung

Modelle mit einem, vier bzw. fünf Faktoren, unabhängig von der gewählten Methodik

zur Berücksichtigung der fehlenden Werte, wenig Erklärungskraft zur Beschreibung der

Dimension eines Zehnkampfs liefern. Sowohl für die Analyse der vollständigen Fälle als

auch für die Analyse der imputierten Datensätze besitzt das 3-Faktor-Modell die höchste

Erklärungskraft, das 2-Faktor-Modell eine etwas geringere. Dabei lassen sich durchaus

kleinere Unterschiede für die gewählten Methoden feststellen: Für die Complete Case

Analyse erhält das Modell M2 ein Gewicht von w2 = 0.25, während für die Imputa-

tionsmethoden – insbesondere für das kNN-Verfahren – die Gewichte und damit die

Evidenz des entsprechenden Modells weitaus höher eingeschätzt werden. Die Auswir-

kungen auf die entsprechenden FMA-Schätzer ˆ̄Γ und ˆ̄Ψ lassen sich in den Tabellen 7.17,

7.18 und 7.19 erkennen. Tabelle 7.17 beschreibt dabei die gewichtete Ladungsmatrix

und die gewichteten Einzelrestvarianzen für den imputierten Datensatz unter Verwen-

dung des GLMRI-Algorithmus, Tabelle 7.18 die entsprechenden Resultate für die kNN-

Imputationen und Tabelle 7.19 die Modellmittelungsschätzer für die CC-Analyse. Die

Schätzungen der Ladungen beruhen dabei stets auf einer Varimax-Rotation.26 In An-

hang C sind unter anderem alle konkreten Schätzungen für die Ladungsmatrizen und die

Einzelrestvarianzen des 2- und 3-Faktor-Modells gemäß der betrachteten Methoden auf-

gelistet; Die Tabellen C.2, C.4 und C.6 zeigen dabei die Resultate der oben angeführten

FMS-Schätzer, also die durch das AICFA bestimmten Schätzungen Γ̂3 und Ψ̂3 des 3-

Faktor-Modells gemäß den Daten XCC, XGLMRI und XkNN. Alle γii ∈ Γ und Ψi ∈ Ψ

26 Einige in dieser Arbeit nicht näher erläuterten Sensitivitätsanalysen erlauben den Schluss, dass für
das vorliegende Anwendungsbeispiel die Wahl der Rotationsmethode nicht entscheidend ist und
sich die Ergebnisse für andere Rotationsmethoden nur in Nuancen verändern.
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mit Werten größer als 0.5 sind in den Tabellen unterstrichen, um die Variablen, die am

höchsten auf die entsprechenden Faktoren laden, herauszustellen.

Ladungsmatrix Γ Ψ
100 m 0.81 -0.29 -0.04 0.00 0.00 0.24

Weitsprung -0.80 0.06 -0.02 0.00 0.00 0.36
Kugelstoßen -0.16 0.96 0.05 0.00 0.00 0.05
Hochsprung -0.25 0.63 -0.01 0.00 0.00 0.54

400 m 0.76 -0.19 0.25 0.00 0.00 0.29
110 m Hürden 0.64 -0.26 0.00 0.00 0.00 0.52
Diskuswerfen -0.20 0.65 0.15 0.01 0.00 0.49

Stabhochsprung -0.29 -0.04 0.15 -0.01 0.00 0.88
Speerwurf 0.03 0.46 -0.18 0.00 0.00 0.73

1500 m 0.15 0.16 0.63 0.00 0.00 0.32

Tab. 7.17: FMA-Schätzungen ˆ̄Γ und ˆ̄Ψ unter Verwendung einer GLMRI-Imputation

Ladungsmatrix Γ Ψ
100 m 0.81 -0.29 -0.05 0.00 0.00 0.25

Weitsprung -0.78 0.10 -0.02 0.00 0.00 0.38
Kugelstoßen -0.18 0.92 0.05 0.00 0.00 0.12
Hochsprung -0.23 0.65 -0.01 0.00 0.00 0.52

400 m 0.78 -0.16 0.24 0.00 0.00 0.28
110 m Hürden 0.63 -0.29 0.00 0.00 0.00 0.52
Diskuswerfen -0.17 0.72 0.13 0.01 0.00 0.42

Stabhochsprung -0.30 -0.07 0.15 -0.01 0.00 0.87
Speerwurf 0.02 0.44 -0.18 0.00 0.00 0.75

1500 m 0.17 0.19 0.60 0.00 0.00 0.34

Tab. 7.18: FMA-Schätzungen ˆ̄Γ und ˆ̄Ψ unter Verwendung einer kNN-Imputation

Betrachtet man die FMA-Schätzungen, so lässt sich feststellen, dass alle aufgeführten

Resultate generell in einer ähnlichen Größenordnung liegen. Dabei erkennt man trotz

Berücksichtigung des 2-Faktor-Modells insgesamt drei prägende Faktoren:

• Die Disziplinen 100m, Weitsprung, 400m und 110m Hürden laden hoch auf den

ersten Faktor. Dabei gibt es nur marginale Unterschiede zwischen den verschiede-

nen Methoden zur Berücksichtigung der fehlenden Daten. Dieser Faktor könnte als

Geschwindigkeits- und Athletikkomponente des Zehnkampfs interpretiert werden.
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Ladungsmatrix Γ Ψ
100 m 0.80 -0.26 -0.06 0.00 0.00 0.29

Weitsprung -0.83 0.15 0.01 0.00 0.00 0.29
Kugelstoßen -0.14 0.89 0.02 0.00 0.00 0.19
Hochsprung -0.21 0.65 -0.05 0.00 0.00 0.53

400 m 0.80 -0.09 0.30 0.00 0.00 0.23
110 m Hürden 0.61 -0.20 0.06 0.00 0.00 0.58
Diskuswerfen -0.11 0.74 0.10 0.01 0.00 0.42

Stabhochsprung -0.30 -0.09 0.20 0.00 0.00 0.84
Speerwurf 0.04 0.41 -0.26 0.00 0.00 0.74

1500 m 0.25 0.17 0.72 0.00 0.00 0.22

Tab. 7.19: FMA-Schätzungen ˆ̄Γ und ˆ̄Ψ unter Verwendung der vollständigen Fälle

• Die Disziplinen Kugelstoßen, Hochsprung und Diskuswurf laden hoch auf den zwei-

ten Faktor. Auch hier gibt es nur marginale Unterschiede zwischen den verschie-

denen Methoden zur Berücksichtigung der fehlenden Daten. Dieser Faktor könnte

als Kraft- und Technikkomponente interpretiert werden.

• Auf den dritten Faktor lädt nur der 1500m-Lauf hoch. Dabei sind die Schätzungen

der Imputationsmethoden aufgrund ihres höheren Gewichts für das 2-Faktor-Modell

etwas konservativer als die Schätzung der Complete Case Analyse. Dieser Faktor

könnte sowohl die Ausdauer als auch den speziellen Status der letzten Disziplin

repräsentieren.27

Bei der Interpretation dieser Ergebnisse und der Einschätzung ihrer Sensitivität sind

einige wichtige Sachverhalte zu beachten:

• Sowohl der Stabhochsprung als auch der Speerwurf laden auf keinen der Faktoren

besonders hoch. Ihre Einzelrestvarianzen sind entsprechend hoch; dies bedeutet,

dass ein Großteil ihrer Streuung nicht durch das entsprechende faktoranalytische

27 Da nach den ersten neun Disziplinen die Rangfolge der Athleten, insbesondere in der Nähe der Me-
daillenränge, in vielen Fällen sehr deutlich ausgeprägt ist und nur noch geringfügige Veränderungen
erwartet werden können, wird das eigentliche Leistungsvermögen in der letzten Disziplin – dem
1500m-Lauf – nicht mehr von jedem Sportler voll ausgeschöpft. Dies verdeutlicht den speziellen
Status der letzten Disziplin. Als einprägendes Beispiel hierfür lässt sich der Zehnkampf der olym-
pischen Spiele 2008 in Peking anführen: Der US-Athlet Bryan Clay dominierte die ersten neun
Disziplinen des Wettbewerbs. Aufgrund seines deutlichen Vorsprungs zu Platz 2 landete er sieges-
gewiss im abschließenden 1500m-Lauf auf dem letzten Platz.
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Modell erklärt werden kann. Dies mag mit dem hohen technischen Anspruch der

beiden Disziplinen zu erklären sein. Es ist jedoch auch zu erkennen, dass der Speer-

wurf zu einem geringen Anteil auf den zweiten Faktor lädt und dabei dasselbe Vor-

zeichen wie die Disziplinen, die bei diesem Faktor hoch laden, besitzt. Dies ergibt

Sinn und gibt dem Speerwurf ein gewisses Technik-Attribut.

• Die Interpretation der FMS-Schätzer, dargestellt in den Tabellen C.2, C.4 und C.6,

führt – unter inhaltlichen Gesichtspunkten – prinzipiell zu denselben Schlüssen wie

die Interpretation der FMA-Schätzer. Dies liegt vor allem daran, dass der dritte

Faktor sehr klar ausgeprägt ist; bei allen betrachteten FMS-Schätzern wird die

entsprechende Ladung stets größer als 0.96 geschätzt, so dass die durchaus vor-

handene Erklärungskraft des 2-Faktor-Modells nicht dazu ausreicht, die Schätzung

der Ladungen für den entsprechenden FMA-Schätzer unter die in diesem Beispiel

ad-hoc vorgegebene Relevanz von 0.5 zu drücken.

• Wie in Abschnitt 4.2.5 beschrieben, unterliegt die ML-Faktorenanalyse gewissen

Beschränkungen, etwa bei der Schätzung der Einzelrestvarianzen, wo durch den ite-

rativen Schätzprozess oder besondere Datenbegebenheiten, wie beispielsweise klei-

ne Stichproben, ein oder mehrere Ψi kleiner Null geschätzt werden können. Die in

diesem Abschnitt verwendete Prozedur der statistischen Software R (factanal())

setzt für den Optimierungsprozess als untere Schranke Ψi,min = 0.005 fest. Die

Schätzungen bei denen diese untere Grenze erreicht wird, sind in den entspre-

chenden Tabellen exakt mit 0.00 versehen. Die für den Modellmittelungsschätzer

relevanten Modelle M2 und M3 weisen solche geringen Einzelrestvarianzen nur

vereinzelt und nur für den 1500m-Lauf auf, vergleiche Anhang C. Dies führt an

dieser Stelle für die finalen Resultate zu keiner besonders großen Problematik, da

der dritte Faktor sehr deutlich ausgeprägt ist, inhaltlich nachvollziehbar ist und

die entsprechende Einzelrestvarianz somit keine große Bedeutung besitzt. Die wei-

teren Fälle, bei denen die untere Schranke erreicht wird (vgl. Tabelle C.7 und

C.8), sind irrelevant, da das entsprechende 5-Faktor-Modell aufgrund des geringen

Akaike-Gewichts nicht in den Modellmittelungsschätzer eingeht.

• Es stellt sich die Frage, wie sensitiv die vorgestellten Ergebnisse bezüglich der

Stichprobengröße sind. Wie in Abschnitt 3.3.4 erläutert, sind die in der Herleitung

des AIC verwendeten Approximationen für kleine Stichproben gegebenenfalls sehr

ungenau. Die entsprechenden Korrekturen nach Sugiura (1978) bzw. Hurvich und

Tsai (1989) sind im faktoranalytischen Kontext nicht gültig. Insofern muss davon
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ausgegangen werden, dass für die vorliegenden Daten das AIC keine unverzerrte

Schätzung der Kullback-Leibler-Distanz mehr darstellt. Dies mag für die relativ

eindeutigen Ergebnisse an dieser Stelle vernachlässigbar sein, kann aber generell

Probleme, auch für die entsprechenden FMA-Schätzer, nach sich ziehen.

• Die Problematik der Datenstruktur, die sich in den Schwierigkeiten der GAMRI-

bzw. Amelia II-Imputationsmethoden widerspiegelt, verdeutlicht die Herausfor-

derung der Modellselektion und Modellmittelung in der Faktorenanalyse unter

Berücksichtigung fehlender Daten. Auch wenn nur zwei der 30 Beobachtungen

(ca. 7% der Daten) fehlende Werte aufweisen, so lassen sich bereits hierfür durch-

aus relevante Unterschiede zwischen dem FMA-Schätzer bei einer Complete Case

Analyse und den FMA-Schätzern für die Imputationsmethoden konstatieren. Eine

höhere Anzahl an fehlenden Werten bei einer ähnlichen Datenstruktur, kann zu

weiteren Schwierigkeiten für geeignete Imputationsverfahren führen und die Sen-

sitivität der vorgestellten Methoden erhöhen.

• Ein Vergleich mit den Ergebnissen von Cox und Dunn (2002), wie in Tabelle

7.14 vorgestellt, liefert einige interessante Aspekte: Die Grundstruktur von drei

relevanten Faktoren bestätigt sich trotz unterschiedlicher Datengrundlage in bei-

den Auswertungen. Die Gestalt dieser Dimensionen wird von der Cluster- und der

FMA-Faktorenanalyse unterschiedlich bewertet. Inhaltlich erscheinen die oben an-

geführten Resultate der Maximum-Likelihood-Faktorenanalyse plausibler; es ergibt

keinen Sinn anzunehmen, dass beispielsweise der Hochsprung und der 1500m-Lauf

bzw. der Stabhochsprung und das Kugelstoßen dieselben Dimensionen abbilden wie

von Cox und Dunn (2002) vermutet. Diese Einteilung hängt natürlich auch stark

mit dem Kernkonzept der Clusteranalyse an sich zusammen: Alle zehn Disziplinen

müssen einem Cluster zugeordnet werden, so dass häufig eine leichte Ähnlichkeit

zwischen verschiedenen Variablen genügt um sie zu einem Cluster zusammenzu-

fassen. Das Ausmaß und die Stärke dieser Ähnlichkeit ist in den finalen Resultaten

jedoch nicht mehr zu erkennen, weswegen schwache Strukturen häufig nicht mehr

als solche erkannt werden können. Die Betrachtung einer Faktorenanalyse, im Spe-

ziellen unter Berücksichtigung der vorgestellten Modellmittelungsschätzer, erlaubt

dagegen eine fundierte Einordnung der Stärke des Beitrags der einzelnen Variablen

zu den gefundenen Faktoren: Je höher die Ladungen, desto mehr trägt eine Varia-

ble zu dem entsprechenden Faktor bei. Ist die Einzelrestvarianz sehr groß, so kann

die Variabilität dieser Variable nicht adäquat durch das faktoranalytische Modell

erfasst werden, wodurch die Erklärungskraft der Variablen zusätzlich eingeschätzt
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werden kann. Wird statt eines Selektionsschätzers ein Mittelungsschätzer verwen-

det so ist zu erwarten, dass die Volatilität der Ergebnisse in Grenzen gehalten

werden kann.

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Resultate zeigen, dass sich die Grenzen von Modell-

mittelungsverfahren jenseits der Regressionsanalyse befinden und die Berücksichtigung

von Selektionsunsicherheit prinzipiell in weiten Teilen statistischer Modellierung möglich

ist. So lassen sich die Kernkonzepte aus Kapitel 4, insbesondere der Transfer dieser Me-

thoden zur Faktorenanalyse – wie in Abschnitt 4.2.5 aufgezeigt und hier verwendet–, in

weiten Teilen einfach und zielgerecht umsetzen. Die Interpretation der FMA-Schätzer

ist, wie hier am Beispiel der Ladungsmatrix und der Einzelrestvarianzen gesehen, in der

Regel unproblematisch.

Dennoch ergeben sich einige kritische Punkte, die verdeutlichen, dass die Sinnhaftig-

keit von Modellmittelungsverfahren außerhalb der Regressionsanalyse teilweise deutlich

eingeschränkter ist und die Sensitivität der Ergebnisse von einigen technischen Bege-

benheiten geprägt ist, deren Problematik in zukünftigen Arbeiten noch intensiver dis-

kutiert werden muss. Dies betrifft zum einen die durch den Selektionsprozess verur-

sachte zusätzliche Variabilität, die durch die Verwendung von Modellmittelungsverfah-

ren erfasst werden soll: Im Fall multivariater Verfahren, wie beispielsweise der Fakto-

renanalyse, sind häufig vor allem die Punktschätzungen interessant. Die zugehörigen

Varianzschätzungen, etwa für die Elemente der geschätzten Ladungsmatrix Γ̂, können

zwar konstruiert werden, vergleiche etwa Fahrmeir, Hamerle und Tutz (1996, Abschnitt

11.2.3), stehen aufgrund des explorativen Charakters der Verfahren jedoch nicht im

Vordergrund und damit im Fokus des Interesses. Insofern stellt sich die Frage, wel-

chen zusätzlichen Informationsgewinn die vorgestellten Verfahren in diesem Kontext

überhaupt erwirken können. Zu einem gewissen Maß gehört dazu sicherlich eine stabi-

le und wenn möglich unverzerrte Punktschätzung, die die angesprochene Unsicherheit

sinnhaft reflektiert. Auch hier darf jedoch bemerkt werden, dass die Anzahl der Kandida-

tenmodelle in der Maximum-Likelihood-Faktorenanalyse typischerweise gering ausfällt,

wohl sehr selten im zweistelligen Bereich liegt. Im Gegensatz zur Regressionsanalyse,

wo bedingt durch Transformationen, Interaktionen und auch unterschiedlichen Vertei-

lungsannahmen für den Response eine große Anzahl an plausiblen Modellen vorliegen

kann, wird die Selektionsunsicherheit in vielen konkreten Anwendungen verhältnismäßig

gering sein. Ferner wirken untypische, schwer zu modellierende Unsicherheitskomponen-

ten auf die finalen Resultate, so etwa die Entscheidung zugunsten eines bestimmten

Rotationsprinzips, was – wenn auch nicht im vorgestellten Beispiel – die Ergebnisse zu
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einem gewissen Teil beeinflussen kann. Ebenfalls problematisch erscheinen die techni-

schen Grenzen, die sich bei einer kleinen Stichprobengröße, wie etwa in diesem Beispiel,

ergeben können. Dies führt zu teils irregulären oder fragwürdigen Ergebnissen für die

Einzelrestvarianzen und kann verteilungsbasierte Imputationen wie beispielsweise den

GAMRI-Algorithmus bzw. korrekte multiple Imputationen über das Amelia II-Paket

erschweren oder auch verhindern.

Die Verwendung des AICW zur Modellselektion oder zur Bestimmung des FMA-Schätzers

(5.17) ist prinzipiell auch in der Faktorenanalyse möglich. Darauf wurde in diesem Ab-

schnitt bei der Analyse der olympischen Zehnkampfdaten jedoch verzichtet, da die für

die gewichtete Likelihood notwendigen Gewichte (5.5) in der Regel über additive Mo-

delle geschätzt werden, was an dieser Stelle aufgrund der geringen Stichprobengröße

nicht möglich war. Dies unterstreicht erneut die Herausforderung in der Konstruktion

passender Verfahren für die Berücksichtigung fehlender Daten und der Modellselekti-

onsunsicherheit auch im Kontext der Faktorenanalyse. Welchen Erfolg ein gewichtetes

Akaike-Kriterium an dieser Stelle versprechen kann, müssen zukünftige Arbeiten zeigen.





8. Résumé

Die in dieser Arbeit gewonnenen Erkenntnisse sind äußerst vielfältig und in vielerlei

Hinsicht aufschlussreich für die Beurteilung des Erfolgs unterschiedlicher Strategien zur

Berücksichtigung fehlender Werte im Kontext von Modellwahl und Modellmittelung.

Auch wenn Resultate auf Basis von Monte-Carlo-Simulationen und Datenbeispielen im-

mer einer gewissen Beschränkung unterliegen und nur mit Vorsicht auf Situationen au-

ßerhalb der betrachteten übertragen werden können, so ergeben sich doch Verhaltenswei-

sen der verschiedenen Schätzer, die relativ durchgängig beobachtet und erklärt werden

können und insofern auch einige typische Charakteristika aufweisen:

• Ungeachtet der Problematik fehlender Daten lässt sich festhalten, dass eine einfa-

che, kriteriumsbasierte Modellmittelungsstrategie, wie die Verwendung exponenti-

eller AIC-Gewichte und damit des FMA-Akaike-Schätzers, innerhalb einer linearen

oder logistischen Regressionsanalyse zu sehr guten Ergebnissen führt. In der Regel

erhält man bei einem solchen Vorgehen bessere Punktschätzungen als bei den ent-

sprechenden Selektionsschätzern. Die zugehörigen Varianzschätzungen sind in der

Regel ebenfalls von besserer Qualität. Wie vielfach diskutiert, ist die Konstrukti-

on von FMA-Schätzern unter Optimalitätseigenschaften durchaus erstrebenswert,

auch unter Berücksichtigung des bisher relativ wenig einheitlichen Vorgehens in-

nerhalb der frequentistischen Modellmittelung. Der in dieser Arbeit betrachtete

MMA-Schätzer von Hansen (2007) führt jedoch in vielen Fällen zu keiner Ver-

besserung im Vergleich zu einer simplen Modellselektion, etwa unter Verwendung

des AIC. Dies mag häufig, jedoch nicht immer, an seiner restriktiven Auswahl der

Kandidatenmodelle liegen.

• Werden die fehlenden Werte einer Datenmatrix schlicht verworfen, also nur die

vollständigen Fälle (CC) zur Analyse verwendet, so führt dies in den betrachteten

Regressionsbeispielen, unabhängig von dem gewählten Selektions- oder Mittelungs-

verfahren, bei einem MAR-Fehlendmechanismus zu minderwertigen, insgesamt re-

lativ unbefriedigenden Schätzungen. Dies war zu erwarten. Die vorliegende Arbeit
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zeigt jedoch an vielen Stellen, dass bei einer CC-Strategie in der Regel immerhin

die entsprechenden Varianzschätzungen von passabler Qualität sind.

• Die Verwendung des für fehlende Daten adjustierten AICW , entweder direkt zur

Selektion des Modells oder alternativ zur Konstruktion von Modellmittelungs-

gewichten, führt insbesondere im Kontext des linearen Modells meist zu bes-

seren Punktschätzungen als eine Complete Case Analyse, aber auch zu etwas

schlechteren Ergebnissen als die Imputationsverfahren. In den betrachteten Si-

tuationen der logistischen Regressionsanalyse kann die AICW -Methodologie jedoch

häufig keinen zusätzlichen Gewinn erbringen. Berechnet man die Varianz des FMA-

AICW -Schätzers unter Berücksichtigung der Modellselektionsunsicherheit wie in

(5.19) angeführt, so ist eine deutliche Unterschätzung der Varianz zu erkennen.

Wie in dieser Arbeit bereits vielfach erläutert, müsste korrekterweise eigentlich

noch die Unsicherheit bei der Wahl des Glättungsparameters und den Kovaria-

blen für das zur Schätzung der Gewichte (5.5) notwendige GAM berücksichtigt

werden. Dies zeigt, dass die Konzepte des inverse probability weighting innerhalb

des Themenkomplexes von Modellwahl und -mittelung zu einer weiteren Unsicher-

heitskomponente führen, deren Modellierung gegebenenfalls sehr aufwändig sein

kann.

• Die fehlenden Werte einer Datenmatrix zu ersetzen und anschließend die ent-

sprechenden FMS- und FMA-Schätzer zu berechnen, kann als relativ weitläufige

Strategie angesehen werden, da sowohl die Imputations- als auch die Selektions-

bzw. Mittelungsverfahren frei gewählt werden können, was insbesondere in einem

so schwer einzugrenzenden Feld wie der Modellwahl einen großen Vorteil dar-

stellt. Insgesamt lassen sich in den angeführten Beispielen sehr stabile und gute

Punktschätzungen erkennen, wobei deren Varianz bei Verwendung nicht-multipler

Imputationen aufgrund der nicht modellierten Imputationsunsicherheit prinzipiell

etwas unterschätzt wird. Die in dieser Arbeit verwendeten Imputationsverfahren

stehen stellvertretend für eine Vielzahl an Methoden unterschiedlichster Konzep-

tion. Häufig liefert dabei die Amelia-Methode, also die Verwendung des R-Pakets

”
Amelia II“, sehr gute und stabile Ergebnisse. In einigen Situationen, etwa bei

Betrachtung komplexerer Abhängigkeitsstrukturen oder zufälligen Effekten, kann

jedoch auch die Verwendung der GAMRI-,GLMRI- bzw. kNN-Methodik zu den

besten Resultaten führen. Prinzipiell kann nicht konstatiert werden, dass bei Ge-

brauch des in Abschnitt 5.1.2 vorgestellten verallgemeinerten, rekursiven Regressi-

onsimputationsalgorithmus die Verwendung von generalisierten additiven Model-
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len (GAMRI) der Verwendung simpler generalisierter linearer Regressionsmodelle

(GLMRI) vorzuziehen ist. Der Erfolg dieser beiden Methoden variiert mit dem

gewählten Setting.

• Die Verwendung von korrekten multiplen Imputationen unter Verwendung des

Amelia II-Pakets der statistischen Software R kann prinzipiell zu recht guten und

realistischen Schätzungen führen, insbesondere in Bezug auf den FMA-Akaike-

Schätzer. Selbst dort kann jedoch unter gewissen Umständen ein interessantes Ar-

tefakt beobachtet werden: Wirkt der Fehlendmechanismus auf eine Variable, die

einen komplexeren Effekt, etwa einen Interaktionseffekt, mitgestaltet und ist die

Imputationsunsicherheit groß, so wird diese Unsicherheit wie gewünscht explizit

mitmodelliert und kann zu einer Überschätzung der Varianz führen. Auch wenn

nach einer Reflexion über diese Methodik ein solches Verhalten des Schätzers als

plausibel erscheint, so ist dies bei der Interpretation konkreter Anwendungsbei-

spiele zu beachten.

Es hat sich gezeigt, dass die vorgestellten Konzepte zur Berücksichtigung fehlender Daten

im Kontext von Modellselektion und Modellmittelung für lineare und logistische Regres-

sionsanalysen einfach umzusetzen sind und in den gewählten Anwendungsbeispielen in

Anbetracht ihrer oben angeführten Charakteristika zu entsprechend guten bzw. weni-

ger guten Resultaten führen, auf jeden Fall aber gut interpretierbar sind. Sehr einfache

Ansätze (kriteriumsbasierte Modellmittelungsgewichte, Imputationen aus vorhandener

Software) scheinen dabei oft zu bereits sehr guten Resultaten zu führen.

Etwas differenzierter gestaltet sich der Blick bei Verwendung der Verfahren in der Fak-

torenanalyse. Die vorliegende Arbeit macht deutlich, weshalb sich die aktuelle Literatur

vorwiegend einfachster Regressionsanalysen bedient, um ihre Methoden zu illustrieren:

Eine Übertragung der grundlegenden Konzepte ist zwar prinzipiell auf viele Typen sta-

tistischer Modellierung möglich und den Umständen entsprechend technisch unkompli-

ziert; liegen der Interpretationsschwerpunkt und die generelle Konzipierung etwas wei-

ter von den Prinzipien der Regressionsanalyse entfernt, so ergeben sich jedoch neue

Schwierigkeiten, Unsicherheitskomponenten und gegebenenfalls auch ein geringerer In-

formationsgewinn. In der Faktorenanalyse wird dies besonders deutlich, da hier in der

Regel die Punkt- und nicht die zugehörigen Varianzschätzungen im Vordergrund ste-

hen und insofern die Modellierung zusätzlicher, durch die Modellselektionsunsicherheit

hervorgerufener, Unsicherheit keinen wirklichen Gewinn erbringt. Auch ist die Anzahl

der konkurrierenden Kandidatenmodelle im Vergleich zur Regressionsanalyse, wo In-
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teraktionen, logarithmische und quadratische Effekte oft zu einer großen Auswahl an

Modellierungsmöglichkeiten führen, sehr beschränkt, was den Erfolg ebenfalls limitiert.

Ausblick

Wie die Problematik fehlender Daten im Kontext von Modellmittelungsverfahren berück-

sichtigt werden kann und welche Chancen, aber auch Schwierigkeiten, die vorgestellten

Schätzer bieten, hat die vorliegende Arbeit aufgezeigt. Viele Ideen sind sehr allgemein

formuliert worden und eröffnen damit die Möglichkeit, jenseits einfacher linearer und

logistischer Regressionsanalysen verwendet zu werden. Tatsächlich stellt sich die Frage,

wie einfach die Konzepte auf komplexere Modelle übertragen werden können.

In den letzten Jahren haben einige erste Arbeiten aufgezeigt, welchen Erfolg neuere (fre-

quentistische) Modellmittelungskonzepte in anderen Bereichen versprechen: Hjort und

Claeskens (2006) verwenden kriteriumsbasierte Gewichte unter Verwendung des Focused

Information Criterion (FIC) von Claeskens und Hjort (2003), um einen FMA-Schätzer

im Cox-Modell zu konstruieren, Hansen (2008b) überträgt einige Kerngedanken seines

MMA-Schätzers (Hansen (2007)) auf den Kontext spezieller autoregressiver Prozesse

und Zhang, Wan und Zhou (2010) verwenden die Ideen von Claeskens und Hjort (2003)

und Hjort und Claeskens (2006) im Kontext des Tobit-Modells. Sowohl die
”
Mittelung

nach Imputation“-Strategie als auch die Idee des inverse probability weighting könnten

auch hier beim Vorhandensein fehlender Werte verwendet werden. Welchen Erfolg die

in dieser Arbeit behandelten Imputationsmethoden jedoch versprechen und wie das Ge-

wichtungskonzept konkret etwa auf das FIC angewendet werden kann, bedarf noch einer

genaueren, möglicherweise simulationsgestützten Untersuchung.

Auch stellt sich die Frage, wie Modellmittelung und fehlende Daten, etwa im Bereich

nonparametrischer Regression, kombiniert werden können. Die einfachste Möglichkeit

besteht sicher darin, multiple Imputationen und exponentielle Gewichte auf Basis von

Vorhersagefehlern zu verwenden, etwa mit Hilfe des generalisierten Kreuzvalidierungs-

kriteriums, das für viele nonparametrische Ansätze – etwa bei additiven Modellen –

von statistischer Software standardmäßig ausgegeben wird. Diskussionswürdig erscheint

dagegen der Gegenstand der Mittelung: Soll über den gesamten Prädiktor gemittelt wer-

den, ähnlich dem Vorgehen beim Bagging (Breimann (1996b))? Dies würde sicherlich

einen Teil der Selektionsunsicherheit abdecken, für den Großteil der Verfahren im Bereich

nonparametrischer Regression umsetzbar sein und möglicherweise auch zu besseren Vor-

hersagen führen. Damit kann aber zum einen keine Interpretation der einzelnen Effekte
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und Variablen erfolgen und zum anderen wird die Unsicherheit bezüglich der Wahl des

Glättungsparameters und der Variablen nicht ausreichend abgedeckt. Der erstgenannte

Punkt kann sicher dahingehend berücksichtigt werden, dass nicht über den gesamten

Prädiktor, sondern über die einzelnen Effekte oder bei Verwendung stückweiser Polyno-

me sogar über die Parameterschätzungen gemittelt wird. Konkret kann die Entscheidung

wohl von der bevorzugten Schätzmethodik und dem Ziel der Analyse abhängig gemacht

werden. Der zweite Punkt lässt sich möglicherweise erfassen, indem doppelt kombiniert

wird, was bedeutet, dass die Mittelung über einen Grid erfolgt, der sowohl eine Variablen-

und Effektauswahl als auch mögliche Smoothing-Parameter enthält. Ob sich ein solch

großer Aufwand überhaupt lohnt, ist aber sicherlich fraglich.

Insgesamt erscheinen auch unabhängig vom Auftreten fehlender Daten die Konzepte fre-

quentistischer Modellmittelung im Gegensatz zur bayesianischen Herangehensweise noch

nicht wirklich einheitlich und in sich konsistent. Unter welchem Paradigma die Model-

le kombiniert werden sollen und welche Eigenschaften und Verteilung diese Schätzer

besitzen, ist bisher nicht ausreichend geklärt. Speziell für die Konstruktion von Konfi-

denzintervallen ist dies jedoch besonders interessant. Hjort und Claeskens (2003) zeigen

zwar, dass innerhalb eines lokalen Misspezifikationskonstrukts und unter gewissen Regu-

laritätsvoraussetzungen die asymptotische Verteilung eines Modellmittelungsschätzers

einer konvexen Kombination von Normalverteilungen entspricht, Leeb und Pötscher

(2006b) zweifeln die Nützlichkeit dieses Resultats jedoch an, da die Konvergenz gegen

die wahre Verteilungsfunktion nicht gleichmäßig, sondern nur punktweise in θ gilt und

damit für jede fixe Stichprobengröße die wahren und geschätzten Verteilungen potentiell

weit voneinander entfernt liegen können. Ob diese Aussagen tatsächlich von praktischer

Relevanz sind und ob im Kontext fehlender Werte für die Berechnung von Konfidenz-

intervallen nicht die Verwendung von simplen Normalverteilungsquantilen, wie auch in

Burnham und Anderson (2002) vorgeschlagen, zusammen mit den Standardfehlern, wie

in Kapitel 5 beschrieben, eine ausreichende Approximation liefern, müssen zukünftige

Arbeiten zeigen. Die Simulationsergebnisse aus Abschnitt 6.3 lassen zumindest erah-

nen, dass die Berechnung der Standardfehler gemäß (5.24) unter Verwendung korrekter

multipler Imputationen für einen FMA-Akaike-Schätzer sehr gute Ergebnisse erzielen

kann und die entsprechenden Konfidenzintervalle damit zumindest in einem einigerma-

ßen sinnvollen und adäquaten Bereich liegen können.

Prinzipiell scheinen noch viele Erweiterungen der vorgeschlagenen Methodik möglich:

So kann durchaus angedacht werden, die angeführten Korrekturverfahren für fehlen-

de Daten im Bereich bayesianischer Modellmittelung zu untersuchen. Dort stellen sich
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natürlich weiterhin die in den Abschnitten 3.4 und 4.1 aufgeworfenen, offenen Fra-

gen. Um es kurz zu sagen: Wieviel Bayes soll sein? Weniger bis gar kein Bayes, indem

die SBC-Approximation zur schnellen Berechnung des BMA-Schätzers verwendet wird

und damit keine priori-Wahrscheinlichkeiten p(Mκ) spezifiziert und interpretiert werden

müssen, oder mehr Bayes, indem mit Laplace-Approximationen genauere, aber auch

aufwändigere Lösungen gesucht werden. Eine Verwendung von (ggf. multiplen) Imputa-

tionsmethoden ist hier immer möglich, auch ein Gewichtungsansatz könnte insbesondere

bei Verwendung von exponentiellen SBC-Gewichten konstruiert werden.

Auch ist weiterhin offen, ob die multiplen Imputationen über den im Amelia II-Paket

implementierten Bootstrap-Ansatz zu qualitativ ähnlichen Ergebnissen führen wie mul-

tiple Imputationen auf Basis eines streng bayesianischen Vorgehens, wie etwa unter

Verwendung des IP-Algorithmus. Möglicherweise gibt es an dieser Stelle noch etwas

Spielraum um die Varianzschätzungen nach (5.24) noch etwas stabiler zu machen und

die Überschätzung der Standardfehler in komplexen Situation eher zu unterbinden. Die

Analyse und die Konstruktion von Varianzschätzern scheint im Rahmen frequentistischer

Modellmittelung allgemein noch ausbaufähig zu sein. Ein Großteil aktueller Artikel, so

etwa von Yang (2003), Yuan und Yang (2005), Hansen (2007, 2008a,b, 2009), Magnus,

Powell und Prüfer (2008), Liang et al. (2010), Hansen und Racine (2009) und Zhang,

Wan und Zhou (2010) betrachtet vor allem die Qualität der Punktschätzungen, obwohl

ein Hauptziel von Analysen post model selection sicherlich in einer geeigneten Erfassung

der Variabilität dieser Schätzungen liegt.

Es bleibt festzuhalten, dass das Bewusstsein, geeignete Inferenzverfahren zur Berücksich-

tigung der Modellselektionsunsicherheit zu konstruieren, in den letzten Jahren deutlich

geschärft wurde und viele Denkanstöße der Fachliteratur auch in den angewandten Wis-

senschaften immer häufiger verwendet werden. Ob dies auch im Kontext fehlender Daten

gilt, werden zukünftige Arbeiten zeigen.



Anhang





A. Symbolverzeichnis

Im Folgenden sind sowohl die Verwendung von Symbolen und Abkürzungen als auch

die wesentlichen Elemente der Notation dieser Arbeit erläutert. Die meisten Symbole

besitzen nur eine Bedeutung. Einige wenige Symbole werden jedoch an verschiedenen

Stellen mit verschiedener Bedeutung verwendet; dies ist gegebenenfalls aus dem Kontext

zu erkennen. Die Auflistung ist nicht vollständig, umfasst jedoch alle elementaren und

häufig verwendeten Konzepte der Arbeit.

A.1 Lateinische Symbole

Symbol Bedeutung

b Bootstrap-Stichprobe

B Anzahl an Bootstrap-Stichproben

c Konstante

d Anzahl der Parameter, die auf jeden Fall in ein Endmodell

Mκ∗ aufgenommen werden sollten

D Datensatz in beliebiger Form

D Datensatz in Form einer n × p + 1 Matrix

F parametrisierte Familie von Wahrscheinlichkeitsverteilungen

f, g beliebige Funktionen, häufig Dichten

F Indikatormatrix, die angibt welche Elemente eines Datensat-

zes vollständig beobachtet worden sind und welche nicht

H Menge von Gewichten, die sich zu Eins aufsummieren

H Hessematrix

i, j, l,m Indexvariablen

I Einheitsmatrix

J Fisher-Informationsmatrix

k Anzahl an Kandidatenmodellen

K Anzahl zu schätzender Parameter
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Symbol Bedeutung

L Likelihoodfunktion

L Verlustfunktion

M Kandidatenmodell

M Menge aller Kandidatenmodelle

n Stichprobengröße

p Anzahl der Kovariablen in einer Regressionanalyse

P Projektionsmatrix

q Anzahl der Parameter, die potentiell in ein Endmodell Mκ∗

integriert werden können

R Risikofunktion

R Anzahl der betrachteten Simulationsläufe

w Gewichtsvektor

X Designmatrix bzw. Kovariable

x Beobachtung eines Datensatzes D

x Zeilenvektor der Kovariablen in einer Regressionanalyse

y Responsevektor

Z Zielfunktion

A.2 Griechische Symbole

Symbol Bedeutung

α Parametervektor, der zu den Variablen gehört, die auf alle

Fälle in eine Endmodell Mκ∗ aufgenommen werden, α ⊂ β

β Parametervektor in Regressionsmodellen, β = (α′, γ′)′

γ Parametervektor, der zu den Variablen gehört, die potentiell

in ein Endmodell Mκ∗ aufgenommen werden, γ ⊂ β

Γ Kriterium oder Verfahren zur Bestimmung eines
”
besten“ Mo-

dells Mκ∗ ∈ M
δ Indikatorvariable

ε stochastischer Fehlerterm

η Linkfunktion in generalisierten Regressionsmodellen

θ Parametervektor der parametrisierten Dichte f(y; θ)

ϑ kanonischer Parametervektor im generalisierten linearen Re-

gressionsmodell
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Symbol Bedeutung

κ Indexvariable

λ Indexvariable

μ Erwartungswert einer Zufallsvariablen

ν Pönalisierungsgewicht

ξ Parametervektor zur Charakterisierung eines Fehlendmecha-

nismus

π Funktion zur Beschreibung einer Wahrscheinlichkeit

σ Varianz einer Zufallsvariablen

φ Dispersionsparameter in generalisierten linearen Regressions-

modellen

ϕ Funktion zur Bestimmung eines M-Schätzers;

enthält als Spezialfall die Likelihoodfunktion

χ Menge aller Kovariablen in einer Regressionsanalyse

ψ Die erste Ableitung von ϕ, enthält als Spezialfall die Score-

Funktion

Θ Parameterraum

A.3 Notation

Notation Bedeutung

D∗ Datensatz, der auch fehlende Werte enthält

Dc
∗ Datensatz, der nur die vollständigen Fälle enthält

Dobs vollständig beobachtete Werte eines Datensatzes D

Dmis fehlende Werte eines Datensatzes D

Dimp Aufgefüllter Datensatz nach einer Imputation

f(y; θ) parametrisierte Wahrscheinlichkeitsverteilung

f(y|θ) Likelihoodfunktion; entspricht L(θ|y)

Mκ Ein Modell, das Element der Menge M ist

Mκ∗ Ein Modell, das Element der Menge M ist und anhand eines

Verfahrens oder Kriteriums gewählt wird

M∗
κ Das wahre, datengenerierende Modell

ML
κ Ein Modell, das Element der Menge M ist und eine gegebene

Verlustfunktion L(·) über alle Mκ ∈ M minimiert

p(Dmis|Dobs) prädiktive a-posteriori-Verteilung der fehlenden Daten gege-

ben die beobachteten Daten
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Notation Bedeutung

p(Mκ) a-priori-Wahrscheinlichkeit für Modell Mκ

p(Mκ|y) posteriori-Wahrscheinlichkeit für Mκ

p(θ|Dobs) posteriori-Verteilung von θ gegeben die beobachteten Daten

p(θκ|Mκ) a-priori-Wahrscheinlichkeit für θκ im Modell Mκ

p(θκ|Mκ, y) posteriori-Verteilung von θκ

θ̂ ML- bzw. KQ-Schätzer für θ

θ̂M beliebiger Schätzer nach multipler Imputation

θ̂(m) beliebiger Schätzer des m-ten imputierten Datensatzes

θ∗ Maximum A Posteriori-Schätzung für θ

θ̃ M-Schätzer für θ

θ̂W gewichteter ML- bzw. KQ-Schätzer für θ
ˆ̄θ gemittelter Schätzer für θ

A.4 Abkürzungen

Abkürzung Bedeutung

Abb. Abbildung

AIC Akaikes Informationskriterium

AICc Akaikes Informationskriterium;

korrigiert für kleine Stichproben

AICW Akaikes Informationskriterium;

adjustiert für fehlende Beobachtungen

BMA Bayesian Model Averaging;

Bayesianische Modellmittelung

BMS Bayesian Model Selection;

Bayesianische Modellselektion

bzw. beziehungsweise

Cp Kriterium von Colin Mallows

CC Complete Cases;

vollständige Beobachtungen

CV Cross Validation Criterion;

Kreuzvaliderungskriterium

det Determinante

df Freiheitsgrade
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Abkürzung Bedeutung

dim die Dimension eines Modells;

entspricht meist der Anzahl der Elemente von θ

DMD Duchenne Muscular Dystrophy

EMP Entropy Maximization Principle

EPE Expected Prediction Error

FMA Frequentist Model Averaging;

Frequentistische Modellmittelung

FMS Frequentist Model Selection;

Frequentistische Modellselektion

ff. und folgende Seiten

f.s. fast sicher

GAMRI Generalized Additive Model based Recursive Imputation;

verallgemeinerter Imputationsalgorithmus

GLMRI Generalized Linear Model based Recursive Imputation;

verallgemeinerter Imputationsalgorithmus

GCV Generalized Cross Validation Criterion;

Generalisiertes Kreuzvalidierungskriterium

Hrsg. Herausgeber

i.d.R. in der Regel

kNN k-Nächste-Nachbarn-Imputationsmethode

KL Kullback-Leibler-Distanz

LOCF Last Observation Carried Forward

MAP Maximum-A-Posteriori

MAR Missing At Random

MCAR Missing Completely At Random

MCMC Markov Chain Monte Carlo

MDL Minimum Description Length

MI Multiple Imputation

ML Maximum Likelihood

MLQ Multifactor Leadership Questionnaire

MMA Mallows Model Averaging

MNAR Missing Not At Random
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Abkürzung Bedeutung

MSE Mean Squared Error

MSPE Mean Squared Prediction Error

o.B.d.A. ohne Beschränkung der Allgemeinheit

PMSE Post Model Selection Estimator

rg Rang einer Matrix

S. Seite

SBC Schwarzsches Bayes-Kriterium

se standard error

sp Spur einer Matrix

SSE Sum of Squares Error;

Residuenquadratsummen im linearen Regressionsmodell

Tab. Tabelle

TIC Takeuchis Informationskriterium

Var Varianz



B. Detaillierte Simulationsergebnisse

B.1 Lineare Regression

L1 L2 L3 L4

FMA-Akaike-Schätzer

1) Original 0.2304 – 0.1337 7.4189

2) CC 1.5224 1.3751 1.4253 8.9009

3) GAMRI 0.8403 0.5893 0.5619 7.9840

GLMRI 1.0047 0.7439 0.7006 8.1222

kNN 0.6021 0.3981 0.4013 7.7832

Amelia 0.4644 0.2614 0.2758 7.6916

4) AICW 1.0714 0.8290 0.7135 8.0802

FMA-Hansen-Schätzer

1) Original 0.2555 – 0.1418 7.4234

2) CC 1.9288 1.6008 1.6159 9.0921

3) GAMRI 0.9599 0.6477 0.6357 8.0616

GLMRI 1.1453 0.8173 0.7937 8.2210

kNN 0.6755 0.4153 0.4120 7.8004

Amelia 0.5694 0.2851 0.3116 7.7385

FMS-AIC-Schätzer

1) Original 0.2610 – 0.1628 7.4412

2) CC 1.6116 1.4881 1.5277 9.0011

3) GAMRI 0.8949 0.6668 0.6077 8.0357

GLMRI 1.0605 0.8254 0.7444 8.1724

kNN 0.6434 0.4350 0.4354 7.8144

Amelia 0.5020 0.3057 0.3080 7.7185

4) AICW 1.1123 0.8766 0.7468 8.1042

Tab. B.1: Resultate im Grundszenario
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L1 L2 L3 L4

FMA-Akaike-Schätzer

1) Original 0.2165 – 0.1226 7.4317

2) CC 0.3250 0.1175 0.1854 7.6072

3) GAMRI 0.3339 0.1011 0.1824 7.6056

GLMRI 0.3386 0.1074 0.1865 7.6101

kNN 0.2938 0.0780 0.1616 7.5873

Amelia 0.2856 0.0914 0.1600 7.5891

4) AICW 0.3297 0.1186 0.1904 7.6108

FMA-Hansen-Schätzer

1) Original 0.2372 – 0.1309 7.4374

2) CC 0.3819 0.1350 0.2092 7.6367

3) GAMRI 0.3721 0.1138 0.2101 7.6383

GLMRI 0.3825 0.1229 0.2170 7.6453

kNN 0.3427 0.0886 0.1812 7.6135

Amelia 0.3410 0.1010 0.1749 7.6100

FMS-AIC-Schätzer

1) Original 0.2522 – 0.1518 7.4594

2) CC 0.3859 0.1741 0.2365 7.6536

3) GAMRI 0.3825 0.1464 0.2212 7.6444

GLMRI 0.3876 0.1551 0.2234 7.6484

kNN 0.3403 0.1134 0.2000 7.6243

Amelia 0.3273 0.1236 0.1974 7.6257

4) AICW 0.3722 0.1675 0.2244 7.6500

Tab. B.3: Resultate aus Experiment 2
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L1 L2 L3 L4

FMA-Akaike-Schätzer

1) Original 0.2365 – 0.1426 7.4286

2) CC 0.9586 0.8048 0.8716 8.2773

3) GAMRI 0.3721 0.1350 0.1864 7.6084

GLMRI 0.3803 0.1450 0.1861 7.6034

kNN 0.3363 0.1008 0.1788 7.5945

Amelia 0.3552 0.1390 0.1864 7.5910

4) AICW 0.4644 0.2350 0.2892 7.6953

FMA-Hansen-Schätzer

1) Original 0.2593 – 0.1498 7.4259

2) CC 1.1303 0.8570 0.9527 8.3552

3) GAMRI 0.3545 0.1405 0.1927 7.6159

GLMRI 0.3552 0.1506 0.1909 7.6090

kNN 0.3816 0.1122 0.1913 7.6083

Amelia 0.4458 0.1553 0.2054 7.6115

FMS-AIC-Schätzer

1) Original 0.2726 – 0.1747 7.4573

2) CC 1.0079 0.8550 0.9108 8.3271

3) GAMRI 0.4198 0.1695 0.2259 7.6440

GLMRI 0.4277 0.1771 0.2265 7.6429

kNN 0.3724 0.1311 0.2103 7.6272

Amelia 0.3945 0.1655 0.2194 7.6184

4) AICW 0.5038 0.2796 0.3214 7.7335

Tab. B.4: Resultate aus Experiment 3
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L1 L2 L3 L4

FMA-Akaike-Schätzer

1) Original 0.3410 – 0.1906 11.4441

2) CC 2.4211 2.3074 2.2490 13.6521

3) GAMRI 1.3835 1.0135 0.9093 12.3127

GLMRI 1.7384 1.3243 1.1941 12.5775

kNN 0.9221 0.6256 0.6117 12.0563

Amelia 0.6656 0.3555 0.3767 11.7790

4) AICW 1.9596 1.6332 1.3324 12.6928

FMA-Hansen-Schätzer

1) Original 0.3907 – 0.2083 11.4474

2) CC 3.2278 2.7977 2.6401 14.0419

3) GAMRI 1.5759 1.1206 1.0152 12.4152

GLMRI 1.9657 1.4498 1.3188 12.6981

kNN 1.0483 0.6622 0.6274 12.0790

Amelia 0.8652 0.4195 0.4460 11.8527

FMS-AIC-Schätzer

1) Original 0.3962 – 0.2373 11.4828

2) CC 2.5391 2.4817 2.3800 13.7806

3) GAMRI 1.4729 1.1453 0.9789 12.3768

GLMRI 1.8373 1.4745 1.2723 12.6558

kNN 0.9843 0.6989 0.6581 12.1069

Amelia 0.7308 0.4352 0.4362 11.8338

4) AICW 2.0333 1.7620 1.3889 12.7640

Tab. B.5: Resultate aus Experiment 4
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L1 L2 L3 L4

FMA-Akaike-Schätzer

1) Original 0.2130 – 0.0992 7.4151

2) CC 1.4696 1.3411 1.4782 8.9157

3) GAMRI 1.1593 0.8950 0.6899 8.1260

GLMRI 2.3707 2.0398 1.5713 9.0299

kNN 0.6271 0.4373 0.3252 7.7598

Amelia 0.5398 0.3440 0.2551 7.6625

4) AICW 1.0194 0.8101 0.6118 8.0334

FMA-Hansen-Schätzer

1) Original 0.2405 – 0.1049 7.4194

2) CC 1.7662 1.5031 1.5949 9.0362

3) GAMRI 1.3253 1.0382 0.7819 8.2224

GLMRI 2.5298 2.1851 1.6492 9.1118

kNN 0.7387 0.4869 0.3639 7.7995

Amelia 0.6747 0.3846 0.2914 7.6983

FMS-AIC-Schätzer

1) Original 0.2470 – 0.1215 7.4301

2) CC 1.5545 1.4493 1.5596 9.0024

3) GAMRI 1.2445 1.0080 0.7431 8.1801

GLMRI 2.4698 2.1714 1.6414 9.0963

kNN 0.6709 0.5084 0.3520 7.7884

Amelia 0.5904 0.4138 0.2860 7.6992

4) AICW 1.0675 0.8753 0.6412 8.0684

Tab. B.6: Resultate aus Experiment 5
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L1 L2 L3 L4

FMA-Akaike-Schätzer

1) Original 0.4179 – 0.1459 7.3305

2) CC 1.6352 1.3177 0.8607 8.2028

3) GAMRI 0.9184 0.4838 0.3568 7.6711

GLMRI 0.9016 0.4936 0.3830 7.6998

kNN 0.7689 0.3595 0.2743 7.6126

Amelia 0.7776 0.4488 0.2431 7.6009

4) AICW 1.3046 0.9840 0.5906 7.9238

FMA-Hansen-Schätzer

1) Original 0.5654 – 0.1679 7.3367

2) CC 2.5182 1.5750 1.0244 8.3719

3) GAMRI 1.2465 0.5211 0.4487 7.7709

GLMRI 1.2451 0.5316 0.4842 7.8095

kNN 1.0006 0.3713 0.2986 7.6416

Amelia 1.2457 0.4912 0.2983 7.6552

FMS-AIC-Schätzer

1) Original 0.4153 – 0.1594 7.3407

2) CC 1.7204 1.4458 0.9123 8.2564

3) GAMRI 0.9435 0.5599 0.3907 7.6995

GLMRI 0.9389 0.5836 0.4215 7.7370

kNN 0.7895 0.4075 0.3020 7.6379

Amelia 0.7827 0.4822 0.2699 7.6244

4) AICW 1.3424 1.0340 0.6232 7.9543

Tab. B.7: Resultate aus Experiment 6
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L1 L2 L3 L4

FMA-Akaike-Schätzer

1) Original 0.5003 – 0.1050 7.3305

2) CC 3.4687 3.2761 14.1101 21.3577

3) GAMRI 4.9016 4.4069 2.3102 9.7724

GLMRI 6.3662 5.9210 6.3293 13.7643

kNN 1.3049 0.8027 0.8719 8.3156

Amelia 7.9882 8.0278 9.1899 16.6371

4) AICW 5.2356 4.7386 25.4760 32.7809

FMA-Hansen-Schätzer

1) Original 0.6475 – 0.1732 7.3628

2) CC 4.3269 3.7676 10.7959 18.0960

3) GAMRI 5.5303 4.5376 3.0721 10.5303

GLMRI 6.9261 5.8800 7.2165 14.6520

kNN 1.7729 1.0003 1.3188 8.7743

Amelia 8.3941 7.6953 9.0832 16.5423

FMS-AIC-Schätzer

1) Original 0.5546 – 0.1318 7.3540

2) CC 3.8104 3.6662 13.9921 21.2542

3) GAMRI 5.0376 4.5441 2.6047 10.0683

GLMRI 6.4684 6.0407 6.1844 13.6125

kNN 1.4271 0.9222 0.9227 8.3721

Amelia 8.0571 8.1495 9.5958 17.0411

4) AICW 5.4094 4.9167 25.5961 32.8970

Tab. B.8: Resultate aus Experiment 7
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B.2 Logistische Regression

L1 L2 L3 L5 L6 L7 L8

FMA-Akaike-Schätzer

1) Original 0.3606 – 0.2060 0.2456 0.0052 0.0125 0.8609

2) CC 0.6755 0.3055 0.4520 0.2568 0.0091 0.0236 0.8549

3) GAMRI 0.6158 0.1926 0.3141 0.2570 0.0075 0.0190 0.8559

GLMRI 0.6423 0.2266 0.3125 0.2602 0.0077 0.0193 0.8560

kNN 0.5960 0.1799 0.3092 0.2607 0.0077 0.0192 0.8558

Amelia 0.5095 0.3763 0.2249 0.2459 0.0058 0.0141 0.8553

4) AICW 0.8840 0.4813 0.6183 0.2600 0.0120 0.0324 0.8527

FMS-AIC-Schätzer

1) Original 0.3790 – 0.2177 0.2468 0.0055 0.0135 0.8606

2) CC 0.7248 0.3529 0.4855 0.2584 0.0100 0.0260 0.8533

3) GAMRI 0.6395 0.2124 0.3293 0.2582 0.0079 0.0200 0.8553

GLMRI 0.6619 0.2450 0.3228 0.2612 0.0080 0.0200 0.8557

kNN 0.6203 0.1999 0.3251 0.2605 0.0080 0.0203 0.8555

Amelia 0.5333 0.4087 0.2412 0.2468 0.0062 0.0153 0.8541

4) AICW 0.9072 0.5128 0.6348 0.2610 0.0124 0.0335 0.8523

Tab. B.9: Resultate im Grundszenario
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198 B. Detaillierte Simulationsergebnisse

Ergänzungen zu Abschnitt 6.3

Org CC GAMRI GLMRI kNN Amelia MI AICW

FMA-Akaike 0.43 1.54 0.93 0.92 0.74 0.73 0.64 1.28

FMA-Hansen 0.61 2.48 1.29 1.28 0.99 1.21 1.12 –

FMS-AIC 0.46 1.68 0.99 0.96 0.78 0.76 0.65 1.34

Tab. B.16: Übersicht über den Verlust L1 für das Grundszenario

Org CC GAMRI GLMRI kNN Amelia MI AICW

FMA-Akaike 0.39 2.68 0.57 0.57 0.55 0.51 0.49 1.25

FMA-Hansen 0.57 3.68 0.77 0.76 0.74 0.71 0.69 –

FMS-AIC 0.41 2.74 0.60 0.60 0.58 0.54 0.50 1.31

Tab. B.17: Übersicht über den Verlust L1 für Experiment 2



C. Weitere Analysen

Ladungsmatrix Γ Ψ
100 m 0.80 -0.30 0.00 0.00 0.00 0.27

Weitsprung -0.82 0.05 0.00 0.00 0.00 0.33
Kugelstoßen -0.15 0.99 0.00 0.00 0.00 0.00
Hochsprung -0.27 0.61 0.00 0.00 0.00 0.55

400 m 0.77 -0.17 0.00 0.00 0.00 0.38
110 m Hürden 0.65 -0.24 0.00 0.00 0.00 0.52
Diskuswerfen -0.20 0.64 0.00 0.00 0.00 0.55

Stabhochsprung -0.26 0.00 0.00 0.00 0.00 0.93
Speerwurf -0.01 0.43 0.00 0.00 0.00 0.81

1500 m 0.21 0.22 0.00 0.00 0.00 0.91

Tab. C.1: Ladungsmatrix (GLMRI, 2 Faktoren)

Ladungsmatrix Γ Ψ
100 m 0.83 -0.28 -0.07 0.00 0.00 0.23

Weitsprung -0.79 0.06 -0.03 0.00 0.00 0.37
Kugelstoßen -0.17 0.94 0.08 0.00 0.00 0.08
Hochsprung -0.24 0.64 -0.01 0.00 0.00 0.53

400 m 0.76 -0.19 0.39 0.00 0.00 0.23
110 m Hürden 0.64 -0.26 0.00 0.00 0.00 0.52
Diskuswerfen -0.20 0.66 0.23 0.00 0.00 0.47

Stabhochsprung -0.30 -0.06 0.23 0.00 0.00 0.85
Speerwurf 0.05 0.48 -0.28 0.00 0.00 0.69

1500 m 0.11 0.13 0.98 0.00 0.00 0.00

Tab. C.2: Ladungsmatrix (GLMRI, 3 Faktoren)
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Ladungsmatrix Γ Ψ
100 m 0.79 -0.31 0.00 0.00 0.00 0.28

Weitsprung -0.79 0.10 0.00 0.00 0.00 0.37
Kugelstoßen -0.16 0.94 0.00 0.00 0.00 0.09
Hochsprung -0.24 0.64 0.00 0.00 0.00 0.53

400 m 0.79 -0.15 0.00 0.00 0.00 0.36
110 m Hürden 0.63 -0.29 0.00 0.00 0.00 0.51
Diskuswerfen -0.16 0.72 0.00 0.00 0.00 0.46

Stabhochsprung -0.27 -0.03 0.00 0.00 0.00 0.93
Speerwurf -0.01 0.41 0.00 0.00 0.00 0.83

1500 m 0.25 0.26 0.00 0.00 0.00 0.87

Tab. C.3: Ladungsmatrix (kNN, 2 Faktoren)

Ladungsmatrix Γ Ψ
100 m 0.83 -0.27 -0.07 0.00 0.00 0.23

Weitsprung -0.78 0.10 -0.03 0.00 0.00 0.39
Kugelstoßen -0.19 0.91 0.08 0.00 0.00 0.14
Hochsprung -0.23 0.66 -0.03 0.00 0.00 0.52

400 m 0.77 -0.17 0.38 0.00 0.00 0.23
110 m Hürden 0.63 -0.29 0.00 0.00 0.00 0.52
Diskuswerfen -0.18 0.72 0.20 0.00 0.00 0.41

Stabhochsprung -0.32 -0.10 0.24 0.00 0.00 0.83
Speerwurf 0.04 0.46 -0.29 0.00 0.00 0.70

1500 m 0.12 0.16 0.98 0.00 0.00 0.00

Tab. C.4: Ladungsmatrix (kNN, 3 Faktoren)

Ladungsmatrix Γ Ψ
100 m 0.75 -0.32 0.00 0.00 0.00 0.33

Weitsprung -0.82 0.20 0.00 0.00 0.00 0.29
Kugelstoßen -0.08 0.90 0.00 0.00 0.00 0.18
Hochsprung -0.19 0.66 0.00 0.00 0.00 0.53

400 m 0.81 -0.12 0.00 0.00 0.00 0.32
110 m Hürden 0.61 -0.24 0.00 0.00 0.00 0.57
Diskuswerfen -0.06 0.74 0.00 0.00 0.00 0.44

Stabhochsprung -0.27 -0.05 0.00 0.00 0.00 0.93
Speerwurf 0.01 0.37 0.00 0.00 0.00 0.86

1500 m 0.36 0.19 0.00 0.00 0.00 0.84

Tab. C.5: Ladungsmatrix (Complete Cases, 2 Faktoren)
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Ladungsmatrix Γ Ψ
100 m 0.81 -0.24 -0.08 0.00 0.00 0.28

Weitsprung -0.83 0.13 0.01 0.00 0.00 0.29
Kugelstoßen -0.16 0.89 0.02 0.00 0.00 0.19
Hochsprung -0.21 0.65 -0.06 0.00 0.00 0.53

400 m 0.80 -0.08 0.40 0.00 0.00 0.19
110 m Hürden 0.61 -0.19 0.08 0.00 0.00 0.58
Diskuswerfen -0.13 0.74 0.13 0.00 0.00 0.42

Stabhochsprung -0.32 -0.10 0.28 0.00 0.00 0.81
Speerwurf 0.06 0.42 -0.34 0.00 0.00 0.70

1500 m 0.22 0.16 0.96 0.00 0.00 0.00

Tab. C.6: Ladungsmatrix (Complete Cases, 3 Faktoren)

Ladungsmatrix Γ Ψ
100 m 0.77 -0.23 -0.08 -0.19 0.24 0.26

Weitsprung -0.61 0.11 -0.05 0.76 -0.18 0.00
Kugelstoßen -0.28 0.93 0.20 -0.09 -0.02 0.00
Hochsprung -0.24 0.62 0.07 0.16 0.05 0.53

400 m 0.83 -0.13 0.35 -0.09 0.02 0.16
110 m Hürden 0.65 -0.19 -0.04 -0.12 0.01 0.52
Diskuswerfen -0.32 0.59 0.40 0.20 0.59 0.00

Stabhochsprung -0.19 -0.05 0.15 0.10 -0.47 0.71
Speerwurf 0.00 0.49 -0.21 0.01 0.08 0.71

1500 m 0.13 0.03 0.98 -0.02 -0.13 0.00

Tab. C.7: Ladungsmatrix (kNN, 5 Faktoren)

Ladungsmatrix Γ Ψ
100 m 0.76 -0.21 -0.07 0.13 0.11 0.35

Weitsprung -0.92 0.14 0.01 -0.06 0.29 0.05
Kugelstoßen -0.19 0.90 0.17 0.08 -0.34 0.00
Hochsprung -0.26 0.64 0.05 0.11 0.09 0.50

400 m 0.84 0.01 0.41 -0.08 0.33 0.00
110 m Hürden 0.57 -0.16 0.08 -0.01 0.01 0.64
Diskuswerfen -0.24 0.57 0.29 0.71 -0.03 0.04

Stabhochsprung -0.28 -0.04 0.22 -0.41 0.00 0.70
Speerwurf 0.01 0.52 -0.25 0.06 0.12 0.65

1500 m 0.17 0.00 0.98 -0.03 0.00 0.00

Tab. C.8: Ladungsmatrix (Complete Cases, 5 Faktoren)
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