CAPITULO 1
LOS NUMEROS REALES

1.1.Numeros Naturales

Dentro de las introducciones generales comunes existe un sinnimero de métodos
para introducirlos, en el presente compendio vamos a considerar dos de aquellos
casos que frecuentemente son los mas utilizados.

El Primero de ellos (que a la vez es el mas logico y que sigue el proceso natural del
desarrollo de las matematicas a través de la historia, pero si tomamos en cuenta su
grado de dificultad podemos decir que es el mas dificil debido a una serie de
teoremas a demostrar) parte de los nimeros positivos enteros utilizandolos como
base para construir un sistema mucho mds amplio llamado el conjunto de los
numeros racionales positivos (cocientes de enteros positivos) p/q donde: q # 0

Los numeros racionales positivos se utilizan a su vez como base para construir los
nimeros irracionales positivos (tal es el caso de la \2, T que tienen la particularidad
de no ser finitos tampoco periddicos).

Como paso final hacemos la introduccion de los nimeros negativos y el cero.

Dentro de este proceso, el paso desde los numeros racionales a los niimeros
irracionales es lo mas complicado. No se introdujeron métodos satisfactorios de su
construccion sino hasta el siglo XIX. Durante ese proceso se dieron tres grandes
teorias creadas por Weierstrass, Cantor y Dekind. Sin embargo es el matematico
italiano G. Peano quien dio el punto de partida para la construccion total de los
nimeros enteros positivos con la introduccion de cinco axiomas, y un enunciado que
son los siguientes:

1) Los numeros naturales (N) son infinitamente muchos, N = {1, 2, 3,.....n,..}
10) Axiomas:

1) Existencia: 3 1e N

2) Vn € N 3 n’ (el siguiente de n) y es el unico.

3)Ane N,n'=1

4)Sin=m"—>n=m

5) Induccion Completa. Se comprueba la afirmacion hecha, en este caso llamandola
A(n) para n=1. Luego se prueba que si la afirmacion es cierta para un entero
particular k, también es verdadera para el entero que lo sigue. De esto, podemos
sacar la conclusion de que es valida para todos los enteros positivos.

Como se habia seflalado anteriormente este es el método constructivo que significa
que los numeros reales sean definidos mediante un proceso constructivo,
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considerando que las propiedades tomadas como axiomas tendran que demostrarse
como teoremas.

Durante este estudio no se tomara en cuenta este proceso, sino el siguiente y a la vez
denominado segundo.

El Segundo sistema inicia el proceso en un punto bastante avanzado, considerando
los niimeros reales como conceptos primitivos que satisfacen un cierto nimero de
propiedades tomadas como axiomas. Estos axiomas son 10. Todas las propiedades
de los niimeros reales estan dentro de estos axiomas o que se pueden deducir de
ellos.

Como punto de partida, resumimos las propiedades basicas de los niimeros reales
con la finalidad de la fundamentacion sélida de las siguientes ideas, principios.

Las letras a, b, c, d,...., X, y, Z van a representar nimeros reales cualesquiera mientras
no se diga lo contrario.

Los axiomas se agrupan en tres grupos llamados de la siguiente manera:

Axiomas de Cuerpo (6), Axiomas de Orden (3) y Axioma del Extremo Superior (el
axioma del supremo).

El ntimero en paréntesis significa cudntos de ellos hay en cada grupo.

1. Axiomas de Cuerpo

Cuando se hace este tipo de introduccion se supone la existencia de dos operaciones,
a saber: la adicién y la_multiplicacion, tales que para cada x e y de numeros reales se
puede formar:

La suma x +y que da como resultado otro ntimero real, e igualmente,

La multiplicacion x.y que también es otro niimero real.

La suma x +y, ademas el producto x.y estan univocamente formados por x e y.
Axioma 1. Propiedad Conmutativa:

A)X+ty=y+x
b) x.y =yxXx

Axioma 2. Propiedad Asociativa:

a)x+(ytz)=(x+ty)+z
b) x.(y.z2) =(x.y).z

Axioma 3. Propiedad Distributiva:

x(y+tz)=xy+xz
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La multiplicacion es distributiva desde el punto de vista de la adicion.

Axioma 4. Existencia de elementos neutros: existen dos nimeros distintos, que son
el 0y el 1, tales que para cada ntimero real se tiene:

a)0+x=x+0=x
b)yl.x=x.1 =x

Axioma 5. Existencia de negativos: Para cada niimero real x existe un numero real y
tal que

x+ty=y+x=0
y es llamado como el opuesto de x

Axioma 6. Existencia del reciproco: Para cada niimero real x # 0 existe un numero
real y tal que

xy=yx=1

y es llamado como el reciproco de x.

Con estas propiedades basicas ya podemos definir la resta y la division.
Teorema 1. Ley de simplificacion de la suma:

Siatb=at+tc—>b=c abeR

Demostracion:
dado atb=a+c
Porel A.5 y+a=0
y+(a+b)=y+(a+c)
Porel A.2 (yta)+ b=(y+a)+c
0 + b= 0 +c¢
Porel A4 0+=b yOtc=c—>b=c

Esto demuestra que existe un solo niimero real que tiene la propiedad del 0 en el A.4

Teorema 2. Posibilidad de la sustraccion: dados a, b € R existe uno y sélo
un x tal que a + x = b, entonces este X se denomina por b — a.

Caso particular: 0 —a=-a

Demostracién:
Dados a, b € R, se escoge y de tal maneraquea+y=0,yseax=y+b,
Entonces:a+x=a+(y+b)=(aty)+b=0+b=>
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Es decir, existe por lo menos un x tal que a + b = b, sin embargo por el T.1 hay a lo
sumo uno. Por lo tanto hay sélo uno y s6lo un x que cumple estas condiciones.

Teorema 3. b-a=b+(-a)

Demostracion:

Seax=Db-ayseay=>b+ (-a). Se trata de probar que x =y
Por definicion de b - a,

xt+ta=b, yta=[b+(-a)]ta=

b+[(-a)+a]=b+0=D

Por tanto, x +a=y+a,yporT.1,x=y
Teorema 4. —(-a)=a
Demostracién:

Se tiene que a + (-a) = 0 por definicion de —a. Pero el significado de esta igualdad
dice que a es el opuesto de (- a), en otras palabras, a = - (- a) como se afirma en el

teorema.

Teorema 5. a(b-c)=a.b—-a.c

Teorema 6. 0.a=a.0=0

Teorema 7. Ley de simplificacion para la multiplicacion:

Sia.b=a.c, yaz0—>b=c

Caso particular: demuestra que el nimero 1 del A.4 es Unico.

Teorema 8. Posibilidad de la division: dados a, b € Ry a # 0, existe uno y
solounx talquea.x=b

El x se designa por x = b/a y se denomina cociente de b y a.

Caso particular: 1/a se escribe también como a™' y se lo conoce como reciproco de a.

Teorema 9. Siaz0— ba=b.a'
Teorema 10. Siaz0— (a-1)-1 =a
Teorema 11. Sia.b=0—>0a=0,0b=0
Teorema 12. (-a)b=-(a.b)
(-a)(-b)=a.b

Teorema 13.

(a/b)+(c/d)=(ad+b.c)/bd
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sia,b,c,de R, y b#0,d=0

Teorema 14. (a/b)(c/d) =ac/bd
sia,b,c,d e R, y b#0,d #0

Teorema 15. (a/b)/(c/d)y=ad/b.c
sia,b,c,de R, y b#0,c#0,d=0

2. Axiomas de Orden

El grupo de axiomas siguientes se refiere a un concepto por el que se establece una
ordenacion entre los nimeros reales. De acuerdo a esta ordenacion se puede
determinar si un numero real es mayor o menor que otro. Habiendo conocido el
concepto de niimero positivo, ya podremos definir los conceptos de mayor que y

menor que.

Supongamos que existe un R* — R llamado conjunto de niimeros positivos, que
satisfacen los tres axiomas de orden siguientes:

Axioma 7. Six ey pertenecen a R*, lo mismo ocurre a x +y, X.y

Axioma 8. Para todo real x # 0,
6 x e R" 6, -x € R, pero no ambos.

Axioma 9. 0¢R"

Con la idea del mimero positivo ya se puede definir la desigualdad.
X <y significa que y — X es positivo

y > x significaquex <y

x <y significaqueo X<y, o Xx=y

y = x significaquex <y

Por lo tanto se tiene que x > 0 si y s6lo si x es positivo.
Si x < 0 se dice que x es negativo.
Six = 0 se dice que x es no negativo.

Partiendo de estos axiomas se pueden deducir las reglas del célculo con

desigualdades.

Teorema 16. Propiedad de tricotomia:

V a, b € R se verifica una y solo una de las tres relaciones siguientes: a<b, b<a, a
=b
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