Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Motivation und Thema der Arbeit

In den heutigen, modernen Kraftfahrzeugen kommen bereits viele unterschiedliche
geregelte Vertikaldynamiksysteme zum Einsatz [163], die das Fahrverhalten hinsicht-
lich des Fahrkomforts gegeniiber einem passiven Fahrwerksystem verbessern. Hierzu
gehoren Komponenten wie Verstellddmpfer, Luftfederung und eine aktive Wanksta-
bilisierung. Aktuelle Ansétze verwenden dariiber hinaus eine Kopplung von beste-
henden aktiven Vertikal- und Preview-Systemen (vorausschauende Systeme), welche
auf Grundlage von kamera- und laserbasierten Daten pradiktive Streckeninformatio-
nen generieren [33, 52, 133, 143, 145, 155]. Alle diese Regelsysteme verfolgen i.d.R.
das Ziel der situationsabhéangigen Komfort- bzw. Fahrdynamikoptimierung und be-
schrénken sich dabei auf das durch Sensoren erfassbare Fahrzeugumfeld.

Fiir die Bereitstellung der verschiedenen geregelten Vertikaldynamiksysteme und
Umfelderkennung beherbergt ein modernes Fahrzeug eine Vielzahl von integrier-
ten elektronischen Steuergeréiten [154]. Diese Steuergerite umfassen hochentwickelte
Sensoren und Mikrocontroller, welche in der Lage sind, die verschiedenen steuerungs-
und regelungstechnischen Aufgaben in Echtzeit zu erfiillen, um so das Fahrerlebnis
und die Fahrsicherheit in allen Situationen zu gewéhrleisten. Die steigenden Anfor-
derungen der vernetzten Fahrzeugsysteme sorgen jedoch fiir den Einsatz komplexerer
Steuergerite und Sensoren, um so die wachsende Menge an Rechenoperationen in
immer kiirzerer Zeit zu ermdoglichen.

In naher Zukunft werden jedoch die nicht pradiktiven aktiven und semi-aktiven
vertikalen Regeleinheiten in ihren Eigenschaften ausgereift sein. D.h. die Komfortei-
genschaften konnen mit den aktuellen Systemkomponenten nicht mehr entscheidend
verbessert werden, da diese bzgl. der Dynamik der Aktoren und der vorhandenen
Fahrzeugsensorik und Steuergerite ausgereizt sind. Auch die zurzeit verwendeten
vorausschauenden Systeme sind in ihrer Funktionalitidt eingeschrinkt. Aufgrund
von wechselnden Umgebungsbedingungen und begrenztem Erfassungsbereich von
Sensoren, wie z.B. Kamera oder Laser, sowie der hohen Anzahl an komplexen Ver-



arbeitungsschritten neigen diese zu Fehlentscheidungen, da sie in ihrer pradiktiven
Sichtweise eingeschrénkt sind.

In diesem Zusammenhang wéchst das Interesse am Einsatz von Cloud Computing
in Automobilanwendungen zunehmend [10, 47, 62, 82, 92-94, 102, 144, 168]. Der
schnelle Zugriff auf verteilte Informationen und Ressourcen zur Datenverarbeitung
kann rechen- und datenintensive Fahrzeuganwendungen erméglichen, in dem kom-
plexe Rechenoperationen in die Cloud ausgelagert werden, wiithrend die eingebette-
ten Fahrzeugprozessoren fiir die zeitkritischen Anwendungen weiterhin unverzicht-
bar bleiben. Auf diese Weise kann Cloud Computing bzw. Schwarmdatenverarbei-
tung zur intelligenten Nutzung aktueller Steuerungs- und Regelungsfunktionen im
Fahrzeug genutzt werden, um so die vorhandenen Systeme zu erweitern und neue
Anwendungen im Fahrzeug zu ermoglichen.

Derzeit beruhen die meisten umgesetzten cloudbasierten Anwendungen in Serien-
fahrzeugen auf der Bereitstellung von Dienstleistungen, wie es der Kunde bereits
von den groflen Internetkonzernen wie Google, Amazon und Facebook gewohnt ist.
Durch eine gezielte Kunden- und Marktanalyse werden die Vorlieben explizit gefil-
tert und eine entsprechende Angebotsvielfalt unterbreitet und das Produktportfolio
gezielt ausgebaut. In dieser Arbeit soll hingegen das Potenzial eines cloudbasierten
Fahrwerksystems untersucht werden. In Gegensatz zu den bekannten Cloud-Diens-
ten wird das Fahrzeug und dessen Umfeld betrachtet und durch Schwarmintelligenz
mit der Umwelt vernetzt, um so die Systemgrenzen aktueller Fahrwerksysteme zu
itberwinden und das Fahrerlebnis der Fahrzeuginsassen zu steigern.

1.2 Umfang der Arbeit

Im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit steht die konkrete Umsetzung einer vor-
ausschauenden adaptiven (=pridadaptiven) Fahrwerksregelung im Automobilbereich
mit dem Schwerpunkt der Schwarmdatengenerierung und -verarbeitung von Stre-
ckendaten zur Fahrbahnpréadiktion im Fahrzeug. Hierzu wird ein serientaugliches
cloudbasiertes préaadaptives Regelungskonzept entwickelt, welches die vorhandenen
aktiven und semi-aktiven Fahrwerkregelsysteme mit den generierten pradiktiven
Streckendaten, auch Backend-Daten genannt, kombiniert. Aufgabe ist es, vorhande-
ne Vertikaldynamiksysteme in allen Fahrzeugen bzw. einer ausgewihlten Fahrzeug-
flotte durch vorausschauende Streckeninformationen, welche durch ein globales Ser-
versystem iiber eine Fahrzeug-Backend-Schnittstelle zur Verfiigung gestellt werden,
zu unterstiitzen, sodass diese im Vorfeld von Ereignissen entsprechende Mafinah-
men einleiten konnen. Auf diese Weise lassen sich die Komforteigenschaften und
die Fahrsicherheit der Fahrzeuge gezielt verbessern. Die Optimierung der Fahrwerk-
systeme erfolgt dabei durch pridadaptive Parametrierung des Regelgesetzes, sodass
sich bestehende konventionelle Regelungskonzepte mit und ohne Vorausschau un-
kompliziert erweitern lassen. Neben diesen funktionalen Anforderungen erfiillt das
Konzept auch die weiteren Randbedingungen eines Serieneinsatzes, sodass insbeson-



dere auf bestehende Fahrwerksensorik, welche auch in Serienfahrzeugen zum Einsatz
kommen, und auf eine ressourcensparende Dateniibertragung zuriickgriffen wird.
Fiir die Umsetzung dieses cloudbasierten praadaptiven Regelungskonzepts miissen
zudem verschiedene Vorarbeiten geleistet werden. Vor diesem Hintergrund werden
im Rahmen der vorliegenden Arbeit neben der Konzeptentwicklung auch verschie-
dene Beitréige auf dem Gebiet der Fahrbahnunebenheits- und Fahrzeugmodellierung
geleistet. Zudem erfolgt die Herleitung und Analyse verschiedener signal- und mo-
dellbasierter Stralenbeobachterentwiirfe, welche in dem vorgestellten Konzept die
Grundlage der Datengenerierung bilden. Um darzulegen, welche Fahrbahnuneben-
heiten einen Einfluss auf das Fahrzeugschwingverhalten haben, wird dariiber hinaus
die Fahrbahn-Fahrzeug-Interaktion intensiv analysiert und die Parametrierung der
beschriebenen adaptiven und semi-aktiven Fahrwerksysteme optimiert, sodass die
signifikanten Fahrbahn- und Systemparameter identifiziert werden kénnen.

1.3 Aufbau der Arbeit

Kapitel 2: Die Eigenschaften der Fahrbahn stehen im Fokus der Untersuchun-
gen. Dabei werden aufbauend auf einer Einteilung der Strafle in transiente, regellose
und periodische Anteile die einzelnen Bestandteile diskutiert und passende Beschrei-
bungsformen présentiert. Im zweiten Teil steht die Modellierung der Fahrbahn im
Vordergrund. Es werden fiir die einzelnen Strafflenbestandteile verschiedene Metho-
den und Verfahren vorgestellt, um kiinstliche Stralenprofile generieren zu kénnen.
Ein Gesamtmodell der Fahrbahn resultiert anschliefend durch Superposition der
Ausgangssignale der Einzelmodelle.

Kapitel 3: Die grundlegenden Eigenschaften von adaptiven, aktiven und semi-ak-
tiven Fahrwerksystemen werden vorgestellt. Neben einer allgemeinen Betrachtung
der Systeme bildet die Modellierung von einfachen (Viertelfahrzeug) bis hin zu kom-
plexen (Gesamtfahrzeug) Fahrzeugmodellen die Grundlage fiir den weiteren Verlauf
der vorliegenden Arbeit. Zudem werden auf Basis eines linearen Viertelfahrzeugmo-
dells, die wesentlichen Regelungskonzepte der Fahrwerksysteme dargelegt.

Kapitel 4: Ausgehend von den hergeleiteten Fahrzeugmodellen im Kapitel 3 er-
folgt ein Entwurf von unterschiedlichen signal- und modellbasierten Strafenbeob-
achtern. Dabei werden zunéchst die wesentlichen Eigenschaften eines Storgrofienbe-
obachters inkl. eines erweiterten Streckenmodells und einem Kalman-Filter aufge-
zeigt. Nach dem Strafenbeobachterentwurf erfolgt eine genauere Analyse der Kon-
zepte. Neben der Betrachtung im Frequenz- und Weg-/Zeitbereich wird eine Sensi-
tivitatsanalyse der Modellparameter mit Hilfe einer Monte-Carlo-Simulation durch-
gefiihrt. Eine Statistische Versuchsplanung (DoE) gibt anschlieBend Aufschluss iiber
die signifikanten Modellparameter, sodass am Ende robustheitserh6hende Mafinah-
men fiir die Beobachtungskonzepte abgeleitet werden koénnen.



Kapitel 5: Die Interaktion zwischen Fahrbahn und Fahrzeug wird untersucht, wo-
bei der Einfluss von Fahrbahnunebenheiten und transienten Einzelhindernissen im
Fahrbahnverlauf auf das Fahrzeugschwingverhalten separat analysiert wird. Nach
der Herleitung von unterschiedlichen Bewertungskriterien fiir den Fahrkomfort und
Fahrsicherheit bzw. nach der Definition einer Kostenfunktion erfolgt die Bewer-
tung und Optimierung eines adaptiven und semi-aktiven Fahrwerksystems auf Ba-
sis eines linearen Viertelfahrzeugmodells mit Verstellddmpfer. Zudem werden die
Optimierungsergebnisse mit einem entsprechenden adaptiven und semi-aktiven Re-
ferenzsystem verglichen und allgemeine praadaptive vertikale Regelstrategien bzw.
Fahrstrategien hergeleitet.

Kapitel 6: Die gewonnenen Erkenntnisse im vorherigen Kapitel 5 bilden die Grund-
lage fiir die Konzeptentwicklung eines cloudbasierten priaadaptiven Reglerentwurfs.
Im Gegensatz zu den aus der Literatur bekannten cloudbasierten Funktionen er-
folgt die Optimierung der Fahrwerksysteme durch prédadaptive Parametrierung des
Regelgesetzes. Hierdurch konnen bestehende konventionelle Regelungskonzepte mit
und ohne Vorausschau unkompliziert erweitert werden. In diesem Zusammenhang
wird anschlieflend ein echtzeitfihiges Verfahren zur Detektion von Einzelhindernis-
sen im Fahrbahnverlauf sowie eine Klassifizierung des Straflenzustands vorgestellt
und anhand realer und simulativer Messdaten analysiert. Am Ende erfolgt eine wei-
tere Untersuchung, welche das Potenzial einer vernetzten, cloudbasierten Fahrwerks-
funktion gegeniiber dem konventionellen Fahrwerksystem ohne Vorausschau bei der
Uberfahrt eines realen Einzelhindernisses mit einem seriennahen Fahrzeug bestiitigt.

Kapitel 7: Eine Zusammenfassung und ein Ausblick auf zukiinftige Weiterent-
wicklungen vernetzter, cloudbasierter Fahrwerksfunktionen bilden den Abschluss der
vorliegenden Arbeit.



Kapitel 2

Fahrbahnunebenheiten

2.1 Eigenschaften der Fahrbahn

Zur Beschreibung des vertikalen Fahrbahnverlaufs und einer anschliefenden Model-
lierung ist es zweckméBig, die Gesamtheit der Fahrbahneigenschaften aufzuteilen.
Dabei lassen sich die Unebenheiten grundsétzlich in deterministische und stochasti-
sche Anteile unterscheiden. Eine weitere Einteilung kann wie folgt getroffen werden:

A Einzelhindernisse, die als nicht zyklische, transiente Fahrbahnanregung aufge-
fasst werden,

B regellose bzw. stochastische Fahrbahnunebenheiten, mit einem unregelméfigen,
zufalligen Hohenprofilverlauf und

C periodische Fahrbahnunebenheiten, welche einen deterministischen, wieder-
kehrenden Fahrbahncharakter mit sich fithren.

In den nachfolgenden Abschnitten wird auf die einzelnen Fahrbahnelemente A — C,
welche einen Beitrag zur Straflenmodellierung leisten, im Detail eingegangen.

2.1.1 Einzelhindernisse

Einzelhindernisse stellen eine erste Form der Fahrbahnunebenheit dar. Diese tre-
ten beim Uberfahren ciner Strafie in unregelmiBigen Abstéinden auf und kénnen als
kurzzeitige transiente Anderung des Fahrbahnverlaufs aufgefasst werden, welche zu
einer impuls- oder sprungférmigen Fahrzeuganregung fithren. Dabei besitzt die Form
des Hindernisses einen mafigeblichen Einfluss auf das Fahrzeugschwingverhalten so-
wie die Auswirkungen auf die Fahrzeuginsassen. Je nach Anstieg der steigenden und
fallenden Flanke sowie die Hindernislinge und -hohe kénnen sowohl der Fahrzeug-
aufbau (komfortrelevant) als auch die Réder (sicherheitsrelevant) zum Schwingen
angeregt werden.



Im Fahrversuch wird die Uberfahrt von Einzelhindernissen, besonders bei ebener
Strafle, verstiarkt von den Fahrzeuginsassen wahrgenommen. Die Ursache liegt an
der impulsférmigen Fahrzeuganregung und dem hervorgerufenen Schwingverhalten
des Fahrzeugs, welches gegeniiber dem normalen StraBenverlauf deutlich differen-
ziert ist. Vor diesem Hintergrund werden die beschriebenen Anregungen und die
Auswirkungen auf die Insassen bei der Komfortbewertung von Fahrzeugen geson-
dert klassifiziert, siehe bspw. [32, 69, 105, 150, 169].

Aufgrund der geringeren Auslegung von Grundddmpfung und -federsteifigkeit eines
aktiven im Vergleich zu einem passiven Fahrwerk werden bei der Entwicklung von
vertikalen Fahrdynamikregelsystemen zudem dominante Einzelhindernisse separat
getestet. Treten bspw. bei der Uberfahrt einer sehr ebenen Strafie unerwartet hohe
Hindernisse auf, so kénnen diese bei einer adaptiven komfortrelevanten Regelstra-
tegie dazu fiihren, dass ein z.T. sicherheitskritischer Zug- bzw. Druckanschlag im
Fahrwerk resultiert oder der Bodenfreigang bzw. Bauteilschutz verletzt wird.

Das Ziel ist daher im Folgenden, Einzelhindernisse, die eine mafigeblichen Einfluss
auf das Fahrzeugschwingverhalten (Eigenfrequenzbereiche) bzw. auf die Aufbau- und
Radbewegung haben, zu beschreiben. Dabei soll in einer ersten Ndherung ausschlief3-
lich die Grundform des Einzelhindernisses (ideales Hindernis) modelliert werden. Ein
reales Hindernis ergibt sich im spiteren Verlauf durch die Uberlagerung eines rauen
(stochastischen) StraBenanteils.

Die mathematische Sichtweise lasst hierbei verschiedene Moglichkeiten der Definiti-
on eines Einzelhindernis zu. Nach [84, 105, 169] lassen sich Unebenheiten vereinfacht
durch eine abschnittsweise definierte (1 — cos)-Funktion bzw. Cosinus-Schwelle und
1/4sin-Funktion fiir Kanten darstellen. Diese Ansétze haben den Nachteil, dass sie
nur einen stark begrenzten Raum fiir Anpassungen zulassen. So konnen vor allem
trapezformige Hindernisse nicht generiert werden, sodass fiir diese einfache Hinder-
nisform eine weitere unabhéngige, abschnittsweise definierte Funktion hergeleitet
werden miisste. Ein erstes Ziel soll daher im Folgenden sein, eine einfach para-
metrierbare stiickweise Funktion abzuleiten, welche neben den bereits bekannten
(1 — cos)-Funktion bzw. Cosinus-Schwelle und 1/4sin-Funktion [84, 105, 169] auch
trapezformige Hindernisse beinhaltet. Dariiber hinaus gilt es die relevanten Metho-
den aufzuzeigen, welche es ermoglichen, beliebige bzw. willkiirliche Hindernisformen
zu generieren und den Profilverlauf zu bewerten. Hierfiir sollen die allgemeinen Ver-
fahren der Polynom- und Spline-Interpolation gegeniibergestellt werden.

Abschnittsweise definierte Funktion

Wie bereits [84, 105, 169] gezeigt haben, lassen sich Einzelhindernisse vereinfacht
durch eine abschnittsweise definierte (1 — cos)-Funktion bzw. Cosinus-Schwelle und
/s sin-Funktion fiir Kanten darstellen, siehe Tab. 2.1. Ausgehend von der, aus der
Fourier-Analyse bekannten, Tukey-Fensterfunktion [17], lassen sich diese stiickweise
definierten Funktionen in eine allgemeine Form iiberfiihren, um so die verschiedenen
Grundtypen von Hindernissen anhand einer einzigen Funktion zu beschreiben.
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Fiir die Darstellung einer positiven bzw. negativen Schwelle lisst sich in Analogie zur
Tukey-Fensterfunktion die folgende Gleichung mit dem Formparameter o definieren

0 ,e<0Vae>L
S GoD)  oeied
Zn(xr) =< « x e
}() Z 27 T et 7§§az<xl_§ (2.1)
7(”“’5(5(7”5))) Ay =gt
0<a<l, L>0

wobei 2;, die maximale Hindernishohe und L die Hindernisldnge reprisentieren. Der
Formfaktor bzw. die Welligkeit @ beschreibt das Verhéltnis zwischen Anstiegsphase
und Gesamthindernislénge L, siche Tab. 2.1. Auf diese Weise ist die Moglichkeit ge-
geben, neben dem Sonderfall « = 1 die bereits genannte (1—cos)-Funktion bzw. Cosi-
nus-Schwelle darzustellen oder ein Hindernis mit einer Plateaulénge L, = (1 — ) - L
zu definieren, siehe Tab. 2.1.

Fiir die Beschreibung einer positiven bzw. negativen Kante vereinfacht sich (2.1)
mit o« = 1 und drei statt vier Abschnitten wie folgt:

0 ,r <0
a(z) = %-(17005(%47)) ,0<z <L
5 L<z (2.2)
L>0

Diese hat den Vorteil gegeniiber der /1 sin-Kantenfunktion, dass das Einlaufverhal-
ten ebenfalls stetig differenzierbar ist, siche Tab. 2.1.

Mit Hilfe der neu definierten Funktionen nach (2.1) und (2.2) lassen sich somit ne-
ben der Cosinus-Schwelle und 1/s-Sinus-Kante, siche Tab. 2.1, weitere Grundtypen,
wie bspw. trapezférmige oder rechteckige/impulsformige Hindernisse, beschreiben.
Fiir komplexere Hindernisformen bedarf es jedoch anderer Methoden, wie bspw.
Interpolationspolynome oder Interpolations-Splines, da die abschnittsweise definier-
ten Funktionen an Komplexitit deutlich zunehmen wiirden und weitere Parameter
fiir die Beschreibung notwendig wéren. Beide Methoden sollen im weiteren Verlauf
zunéchst kurz vorgestellt werden. Anschliefend erfolgt ein Vergleich der Verfahren
anhand eines zufillig gewéhlten willkiirlichen Einzelhindernisses.

Interpolationspolynom

Die Polynominterpolation beschreibt ein mathematisches Verfahren zur Ermittlung
eines Polynomes n-ten Grades

p(z) = ag + a1v + agx® + - + anz” . G €ER, 7=0,1,....n (2.3a)



Tabelle 2.1: Vergleich der charakteristischen Einzelhindernisse nach [84, 105, 169]
mit den Unebenheitsfunktionen nach (2.1) und (2.2)

Unebenheitsfunktion Profilverlauf

h(z)
h
(1 — cos)-Funktion

0 )
h(z) =1
h a=05
Schwelle nach (2.1) a=0
0 L >
h(z)
h
/4 sin-Funktion I
0 L >
h(z)
h
Kante nach (2.2)
0 2 >

welches (n + 1) diskrete, paarweise verschiedene Stiitzstellen xy < z7 < ... < x, fiir
z; € R und den dazugehorigen beliebigen Stiitzwerten yo, ..., y, fir y; € R durch
die Interpolationsbedingung

p(xl) =Y 3 izo’la"'vn (23b)

eindeutig definiert. Den Beweis der Existenz und Eindeutigkeit eines solchen In-
terpolationspolynom vom Ho6chstgrad n kann zum einen anhand der Lagrangen-
Interpolation [124, 137] oder zum anderen anhand der Vandermondesche Determi-
nante [42, 121] nachgewiesen werden. Fiir die Berechnung des Polynomes nach (2.3)
gibt es verschiedene numerische Losungsverfahren. Die Lagrange-Interpolation re-
prasentiert dabei die anschaulichste Moglichkeit der Darstellung. Diese generiert
mit der zuvor definierten Stiitzstellenbedingung z¢y < 7 < ... < z, immer eine
eindeutige Losung des Polynomes. Jedoch ist der numerische Aufwand hoch, weil
fiir (n + 1) Wertepaare n sogenannte Lagrange-Polynome

n

Lix)=]] % (2.4)
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ermittelt werden, die wiederum erneut (n + 1) Multiplikationen beinhalten. Das
gesuchte Polynom ergibt sich dann aus dem Produkt der einzelnen Lagrange-Poly-
nome:

p(o) = Y uLio) (2:5)

Somit resultiert fiir den numerischen Aufwand n(n + 1) Multiplikationen. Hinzu
kommt, dass fiir jede neue Stiitzstelle und dem dazugehorigen Stiitzwert die La-
grange-Polynome neu berechnet werden miissen. Vor diesem Hintergrund stellt die
Lagrange-Interpolation zwar ein theoretisches aber weniger praktikables Verfahren
dar.

Im Vergleich dazu wird bei der Newton-Interpolation, aufgrund der rekursiven Be-
rechnung der Polynomkoeffizienten und der Summe von Linearfaktoren, nur n Mul-
tiplikationen benétigt. Ausgehend von der zu (2.3a) dquivalenten Darstellung des
Polynomes n-ten Grades

p(z) = a0+ZakH(xfxi,1) , g eR j=01,....n (2.6)
k=1 i=1
werden die Koeffizienten g fir j = 0,1,...,n sukzessive durch Einsetzten der Wer-
tepaare (zi, ;) fiir i = 0,1,...,n berechnet
(o) =... =y = a0 =1y
Y — T
plz)=...=y1 = a1 = N [x120)
Tr1 — Xo
Toxy| — |17 2.7
plae) =... =1 :>02=7[ 2] — [4 = [9212] @7)
To — X
p(En) = .. = g <> an = [T ... 2ow1] — [Ta1 ... 2120) (o 2120)
Ty — To
wobei [z ... xo] fiir k =1,2,...,n als k-te dividierte Differenz definiert wird. Somit

resultiert bei jedem weiteren Wertepaar (2,41, Y1) nur eine weitere Multiplikation,
was den numerischen Aufwand im Vergleich zur Lagrange-Interpolation gering hélt.

Alternativ stellt die Hermite-Interpolation ein weiteres Verfahren fiir die Polyno-
minterpolation dar. Im Gegensatz zu den beiden vorherigen Berechnungsverfahren
werden bei dieser Methode zusitzlich zu den Funktionswerten auch die Ableitungs-
werte verschiedener Ordnung interpoliert. Dadurch kann der geschétzte Interpolati-
onsfehler! und das mogliche Schwingverhalten reduziert werden.

Einzelheiten zu den unterschiedlichen Interpolationspolynomverfahren und dessen
Anwendungen koénnen bei Bedarf [42, 121, 124, 137, 141] entnommen werden.

!Die Abschitzung des Interpolationsfehler fiir das Interpolationspolynom p(z) erfolgt i.d.R. an
den Stiitzstellen x € R (xq, 2,) fiir i = 0,1, ...,7 und unter Kenntnisnahme der k-ten Ableitung

der Funktionswerte yi(k) an den Stiitzstellen x;.
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Interpolations-Spline

Wiihrend die Polynominterpolation darauf beruht, (n+1) Wertpaare durch ein einzi-
ges Polynom p(-) vom Hochstgrad n zu verbinden, wird bei der Spline-Interpolation
die Spline-Funktion s(-), kurz Spline genannt, aus n > 2 Polynomen niedrigen Gra-
des p zusammengesetzt, sodass ein mindestens einmal stetig differenzierbarer Spline
im Intervall [x¢, 2,,] entsteht. Die Spline-Funktion bildet somit eine Kombination aus
Polynominterpolation und abschnittsweise definierte Funktion. Dabei beschreibt je-
des Segment s;(x) ein Teilintervall [, z;11] mit z; < @49 fiir ¢ =0,1,...,n— 1 der
Gesamtfunktion s(z)

so(x) T < ol = € Rlzo, Tny1]
sir) s m <o <m Ty < Tigy
s(z) = : 1=0,1,...,n (2.82)
n>2

Sn—l(I) y Tn—1 S xr S T
mit den jeweiligen Segment s;(z):

si(z) = aio+ a1 — x) + ao(z — )* 4+ + aip(z — ;)P

€ oo, i=0,1,...,n—1 (2.8b)
ai,kERy k:O717"'7p
Zusétzlich werden an den Segmentiibergéngen z; fir i = 1,2, ..., n — 1, auch Kno-

ten genannt, Bedingungen gestellt, um einen moglichst , glatten® Kurvenverlauf zu
generieren:

(a) $i(i41) = Siv1(Tig1) (Stetigkeit)
(b) si(k) (Ti41) = si(i)l (2i41) (glatte Funktion)
(c) 3((3171),71(950@) = yéﬁ?A (Randbedingungen) (2.9)

i=0,1,....,n—2 , k=12,....p—1

Die verschiedenen Spline-Verfahren unterscheiden sich dabei durch den jeweiligen
Polynomgrad der einzelnen Segmente, den Differenzierbarkeitsgrad der Spline-Funk-
tion und weiteren Nebenbedingungen.

Im Weiteren Verlauf wird sich auf (natiirlich) kubische Splines mit p = 3 fokussiert.
Fiir (n 4+ 1) Wertpaare ergibt sich dann nach (2.8) m == n(p + 1) = 4n unbekannte
Koeffizienten a; y, die es mit Hilfe der Interpolationsbedingung und den Bedingungen
nach (2.9) in einem Gleichungssystem zu ermitteln gilt. Mit den (n + 1) gegebenen
Stiitzpunkten (z;,v;) ergeben sich automatisch gleichermafien viele Interpolations-
bedingungen s(z;) = y; fiir ¢ = 0,1,...,n, mit denen sich (n + 1) Koeffizienten
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