2 KLASSISCHE RAMSEY-ZAHLEN

2 Klassische Ramsey-Zahlen

Die klassischen Ramsey-Zahlen r(K,) sind ein Spezialfall der im Folgenden defi-
nierten Zahlen R(zq,...,zs; 2). Es gilt ndmlich r(K,,) = R(n, n; 2).

Definition: Die Zahl R(z1,...,z; 2) ist die kleinste Zahl r, so dass fiir jede Ein-
teilung aller z-Tupel einer r-elementigen Menge in s Klassen gilt: Fiir ein ¢ gibt es
x; der r Elemente, deren z-Tupel alle in der Klasse ¢ liegen.

Der folgende Satz wurde von Frank Plumpton Ramsey (22.2.1903-19.1.1930) ge-
zeigt [26]. Fiir z = 1 enthélt er das Schubfachprinzip, und es gilt R(zq, ...,z 1) =
r1+...+rs—s+ 1.

Satz 2.1 Die Zahlen R(xy,...,xs; 2) existieren fir alle s, x1,...,xs und z.

Diese Zahlen wurden beim folgenden geometrischen Problem von Paul Erdés
(26.3.1913-20.9.1996) und George Szekeres (29.5.1911-28.8.2005) [14] unabhéngig
von Ramsey entdeckt. Das Problem, die im Folgenden definierten Werte von f (k)
zu bestimmen, ist auch als Esther-Klein-Problem oder Happy-End-Problem be-
kannt (Esther Klein (20.2.1910-28.8.2005) und George Szekeres haben 1937 gehei-
ratet).

Definition: Die Zahl f(k) ist die kleinste Zahl n, so dass in jeder Anordnung
von n Punkten in der Ebene, von denen keine drei auf einer Geraden liegen, ein
konvexes k-Eck vorkommt.

Die Zahlen f(1) =1, f(2) =2 und f(3) = 3 sind trivial.
Satz 2.2 f(4) = 5.

Beweis: Da es unter vier Punkten, deren konvexe Hiille ein Dreieck ist, keine vier
Punkte gibt, die ein konvexes Viereck aufspannen, gilt f(4) > 5.

Ist die konvexe Hiille von fiinf Punkten ein Vier- oder Fiinfeck, so ist nichts zu
zeigen. Andernfalls ist die konvexe Hiille ein Dreieck, in dem die beiden anderen
Punkte liegen. Da die Verbindungsgerade der beiden inneren Punkte durch keinen
weiteren Punkt verlduft, liegen zwei der dufleren Punkte auf der gleichen Seite
dieser Geraden. Diese beiden dufleren Punkte spannen zusammen mit den beiden
inneren Punkten ein konvexes Viereck auf. Also gilt f(4) < 5 und damit der Satz. o

Satz 2.3 Die Zahl f(k) existiert fir alle k.

Beweis: Teilt man die Viertupel einer n-elementigen Punktmenge, n = R(k,5;4),
in konvexe und nichtkonvexe auf, so gibt es k Punkte, deren Viertupel alle konvex
sind oder fiinf Punkte, deren Viertupel alle nicht konvex sind. Der zweite Fall ist
ein Widerspruch zu f(4) = 5, und im ersten Fall bilden die & Punkte ein konvexes
k-Eck. Gébe es ndmlich einen Punkt, der im Inneren der konvexen Hiille liegt, so
ldge er auch im Inneren eines Dreiecks, das durch drei der k& Punkte aufgespannt
wird. Diese vier Punkte wiirden dann aber kein konvexes Viereck bilden. 0

Die Existenz der klassischen Ramsey-Zahlen r(G, H) fiir alle Graphen G und H
lasst sich jedoch auch einfach ohne den Satz von Ramsey zeigen. Wegen der Mo-

notonie reicht es, die Existenz von r(K,,, K,) fir alle m und n zu zeigen. Fir
G C K, und H C K, gilt namlich »(G, H) < r(K,, K,,).
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Satz 2.4 r(K,,, K,) <7r(Kpn_1, K,) +7(Kpn, Kn_1).

Beweis: Man betrachte eine Zweifarbung der Kanten des vollstdndigen Graphen
Ky mit k = r(K,,—1, K,,) + r(K,,, K,,—1) in den Farben griin und rot. Unter den
k — 1 Kanten, die von einem festen Knoten v ausgehen, gibt es nach dem Schub-
fachprinzip a = r(K,,_1, K,,) griine oder b = r(K,,, K,_1) rote Kanten. Im ersten
Fall enthélt der K,, der von den Endknoten der griinen Kanten ohne v induziert
wird, einen roten K, oder einen griinen K,, 1, der mit den zu v inzidenten Kanten

einen griinen K, ergibt. Im zweiten Fall verlduft der Beweis analog. O
-2
Korollar 2.1 r(K,,, K,) < <m —|—n1 )
n —

Beweis: Die Ramsey-Zahlen r(Ki, K,,) = r(K,, K;) = 1 = (*'"?) = (")

n—1 1-1
sind trivial. Wegen (""" 2) = (m_if?_Q) + (m:fl_jl_ 2) und Satz 2.4 gilt das Korollar

auch fir m,n > 2. 0

Der folgende Satz enthilt eine untere Schranke fiir die Ramsey-Zahlen.
Satz 2.5 [13] Es gilt r(K,, K,) > 2"/ fir alle n > 3.

Die Ramsey-Zahlen r( K4, K,,) = 1 und r(Ks, K,,) = nsind trivial. Fiir die Ramsey-
Zahlen r(K,,, K,), 3 < m < n, sind jedoch nur die Werte in Tabelle 1 exakt
bekannt.

=3 4 5 6 7 8 9
6 9 14 18 23 28 36
18 25

Tabelle 1: Bekannte Ramsey-Zahlen r(K,,, K,), 3 < m < n.

Einen Uberblick iiber die klassischen Ramsey-Zahlen fiir kleine Graphen und eine
ausfiihrliche Literaturliste enthélt [25].

Verwandte Probleme ergeben sich aus den folgenden Definitionen der Schur-Zahlen
S(k) (Issai Schur, 10.1.1875-10.1.1941) und der Van-der-Waerden-Zahlen W (k, s)
(Bartel Leendert van der Waerden, 2.2.1903-12.1.1996).

Definition: Die Schur-Zahl S(k) ist die kleinste Zahl n, bei der es in jeder Férbung
der Zahlen 1,2,...,n mit k& Farben eine Losung der Gleichung = + y = z gibt, in
der x, y und z die gleiche Farbe haben.

Definition: Die Zahl W (k, s) ist die kleinste Zahl n, bei der es in jeder Férbung
der Zahlen 1,...,n mit k Farben eine einfarbige arithmetische Progression mit s
Gliedern (a,a+d,a+2d,...,a+ (s — 1)d) gibt.

Satz 2.6 [27, 29] Die Zahlen S(k) und W (k,s) existieren fiir alle k und s.

Schur-Zahlen wurden auch fiir andere Gleichungen und Gleichungssysteme (Rado-
Zahlen (Richard Rado, 28.4.1906-23.12.1989)) betrachtet [22, 24]. Eine Kombina-
tion von Ramsey- und Schur-Zahlen wird in [3, 18] behandelt.

Einen Uberblick iiber die Entwicklung der Ramsey-Theorie und weitere Vari-
anten bietet [16].



3 SCHACHBRETT-GRAPHEN

3 Schachbrett-Graphen

Die Knotenmenge des Schachbrett-Graphen B besteht aus den (n + 1)* Ecken
der Felder des n xn-Schachbrettes. Zwei Knoten sind genau dann durch eine Kan-
te verbunden, wenn sie zwei benachbarten Ecken eines Feldes entsprechen. Die
Schachbrett-Ramsey-Zahl r7(G, H) ist dann die kleinste Zahl n, bei der in jeder
Zweifirbung der Kanten des Gastgebergraphen BY mit den Farben griin und rot
ein griiner Teilgraph G oder ein roter Teilgraph H enthalten ist.

Fiir Fragen nach der Existenz von 7 (G, H) reicht es, zusammenhéngende Gra-
phen G und H zu betrachten, die jeweils mindestens zwei Kanten enthalten.

Satz 3.1 Euwistiert r°(G, H), dann ist einer der Graphen G und H der Graph Ps
und der andere ein Teilbaum des Graphen L (Abbildung 1) oder einer der Graphen
der Py und der andere ein Teilbaum von Z (Abbildung 2).
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Abbildung 1: Der Graph L. Abbildung 2: Der Graph Z.

Beweis: Die Ramsey-Zahl r7(Cy, P3) existiert nicht fiir ungerade Werte von k,
da die Schachbrett-Graphen keine ungeraden Kreise enthalten. Ist k = 2a + 2, so
konnen Farbungen wie in Abbildung 3 (dicke Kanten sind griin, diinne sind rot)
benutzt werden, um die Nichtexistenz zu zeigen. In den Spalten, die aus den waage-
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Abbildung 3: 77(Coay2, P3) = 00. Abbildung 4: ?(G, H) = oo fiir
G,H ZC,.

rechten Kanten gebildet werden, haben jeweils a aufeinanderfolgende Kanten die
gleiche Farbe. Jeder rote Kreis, der griine Kanten umschliet, enthélt mindestens
2a + 4 Kanten, und alle anderen roten Kreise haben hdéchstens 2a Kanten. Es
existieren also keine roten Cy und keine griinen Ps, und r”(G, H) existiert damit
nur fiir Baume G und H.

Die Farbung in Abbildung 4, bei der die roten und griinen Komponenten jeweils
Kreise der Linge 4 sind, zeigt, dass es fiir die Existenz von r°(G, H) notwendig
ist, dass einer der Graphen ein Teilgraph (und damit ein Teilbaum) des C ist.
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Die roten Komponenten der Farbung in Abbildung 5 sind Teilgraphen des
Graphen L. Ist H also kein Teilgraph von L, so existiert r™(Ps, H) nicht.
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Abbildung 5: 77 (Ps, H) = oo fiir Abbildung 6: (P, H) = oo fiir
H¢L HgZ.

Die roten Komponenten der Farbung in Abbildung 6 sind Teilgraphen des
Graphen Z. Ist H also kein Teilgraph von Z, so existiert r”( Py, H) nicht.
Zusammen folgt die Aussage des Satzes. O

Der niichste Satz sichert die Existenz und gibt die exakten Werte fiir 7 (Ps, Py).
Satz 3.2

9 fir k=345
ro(Ps, Py) = ;?; fir k=8,

Beweis: Es reicht, die behaupteten Werte als untere Schranken fiir £ = 3, 6 und
k =214+ 1,7 > 4, und als obere Schranken fiir k = 5 und k = 20 4+ 2, ¢+ > 3,
nachzuweisen.

Die unteren Schranken fiir £ = 3 und 6 folgen aus den Féarbungen in den

Abbildungen 7 und 8.

Abbildung 7: r°(Ps, P3) > 2. Abbildung 8: r°(Ps, Ps) > 3.

Die Féarbungen der B;’,, i > 4, wie in Abbildung 5 fiir i = 8 enthalten weder
einen griinen P3 noch einen roten Py, 1. Deshalb gilt 77 (Ps, Py 1) > i.

6
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Fiir die obere Schranke im Fall k£ = 5 betrachtet man eine Zweifarbung des
B3 ohne einen griinen P3. Dann bilden die beiden waagerechten oder die beiden
senkrechten Kanten im Inneren des Bj' einen roten P3, der an beiden Enden um
je eine weitere rote Kante zu einem roten Ps verldngert werden kann.

Fiir den Fall £ = 2¢ + 2, ¢ > 3, wird bewiesen, dass in jeder Zweifdarbung des
B} ohne griinen Pj ein roter Py o enthalten ist. Dabei wird unterschieden, ob der
rote Teilgraph zusammenhéngend ist oder nicht.

Wenn der rote Teilgraph zusammenhéngend ist, dann gibt es einen roten Weg
von der unteren linken zur oberen rechten Ecke des B;’, der dann mindestens 2i
Kanten hat. Hat einer dieser Wege mehr als 2¢ Kanten, gibt es einen roten Py;,o.
Es bleibt also nur der Fall zu betrachten, dass alle diese Wege genau 2¢ Kanten
haben, deren Kanten dann nur nach rechts oder nach oben durchlaufen werden.
Aus Griinden der Symmetrie kann angenommen werden, dass die erste Kante
nach oben durchlaufen wird. Nun wird die unterste rote Kante in der linken Spalte
horizontaler Kanten betrachtet. Gehort diese Kante nicht zum Weg, so gibt es einen
Weg mit 2¢ 4+ 1 Kanten, der beim zweiten Knoten in der untersten Reihe beginnt
(Abbildung 9). Andernfalls gibt es einen Weg mit 2i + 1 Kanten, der beim vierten
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Abbildung 9: Py 5. Abbildung 10: Ps;o. Abbildung 11: Ps;o.

Knoten in der untersten oder beim dritten Knoten in der zweituntersten Reihe
beginnt (Abbildung 10). Dies ist allerdings nicht méglich, wenn der Originalweg
den dritten Knoten in der zweituntersten Reihe benutzt und die dritte horizontale
Kante in der untersten Reihe griin ist. Allerdings ergibt sich dann ein Weg der
gewiinschten Lénge wie in Abbildung 11.

Wenn der rote Teilgraph nicht zusammenhéngend ist, kann aus Symmetrie-
griinden angenommen werden, dass alle waagerechten Kanten einer Spalte griin
sind, da mit jeder griinen Kante, die zwei rote Komponenten voneinander trennt,
auch die beiden parallelen Nachbarkanten griin sind (siche Abbildung 12).

Fiir eine dieser Spalten aus trennenden griinen Kanten wird der ‘breitere’ der
beiden entstehenden Teile des B, etwa der rechte, betrachtet, der dann eine Breite
von mindestens [(: — 1)/2] Kanten hat. Am linken Rand dieses Teils befindet
sich ein roter P, 3 aus ¢ senkrechten und je einer waagerechten Kante an jedem
Ende. An den beiden Enden kann dieser Weg durch nach rechts und oben bzw.
nach rechts und unten verlaufende Kanten verldngert werden. Falls die senkrechten
Kanten in jedem Knoten bevorzugt werden, kann sich der Weg zu einem Kreis mit
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Abbildung 12: Parallele Kanten Abbildung 13: Py;s.

sind auch griin.

mindestens 2¢ + 2 Kanten schlieflen, der dann also einen roten Py;, o enthélt. Dies
ist immer dann der Fall, wenn sich in dem betrachteten Teil des B} eine weitere
trennende Spalte aus griinen Kanten befindet. Andernfalls endet der verlangerte
Weg auf beiden Seiten am rechten Rand des B;'. Enthalten die Verlingerungen
zusammen mindestens zwei senkrechte Kanten, dann enthélt der Weg mindestens
i+2[(i—2)/2]+2 > 2i+1 rote Kanten, also der Weg insgesamt einen roten Py, .
Andernfalls endet eine der Verldngerungen, etwa die untere, in einer Ecke des By.
Dann konnen die gestrichelten Kanten in Abbildung 13 benutzt werden, um die
weiteren zwei benotigten Kanten zu erhalten. 0

Satz 3.3 Die Schachbrett-Ramsey-Zahl r(Py, Py) existiert fiir alle k.

Beweis: In einer Zweifirbung eines ausreichend grofen BY ohne einen griinen P,
und ohne einen roten P, gibt es rote und griine Komponenten. Es wird eine rote
Komponente mit dem grofiten geometrischen Durchmesser d (der dann kleiner als &
ist) ausgewahlt. Diese rote Komponente ist von trennenden griinen Komponenten
umgeben. Diese griinen Komponenten bestimmen eine trennende Kurve €', die nur
griine Kanten des BY schneidet. Diese die roten Komponenten trennenden Kurven
konnen sich nicht verzweigen, da sonst drei Kanten des Quadrates, in dem sich die
Verzweigung befindet, einen griinen P, bilden wiirden. Deshalb gehéren die roten
Kanten, die aulerhalb von C' liegen und zu den trennenden griinen Kanten adjazent
sind, zu der gleichen roten Komponente. Da B)] ausreichend grofi gewihlt wurde,
hat diese Komponente einen Durchmesser, der grofler als d ist, was der Annahme
widerspricht. O

Mit Hilfe des Computers wurden die exakten Werte von r°(Ps, H) und r°(P,, H)
fiir die Teilbdume H von L bzw. Z mit bis zu 8 Knoten ermittelt (siche Tabelle 2).
Die Mengen von Teilbdumen von L und Z mit bis zu 8 Knoten sind identisch.
Es ist im Allgemeinen nicht bekannt, ob diese Ramsey-Zahlen fiir alle Teilbadume
existieren.



