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Kapitel 1Einleitung
Die natürlihe Konvektion ist eine Strömungsform, die sowohl in der Natur vorkommt,z.B. bei Strömungen in der Atmosphäre oder bei Meeresströmungen, als auh in teh-nishen Anwendungen, z.B. bei der Klimatisierung von Räumen oder bei der Kühlungelektronisher Bauteile. Sie tritt auf, wenn in einem Fluid, das sih in einem Shwere-feld be�ndet, Dihteuntershiede vorliegen. Es wirken dann Auftriebskräfte, die zu einerStrömung führen. Die Dihteuntershiede im Fluid werden in den meisten Fällen durhdas Temperaturfeld vorgegeben, welhes somit die Ursahe für die Strömung darstellt.Das Geshwindigkeitsfeld ist also unmittelbar an das Temperaturfeld gekoppelt und kannniht mehr unabhängig (vom Temperaturfeld) bestimmt werden. Die beshreibenden Glei-hungssysteme werden aufwendiger und die numerishe Simulation gestaltet sih shwie-riger als im Falle der erzwungenen Konvektion.In der vorliegenden Arbeit wird die turbulente natürlihe Konvektion untersuht, al-so für den Fall groÿer Werte der Grashof- bzw. Rayleigh-Zahl. Es wird hierbei zwishennatürliher Konvektion an vertikalen Wänden und Rayleigh-Bénard Konvektion, bei dersih das Fluid zwishen zwei horizontalen Platten untershiedliher Temperatur be�ndet,untershieden. Dies ist notwendig, da für den Fall der vertikalen Wand die Erdbeshleu-nigung parallel zur Wand wirkt und somit die Strömungsrihtung (parallel zur Wand)für das Fluid vorgegeben ist. Für die Rayleigh-Bénard Konvektion steht der Erdbeshleu-nigungsvektor senkreht auf den begrenzenden Wänden und es gibt keine bevorzugteStrömungsrihtung.Für beide Fälle der natürlihen Konvektion gibt es bisher in der Literatur keine Theorie,mit der die Temperatur- und Geshwindigkeitspro�le in Wandnähe zufriedenstellend be-shrieben werden können. Deshalb soll in dieser Arbeit die turbulente natürlihe Konvek-tion mit Hilfe der Asymptotik untersuht werden, die sih für die erzwungene Konvektionbewährt hat, siehe z.B. Gersten & Herwig (1992) und Shlihting & Gersten (2000). Zielist es, für die natürlihe Konvektion theoretish begründete Temperatur- und Geshwin-digkeitspro�le anzugeben, die in Wandnähe universell gültig sind. Hiermit ist es möglih,z.B. Nuÿelt-Beziehungen für den Wärmeübergang aufzustellen oder die universellen Pro-�le als sog. Wandfunktionen in CFD-Codes zu implementieren.Bei der asymptotishen Analyse der natürlihen Konvektion wird die Strömung für sehrhohe Rayleigh-Zahlen (Ra → ∞) untersuht. Es kann eine Zwei-Shihten-Struktur derStrömung identi�ziert werden, die aus einer Wand- und einer Auÿen- bzw. Kernshiht1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNGbesteht. Durh ein sog. Anpassen der Gradienten zwishen diesen beiden Shihten könnenuniverselle Pro�le ermittelt werden, die für Ra → ∞ gültig sind. Allerdings kann dieserGrenzfall in der Realität niht erreiht werden, da in Experimenten oder Simulationennur endlihe Rayleigh-Zahlen realisiert werden können. Die Pro�le, die für Ra → ∞gültig sind, stellen jedoh sehr gute Näherungen für endlihe, aber hohe Rayleigh-Zahlendar. Die Übereinstimmung nimmt aufgrund der gewählten Vorgehensweise für steigendeRayleigh-Zahlen zu. Somit können die Ergebnisse, die für den theoretishen Grenzfallunendliher Rayleigh-Zahlen erhalten wurden, auh für konkrete Probleme bei endlihenWerten benutzt werden.Kapitel 2 gibt eine Wiederholung einiger Grundlagen der Strömungsmehanik an, wiez.B. Grundgleihungen und Boussinesq-Approximation. Anshlieÿend wird aufgezeigt, wieman mit Hilfe der Asymptotik das bekannte logarithmishe Wandgesetz herleiten kann,das als (Geshwindigkeits-) Wandfunktion in allen CFD-Codes benutzt wird.In Kapitel 3 wird die turbulente natürlihe Konvektion mit Hilfe der Asymptotik ana-lysiert. Die erhaltenen Pro�le werden anshlieÿend mit Messdaten aus der Literatur ver-glihen. In Kapitel 4 werden die neuen universellen Pro�le als Wandfunktionen in einenCFD-Code implementiert, so dass die natürlihe Konvektion auh auf groben Gitternberehnet werden kann. Mit den neuen Wandfunktionen ist es niht mehr notwendig,die viskose Untershiht mit extrem feinen Gittern in Wandnähe aufzulösen, wie es mitkommerziellen CFD-Codes zur Zeit üblih ist.Die Rayleigh-Bénard Konvektion wird in Kapitel 5 untersuht. Hierbei wird vom Ideal-fall der Rayleigh-Bénard Konvektion mit unendlih ausgedehnten Platten ausgegangen,bei dem das Fluid �zufällig� strömt und keine zeitgemittelten Geshwindigkeiten auftre-ten. Es muss also nur die Energiegleihung analysiert werden, aus der ein universellesTemperaturpro�l hervorgeht. Dies kann in eine Nuÿelt-Rayleigh Korrelation für den Wär-meübergang bei der Rayleigh-Bénard Konvektion umgeshrieben werden, für den es inder Literatur eine Vielzahl an Studien zum Vergleih gibt.Kapitel 6 bietet einen Ausblik, wie die gefundenen Ergebnisse zur Beshreibung ge-mishter Konvektion benutzt werden könnten.



Kapitel 2Grundlagen
Dieses Kapitel soll eine kurze Wiederholung wihtiger strömungsmehanisher Grundlagensein. Eine ausführlihere Darstellung �ndet man z.B. in Gersten & Herwig (1992), Herwig(2002), Shlihting & Gersten (2000) und Herwig (2004).Im Folgenden werden die Grundgleihungen zur Beshreibung von zweidimensionalenStrömungen angegeben (Abshnitt 2.1) und die Boussinesq-Approximation vorgestellt,mit der die Impulsgleihungen für die natürlihe Konvektion vereinfaht werden können(Abshnitt 2.2). Anshlieÿend wird in den Abshnitten 2.3 und 2.4 gezeigt, wie manmit Hilfe von asymptotishen Überlegungen das logarithmishe Wandgesetz und das zu-gehörige Temperaturpro�l für die erzwungene Konvektion herleiten kann. Dies soll dieÄhnlihkeit der Herleitung der Temperatur- und Geshwindigkeitspro�le für den Fall dernatürlihen Konvektion an vertikalen Wänden in Kapitel 3 verdeutlihen.2.1 BilanzgleihungenZur allgemeinen Beshreibung turbulenter Strömungen mit Wärmeübergang wird häu�geine Zeitmittelung vorgenommen. Das Strömungsfeld1 û∗(t∗) wird in einen mittleren Anteil
u∗ und einen zeitlih shwankenden Anteil u∗′(t∗) aufgespalten:

û∗(t∗) = u∗ + u∗′(t∗) mit u∗ ≡ 1

∆t∗

t∗
0
+∆t∗∫

t∗
0

û∗(t∗)dt∗ (2.1)Analoges gilt für das Temperaturfeld T̂ ∗(t∗):
T̂ ∗(t∗) = T ∗ + T ∗′(t∗) mit T ∗ ≡ 1

∆t∗

t∗
0
+∆t∗∫

t∗
0

T̂ ∗(t∗)dt∗ (2.2)1Hier sei beispielhaft die x-Komponente der Geshwindigkeit betrahtet. Die Zeitmittelung gilt analogfür die y-Komponente v̂∗(t∗) = v∗ + v∗′(t∗). 3



4 KAPITEL 2. GRUNDLAGENZeitlihe Mittelwerte von Shwankungsgröÿen, z.B. der Reynolds-Spannung −u∗′v∗′, sindde�niert als
− u∗′v∗′ ≡ − 1

∆t∗

t∗
0
+∆t∗∫

t∗
0

u∗′(t∗) · v∗′(t∗)dt∗ (2.3)Desweiteren wird die substantielle Ableitung D.../Dt∗ benutzt, für die im ebenen Fall giltD...Dt∗ ≡ ∂...

∂t∗
+ u∗

∂...

∂x∗
+ v∗

∂...

∂y∗
. (2.4)Zur Bestimmung der zeitgemittelten Gröÿen stehen die Kontinuitätsgleihung, die Navier-Stokes Gleihungen und die Energiegleihung zur Verfügung. Da in den anshlieÿendenKapiteln nur ebene Strömungsfälle vorkommen, werden die Gleihungen hier in zweidi-mensionaler Form angegeben. Für die dreidimensionalen Gleihungen und eine allgemeineHerleitung der Gleihungen sei z.B. auf Herwig (2002) verwiesen.Kontinuitätsgleihung:

∂ρ∗

∂t∗
+
∂(ρ∗u∗)

∂x∗
+
∂(ρ∗v∗)

∂y∗
= 0 (2.5)Navier-Stokes Gleihungen:

ρ∗
Du∗Dt∗ = ρ∗g∗x −

∂p∗

∂x∗
+

∂

∂x∗

(

µ∗
∂u∗

∂x∗

)

+
∂

∂y∗

(

µ∗
∂u∗

∂y∗

)

−ρ∗
[

∂u∗′2

∂x∗
+
∂u∗′v∗′

∂y∗

] (2.6)
ρ∗
Dv∗Dt∗ = ρ∗g∗y −

∂p∗

∂y∗
+

∂

∂x∗

(

µ∗
∂v∗

∂x∗

)

+
∂

∂y∗

(

µ∗
∂v∗

∂y∗

)

−ρ∗
[

∂u∗′v∗′

∂x∗
+
∂v∗′2

∂y∗

] (2.7)Thermishe Energiegleihung (Temperaturform):
ρ∗c∗p

DT ∗Dt∗ =
∂

∂x∗

(

λ∗
∂T ∗

∂x∗

)

+
∂

∂y∗

(

λ∗
∂T ∗

∂y∗

)

− ρ∗c∗p

[
∂u∗′T ∗′

∂x∗
+
∂v∗′T ∗′

∂y∗

]

+ Φ∗ (2.8)Hierbei ist Φ∗ die Dissipation (siehe z.B. Herwig (2002)), die im folgenden vernahlässigtwerden kann.In den Gleihungen (2.5)-(2.8) treten die turbulenten Zusatzterme (−u∗′v∗′ und −v∗′T ∗′)auf, die zur Berehnung eines konkreten Problems durh eine geeignete Turbulenzmodel-lierung bestimmt werden müssen (Shlieÿungsproblem).



2.2. BOUSSINESQ-APPROXIMATION 52.2 Boussinesq-ApproximationDie in den folgenden Kapiteln zu untersuhende natürlihe Konvektion wird durh Dihte-untershiede im Fluid hervorgerufen. Sie kommt somit durh den Ein�uss veränderliherSto�werte zustande (Dihte ρ∗ 6= const aufgrund von T ∗ 6= const). Wird die Dihte inallen Termen von Gleihung (2.6) als konstant angenommen, so wirken keine Auftriebs-kräfte und das Fluid bleibt in Ruhe. Der Ein�uss der Dihteänderungen muss also in derImpulsbilanz erfasst werden.Treten im Fluid nur kleine Temperaturänderungen (und somit nur kleine Dihteun-tershiede) auf, so kann die Boussinesq-Approximation zur Beshreibung der Strömungbenutzt werden. Die Vorgehensweise sei anhand einer beheizten Wand nah Abbildung2.1 aufgezeigt, an der sih eine Grenzshiht ausbildet.Grenz- ungestörter
x∗

y∗

T ∗

0 , ρ
∗

0

~g∗

beheizte Auÿenbereihshiht
∂p∗

∂x∗
= −g∗ρ∗0

Wand
T ∗

w

Abbildung 2.1: Ausbildung einer Grenzshiht an einer beheizten vertikalen Platte (na-türlihe Konvektion).Es wird hier die für Grenzshihten üblihe Annahme getro�en, dass Gradienten senk-reht zur Wand sehr viel gröÿer sind als entlang der Wand (∂.../∂y∗ ≫ ∂.../∂x∗). UnterVernahlässigung der Reynolds-Spannungen und mit g∗x = −g∗ kann die x-Impulsbilanz(2.6) innerhalb der Grenzshiht geshrieben werden als
ρ∗
Du∗Dt∗ = −ρ∗g∗ − ∂p∗

∂x∗
+

∂

∂y∗

(

µ∗
∂u∗

∂y∗

)

. (2.9)Zunähst soll der Drukgradient ∂p∗/∂x∗ betrahtet werden. Es kann allgemein fürGrenzshihten gezeigt werden, dass sih die y-Impulsgleihung (innerhalb der Grenz-shiht) zu ∂p∗/∂y∗ = 0 vereinfaht, d.h., dass der Druk in der Grenzshiht durh dieAuÿenshiht aufgeprägt wird. So gilt z.B. entlang der gestrihelten Linie in Abbildung2.1
∂p∗

∂x∗
= −g∗ρ∗0. (2.10)In der (ruhenden) Auÿenshiht nimmt der Druk also linear mit der Höhe ab. Somit gilt:

− ρ∗g∗ − ∂p∗

∂x∗
= −g∗(ρ∗ − ρ∗0) (2.11)



6 KAPITEL 2. GRUNDLAGENDer Ein�uss veränderliher Sto�werte soll durh Taylorreihenentwiklungen bis zumlinearen Term berüksihtigt werden:
ρ∗(T ∗) = ρ∗0 +

∂ρ∗

∂T ∗

∣
∣
∣
∣
T ∗

0

· (T ∗ − T ∗

0 ) = ρ∗0

(

1 +
T ∗

0

ρ∗0

∂ρ∗

∂T ∗

∣
∣
∣
∣
T ∗

0
︸ ︷︷ ︸

≡Kρ

T ∗ − T ∗

0

T ∗

0

) (2.12)
µ∗(T ∗) = µ∗

0 +
∂µ∗

∂T ∗

∣
∣
∣
∣
T ∗

0

· (T ∗ − T ∗

0 ) = µ∗

0

(

1 +
T ∗

0

µ∗

0

∂µ∗

∂T ∗

∣
∣
∣
∣
T ∗

0
︸ ︷︷ ︸

≡Kµ

T ∗ − T ∗

0

T ∗

0

) (2.13)Hierbei wurden die dimensionslosen Parameter Kρ und Kµ für die Dihte bzw. die Vis-kosität eingeführt, um variable Sto�werte zu berüksihtigen. Der Parameter Kρ kannalternativ mit Hilfe des thermishen Ausdehnungskoe�zienten β∗ ausgedrükt werden
Kρ = −β∗T ∗

0 mit β∗ ≡ − 1

ρ∗0

∂ρ∗

∂T ∗

∣
∣
∣
∣
T ∗

0

. (2.14)Der Term −g∗(ρ∗ − ρ∗0) aus Gleihung (2.11) kann also geshrieben werden als
− g∗(ρ∗ − ρ∗0) = −ρ∗0g∗Kρ

T ∗ − T ∗

0

T ∗

0

= ρ∗0g
∗β∗(T ∗ − T ∗

0 ). (2.15)Die Impulsbilanz für variable Sto�werte lautet damit:
ρ∗0

(

1 +Kρ
T ∗ − T ∗

0

T ∗

0

) Du∗Dt∗ = ρ∗0g
∗β∗(T ∗ − T ∗

0 )

+
∂

∂y∗

(

µ∗

0

[

1 +Kµ
T ∗ − T ∗

0

T ∗

0

]
∂u∗

∂y∗

) (2.16)Gleihung (2.16) kann nun in eine entdimensionierte Form gebraht werden. Dabei wirddie gleihe Entdimensionierung wie später in Kapitel 3 benutzt. Es soll hier lediglih dasErgebnis angegeben werden, zu Details der Entdimensionierung siehe Anhang A:
1

Pr2

(

1 +Kρ
T ∗ − T ∗

0

T ∗

0

) DU×Dt× = Θ×

0 − Θ×

︸ ︷︷ ︸Auftriebsterm
+

∂

∂y×

([

1 +Kµ
T ∗ − T ∗

0

T ∗

0

]
∂U×

∂y×

) (2.17)Im Auftriebsterm tritt der Parameter Kρ bzw. der thermishe Ausdehnungskoe�zient β∗aufgrund der gewählten Entdimensionierung niht mehr explizit auf.Sind nun die Temperaturuntershiede im Fluid klein gegenüber der Bezugstemperatur,also (T ∗ − T ∗

0 )/T ∗

0 → 0, so gilt
lim

T∗
−T∗

0
T∗

0

→0

(

1 +Kρ
T ∗ − T ∗

0

T ∗

0

)

= 1 und lim
T∗

−T∗

0
T∗

0

→0

(

1 +Kµ
T ∗ − T ∗

0

T ∗

0

)

= 1 (2.18)



2.3. LOGARITHMISCHES WANDGESETZ 7und die dimensionslose Impulsbilanz lautet
1

Pr2

DU×Dt× = Θ×

0 − Θ×

︸ ︷︷ ︸Auftriebsterm+

[
∂2U×

∂y×2

]

. (2.19)Zur besseren Anshauung sei zusätzlih die dimensionsbehaftete Form der Implusgleihungbei natürliher Konvektion unter Verwendung der Boussinesq-Approximation angegebenDu∗Dt∗ = g∗β∗(T ∗ − T ∗

0 )
︸ ︷︷ ︸Auftriebsterm +ν∗0

[
∂2u∗

∂y∗2

]

. (2.20)Aus asymptotisher Siht haben die Ein�üsse variabler Sto�werte untershiedlihe Grö-ÿenordnungen. Im Auftriebsterm ist der Ein�uss von führender Ordnung und muss des-halb berüksihtigt werden (nur so kommt überhaupt eine Strömung zustande). In denanderen Termen sind die Ein�üsse von höherer Ordnung und können deshalb gegenüberdemjenigen der führenden Ordnung vernahlässigt werden. Gleihzeitig ist erkennbar, wieeine Erfassung auh von Ein�üssen höherer Ordnung systematish möglih ist, indementsprehende Terme Berüksihtigung �nden.2.3 Logarithmishes Wandgesetz der erzwungenen Kon-vektionEs soll eine kurze Herleitung des logarithmishen Wandgesetzes für die erzwungene Kon-vektion angegeben werden. Dies soll für die nahfolgenden Kapitel verdeutlihen, dassman die natürlihe Konvektion mit analogem Vorgehen analysieren kann und so univer-selle Pro�le erhält.Der Ausgangspunkt für die Herleitung des logarithmishen Wandgesetzes ist eine ebeneturbulente Couette-Strömung zwishen zwei unendlih ausgedehnten parallelen Platten,bei der sih eine Platte mit der Relativgeshwindigkeit u∗r bewegt, siehe Abbildung 2.2.Die Strömung kann mit Hilfe der Reynolds-Zahl Re harakterisiert werden, für die gilt
Re ≡ u∗rh

∗

ν∗
. (2.21)Da es sih bei unendlih ausgedehnten Platten um eine eindimensionale Strömung han-delt, vereinfaht sih die x-Impulsgleihung und man �ndet, dass die Shubspannung τ ∗,die sih zusammensetzt aus einem molekularem Anteil τ ∗mol und einem turbulenten Anteil

τ ∗t , über der Kanalhöhe h∗ konstant ist
τ ∗

ρ∗
=
τ ∗mol
ρ∗

+
τ ∗t
ρ∗

=
τ ∗w
ρ∗

= const ⇔ ν∗
∂u∗

∂y∗
− u∗′v∗′ = ν∗

∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

. (2.22)Somit ist die Wandshubspannung eine im ganzen Strömungsgebiet harakteristishe Grö-ÿe. Sie wird benutzt, um eine Bezugsgeshwindigkeit, die sog. Wandshubspannungsge-shwindigkeit u∗τ , zu de�nieren
u∗τ ≡

√

ν∗
∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

=

√
τ ∗w
ρ∗
. (2.23)



8 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN
v

u∗ y∗

x∗

τ ∗

u∗r

h∗

Abbildung 2.2: Ausshnitt aus einer ebenen turbulenten Couette-Strömung zwishenzwei unendlih ausgedehnten parallelen Platten mit Relativgeshwindigkeit u∗r. Dargestelltsind die Verteilung der Shubspannung τ ∗ über den Quershnitt (τ ∗ = const) und daszeitgemittelte Geshwindigkeitspro�l u∗.Im Allgemeinen kann die mittlere Strömungsgeshwindigkeit u∗ nun als Funktion desWandabstandes y∗, der Kanalhöhe h∗, der Viskosität ν∗ und der Wandshubspannungs-geshwindigkeit u∗τ ausgedrükt werden
u∗ = f (y∗, h∗, ν∗, u∗τ ) (2.24)oder alternativ auh mit dem Geshwindigkeitsgradienten an der Wand
u∗ = f

(

y∗, h∗, u∗τ ,
∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

)

. (2.25)Da es sih um eine turbulente Strömung handelt, weist das Strömungsfeld eine Zwei-Shihten-Struktur auf, siehe Abbildung 2.3. Es gibt eineWandshiht, in der sowohl diemolekulare als auh die turbulente Shubspannung (τ ∗mol und τ ∗t ) von Bedeutung sind, undeine vollturbulente Auÿenshiht, in der nur die turbulente Shubspannung τ ∗t berük-sihtigt werden muss. Diese beiden Shihten besitzen keine klare Abgrenzung, sondern esgibt eine Überlappungsshiht, in der sowohl die Wandshiht als auh die Auÿenshihteine gültige Beshreibung darstellen.2.3.1 WandshihtIm asymptotishen Grenzfall Re → ∞ weist die Strömung eine Singularität an der Wandauf, da die Dike der Wandshiht δ∗e gegen Null strebt
lim

Re→∞

δ∗e
h∗

= 0. (2.26)Der Index e soll im folgenden benutzt werden, um anzudeuten, dass es sih um eineGröÿe bei erzwungener Konvektion handelt. Nah Gleihung (2.26) kann der Plattenab-stand h∗ in der Wandshiht also keine Ein�ussgröÿe sein und die Geshwindigkeit kannausgedrükt werden durh:
u∗ = f

(

y∗, u∗τ ,
∂u∗

∂y∗

∣
∣
∣
∣
w

) (2.27)
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viskose Untersiht
turbulente Auÿenshiht

y∗

y∗ → ηe

y∗ → ŷe

Wandshiht
y∗ → y+

Überlappungs-shiht
Abbildung 2.3: Zwei-Shihten-Struktur einer turbulenten Couetteströmung.Um eine Beshreibung des Wandabstandes in der Wandshiht zu �nden, die für Re → ∞niht entartet, ist ein Maÿ für die Dike der Wandshiht notwendig. Ein sinnvolles Maÿhierfür ist der Abstand, bei dem die Wandshubspannungsgeshwindigkeit bei linearemGeshwindigkeitsverlauf erreiht wird
δ∗e ≡

u∗τ
∂u∗/∂y∗|w

=
ν∗

u∗τ
. (2.28)Hiermit kann ein entdimensionierter Wandabstand y+ ≡ y∗/δ∗e eingeführt werden, für dengilt

lim
Re→∞

y∗

δ∗e
= O(1) für y∗ → 0. (2.29)Somit kann für die Wandshiht eine dimensionslose Beshreibung mit u+ ≡ u∗/u∗τ ange-geben werden:

u+ =
u∗

u∗τ
= f

(
y∗

δ∗e

)

= f

(
y∗u∗τ
ν∗

)

= f
(
y+
) (2.30)2.3.2 AuÿenshihtDa die Auÿenshiht vollturbulent ist, sind Wandgröÿen ohne Ein�uss. Somit ist derGeshwindigkeitsgradient an der Wand keine Ein�ussgröÿe und der funktionale Zusam-menhang lautet

u∗ = f(y∗, h∗, u∗τ ) (2.31)oder in dimensionsloser Form mit ηe ≡ y∗/h∗

u+ =
u∗

u∗τ
= f

(
y∗

h∗

)

= f(ηe). (2.32)In beiden Shihten kann die Geshwindigkeit u∗ mit der Wandshubspannungsge-shwindigkeit u∗τ entdimensioniert werden, da sie im gesamten Strömungsgebiet gültigist und das Geshwindigkeitspro�l keine Singularität aufweist.


