1  Einleitung und Zielsetzung

Seit der Entwicklung des Luftverkehrs und dem Einsatz immer groBerer Luftfahrzeuge zum Trans-
port von Personen und Fracht hat sich an der prinzipiellen Bauweise der Flugzeuge nichts geéndert.
Die einzelnen Bauteile sind tiberwiegend durch Niete miteinander verbunden. Mit dem Einsatz
strahlgetriebener Flugzeuge mit Beginn der 50er Jahre und der groeren Flughthe ergab sich, die
Rumpfrohre mit Innendruck zu belasten.

Ein entscheidendes Ereignis, ndmlich der Absturz zweier Comet-Flugzeuge innerhalb kurzer Zeit,
fithrte dazu, daBB man sich mit dem Problem der Ermiidung beschéftigen mufite. Daraus resultierten
neue Zulassungsvorschriften und die Notwendigkeit, sich schon bei der Auslegung kiinftiger
Flugzeuge mit dem Damage-Tolerance-Verhalten auseinanderzusetzen.

Man erkannte sehr schnell, da3 das Betriebsfestigkeitsverhalten von Strukturen sehr stark von der
RiBinitiierung und dem RiB3fortschritt bei schwingender Belastung abhéngt und somit einen grof3en
Einflul auf die Lebensdauer eines Bauteils ausiibt. Zum anderen ist die Betrachtung der Restfestig-
keit sehr wichtig, um eine Aussage iiber die Sicherheit eines geschédigten Bauteils treffen zu kon-
nen. Einhergehend kann man mit diesen Untersuchungen Aussagen dahingehend machen, ab wann
eine Bauteilschdadigung zu instabilem Riwachstum fiihrt, welches im Totalversagen der Struktur
miindet.

Die herkdmmliche, seit Jahrzehnten erprobte und bewéhrte differentielle Bauweise, d. h. verschie-
dene Teilstrukturen werden mittels mechanischer Befestigungselemente zu einem komplexen Bau-
teil zusammengesetzt, wirkte sich weitgehend positiv auf einen Schaden und damit auf das Dama-
ge-Tolerance-Verhalten aus. Auf der anderen Seite war es notwendig, Mindestwandstirken festzu-
legen, um eine tragfihige Verbindung zwischen den Bauteilen zu gewéhrleisten. Dies fiihrt dazu,
daB die Wandstirke alleine durch das Fiigeverfahren und nicht aus Festigkeitsgriinden bestimmt
wird, so dal} es zu einer ungeniigenden Materialausnutzung und damit zu unnétig schweren Bautei-
len kommt. Ein weiterer Grund, weshalb man differentielle Strukturen nutzte, war, dafl mit den ers-
ten Zerspannungsmaschinen nur relativ einfache, wenig komplexe Bauteile gefertigt werden konn-
ten und die zu fertigenden minimalen Wandstédrken von der Bauteilgeometrie abhingen.

Heute konnen eine Vielzahl von Strukturen im Flugzeugbau durch den Einsatz neuer, hochleis-
tungsfihiger Frismaschinen als komplexe, integrale Strukturen hergestellt werden, bei dem z. B.
das High Performance Cutting (HPC) als Fertigungsverfahren eingesetzt wird. Die Leistungsfahig-
keit dieser Maschinen geht so weit, dal} selbst Nietnachbildungen gefrafit werden koénnen.

Die Verwendung integraler Strukturen 148t ein grofes Einsparpotential hinsichtlich der Flugzeug-
masse erahnen, wenn man bedenkt, da3 beispielsweise fiir einen einzigen Airbus mehr als zwei Mil-
lionen Niete unterschiedlichster Typen benotigt werden [38]. Nimmt man einmal an, da3 jeder Niet
durchschnittlich 1,5 g wiegt, so betrdgt alleine die Masse der Niete ca. drei Tonnen. Wenn man
hypothetisch diese Masse um fiinf Prozent reduzieren konnte und das Vergrof3erungsgesetz beriick-
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sichtigt, ist es nicht verwunderlich, daB3 nicht nur Kosten fiir die Teilefertigung reduziert, sondern
auch Masse eingespart werden kann, die das Luftfahrzeug noch 6konomischer machen. Jedoch gilt
der Einsatz integraler Strukturen im Flugzeugbau hinsichtlich verschiedener Aspekte als problema-
tisch, da sich unter anderem die Charakteristik der Rilausbreitung von der herkommlichen Bauart
unterscheidet.

Fiir eine Vielzahl von Ri3konfigurationen ist der Korrekturfaktor £ bekannt, auch gibt es Losungen,
um versteifte Strukturen zu analysieren. Diese beziehen sich jedoch auf genietete Versteifungen, bei
denen die Exzentrizitdt infolge der einseitig befestigten Versteifungselemente vernachlissigt wird.
Dieses Vorgehen ist in Kapitel 3 ausfiihrlich dargestellt. Fur integral versteifte Strukturen ist das
Rif3fortschritts- und Restfestigkeitsverhalten aus Experimenten bekannt, mit ingenieurtechnischen
Moglichkeiten, ohne Verwendung der Methoden der Finiten Elemente (FEM), ist dieses jedoch
nicht vorherzusagen.

In dieser Arbeit soll nun eine Moglichkeit aufgezeigt werden, mit der die Spannungsintensitatsfak-
toren (SIF) integraler Strukturen unter Berticksichtigung von Exzentrizititen berechnet werden kon-
nen. Mit Hilfe dieser SIF’en kann dann unter Verwendung der bekannten Rif3fortschrittsgesetze der
RiBfortschritt berechnet werden, um so eine Aussage iiber das RiBwachstum und die Restfestigkeit
zu erhalten. Diese Aussagen sollen helfen, Integralstrukturen hinsichtlich ihres Damage-Tolerance-
Verhaltens schon wéhrend des Flugzeugentwurfes besser zu beurteilen, um nicht erst durch die
Ergebnisse teurer und langwieriger Bauteilversuche diesem Problem begegnen zu kénnen.
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2.1 Lineare Elastizititstheorie

In diesem Kapitel werden die Grundgleichungen der linearen Elastizititstheorie kurz dargestellt.
Auf eine Herleitung der Gleichungen an dieser Stelle soll verzichtet werden, da sie in einschldgiger
Literatur, wie z.B. in Timoshenko [37] und Kossira [19], nachgeschlagen werden konnen. Weiter-
hin wird die Volumenkraft X vernachlédssigt und es werden die Verhéltnisse im 2-D-Fall aufge-
zeigt. Zum besseren Verstdndnis werden noch einmal die Voraussetzungen und Annahmen darge-
stellt, auf denen die Theorie beruht.

Die lineare Elastizitétstheorie beruht auf zwei Voraussetzungen:

e Die Verschiebungskomponenten u, v, w sind klein gegeniiber allen Abmessungen des

betrachteten Korpers.
e Die Ableitungen der Verschiebungen nach den Koordinaten x, y, z sind sehr viel kleiner
als 1, d.h.
a—u<<1; ﬂ<<1; a—W<<1
X oy 0z

Mit diesen Bedingungen ergeben sich weiter folgende zuldssige Annahmen:
e Das korperfeste Koordinatensystem gilt auch unter Last als unveréndert.
e Belastungs- und VerformungsgroBen diirfen nach dem Superpositionsprinzip aufge-
spalten oder tiberlagert werden.
e Randbedingungen und Gleichgewichtsbedingungen kénnen am unverformten Korper
angesetzt bzw. aufgestellt werden.

2.1.1 Grundgleichungen

In der linearen Elastizititstheorie existieren drei miteinander verbundene Gleichungsgruppen, die
sich wie folgt gliedern:

¢ Gleichgewichtsbedingung

e Kinematische Beziehungen (Verzerrungs-Verschiebungsbedingung)

e Stoffgesetz
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Fiir die Indizierung der Spannungen und Verzerrungen in diesem Kapitel soll folgende Konvention
gelten:

e Der erste Index bezeichnet die Ebene.

e Der zweite Index kennzeichnet die Richtung der Spannungskomponente.

Gleichgewichtsbedingung

Die Gleichgewichtsbedingungen ergeben sich aus dem Kréftegleichgewicht an einem infinite-
simalen Volumenelement mit den Kantenldngen dx, dy, dz. Da nur der 2-D-Fall betrachtet werden
soll, die x-y-Ebene, wird die dritte Dimension als konstante Dicke dz angenommen, die sich aus den
Gleichungen herauskiirzt.

Unter Vernachldssigung der Volumenkrifte ergibt sich das Kréftegleichgewicht in x-Richtung zu:

or
szzozﬂJr_yx 2-1)
0x oy
Analog dazu ergibt sich fiir die y-Richtung:
oo or
2F=0=— 2 (2-2)
oy 0x

Aus dem Momentengleichgewicht und unter der Annahme eines infinitesimal kleinen Elements
ergibt sich somit
T, =T (2-3)

Xy yx

In Matrixschreibweise ergibt sich unter Verwendung eines Spannungsvektors folgender Ausdruck

AT,
0x oy
(O]= 0o & 9 i e
o 0y Ox Dy
Di—[ [
bzw.
0=D" o (2-5)

Dabei wird D=T als Operatormatrix bezeichnet.

Differentialgleichungen der Kinematik (Verzerrungs-Verschiebungsbedingung)

Der Begriff der Verzerrung wird allgemein genutzt, wenn man von Dehnungen und Gleitungen
spricht. Die zuvor dargestellten Spannungen rufen Verschiebungen und Verzerrungen hervor. Unter
Vernachldssigung nichtlinearer Terme ergibt sich fiir die x-Richtung
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_Ou

£, =— 2-6
. (2-6)
und fiir die y-Richtung
ov
E,=— 2-7
"oy (2-7)
Fiir die Schubverzerrung ergibt sich
ou O0Ov
=+ — 2-8
=5 o (2-8)

In Matrixschreibweise konnen die Beziehungen unter Verwendung von Verzerrungs- und Verschie-
bungsvektoren wie folgt geschrieben werden:

9
£, 0x
0 u
e, |=| 0 — () (2-9)
oy v
Vxy 0 o |
H,_/ —_— —_— =
g oy 0x
[ —
D
bzw.
£=Du (2-10)

Aus den Gleichungen (2-9) und (2-10) ergibt sich, dal mehr Verzerrungskomponenten als Veschie-
bungskomponenten vorhanden sind. Um eine eindeutige Beziehung fiir die Verschiebungen zu er-
halten, muf3 eine weitere Beziechung geschaffen werden, die man Kompatibilitits- bzw. Vertriglich-
keitsbedingung nennt. Fiir den hier betrachteten 2-D-Fall (x-y-Ebene) bleibt folgende Vertraglich-
keitsbeziehung erhalten:

oy, 0¢ ¢

= ~ o+ . 2-11
Oox 0y 0x’ 0y’ ( )

Dieser ist durch eine ebene Dehnung mit e. = .. = y,. = 0 gekennzeichnet.

Stoffgesetz
Den einfachsten Zusammenhang findet man im 1-D-Fall und ist allgemein als Hooksches Gesetz in
der Technischen Mechanik bekannt und lautet:

o=E¢ (2-12)

Entsprechendes muf3 auch im mehrdimensionalen Zustand gelten. Aus diesem lassen sich besondere
Stoffgesetze herleiten, von denen der ebene Spannungszustand der wohl wichtigste ist. Auch hier
gelten die dargestellten Zusammenhénge wieder fiir die x-y-Ebene.
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Ebener Spannungszustand (ESZ)
Der ESZ ist als Sonderfall zu verstehen, bei dem die Abmessung in z-Richtung (Dickenrichtung)
sehr viel kleiner ist als die Abmessungen in den anderen Richtungen. Daher kann angenommen

werden, dass folgende Spannungskomponenten zu Null werden:

zz yz zx

Fiir den ebenen Spannungszustand ergibt sich in Matrixschreibweise folgendes System:

o 1 v 0| ¢

o, |= " E v 1 0] ¢, (2-14)
—Vv _
Ty 0 0 YV lry
— 2 —
a — ¢

Il &=y

£, | 1 -V 0) (o,
& | = Z -v 1 0|0, (2-15)
Yy 0 0 20+v)) |z,

— E—I_F —

Das Gegenteil des ebenen Spannungszustandes ist der ebene Dehnungszustand, der im folgenden
kurz dargestellt ist.

Ebener Dehnungs- bzw. Verzerrungszustand (EVZ)
Der EVZ ist ein Sonderfall, bei dem die folgenden Dehnungen/Verzerrungen zu Null angenommen
werden kénnen:

gz:yyz:?/zx: 0 (2_16)

Dies ist dann der Fall, wenn es sich um dicke Bauteile handelt, bei denen angenommen werden
darf, daB3 eine Dehnungsbehinderung quer zur Ebene auftritt. In Matrixschreibweise 148t sich dann
folgendes schreiben:

&y (1 - v) -V 0)(o,
g, | = HTV v (1-v) oo, 2-17)
Vi 0 0 2\,
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Die inverse Beziehung lautet

o, E (l—v) 1% 0 £,
= 1- 0 2-18
S (T ) (1-v) ol (2-18)
r 0 0 Y xy
— 2 —

2.1.2 Lodsungsmethoden

Eine geschlossene Losung, die alle Gleichungsgruppen vollstindig beriicksichtigt, ist selten. Fiir
ebene, zweidimensionale Probleme, auch Scheibenproblem genannt, ist speziell die Methode der
Spannungsfunktionen sehr vorteilhaft. Es gibt mehrere Arten von Spannungsfunktionen (z. B. die
Airysche Spannungsfunktion); hier soll im folgenden die komplexe Spannungsfunktion dargestellt
werden, zum einen die allgemeine Funktion von Kolosov und Muschelischwili, zum anderen die
spezielle, komplexe Spannungsfunktion nach Westergaard.

Komplexe Spannungsfunktion von Kolosov und Muschelischwili

Dieses Losungsverfahren stellt nach Hahn [15] das wichtigste dar, um ebene Elastizititsprobleme
bei kompliziert berandeten Korpern zu 16sen. Die Entwicklung stammt von Kolosov aus dem Jahre
1909 und wurde von Muschelischwili weiter ausgebaut und auf eine Vielzahl elastizititstheoreti-
scher Probleme angewendet, [21]. Die Spannungs- und Verschiebungskomponenten werden dabei
als Funktion der komplexen Variablen

z=x+iy=re'?’ (2-19)
bzw. der konjugiert komplexen Variablen
z=x—iy=re '’ (2-20)

aufgefal3t. Es 148t sich zeigen, da3 Losungen der Grundgleichungen des ESZ und EVZ aus nur zwei
komplexen Funktionen @ (z) und ¥ (z) konstruiert werden konnen. Der Zusammenhang von Span-
nung und Verschiebung mit ihren kartesischen Komponenten ist durch die Kolosovsche Formeln
gegeben:
o,+to, =2[€Z5’ (z) + @' z]
o~ +2ir, =2z 0" (z) + ¥'(2)] (2-21a)

2G(w+iv)=x® (z) - 20" (z) - ¥(2)
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mit

(2-21b)

Komplexe Spannungsfunktion von Westergaard

Die komplexe Spannungsfunktion von Westergaard stellt einen Spezialfall der allgemeinen Losung
von Kolosov und Muschelischwili dar, die aus einer einzigen komplexen Spannungsfunktion ¥ be-
steht. Fiir diese gelten mehrere Einschriankungen. Insbesondere muf3 der betrachtete Rif3 auf der
Achse y = 0 liegen und das Problem mul} symmetrisch zur x-Achse sein.

Diese spezielle Funktion ¥ lautet dann:

W=ReZ+ylmZ (2-22)
Dabei hat die Funktion Z folgenden Aufbau:

Z(z)=ReZ+ilmZ (2-23)
mit der komplexen Variablen

zZ=Xx+1Iy
Die Funktion Z(z) ist eine analytische Funktion der komplexen Variablen z und es muf3 gelten

22 _7 ﬂ:Z dZ _

— =7 2-24a), (2-24b), (2-24
dz dz dz ( ) ( ) ( 2

Weiterhin muB sie den Cauchy-Riemannschen-Bedingungen gentigen

OReZ o0lmZ az
= =Re—
0x oy dz
(2-25)
olm~Z OReZ az
= — =Im—
0x oy dz
Dann ergeben sich fiir die Spannungen folgende Ausdriicke:
oc,=ReZ-yImZ'
o,=ReZ+ylmZ’ (2-26)

r,=—-yReZ

Die Gleichungen (2-26) sind allgemeine Losungen und liefern fiir jede Funktion Z(z) die Spannun-
gen. Mit diesen Gleichungen konnen nun verschiedene Spezialfille berechnet werden.



