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Einleitung und MotivationDie Dihtefunktionaltheorie (DFT) hat seit den grundlegenden Arbeiten von Ho-henberg, Kohn und Sham [1, 2℄ ein weites Feld neuer Anwendungen, anfangs inder Physik, später durh die Entwiklung der Gradientenkorrekturen von Beke[3, 4℄ auh zunehmend in der Chemie, erö�net. Durh die rasante Steigerung derRehenleistung der Computer in den letzten Jahren und Jahrzehnten und durheine Reihe e�zienter Methoden und Näherungen der Theorie, haben sih dieMöglihkeiten der Computational Chemistry (CC) und der Computational Phy-sis (CP) enorm erweitert und sie zu einem dritten Standbein neben Theorie undExperiment gemaht.Motivation und Ziel dieser Arbeit ist es, die Anwendbarkeit der Dihtefunk-tionaltheorie auf groÿe Systeme zu verbessern, und die Möglihkeiten der Me-thode und der rehnergestützten Untersuhung physikalisher und hemisherEigenshaften zu erweitern. Während numerishe Methoden in der theoretishenPhysik und Chemie gang und gebe sind - viele Zweige der Theorie regelrehtdavon abhängen - setzt sih am anderen Ende des Spektrums wissenshaftliherArbeit bei vielen Experimentatoren erst langsam die Erkenntnis durh, dass dieWerkzeuge der CP und CC eine groÿe Hilfe sein können. Einen besonders groÿenEin�uÿ auf diese Entwiklung hat die Dihtefunktionaltheorie in den letzten 15Jahren in der Chemie genommen.Die Entwiklung der Funktionale begann mit der lokalen Dihteapproximation(Loal Density Approximation, LDA) für den Austaush von Slater 1950 und fürdie Korrelation von Wigner 1934 [5, 6℄, und hat seither eine kaum zu überblikendeZahl an Funktionalen hervorgebraht.Die gröÿte Herausforderung der Dihtefunktionaltheorie stellt die Tatsahedar, dass keine mathematish fundierte Methode existiert, Funktionale shrittwei-se zu verbessern. Korrekturen zu bestehenden Funktionalen können niht syste-matish hergeleitet werden. John Perdew hat eine physikalish motivierte �Leiter�formuliert, die eine Reihenfolge der Qualität von Funktionalen anhand physika-lisher Eigenshaften aufzeigt:Funktional hängt ab von:1. lokaler Dihte: LDA 1



2 Einleitung und Motivation2. zusätzlih vom Gradienten der Dihte: GGA3. zusätzlih von der kinetishen Energiedihte: meta-GGA4. zusätzlih von den besetzten Orbitalen wie etwa von dem exakten Aus-taush5. zusätzlih von den unbesetzten Orbitalen (und somit von allen Orbitalenan allen Punkten im Raum): beispielsweise Random Phase Approximation(RPA)Die Entwiklung geht dabei von lokalisierten zu niht-lokalisierten Dihten,aber auh zu höheren Rehenzeiten und gröÿerer Genauigkeit.meta-GGAs sind seit kurzem, insbesondere durh das ohne empirishe Para-meter auskommende TPSS [7℄, verfügbar. Hybridfunktionale wie B3-LYP, die eineBeimishung des exakten Hartree-Fok (HF) Austaushes beinhalten, kann manals Mishung der 2. mit der 4. Stufe von Perdews �Leiter� ansehen. Sie liefern imMittel ähnlih gute Ergebnisse wie meta-GGAs, wie zahlreihe Vergleihe in derLiteratur zeigen, benötigen aber ein mehrfahes an Rehenzeit. B3-LYP ist zurZeit das meistbenutzte und weitverbreitetste Funktional in der Quantenhemie.Die ursprünglihe Aufteilung des Hamiltonians des Kohn-Sham Formalismusrihtete sih nah dem Vorhandensein des expliziten Ausdruk der Elektronen-dihte. Terme, die die Dihte direkt beinhalteten, wurden in der gleihen Formwie bisher in der Fok bzw. Hartree-Fok Theorie beibehalten (kinetishe Ener-gie, Wehselwirkung mit den Kernen und Hartree-Term). Der Austaush unddie Elektronenkorrelation wurden durh das Austaush-Korrelations-Funktionalbeshrieben, auh weil es keine Möglihkeit gab, diese direkt durh die Dihteauszudrüken.Es gibt inzwishen aber Hinweise darauf, dass der exakte Austaush mit Kohn-Sham Orbitalen die Selbstwehselwirkung des Hartree-Terms auh in der Dih-tefunktionaltheorie korrigiert [8℄, so dass dieser Term den exakten Austaushdarstellt, und dafür prinzipiell keine Approximationen mehr nötig wären.Naturgemäÿ gilt das niht für die Korrelation - und hier maht sih eine dergrundlegenden Eigenshaften der bisherigen Funktionale (negativ) bemerkbar:Austaush- und Korrelationsterme haben teilweise asymptotishe Verhalten, diedenen des exakten Funktionals widersprehen. Lediglih die Kombination allerTerme führt zu einer intrinsishen Fehlerkorrektur mit dem Resultat erstaun-lih guter Ergebnisse für sehr viele physikalishe Eigenshaften wie Energien undGeometrien sowohl des Grundzustandes als auh angeregter Zustände [9℄. Diesgilt insbesondere für Hybridfunktionale, die auh zweite Ableitungen erstaun-lih gut beshreiben (beispielsweise NMR Vershiebungen bei Übergangsmetallen[10, 11℄).Hybridfunktionale und Funktionale mit vollem exaktem Austaush haben ge-genüber GGAs und meta-GGAs den Nahteil eines erheblih gröÿeren Rehen-aufwands. GGAs mit RI-J Näherung inklusive Multipolentwiklung sind sowohl



Einleitung und Motivation 3von der Skalierung als auh von dem Vorfaktor her gegenüber den Funktionalenmit HF-Austaush eine Gröÿenordnung e�zienter. Insbesondere für Anwendun-gen, die Systeme in Nanometer-Bereih untersuhen, und für Proteine und derenaktive Zentren, ist DFT geeignet bzw. die einzig anwendbare niht voll empirisheMethode.Sowohl für die weitere Entwiklung der DFT als auh für eine Reihe von Eigen-shaften, die mit Hybridfunktionalen genauere Ergebnisse liefern als GGAs, istdie e�ziente Berehnung des HF-Austaushes eine grundlegende Voraussetzung.Der in dieser Arbeit behandelte Ansatz, das Potential zur Berehnung desHF-Austaushes zu dämpfen, um langreihweitige Wehselwirkungen zu unter-drüken, kann als Grundlage sowohl für e�ziente Anwendungen von Hybrid-Funktionalen als auh für weitere Entwiklungen von Funktionalen der 4. Stufevon Perdews Leiter dienen.Der Aufbau dieser Arbeit ist wie folgt:Im ersten Kapitel werden kurz die Grundlagen wiedergegeben, es sind diesHartree�Fok und Dihtefunktionaltheorie. Weiterhin werden die Typen von Funk-tionalen beshrieben, insbesondere jene, die in dieser Arbeit Anwendung gefundenhaben.Kapitel 2 stellt den Ansatz des gedämpften Potentials vor und zeigt, wie mite�zienten analytishen Integralroutinen der exakte Austaush näherungsweiseberehnet werden kann. Auÿerdem wird gezeigt, wie durh Ausnutzung bestimm-ter Eigenshaften die Berehnung der Coulombenergie durh die RI-J Näherunge�zienter gemaht werden kann, ohne Genauigkeit einzubüÿen.Kapitel 3 enthält ausführlihe Testrehnungen des gedämpften Austaushpo-tentials, um die Eignung für Energie- und Strukturberehnungen zu testen.In Kapitel 4 werden Berehnungen der Nitrogenase als eine der Anwendungen,für die die Dihtefunktionaltheorie prädestiniert ist, vorgestellt.



4 Einleitung und Motivation



Kapitel 1Grundlagen
1.1 EinheitenSoweit niht anders angegeben werden in dieser Arbeit atomare Einheiten (a.u.)verwendet.Fundamentale Gröÿen sind dabei die Elektronenmasse me (= 1 a.u.), die Elek-tronenladung e (= 1 a.u.), das Plankshe Wirkungsquantum h ( ~= 1 a.u.) unddie Dielektrizitätskonstante ǫ0 (4πǫ0= 1 a.u.)Abgeleitete Gröÿen sind die Energie (1 a.u. = 1 Hartree = 4.3597*10−18 J =27.211 eV = 2625.5 kJ/mol), die Länge (1 a.u. = 1 a0 = 52.9177*10−12 m) unddie Lihtgeshwindigkeit ( = α = 137.036 a.u.).1.2 HamiltonoperatorDer Hamiltonoperator H eines Systems von Kernen und Elektronen besteht ausder Summe der Terme für die kinetishe Energie der Kerne (TN) und die derElektronen (Te), aus der anziehenden Coulomb Wehselwirkung zwishen denKernen und den Elektronen (VNe), und aus den repulsiven Wehselwirkung derKerne untereinander (VNN) und der Elektronen untereinander (Vee):

H = TN + Te + VNe + VNN + VeeDurh den Untershied der Massen ist es sinnvoll, die Kerne in einem mittlerenFeld der Elektronen zu betrahten, während der Hamiltonoperator der Elektro-nenbewegung die Kernkoordinaten nur parametrish, d.h. als Konstanten, ent-hält.Die adiabatishe oder Born-Oppenheimer Näherung besteht darin, die Wel-lenfunktion als Produkt der Elektronen-Wellenfunktion Ψe(~ri, ~Rj) und der Kern-Wellenfunktion ΨN(~Rj) zu shreiben. Entsprehend kann der Hamiltonoperatoraufgeteilt werden in 5



6 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN
H = He + HN .Bei diesem Ansatz wird die Elektronen-Phononen Wehselwirkung vernah-lässigt. Durh Lösung der elektronishen Shrödingergleihung ist es möglih, dieBewegung der Kerne im Potential der Elektronen zu betrahten, um so beispiels-weise Minimum-Strukturen, Rotations- und Shwingungsspektren zu bestimmen.Dies ist eine etablierte und vielfah angewandte Methode, die hier niht weitererörtert werden soll.Die Lösung der Shrödingergleihung des elektronishen Hamiltonoperators

He = Te + VNe + Vee

He = −1

2

N
∑

i=1

∇2
i −

N
∑

i=1

M
∑

A=1

ZA

riA
+

N
∑

i=1

N
∑

j<i

1

rij
(1.1)stellt die gröÿere Herausforderung dar und läÿt sih nur durh eine Reihe vonApproximationen bestimmen - abgesehen vom zwei-Teilhen Problem des Was-sersto�atoms.Da in dieser Arbeit der Hartree�Fok (HF) Austaush für Dihtefunktional-methoden (DFT) benutzt und modi�ziert wird, soll hier kurz auf beide Nähe-rungsmethoden (HF und DFT) eingegangen werden.1.3 Hartree�FokEine ausführlihe Beshreibung und Herleitung der Hartree�Fok Näherung �n-det man in den Lehrbühern [12�14℄, so dass hier nur eine kurze Einführungangegeben werden soll.Setzt man als Wellenfunktion Ψ0 eine einzelne antisymmetrishe Slater- De-terminante von Einteilhen-Spinorbitalen χ ein, erhält man

|Ψ0〉 = det (χ1χ2...χN ) (1.2)mit N als Zahl der Orbitale und dem Eigenwert
E0 = 〈Ψ0|H|Ψ0〉. (1.3)Die Energie ist dabei ein Funktional der Wellenfunktion, so dass die Variationder Spinorbitale χi unter der Nebenbedingung der Orthonormalität der χi

〈χi|χj〉 = δij (1.4)zu den Hartree�Fok Gleihungen führt:
f̂ |χi〉 = ǫi|χi〉 (1.5)



1.3. HARTREE�FOCK 7mit dem Einteilhen Fokoperator
f̂(1) = ĥ(1) +
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Ĵj(1)− K̂j(1), (1.6)der kinetishen Energie des Elektrons 1 und dem Potential der Kerne am Ort vonElektron 1
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(1.8)und dem Austaush Operator

K̂j(1)|χi(1)〉 =

∫

d~r2

χ∗
j (2)χi(2)

r12
|χj(1)〉. (1.9)Als |χi〉 wurden dabei die kanonishen Orbitale gewählt, d.h. diejenigen Or-bitale, die die Fokmatrix diagonalisieren:

〈χi|f̂ |χj〉 = εiδij . (1.10)Dies kann durh eine unitäre Transformation U erreiht werden, da der Fok-operator hermitesh ist und die Energie und die Orthonormalität dadurh inva-riant gegenüber unitären Transformationen sind. Die Spinorbitale werden Mole-külorbitale (MO) genannt.Durh das Variationsprinzip ist sihergestellt, dass für jede beliebige Wellen-funktion Ψ gilt:
〈Ψ|H|Ψ〉 ≥ E0 (1.11)mit der exakten Hartree�Fok Grundzustandsenergie E0.Die HF-Gleihungen beshreiben also ein Teilhen in einem e�ektiven Poten-tial:
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φi(~r) = ǫiφi(~r). (1.12)mit dem e�ektiven Potential
veff(~r) = v(~r) +

∫
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|~r − ~r′|d~r
′ + vX . (1.13)und dem Austaushpotential vX .



8 KAPITEL 1. GRUNDLAGENSCFUm zu einer Lösung der Hartree�Fok Gleihungen für Moleküle zu kommen,müssen die MOs durh eine Basis beshrieben werden. Übliherweise werden dazuN Basisfunktionen, die an den Atomkernen zentriert sind, benutzt: LCAO Ansatz(linear ombination of atomi orbitals)
|χi〉 =

N
∑

µ=1

Cµi |φµ〉. (1.14)Der Einfahheit halber wurde hier der Spinindex weggelassen. Die Spinorbitalesollen die gleihe Ortswellenfunktion haben, so dass jedes χi zwei Elektronenbeshreibt. Dieser als RHF (restrited Hartree�Fok) bezeihnete Ansatz lässtsih natürlih nur bei gerader Elektronenzahl realisieren. Gleihung (1.6) wirddadurh modi�ziert, dass Ĵj(1) mit einem Faktor 2 multipliziert wird.Eine vollständige Basis würde die MOs exakt beshreiben, man ist für die ei-gentlihe Berehnung jedoh auf eine endlihe Basis beshränkt. Die Energie, dieaus HF für eine vollständige Basis folgt, wird als Basissatzlimit bezeihnet undstellt das optimale Ergebnis der Näherung dar. Durh (1.11) führt eine (sinnvol-le) Vergröÿerung der Basis zu einer besseren Energie. Dies sei hier nur erwähnt,weil das Basissatzlimit in der Dihtefunktionaltheorie, wie sie für Anwendungenbenutzt wird, niht diese Eigenshaft besitzt, man dort also durh eine gröÿereBasis niht automatish bessere Energien erhält, die der tatsählihen Grundzu-standsenergie näher ist.Setzt man den Ansatz (1.14) in die Hartree�Fok Gleihungen ein, multipli-ziert von links mit der Basisfunktion φµ, erhält man mit der Fokmatrix F

Fµν = 〈φµ|f̂ |φν〉 (1.15)statt einer Integral/Di�erential-Gleihung eine Eigenwertgleihung für die Fok-matrix F, die sog. Roothaan Gleihung:
N
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SµνCνi (1.16)mit der Überlappungsmatrix S, die für den allgemeinen Fall von niht-orthogonalenBasisfunktionen auftritt
Sµν = 〈µ|ν〉.

N bezeihnet hier die Zahl der Basisfunktionen und damit auh der Molekülor-bitale. Die Eigenwertmatrix ǫ ist dabei im kanonishen Fall eine Diagonalmatrixder Orbitalenergien ǫi.Setzt man den LCAO Ansatz (1.14) in die De�nition der Dihte ρ(~r) ein,erhält man einen Ausdruk für die Dihtematrix D im RHF Fall:


