Kapitel

Einleitung

Das Studium der elementaren Bausteine der Materie und ihrer Wechselwirkungen gehort seit
jeher zu den bedeutenden Schwerpunkten der empirischen Naturwissenschaften, insbesonde-
re der Physik, mit weitreichenden Konsequenzen nicht nur fiir die Wissenschaft selbst, sondern
auch fiir unser Alltagsleben. Seit der experimentellen Verifikation der Kornigkeit der Materie,
i.e. dem Nachweis einer inneren Struktur der Atome (speziell der Atomkerne) zu Beginn des
20. Jahrhunderts, sind verschiedenste Experimente erdacht worden, die sich zundchst der Be-
stimmung der charakteristischen Eigenschaften dieser Kernbausteine (Nukleonen) widmeten.
Dazu zdhlen auch die Versuche von Isaac Isidor Rabi und seinen Mitarbeitern an der Colum-
bia University (USA), die mit Hilfe der als ,molecular beam magnetic resonance” bezeichne-
ten Methode zur Untersuchung von Molekiilwechselwirkungen erstmalig das physikalische
Phanomen der Kernspinresonanz ausnutzten [1]. Die Weiterentwicklung dieser Methode, fiir
die Rabi 1944 den Nobelpreis fiir Physik erhielt, miindete in der ersten Beobachtung der Kern-
spinresonanz in Fliissigkeiten und Festkorpern durch die US-amerikanischen Arbeitsgruppen
Purcell, Torrey und Pound [2] am Massachussets Institut of Technology, Cambridge einerseits
sowie Bloch, Hansen und Packard [3] in Stanford andererseits. Die voneinander unabhangi-
ge Entdeckung von Bloch und Purcell wurde 1952 ebenfalls mit dem Nobelpreis fiir Physik
gewiirdigt und markiert die Geburtsstunde der NMR!. Abbildung 1.1 zeigt Ergebnisse aus
den historischen Originalmessungen von Rabi und Bloch.

Neben der Entdeckung des grundlegenden Effekts der Kernspinresonanz, bei dem die
Absorption und Emission elektromagnetischer Strahlung an Kernen in einem starken exter-
nen Magnetfeld beobachtet wird, initiierte die Beobachtung, dafs Kerne innerhalb eines Mo-
lekiils Energie bei verschiedenen Resonanzfrequenzen absorbieren (Proctor und Yu [4], Dickin-
son [5]), die Entwicklung der sogenannten NMR-Spektroskopie. Das gemessene Resonanz-
spektrum basiert dabei auf dem als chemische Verschiebung (cs, engl. chemical shift) bezeich-
neten Effekt und wird verursacht durch die den Kern umgebenden Ladungsverteilungen, die
zu einer Verdnderung des effektiven Magnetfelds am Ort des Kerns beitragen.

Verglichen mit anderen spektroskopischen Methoden hat die NMR trotz ihrer relativen
Unempfindlichkeit? nicht nur in der chemischen Analytik, sondern auch in der Medizin und
den Materialwissenschaften einen weiten Anwendungsbereich gefunden. Speziell in der Me-

Neben der Abkiirzung NMR (Kernspinresonanz, engl. Nuclear Magnetic Resonance) hat sich vor allem im
medizinischen Sektor die Abkiirzung MR (Magnetresonanz, engl. Magnetic Resonance) etabliert.

Diese Unempfindlichkeit ist eine direkte Konsequenz der geringen Energiedifferenz der zuldssigen Zustinde
mit Magnetquantenzahl m = +1/2 (z.B. fiir Protonen). Die daraus resultierende Differenz in den Besetzungszahlen
liegt bei Raum- bzw. Kérpertemperatur und den in dieser Arbeit verwendeten Feldstarken im Bereich von 3 - 107°.
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Abbildung 1.1: Grundlegende Arbeiten von Rabi [1] und Bloch [3] zur Kernspinresonanz.
Links: Die dargestellte Kurve zeigt die LiCl-Strahlintensitidt in Abhédngigkeit der eingestell-
ten Magnetfeldstdarke. Anhand der (kalibrierten) Resonanzlinie kann das kernmagnetische Mo-
ment von ” Li berechnet werden (Details siehe [1]). Rechts: Die vier gemessenen Zeitsignale der
Wasserprotonen variieren je nach ,effektiver” Relaxationszeit (Details siehe [3]).

dizin und der medizinischen Grundlagenforschung liegt der Hauptgrund dafiir in den nicht-
invasiven und nicht-destruktiven Anwendungsmoglichkeiten der Methode, die sie als beson-
ders geeignet fiir Messungen am lebenden Organismus (in vivo) auszeichnet. Die Entdeckung
durch Damadian [6] im Jahre 1971, daf’ sich die gemessenenen Relaxationszeiten von Tumorge-
webe signifikant von normalem Gewebe unterscheiden, legte den Schlufs nahe, daff die NMR
einen medizinisch diagnostischen Wert haben konnte. Weitere Beitrdge von Lauterbur [7] und
Mansfield [8] (Nobelpreis fiir Medizin 2003) sowie Ernst [9] fithrten zu einer rasanten Weiter-
entwicklung der NMR in Richtung in vivo NMR-Bildgebung (MRI, engl. Magnetic Resonance
Imaging), die heute zu einer medizinischen Routine-Anwendung geworden ist. Die Bedeutung
der Kernspinresonanz fiir die Wissenschaften und fiir den Alltag wird auch anhand der mitt-
lerweile recht umfangreichen Liste der auf diesem Gebiet mit dem Nobelpreis ausgezeichneten
Wissenschaftler deutlich, die in Tabelle 1.1 aufgefiihrt sind.

[ Name Beitrag Jahr  Bereich ]

Isidor Isaac Raabi fiir die von ihm zur Aufzeichnung der magnetischen 1944  Physik
Eigenschaften von Atomkernen entdeckte Resonanzmethode

Felix Bloch, fiir ihre Entwicklung verfeinerter und vereinfachter Methoden 1952 Physik

Edward Mills Purcell ~ zur Messung magnetischer Kraftfelder im Atomkern

Richard R. Ernst fiir seine Beitrage zur Entwicklung der hochauflésenden 1991  Chemie
Kernresonanzspektroskopie, einer Methode zur Analyse von Molekiilstrukturen

Kurt Wiithrich fiir seine Entwicklung der kernmagnetischen Resonanzspektroskopie 2002  Chemie

zur Bestimmung der dreidimensionalen Struktur von biologischen

Makromolekiilen in Losung

fiir ihre Entdeckungen in Bezug auf die 2003  Medizin
Abbildung mit Magnetresonanz

Paul C. Lauterbur,
Sir Peter Mansfield

Tabelle 1.1: Zeitlich geordnetete Nobelpreistrageriibersicht (bis 2003) mit relevanten Beitrdgen
zur Kernspinresonanz und Magnetresonanztomographie.

Gegenstand dieser Arbeit ist die Entwicklung schneller Verfahren zur in vivo MR spek-
troskopischen Bildgebung fiir Protonen (*H). Im Gegensatz zu den sogenannten Einvolumen-
Methoden (single voxel methods) der NMR-Spektroskopie, in denen nur die aus einem Volu-
menelement (voxel) stammenden Signale detektiert werden, konnen in der spektroskopischen



Bildgebung (SI, engl. Spectroscopic Imaging) die gemessenen Signale durch eine entsprechen-
de Ortskodierung verschiedenen Subvoxeln, die innerhalb des durch die Anregung selektier-
ten Volumens liegen, zugeordnet werden. Die erreichbare Ortsauflosung ist in beiden Féllen im
wesentlichen durch die intrinsisch geringe Empfindlichkeit der NMR-Spektroskopie begrenzt,
die ihrerseits von der kernspezifischen Empfindlichkeit und der Konzentration der zu unter-
suchenden Stoffwechselprodukte bestimmt wird. Neben den in dieser Arbeit durchgefiihrten
in vivo Untersuchungen am Gehirn mit Hilfe der Protonen-NMR-Spektroskopie werden in der
medizinischen Forschung dariiberhinaus auch Untersuchungen auf der Grundlage weiterer
Stabilisotope wie beispielsweise '3C oder 3'P durchgefiihrt. In Tabelle 1.2 wird die auf Pro-
tonen bezogene isotopenspezifische Empfindlichkeit S; bei konstanter Stirke des Hauptma-
gnetfeldes By fiir verschiedene NMR-aktive Kerne dargestellt. Aufgrund des quadratischen
Zusammenhangs [10] zwischen Signalstdrke S und Feldstdarke By kommt dem Einsatz starker
Magnetfelder in der NMR-Spektroskopie eine grofie Bedeutung zu?®.

[ Kern Anwendung ] Resonanzfrequenz vo [MHz]  a[%] Sy [%] |
TH MRI, Stoffwechsel 1/2 200,1 99,98 100
1BC Biosynthese (MRS) 1/2 50,2 1,1 0,018
OF MRI (Blutersatzstoffe), MRS (Tumortherapie) 1/2 188,2 100,0 83,0

2Na MRI (Gehirn) 3/2 52,9 100,0 9,0
slp Energiestoffwechsel (MRS) 1/2 81,0 100,0 6,6

Tabelle 1.2: in vivo Anwendungsbereiche und kernspezifische Empfindlichkeiten S), in Prozent
bei konstantem Magnetfeld By fiir eine Auswahl NMR-aktiver Kerne (Spinquantenzahl J),
bezogen auf Protonen. Die Resonanzfrequenz vy ist angegeben fiir eine Magnetfeldstirke By =
4,7T, a gibt die natiirliche Isotopenhdufigkeit an; zitiert nach [12].

Eines der Hauptanliegen bei der Entwicklung neuer Methoden zur lokalisierten NMR-
Spektroskopie ist die Maximierung des erreichbaren Signal-zu-Rauschverhéltnisses (SRV oder
SNR, engl. Signal-to-Noise Ratio) bei vorgegebener Gesamtmefszeit, die je nach Anwendung
variabel, im medizischen Einsatz jedoch sowohl aus Sicht des Patienten oder Probanden (Kom-
fort, Kosten, etc.) als auch aus mefStechnischer Sicht (Lokalisation, Vermeidung von Bewe-
gungsartefakten, etc.) moglichst gering sein sollte. Speziell im Falle der spektroskopischen
Bildgebung ist im Zusammenhang mit der Entwicklung neuer Mefsimethoden die Verringe-
rung der fiir eine Akkumulation benétigten Mindestmef3zeit von zentraler Bedeutung. In pha-
senkodierten klassischen SI-Experimenten (siehe Kapitel 3) ist diese Mindestmef3zeit durch die
Anzahl der Kodierschritte bestimmt. In der Regel ist dann bei hochdimensionalen (i.e. drei
Raumrichungen und eine spektrale Dimension) SI-Experimenten die Mindestmef3zeit mit der
Gesamtmefizeit identisch. Das Ziel bei der Entwicklung schneller SI-Methoden besteht konse-
quenterweise in der Reduzierung der Mindestmef3zeit. Dabei ist jedoch zu beachten, dafy durch
Anwendung einer schnellen SI-Methode zwar eine verbesserte zeitliche Auflosung ermdglicht
wird, gleichzeitig jedoch — falls sich das SRV pro Einheitsmef$zeit nicht verandert — Abstriche
beim zu erreichenden SRV zu erwarten sind. In vielen Fillen wird daher zwischen der benotig-
ten zeitlichen Auflsung einerseits und dem gerade noch akzeptablem SRV andererseits abge-
wogen.

Im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit steht die methodische Entwicklung und Optimie-
rung schneller spektroskopischer Bildgebungsverfahren, wobei ein besonderes Augenmerk
auf Methoden mit inhdrent hohem SRV gerichtet wird. Dazu zdhlen bereits etablierte RARE-

*Neben dem beschriebenen Zusammenhang zwischen Signalstirke und der Stirke des Hauptmagnetfeldes
ist jedoch zu beachten, dafl die entscheidende GrofSe fiir die Qualitdt einer Messung anhand des erreichbaren
Signal-Rausch-Verhiltnisses zu bestimmen ist. Abhidngig vom thermisch verursachten Spulenrauschen (Nyquist-
Rauschen) und dem Beitrag des Probenrauschens ergeben sich unterschiedliche Zusammenhinge zwischen SRV
und Magnetfeldstarke mit den Grenzféllen SRV ~ Bg /4 (NMR-Analytik) und SRV ~ By (in vivo Tomographie);
Details siehe [11] und in den folgenden Kapiteln dieser Arbeit.
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basierte spektroskopische Methoden wie auch eine neue Klasse von SI-Methoden auf der Basis
des Prinzips der Steady-State Free Precession. Nach der Diskussion der physikalischen Grund-
lagen der NMR, der Darstellung des apparativen Aufbaus und der Auflistung der in der in
vivo 'TH-NMR-Spektroskopie im Gehirn nachweisbaren Metabolite und deren physiologischer
Bedeutung in Kapitel 2 folgt in Kapitel 3 eine Ubersicht der Methoden und Techniken der
lokalisierten NMR-Spektroskopie und der als klassisch zu bezeichnenden spektroskopischen
Bildgebung. Auf eine vollstindige Darstellung aller Sachverhalte wird in diesem Zusammen-
hang im Sinne einer {ibersichtlichen und trotzdem konsistenten Beschreibung im Hinblick auf
die eigenen methodischen Beitrdge verzichtet. In Kapitel 4 werden die Methoden der schnel-
len spektroskopischen Bildgebung vorgestellt und anhand etablierter Verfahren der aktuelle
Stand der Technik erldutert. Der Schwerpunkt der Ausfithrungen liegt in der Darstellung der
Mechanismen, die den Methoden der Steady-State Free Precession (SSFP) zugrundeliegen.

Das Kapitel 5 behandelt schliefilich eine Reihe von selbstentwickelten Verfahren zur schnel-
len Proton-SI. Die in diesem Kapitel vorgestellten Verfahren zur Reduktion der Mindestmefszeit
verfolgen dabei zwei verschiedene, jedoch nicht zwingend komplementdre Ansatze: Einerseits
steht bei der Kombination der SSFP-basierten Sequenzen mit der aus der echo-planaren Bild-
gebung bekannten Technik die optimierte Datenakquisition im Mittelpunkt. Auf der anderen
Seite wird am Beispiel der als spectroscopic RARE bezeichneten Methode eine optimierte Da-
tenrekonstruktion vorgestellt, die ihrerseits eine Verringerung der erforderlichen Mindestmefs-
zeit in spectroscopic RARE Experimenten ermdoglicht.

Die Arbeit schliefst mit einem zusammenfassenden Ausblick auf Erweiterungsmoglichkei-
ten der vorgestellten Methoden und deren potentiellen Anwendungsgebieten.

Allgemeiner Hinweis: Die sprachliche Umsetzung der Ergebnisse dieser Arbeit, insbesondere die
Ubersetzung fremdsprachlicher, zumeist englischer Fachbegriffe gestaltet sich an einigen Stellen als
schwer losbare Aufgabe. Sofern es sich bei den englischen Begriffen um auch im deutschen Sprachraum
etablierte Fachtermini handelt, werden diese anstelle der Ubersetzungen verwendet. Dariiberhinaus
wird jedem Begriff zusitzlich eine addquate sprachliche Ubertragung ins Deutsche hinzugefiigt.



Kapitel

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die der Kernspinresonanz zugrundeliegenden physikalischen
Mechanismen eingefiihrt sowie die entsprechenden Grundbegriffe und Grundgleichungen
erldutert. Danach werden grundlegende Konzepte der MR-Bildgebung wie Ortskodierung und
k-Raum entwickelt, die in Kapitel 3 auf die spektroskopische Bildgebung {iibertragen wer-
den. Es folgt eine Ubersicht der apparativen Voraussetzungen zur Durchfithrung einer MR-
Messung. Dabei liegt der Schwerpunkt weniger in einer vollstindigen Darstellung der neue-
sten Hardware-Entwicklungen als vielmehr in einer Diskussion der allgemein und speziell fiir
diese Arbeit wichtigen Komponenten. Das Kapitel schliefst mit einer Auswahl wichtiger, auch
im Rahmen dieser Arbeit detektierten Metabolite sowie einem kurzen Abrif$ ihrer physiologi-
schen Bedeutung.

2.1 Kernspinresonanz

Der Ausgangspunkt bei der Beschreibung der physikalischen Grundlagen der Kernspinre-
sonanz liegt in einer addquaten mathematischen Formulierung der sogenannten Zeeman-
Wechselwirkung! des magnetischen Moments /i), eines Atomkerns? mit einem statischen ho-
mogenen magnetischen Feld EO, dessen Feldlinien ohne Beschrankung der Allgemeinheit par-
allel zur z-Achse des Laborsystems verlaufen magen. Der Kernspin I ist gemaf i, = ~vhl
an das magnetische Moment des Kerns gekoppelt, wobei das gyromagnetische Verhiltnis ~
fiir jedes Isotop eine charakteristische GroRe® darstellt. Fiir den Hamilton-Operator H dieses
quantenmechanischen Systems ergibt sich

H = —yhByl,. 2.1)

Dabei ist hI, gleich der z-Komponente des dem Kernspin zugeordneten Drehimpuls-Operators
I. Die beiden Energieeigenwerte dieses Systems, dessen zugehorige Zusténde fiir den Fall eines

Pieter Zeeman: niederlindischer Physiker (*1865, 11943), Physik-Nobelpreis 1902 zusammen mit H.A. Lorentz
als ,Anerkennung des aufserordentlichen Verdienstes, das sie sich durch ihre Untersuchungen tiber den Einfluf$ des
Magnetismus auf die Stahlungsphdnomene erworben haben”.

’Hier und im folgenden wird der Einfachheit halber vom Wasserstoffatomkern mit einem Proton, kurz 'H aus-
gegangen.

*Die Berechnung des magnetischen Moments ist fiir Elektronen inklusive der héheren Strahlungskorrekturen
im Rahmen der Quantenelektrodynamik (QED) vollstandig moglich, fiir Protonen (Wasserstoffkerne) ist diese Be-
rechnung aufgrund nicht-renormierbarer Divergenzen innerhalb der Quantenchromodynamik (QCD) nur im Falle
nicht-relativistischer Energien durchfiihrbar [13]. Es gilt: v/2m = 42,577TM Hz/T
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Abbildung 2.1: Grundlegende Mechanismen zur Kernspinresonanz: (a) Die sogenannte
Zeeman-Wechselwirkung bewirkt eine Aufspaltung der Kernspin-Energieniveaus, die ohne
ein dufieres statisches Magnetfeld B, entartet sind. Die Energiedifferenz betragt vhBy. Das
gezeigte Beispiel gilt fiir nicht-koppelnde Kernspins mit der Spinquantenzahl I = 1/2. (b)
Zum Aufbau einer Transversalmagnetisierung ist die phasenkohdrente Anregung des Spinsy-
stems (symbolisiert durch die einzelnen kernmagnetischen Momente [i;) erforderlich (rechts),
andernfalls ist die makroskopisch mefibare (also tiber das Spinensemble gemittelte) Magne-
tisierung M gleich Null (links). Da sich bei den induzierten Ubergingen zwischen den pha-
senkohérent iiberlagerten Zustdnden die magnetische Quantenzahl um +1 dndert, wird dieser
Vorgang auch als Ein-Quanten-Kohérenz (engl. single quantum coherence) bezeichnet.

nicht vorhandenen dufleren Magnetfeldes (i.e. keine Zeeman-Wechselwirkung) entartet sind,
ergeben sich zu +1/2vhB,, soda$ die Energiedifferenz AE der Zustande yhBy betragt (siehe
Abbildung 2.1a).

Bis hierhin ist lediglich die Beschreibung der Wechselwirkung eines einzelnen Atomkerns
mit einem statischen Magnetfeld behandelt worden. Die Beschreibung eines Vielteilchenpro-
blems* setzt dagegen den Einsatz statistischer Methoden zur Berechnung der Observablen des
makroskopischen Systems — im Fall der Kernspinresonanz ist das die makroskopische Magne-
tisierung M eines Spinensembles mit der Teilchendichte N — voraus:

=)

M = N~iSp (@I) 2.2)

Bei der Spur-Bildung des Dichte-Operators ¢ mit dem Spin-Operator I kann im thermischen
Gleichgewicht der fiir die sogenannte Hochtemperatur-Naherung® giiltige Boltzmann-Dichte-
Operator g) angesetzt werden:

1 KB, -
@o=<1+7 °I> 2.3)

2 kT ~*

Fiihrt man die Rechnung (1 ist der Einheitsoperator) weiter aus, ergibt sich bei den zur Zeit ver-
wendeten Feldstdrken von einigen Tesla ein relativer Besetzungsiiberschuf fiir das energetisch
giinstigere Niveau von etwa 3-10~°. Diese Differenz spiegelt im wesentlichen die intrinsisch ge-

‘Groenordnung Na = O(10%*); N4 ist die sogenannte Avogadro-Konstante und ist gleich der Anzahl von
Atomen bzw. Molekiilen in einer Stoffmenge von 1 mol.

°Die Boltzmann-Verteilung N exp(—AFE/kpT) kann fir AE < kpT (Hochtemperatur-Naherung) in eine
Taylor-Reihe entwickelt werden, wobei nur die ersten beiden Terme 1 — (AE/kpT) beriicksichtigt werden. Da-
beiist kg = 1,38 - 10723 JK ! die Boltzmann-Konstante.
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ringe Empfindlichkeit® der NMR-Methode wider. Es existiert jedoch eine Vielzahl an Ansitzen
und Methoden zur Steigerung dieser Empfindlichkeit. Dazu zédhlen Methoden zur Erh6hung
der erreichbaren Magnetisierung (z.B. Overhauser-Effekt [14], Probenkiihlung) oder zur indi-
rekten Detektion der NMR-Resonanz (z.B. Electron Nuclear Double Resonance ENDOR [15]),
die jedoch in vielen Féllen nur einen begrenzten Einsatzbereich in der in vivo NMR besitzen
oder zusétzliche Hardware erfordern.

Bis zu diesem Punkt ist lediglich der stationdre Zustand des Spinensembles eingefiihrt
worden. Die zeitliche Entwicklung des Systems kann jedoch darauf aufbauend mit Hilfe der
Liouville-von-Neumann-Gleichung’ berechnet werden

d, i1, -

7= %21, 24
sodaf man zundchst unter Vernachldssigung der Relaxation (siehe unten) und Berticksichti-
gung der Drehimpuls-Kommutatorrelation® die Bewegungsgleichung der Magnetisierung auf-
stellen kann:

d L
YN = AN x B 25
di M Bo (2.5)

Die transversale Komponente des Magnetisierung M vollfiihrt nach dieser Gleichung eine
Prizession um die Magnetfeldachse mit der charakteristischen Larmor-Frequenz’

wo = ’}/Bo. (26)

Dieses ist die Grundgleichung der NMR. Auf sie wird im Laufe dieses Grundlagenkapitels
noch an einigen Stellen zuriickgegriffen werden!?.

2.1.1 Hochfrequente Anregung

Voraussetzung fiir den Nachweis der Larmor-Prdzession, also der oben beschriebenen Préazes-
sion der Transversalmagnetisierung des Magnetisierungsvektors M um die Achse des Magnet-
felds, ist die Auslenkung der Magnetisierung aus der Gleichgewichtslage. Sie geschieht durch
hochfrequente Anregung der Protonenspins, wodurch entsprechende Uberginge zwischen
den beiden Energieniveaus induziert werden. Dieser Prozefs ist im Rahmen der zeitabhdngi-
gen quantenmechanischen Stérungstheorie berechenbar. Ausgehend von dem in Gleichung 2.1
eingefiihrten stationdren Hamilton-Operator wird durch die Applikation eines senkrecht zum

® Anmerkung: Die Begriffe Empfindlichkeit und Sensitivitdt werden im deutschen Sprachraum in der wissen-
schaftlichen Literatur oft synonym verwendet. Im Rahmen dieser Arbeit wird der Begriff Empfindlichkeit im Zu-
sammenhang mit der intrinsischen Empfindlichkeit der NMR-Methode verwendet, der Begriff Sensitivitit ist dage-
gen speziell als das auf die Wurzel der Akquisitionszeit normierte Signal-Rausch-Verhiltnis definiert (siehe nach-
folgende Kapitel).

7]oseph Liouville: franzgsischer Mathematiker (*1809, 11882); John von Neumann: ungarischer Mathematiker
und Physiker (*1903, 11957). Letzterer hat im Rahmen seiner Studien zur Quantenmechanik die obige Evolutions-
gleichung begriindet, die auf den von Liouville entwickelten algebraischen Konzepten beruht.

®Die entsprechende Kommutatorrelation fiir den Drehimpuls J; 18t sich mit Hilfe des vollkommen antisym-
metrischen e-Einheitstensors e;;, (1, falls Indizes zyklisch, —1 falls Indizes antizyklisch, 0 sonst) sehr kompakt
zusammenfassen zu [J;, J;] = iheijk Ji.

9Sir Joseph Larmor: irischer Physiker (*1857, 11942). Interessanterweise hat Max Planck bereits ein Jahr (1896)
vor Larmor die nach letzterem benannten Formeln zur Strahlungstheorie aufgestellt [16].

"Der im exakten Sinne zu verwendende Begriff der Kreisfrequenz w = 27v wird im folgenden stets verkiirzt als
Frequenz gefiihrt.



