2 Grundlagen

Die physikalisch-mathematischen Grundlagen zur Beschreibung aller bzgl. der Materie
makroskopischen elektrischen und magnetischen Phanomene bilden die Maxwellschen
Gleichungen, so auch fur die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen. Sie kdnnen
sowohl in integraler als auch, wie hier folgend, in differenzieller Weise notiert sein
[HeO01], [BI94], [Si73]:
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In (1) und (2) wird die Verkopplung des elektrischen mit dem magnetischen Feld (im
Folgenden werden auch die Abkirzungen E- und H-Feld benutzt) ausgedrickt, die bei
allen zeitlich veranderlichen Feldern auftritt. Die Quellen der elektrischen und
magnetischen Phanomene finden sich in den Gleichungen in Form der Stromdichte J
und der Raumladungsdichte p wieder. Diese Quellterme sind nicht unabhangig
voneinander, sondern werden durch die sogenannte Kontinuitatsgleichung (5)
miteinander in Zusammenhang gebracht und stellen die Anregung des betrachteten
Systems dar [He01], [BI94], [Si73].

dp
V-J=--L 5
J=-= (5)

Die Eigenschaften der Materie, in der sich die elektromagnetischen Phanomene
abspielen, werden durch drei Materialgleichungen (6), (7) und (8) beschrieben, die das
Verhaltnis von Flussdichte und Feld angeben. Im linearen Fall wird der Quotient aus
beiden fur das elektrische Feld mit ¢, fur das magnetische Feld mit p und fir das
Stromungsfeld mit k benannt. Diese bestehen im Fall des elektrischen und
magnetischen Feldes aus einer Naturkonstante (indiziert mit 0) und einer
materialabhangigen Konstante [BI94], [KU05].

D=g-g-E (6)
B= oy H (7)
J=x"E (8)
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Die relative Permittivitat € und die relative Permeabilitdt y, sind im Allgemeinen
frequenzabhangige GroRen. Sie kdnnen auch in komplexer Schreibweise dargestellt
werden, wobei dann der imaginare Teil die ohmschen Verluste des Materials angibt
[Hi66].

Nur bei isotroper Materie gibt es einen skalaren Zusammenhang zwischen Flussdichte
und Feld. Ist dies nicht gegeben, so werden ¢, Y, und K als Tensor, eine 3x3-Matrix,
angegeben, um den Materialeinfluss in alle drei Raumrichtungen zu beschreiben [Si73],
[Ka06].

2.1 Allgemeine Losungen der Maxwellschen Gleichungen

Wie bereits erwahnt, sind das E- und das H-Feld im zeitveranderlichen Fall miteinander
verkoppelt. Die mathematische Separation der dies beschreibenden Gleichungen ist
durch Uberfihrung in Differentialgleichungen zweiter Ordnung mdglich. Die Lésung
dieser Differentialgleichungen ist auf verschiedenen Wegen durchfuhrbar, wobei eine
Moglichkeit darin besteht, E und H von so genannten Potentialfunktionen abzuleiten
[HeO1], [Si73]. Dabei wird gemall (9) das H-Feld als Wirbel eines noch zu
bestimmenden Vektorpotentials A angenommen.

H=VxA 9)

Das Elektrische Feld fordert zusatzlich zu der zeitlichen Ableitung des Vektorpotentials
A noch die ortliche Ableitung eines noch zu bestimmenden skalaren Feldes ¢:

oA
= —Vd—pu_—
E=-Vé-u'S (10)

Das Einsetzen dieser Ausdricke in (1) und (2) fuhrt zu den Differentialgleichungen
zweiter Ordnung (11) und (12) fur A und ¢ [BI94], [Si73]. Dabei mussen spezielle
Eichbedingungen definiert werden, die einen Freiheitsgrad der Gleichungen reduzieren.
Sie sind bei Interesse in [He01], [BI94] oder in anderer Standardliteratur zu diesem
Thema nachzulesen.

-~ a_'A
VA-—ue——=-J 11
ue 272 (11)
o) 2@ P
Vi — _ _Fr 12
D - us 57 g (12)

Wie an dieser allgemeinen Schreibweise der Gleichungen zu erkennt ist, stellen die
Quellenterme die Inhomogenitaten der Differentialgleichungen dar. Es sind die
Stromdichte J und die Volumenladungsdichte p mit einem Vorfaktor. Sind diese Quellen
im gesamten betrachteten Gebiet bekannt, lassen sich (11) und (12) Uber das Coulomb-
Integral I6sen [He01], [BI94]:
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Das Integrationsvolumen V ist dabei das Gebiet, in dem J und p von Null verschieden
sind. Die Integranden in (13) und (14) sind Funktionen bezlglich des Raumes und der
Zeit, welche zusatzlich eine Retardierung erfahren, womit der Ausbreitung der Felder
mit endlicher Geschwindigkeit ¢ (Lichtgeschwindigkeit im Medium) Sorge getragen wird.
Der Nenner der Intergranden ist der Abstand zwischen Aufpunkt und Quellpunkt.
Gleichung (13) und (14) sind die allgemeinen Losungsformen, die von einer beliebigen
Quellverteilung im Freiraum ausgehen. In speziellen Fallen werden Integrand und
Integrationsgebiet an das gegebene Problem angepasst. Somit kdnnen die Integrale
durch Vorgaben, wie z.B. der Beschrankung auf dinne metallische Leiter o. A.
vereinfacht werden [Br85]. Die Losungen fur A und ¢ bestehen im Allgemeinen aus den
partikularen Ldsungen (13) und (14) und homogenen Lo&sungen, die Uber
mathematische Standardlésungswege gefunden werden koénnen [BI94]. Sind die
Potentiale A und ¢ gefunden, so lassen sich daraus E- und H-Feld dber (9) und (10)
berechnen.

2.2 Losungen der Maxwellschen Gleichungen flir spezielle
Geometrien

Die Berechnung von E- und H-Feld Uber den zuvor beschriebenen Losungsweg findet
meist nur in numerischer Software Anwendung, da dort die numerische Auswertung
nahezu beliebig komplexe Quellverteilungen zulasst. Eine rein analytische Betrachtung
ist meist schwierig oder sogar unmoglich [Br85]. Es gibt jedoch einige
Problemstellungen mit Randbedingungen, die sowohl eine analytische Betrachtung
unter bestimmten Vereinfachungen erlauben, als auch einen bedeutenden praktischen
Wert besitzen. Die beiden wichtigsten Geometrien, die in dieser Arbeit eine Anwendung
finden, sind dabei der transversalelektromagnetische Wellenleiter und die elektrisch
kurze Stabantenne.

2.21 Leitungswellenleiter - Modenausbreitung als Losung der
Maxwellschen Gleichungen

Der technisch bedeutendste Wellenleiter fir den unteren Frequenzbereich ist der
transversalelektromagnetische (TEM-) Wellenleiter, besonders der Koaxialleiter [Un91],
[Zi95]. Der ideale Zweidrahtwellenleiter besteht, wie in [KU05] definiert, aus zwei
unendlich langen parallelen raumlich getrennten ideal leitenden Leitungen mit
konstantem Querschnitt. Zusatzlich wird gefordert, dass ihr Abstand voneinander
wesentlich kleiner als die gefihrte Wellenlange ist, um dafir Sorge zu tragen, dass nur
TEM-Wellen transportiert und alle anderen Wellentypen (Moden) ausreichend gedampft
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werden [Un91]. Dieses theoretische Modell, welches zusatzlich streng genommen nur
fur unendlich lange Leitungen gilt, wird als Lecherleitung bezeichnet [Zi95]. Das
Ersatzschaltbild fur ein infinitesimales Stuck dz besteht nur aus zwei konzentrierten
Bauelementen: einer Langsinduktivitat L’dz und einer Parallelkapazitat C’dz [Un91]. Die
gestrichenen GrofRen weisen darauf hin, dass es sich um GréRen pro Langeneinheit
handelt. Fur Betrachtungen realer Zweidrahtleitung wird das Modell um die Elemente
R’dz und G’'dz erweitert, welche in Abbildung 1 die Leitungs- und dielektrischen Verluste
darstellen [Un91]. Sind Leitungsverluste vorhanden, wird genau genommen von einer
Quasi-TEM-Wellenausbreitung gesprochen: Das E-Feld erfahrt dann zuséatzlich eine
Feldkomponente in Ausbreitungsrichtung, diese muss jedoch klein gegenuber der
transversalen Feldkomponente sein [KU05]. Im Verlauf dieser Arbeit wird jedoch der
Einfachheit halber nur der Begriff ,TEM-...“ verwendet werden.

zZ

I(t,z)  L'dz Rdz It o)+ 81;& 2
— .1 2
(]([t Z) G'dZ C’dZ T [_/T(t, Z)+ a[’(tv :) d:

—

dz

z

Abbildung 1: Ersatzschaltbild eines infinitesimal kleinen Leitungstiickes dz eines realen TEM-
Wellenleiters, [Un91]

Die Wellenausbreitungsvorgange auf der Zweidrahtleitung gehorchen zwar den
Maxwellschen Gleichungen, jedoch wird die mathematische Herleitung aus dem
Ersatzschaltbild gewonnen und fuhrt auf Differentialgleichungen zweiter Ordnung far
Strom und Spannung, wie fur U beispielhaft in (15) gezeigt [Un91].

TUED _ 2y, 2 (15)
oz

Der Faktor y wird dabei als Ausbreitungskonstante bezeichnet und besteht wie in (16)
aus Real- und Imaginarteil. Dabei ist a die Wellendampfung, welche bei verlustlosen
Leitungen verschwindet und [ die Phasenkonstante, die die Phasenanderung bei
fortlaufender Welle entlang der Leitung beschreibt [Un91]. Die Kreisfrequenz ist mit w
gegeben.

y=((R'+ joL')(G'+ joC")y: = a+ jf (16)

Die Lésungen der Differentialgleichungen fiur U und | lauten [Un91]:

U(t, 2) = Uplt, 2)+ UAt, 2) = Uy - e 77D L [, - @75+ i@t (17)
und
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1 1
I(t, z) = Z Up(t, z)— Z Udt, z). (18)

Sie sind Uberlagerungen aus einer hinlaufenden Welle (indiziert mit h) und einer
ricklaufenden Welle (indiziert mit r). Der Quotient von U und | der hinlaufenden oder
der negativen rucklaufenden Welle wird als Leitungswellenwiderstand Z bezeichnet,
der, wie auch die Ausbreitungskonstante, eine in (19) gegebene Funktion der primaren
Leitungsparameter L', R’, G’ und C’ darstellt [Un91]. Die Verkopplung von hin- und
ricklaufender Welle wird Gber den Reflexionsfaktor r_ in (20) ausgedrtickt, wobei Z. der
Abschlusswiderstand der Leitung ist [Un91]. Ist dieser identisch dem Wellenwiderstand,
verschwindet die ricklaufende Welle und es wird von Anpassung gesprochen.

Z=(R +_]:&)L] (19)
G+ joC'

b=

ry = =7 =—-= (20)

S114 = 20-log(rr) (21)

In der Praxis wird die Reflexion oft Uber den Sqi-Parameter der Streumatrix wie in (21)
in logarithmischer Form angegeben [Sc84].

Das Stehwellenverhéltnis s in (22) ist der Quotient der maximalen zur minimalen
Spannungsamplitude auf der Leitung [Un91]. Das dies nur fur verlustlose Leitungen gilt,
verdeutlicht Abbildung 2.

Es gilt auch naherungsweise flr sehr kurze Leitungssticke, wenn davon ausgegangen
wird, dass a klein ist.

|Unl + |Uy| verlustlose Leitng Uppax
§=— =
|Unl = U] Unin

(22)

Es ist auch moglich, das Stehwellenverhaltnis aus dem Reflexionsfaktor auszudricken
und umgekehrt.

Der Koaxialleiter, eine Besonderheit der Zweidrahtleitungen, erzeugt beim
Leistungstransport ein E-Feld, welches radial vom Innen- zum Aul3enleiter zeigt und ein
H-Feld, das konzentrische Kreise zwischen diesen beiden mit dem Innenleiter im
Mittelpunkt bildet [Zi95]. Durch seine spezielle Leiteranordnung und im Idealfall
symmetrische Stromfuhrung gibt es kein Feld aul3erhalb des Doppelleiters.
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