Kapitel 1

Einleitung

Fir viele Probleme und Anwendungen im Gebiet der partiellen Differenti-
algleichungen ist ein Lebesgue-Raum L (f2,du) die natiirliche Biihne; als
Beispiele seien Erhaltungsgleichungen!, Populationsgleichungen? sowie die
(inhomogene) Wérmeleitungsgleichung

ou—Au=f,
bei der eine Losung
u : [0,00) x 2 — [0, 00), (t,z) — u(t,x),

eine von der Zeit ¢t abhdngige Wérmedichte u(t, -) und die Norm [u(t, -)|, die
Wiérmemenge beschreibt, angefithrt. Andererseits verhalten sich jedoch Hil-
bertraume in mancher Hinsicht besser als andere Banachraume; insbesondere
entwickelt hier die Spektraltheorie — vornehmlich durch den Spektralsatz —
ihre volle Kraft. Es ist daher oftmals von Vorteil, einen ,,Szenenwechsel“ vom
Banachraum L; in den Hilbertraum Ls vorzunehmen.

Im Umfeld der Warmeleitungsgleichung haben M. van den Berg und
E.B. Davies in [vdBD89] den Zusammenhang zwischen dem Widrmeinhalt
Qo und der Warmespur Zg, die wir sogleich definieren, einer offenen Menge
{2 C R” untersucht. Es bezeichne H, den Laplace-Operator mit (homoge-
nen) Dirichletschen Randbedingungen im Hilbertraum Ly ({2). Dann besitzt
die Halbgruppe (e~ #2%),5, einen Integralkern

0<ppé€e COO(Q X {2 % (0,00)),
den Wdrmeleitungskern. Wir nennen

Zo(t) := spure et = /ng(x,x,t) dV, € [0, o0]

Wergleiche beispielsweise [Lax73].
ZVergleiche etwa Abschnitt VI.1 in [EN0O].
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8 KAPITEL 1. EINLEITUNG

die Warmespur und
QQ(t) = / pQ(ﬂU, Y, t) dV(aﬁ,y) € [07 OO]
2%

den Warmeinhalt von (2 zur Zeit t > 0. In der Arbeit [vdBD89] vermuten
M. van den Berg und E.B. Davies, dass fiir t € [0, 00) genau dann Qg (s) < oo
fir alle s > ¢ gilt, wenn Zp(s) < oo fir alle s > t ist. Im Fall, wo Hp
kompakte Resolvente hat,® lasst sich dieses Problem auf die Aufgabe, die
L;-Norm von Eigenfunktionen von H(, durch ihre L,-Norm abzuschétzen,
zurtickfithren. In [vdBHV15] ist dies M. van den Berg, R. Hempel und J. Voigt
gelungen; tatsachlich erhalten sie nicht nur eine positive Antwort auf die
Vermutung aus [vdBD89], sondern sogar eine konkrete Abschitzung von Qg
durch Zg;* eine Abschiatzung von Zg durch Qg ist schon lianger bekannt.’
Die Bedeutung der L;-Abschatzungen ist aus den Gleichungen

0o 2
Qolt) =3 o™ (f,2eav) < e el

und .
Z_Q(t) = Z e_t’\’“
k=1

zu erkennen; dabei ist (@ )renw eine Orthonormalbasis bestehend aus reellen
Eigenfunktionen von Hy, zugehérig zur monoton steigenden Folge (Ag)ren
von (nicht-negativen) Eigenwerten von Hg.% Das Problem, einen Zusam-
menhang zwischen Wéarmeinhalt und -spur zu finden, wird hier also durch
einen Transfer vom Banachraum L;({2) in den Hilbertraum Lo ((2) gelost.
Wir bemerken, dass im Fall V({2) < oo die Schwarzsche Ungleichung die
L1-Abschatzung

[ule, @) < YV(2) - JulL, ), v e La(92),

liefert. Dies ist jedoch in zweierlei Hinsicht unbefriedigend. Erstens konnen
Wiérmeinhalt und -spur auch bei unendlichem Volumen endlich ausfallen;
vergleiche hierzu etwa die hornformigen” Bereiche, die beispielsweise in Ab-
schnitt 5 von [vdBD89] betrachtet werden. Zweitens ist der Faktor V(§2)'/2,

3Der Operator Hg kann auch dann kompakte Resolvente haben, wenn das Volumen
von {2 unendlich ist. Vergleiche hierzu Beispiel 1.8 in [vdBHV15].

“Vergleiche Theorem 5.1 in [vdBHV15].

®Vergleiche z. B. Lemma 2.6 in [vdBD89].

SVergleiche Gleichung (5.2) in [vdBHV15].

"Zusammenhingende Teilmengen des R” der Form

F= |J {a}xF(x), Fx)cR™,

z€[0,00)
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selbst wenn (2 endliches Volumen hat, oftmals zu grob, etwa wenn die be-
trachteten Funktionen ,,im Wesentlichen“ in einem kleineren Teilbereich von
(2 lokalisiert sind. In [vdBHV15] gelingt den Autoren erstmals eine Abschét-
zung

”¢”L1(9) <c ”ngLQ(Q) (A)

der L;-Norm von Eigenfunktionen @ von Hy,, die zu einem Eigenwert un-
terhalb des wesentlichen Spektrums von Hy, gehoren, bei der die Konstante
¢ durch spektrale Eigenschaften des Operators Hy, bestimmt ist — genauer
ist ¢ eine Funktion, die von dem Eigenwert A\, dem Spektrum o(Hg,) und
der Dimension v abhingt.® Wir bemerken, dass lediglich bei der Anwendung
auf Warmeinhalt und -spur, nicht jedoch bei der L;-Abschatzung von Eigen-
funktionen, die Kompaktheit der Resolvente vorausgesetzt wird. Weiterhin
sei bemerkt, dass die L;-Abschatzung das wohlbekannte Resultat

[91e () < ON"H Pl q) (B)

wobei Ho® = A® und C eine allein von der Dimension v abhangige Konstan-
te ist, komplementiert. Durch Gleichung (B) lasst sich durch Interpolation
tatsachlich ||y, ) fir beliebiges p € [2, 00] kontrollieren;” auBerdem erhélt

man mit (B) und der Abschatzung |\¢Hi2(m <|2|L 0 |Ply, ) eine untere
Schranke fiir die L;-Norm, namlich

19]5, (o) = CIAv |9] 5,0 -

Mit den Abschéatzungen (A) und (B) erhalten wir daher insgesamt erstens so-
wohl eine obere als auch eine untere Abschétzung von |®[, ) durch 2]y, o
und zweitens Kontrolle tiber die L,-Norm von @ fir alle p € [1, o0].

In [Vogl5] ist es H. Vogt, auf der Arbeit [vdBHV15] aufbauend, gelungen,
eine scharfere Li-Abschitzung zu gewinnen. Dabei betrachtet er allgemeiner
einen selbstadjungierten Operator H, der Erzeuger einer positiven stetigen
Halbgruppe ist, die durch die freie Warmehalbgruppe (e *#%"),~o dominiert
wird. Die Abschatzung gilt weiterhin nur fiir Eigenfunktionen zu Eigenwerten
unterhalb des wesentlichen Spektrums. Obschon in [Vogl5| Ergebnisse aus
der Theorie der Operatorhalbgruppen zum Einsatz kommen, gibt es auch
methodische Gemeinsamkeiten mit [vdBHV15]. In beiden Arbeiten besteht

wobei F'(z) C F(2') fir x > 2’ gelte und das Integral fOéA(F(m)) dz tber die (v — 1)-
dimensionalen Volumina A(F(x)) der F(z) fiir alle 6 > 0 endlich ausfalle.

8Wir sprechen im weiteren Verlauf etwas lax von einer Konstanten ¢, obschon stets eine
Funktion in diesem Sinne gemeint ist.

9Vergleiche beispielsweise Theorem 5.2.5 in [Sim15b].
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10 KAPITEL 1. EINLEITUNG

eine zentrale Idee im exponentiellen Abklingen der Resolvente!® (Hg — o) ~*

in dem Sinn, dass
14t < peesmiam

gilt fir (gewisse) messbare Mengen A, B C R” mit positivem Abstand. Wéah-
rend M. van den Berg, R. Hempel und J. Voigt hierbei mit X = Ly({2)
arbeiten, verwendet H. Vogt X = L;({2) und geht somit gewissermaflen zu
einem spateren Zeitpunkt in den Ly iiber. Die Methode, die Resolvente als
Abbildung von L; nach L; zu betrachten, stellt sich als vorteilhaft heraus
und wird zum Teil auch in der vorliegenden Arbeit benutzt.

In dieser Arbeit erzielen wir gegeniiber dem bisherigen Stand der For-
schung in zweierlei Hinsicht Fortschritte:

Erstens zeigen wir, dass sich eine Abschatzung der Form

de”Ll(Q) <c ”@"Lz(ﬂ) ’

wobei die Konstante c¢ lediglich durch spektrale Eigenschaften von Hy, be-
stimmt ist, auch fiir Eigenfunktionen von H(, gewinnen lasst, die Eigenwerten
in einer Liicke im wesentlichen Spektrum von Hg, zugehorig sind. Grundle-
gend hierfiir ist die Idee, nicht nur das exponentielle Abklingen der Resolvente

A= (Hg—0)",
sondern auch von (yAx —n)~! zu verwenden, wobei y die Multiplikation mit
einer geeigneten charakteristischen Funktion ist.

Zweitens beweisen wir eine entsprechende Abschéatzung auch fiir Schro-
dingeroperatoren S, = Hg + V mit Potential V' aus der Kato-Klasse und
Eigenfunktionen zu Eigenwerten unterhalb des wesentlichen Spektrums von
Sq. Es sei bemerkt, dass das Potential V' unbeschriankten Negativteil haben
kann und somit die Operatorhalbgruppe (e 92);5¢ im Allgemeinen nicht von
der freien Wéarmehalbgruppe dominiert wird.

Als Vorstufe zu diesen beiden Fortschritten beweisen wir in dieser Arbeit
auBerdem erneut eine Li-Abschétzung fiir Eigenfunktionen von Hy, zu Eigen-
werten unterhalb des wesentlichen Spektrums. Die von uns gewonnene Ab-
schitzung ist zwar besser als diejenige in [vdBHV15], kann jedoch nicht mit
der im Wesentlichen optimalen Abschiatzung aus [Vogl5] konkurrieren. Un-
ser Beweis kommt allerdings ohne die Majorisierung der Operatorhalbgruppe
durch die freie Warmehalbgruppe aus und lasst daher eine Verallgemeinerung
beispielsweise (aber nicht ausschliefilich) auf Schrodingeroperatoren zu.

0Genauer wird, auch in der vorliegenden Arbeit, die Resolvente (Hs — \)~! verwendet,
wobei A ein Eigenwert von Hp und X C (2 eine Teilmenge ist, fiir die A ¢ o(Hy) gilt.
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Gliederung

Die vorliegende Arbeit ist folgendermaflen aufgebaut.

Kapitel 2 — Praliminarien. Wir umreifien einige Definitionen und Re-
sultate der Funktionalanalysis, die fiir die vorliegende Arbeit zentral sind. Im
ersten Abschnitt werden die fiir unsere Zwecke relevanten Funktionenrdume
eingefiihrt; insbesondere finden sich hier eine Definition der Sobolevraume
und einige Hilfssétze tiber schwache Ableitungen. Der zweite Abschnitt be-
handelt (lineare, nicht notwendigerweise beschrankte) Operatoren in Banach-
und spezieller in Hilbertraumen. Wir definieren das Spektrum abgeschlosse-
ner Operatoren sowie den Adjungierten eines dicht definierten Operators im
Hilbertraum. Weiter diskutieren wir den Zusammenhang zwischen Opera-
toren und quadratischen Formen und zitieren den Spektralsatz, das Min-
Max-Prinzip, einen Satz tiber die Stabilitat beschréankter Invertierbarkeit so-
wie den Satz von Dunford und Pettis iiber die Existenz von Integralkernen.
Ferner betrachten wir in Form des Dirichlet-Laplace-Operators und der von
Funktionen aus der (lokalen) Kato-Klasse erzeugten (maximalen) Multiplika-
tionsoperatoren zwei Beispiele linearer Operatoren, die fiir diese Arbeit von
grofer Bedeutung sind. Im dritten Abschnitt wenden wir uns der Fourier-
Transformation zu, kraft derer der Laplace-Operator in R” zu einem Multi-
plikationsoperator unitar aquivalent ist.

Kapitel 3 — IMS-Lokalisierungsformeln. Wir beschaftigen uns mit
der Frage, inwiefern gewisse Operatoren im Hilbertraum Ly ({2) in dem Sinne
lokalisiert werden konnen, dass sie sich bis auf einen kontrollierbaren Fehler in
Operatoren zerlegen lassen, die auf Teilrdumen Ly ((2,,) mit £2,, C {2 wirken.
Kontrollierbar heifit in diesem Kontext, dass der Fehler bei geeigneter Wahl
der Teilrdaume kleiner als eine vorgegebene Toleranz ist. Zu diesem Zweck kon-
struieren wir im ersten Abschnitt eine IMS-Zerlegung ((,, )mear der Eins'' und
setzen diese im zweiten Abschnitt ein, um den Dirichlet-Laplace-Operator
H unter Zuhilfenahme des Doppelkommutators [Cm, [Cim, H]] mit den Funk-

tionen (,, der IMS-Zerlegung in lokalisierte Anteile (,, H(,, und einen (be-
schrankten) Lokalisierungsfehler zu zerlegen; diese Zerlegung kommt in der
IMS-Lokalisierungsformel (Theorem 3.2.7) zum Ausdruck. Unsere Darstel-
lung ist eng an die in [CFKS87] angelehnt, erganzt sie jedoch um Konvergenz-
argumente. Im dritten Abschnitt iibertragen wir die Lokalisierungsformel auf
einen Resolventenoperator (H — \)~!; der Doppelkommutator hat hierbei ei-
ne (algebraisch) weniger einfache Gestalt, sodass in den Konvergenzargumen-
ten einige Anpassungen erforderlich sind. Im vierten Abschnitt ibertragen

UEine Zerlegung der Eins, bei der jedoch Y ¢2 = 1 statt >.(, = 1 gilt; vergleiche
Definition 3.1.1.
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12 KAPITEL 1. EINLEITUNG

wir die IMS-Lokalisierungsformel auf Schrodinger-Operatoren. Dieser Schritt
erfordert keine wesentlichen Modifikationen, da der vom Potential erzeugte
Multiplikationsoperator mit den Funktionen der IMS-Zerlegung kommutiert.

Kapitel 4 — L;-Abschatzungen. Wir kommen zum eigentlichen Anlie-
gen dieser Arbeit. Im ersten Abschnitt behandeln wir den Fall, dass @ eine
Eigenfunktion des Dirichlet-Laplace-Operators zu einem Eigenwert A unter-
halb des wesentlichen Spektrums ist. Mit Hilfe der IMS-Lokalisierungsformel
gehen wir — wie in [vdBHV15] — zu einem Teilbereich X C (2 iiber, sodass
A unterhalb des Infimums des gesamten Spektrums von Hy, liegt. Anschlie-
end zeigen wir unter Verwendung des Satzes von Dunford und Pettis, dass
der Resolventen-Operator (Hyx — \)™! einen exponentiell abklingenden In-
tegralkern besitzt; wir fithren dabei (Hyx — A\)~! mittels der ersten Resol-
ventengleichung auf Potenzen von (Hy + 1)~! zuriick und studieren letztere
unter Zuhilfenahme der Fourier-Transformation. Dass der Integalkern der
Resolvente (Hyx — \)™! exponentiell abklingt, erlaubt es uns, sie als stetigen
Operator von L (X') nach L; (X)) aufzufassen. Wir zerlegen die Eigenfunktion
¢ von Hg mit Hilfe einer Abschneidefunktion &, die auf (2 ~ X mit 1o
tibereinstimmt, und schatzen die L;-Norm von £ mittels der Schwarzschen
Ungleichung ab. FEine Abschétzung des verbliebenen Anteils (1 — &)@ gelingt
wegen der Identitat

(1-8)® = (Hs — \)'[¢, Ho]® (€)

durch die Stetigkeit von (Hx—\)~! als Operator von L; nach Ly. Wir erhalten
hierdurch in Theorem 4.1.14 und Korollar 4.1.15 die angestrebte Abschéatzung
der Form |®[, o) < ¢|®[y, (o) mit einer Konstanten ¢, die durch spektrale
Eigenschaften von Hg, bestimmt ist.

Der Fall, dass @ eine Eigenfunktion des Dirichlet-Laplace-Operators zu
einem FEigenwert A\ in einer Liicke im wesentlichen Spektrum ist, wird in
Abschnitt 4.2 behandelt. Wir betrachten den Resolventen-Operator

A:=(Hg—00)""

fiir einen Referenzwert oo € R\ o (Hy,), der so gewahlt ist, dass der Eigenwert
n:= (A—00)"! von A gerade das Maximum des Spektrums von A ist. Ahnlich
wie im ersten Abschnitt konstruieren wir einen Teilbereich = C (2 derart,
dass 7 fir ¥ := 1= oberhalb des Spektrums von YAy liegt. Wir zeigen, dass
die Resolvente (yAx — n)~! exponentiell abklingt im Sinne von

< e—a|k—€|
Lo—Lo — B ’

o, (xAx —n) Mg,

wobel Qr = k + (—1/2,1/2]" fir k € Z" ein achsenparalleler Wiirfel in
R” ist. Wir verwenden erneut eine Zerlegung @ = £@ + (1 — £)® mit einer
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Abschneidefunktion &, die auf {2 \ = mit 1= tibereinstimmt. Fiir die L;-
Abschatzung des Anteils (1 — £)® verwenden wir die Identitét

(1 -8 = (xAx — 1) 'xA[Hg, {]AD (D)

und das exponentielle Abklingen sowohl von (yAx —n)~! als auch von A. Da
sich [Py, ) mit der Schwarzschen Ungleichung abschitzen lisst, erhalten
wir in Theorem 4.2.10 die erhoffte L;-Abschétzung.

Im dritten Abschnitt tibertragen wir schliellich unser Vorgehen aus dem
ersten Abschnitt vom Dirichlet-Laplace-Operator auf Dirichlet-Schrodinger-
Operatoren mit Potentialen aus der Kato-Klasse. Das grofite Hindernis hier-
bei besteht darin, dass sich die benotigten Informationen tiber den Integral-
kern der Resolvente nicht wie im Fall V' = 0 aus der Fourier-Transformation
gewinnen lassen; wir verwenden stattdessen die Theoreme B.7.1 und B.7.2
aus [Sim82]. Ansonsten entspricht unser Vorgehen dem im ersten Abschnitt;
wir erhalten in Theorem 4.3.8 die angestrebte L;-Abschétzung fiir Eigenfunk-
tionen von Schrodingeroperatoren zu Eigenwerten unterhalb des wesentlichen
Spektrums.

Ausblick

Bei der Behandlung von Eigenfunktionen zu Eigenwerten in einer Liicke im
wesentlichen Spektrum des Laplace-Operators Hy, in Abschnitt 4.4.2 ist die
Beobachtung zentral, dass sich der Kommutator der Resolvente A mit einer
geeigneten Funktion ¢ vermoge der Gleichung

[A7 90] - A[% HQ]A

auf den Kommutator [¢, Hg] zuriickfithren lasst; vergleiche hierzu den Beweis
von Lemma 4.2.4. In diese Beobachtung flielen allerdings keine besonderen
Eigenschaften des Operators H,, sondern lediglich die Gleichungen

AHg = (1+ 00A)Dom Hy HpA =1+ 0pA,

ein. Es ist daher davon auszugehen, dass unser Vorgehen in dhnlicher Weise
auch bei Schrodinger-Operatoren zu einer Li-Abschéatzung fiihrt.

Des Weiteren ist anzunehmen, dass eine Verallgemeinerung auf elliptische
Differentialoperatoren der Form

Lf = — Zy: &aijajf + Vf

i.j=1
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